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Von besonderem Interesse sind kontextfreie Sprachen, die von einem
deterministischen Kellerautomaten erkannt werden.

Definition
@ Ein Kellerautomat heiBt deterministisch, falls - eine rechtseindeutige
Relation ist:

KrKin KK, = K= K.

e Aquivalent hierzu ist, dass die Uberfithrungsfunktion § fiir alle
(g,a,A) € Zx ¥ xT folgende Bedingung erfiillt (sieche Ubungen):

[0Cq,a, A)ll +[06(q,e, A)| < 1.
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Beispiel
@ Betrachte den PDA M = ({qo, 91, 92}, {a, b, c},{A, B,#},9, qo, #) mit

0 qoa# — qoA#  qob# — qoB#  qoaA — qAA  qobA — qoBA
qoaB — @@AB  qobB — quBB  qocA - 1A GocB - q1B
q1aA —> q1 q1bB - q1 qiEH —> G2

Darstellung von ¢ in Tabellenform

9 ‘ QO,# q07A quB ‘ Q1,# qlaA qlaB ‘ Q2,# q2aA q27B

€ (¢p)

QA# qoAA qAB q1
qoB# qoBA qoBB q1
c @A aB

o

@ Man beachte, dass jedes Tabellenfeld hochstens eine Anweisung enthalt und
jede Spalte mit einem e-Eintrag keine weiteren Eintrage enthalt.

@ Daher ist die Bedingung (g, a,A)| +[|6(g,&,A)| <1 fir alle ge Z, a€ ¥ und
Ael erfullt. <
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Frage

@ Konnen deterministische Kellerautomaten zumindest alle regularen
Sprachen durch Leeren des Kellers akzeptieren?

e Kann z.B. die Sprache L = {a, aa} von einem deterministischen
Kellerautomaten M durch Leeren des Kellers akzeptiert werden?

Antwort: Nein

@ Um x = a zu akzeptieren, muss M den Keller nach Lesen von a leeren
und kann somit keine anderen Worter mit dem Prafix a akzeptieren.

@ Deterministische Kellerautomaten kénnen also durch Leeren des Kellers

nur prafixfreie Sprachen L akzeptieren (d.h. kein Wort x € L ist Prafix
eines anderen Wortes in L).

Lésung des Problems

Wir vereinbaren, dass deterministische Kellerautomaten ihre Eingabe durch
Erreichen eines Endzustands akzeptieren diirfen.
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Definition

o Ein Kellerautomat mit Endzustanden wird durch ein 7-Tupel
M=(Z,%,T,0,qo,#, E) beschrieben.

Dabei sind die Komponenten Z, %, T, 4, qo, # wie bei einem PDA.
Zusatzlich ist E € Z eine Menge von Endzustanden.

Die von M akzeptierte oder erkannte Sprache ist
LM)={xeX"|IpeE,aecl™: (qo,x,#)+" (p,e,a)}.

M ist ein det. Kellerautomat mit Endzustanden (kurz: DPDA), falls M
fur alle (g,a,A) € Z x ¥ x [ zusatzlich folgende Bedingung erfiillt:

16Cq,a,A)| +[0(q,e,A)| < 1.
Weiter sei

DCFL = {L(M)| M ist ein DPDA}

(deterministic context free languages).
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@ Die Klasse DCFL lasst sich auch mit Hilfe von speziellen kontextfreien
Grammatiken charakterisieren, den so genannten LR(k)-Grammatiken.

@ Der erste Buchstabe L steht fiir die Leserichtung bei der Syntaxanalyse,
d.h. das Eingabewort x wird von links (nach rechts) gelesen.

@ Der zweite Buchstabe R bedeutet, dass bei der Syntaxanalyse eine
Rechtsableitung entsteht.

@ SchlieBlich gibt der Parameter k an, wieviele Zeichen man iiber das
aktuelle Eingabezeichen hinauslesen muss, damit der nachste Schritt
eindeutig feststeht (k wird auch als Lookahead bezeichnet).

@ Durch LR(0)-Grammatiken lassen sich nur die prafixfreien Sprachen in
DCFL erzeugen.

@ Dagegen erzeugen die LR(k)-Grammatiken fiir jedes k > 1 genau die
Sprachen in DCFL.

@ Daneben gibt es noch LL(k)-Grammatiken, die fiir wachsendes k
immer mehr deterministisch kontextfreie Sprachen erzeugen.
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Frage
Ist DCFL unter Komplementbildung abgeschlossen?

Antwort

Ja. Allerdings ergeben sich beim Versuch, einfach die End- und Nicht-
endzustande eines DPDA M zu vertauschen, um einen DPDA M fir L(M)
zu erhalten, folgende Schwierigkeiten:

© Falls M eine Eingabe x nicht zu Ende liest, wird x weder von M noch
von M akzeptiert.

@ Falls M nach dem Lesen von x noch e-Uberginge ausfiihrt und dabei
End- und Nichtendzustinde besucht, wird x von M und von M
akzeptiert.




DPDAs, die ihre Eingabe zu Ende lesen =0

Der néachste Satz zeigt, wie sich Problem 1 beheben I3sst. ]

Jede Sprache L € DCFL wird von einem DPDA M’ erkannt, der alle
Eingaben zu Ende liest.

Beweis.

Sei M =(Z,%,T,6,qo,#, E) ein DPDA mit L(M) = L.

Falls M eine Eingabe x = xy ... x, nicht zu Ende liest, muss einer der
folgenden drei Griinde vorliegen:

@ M gerat in eine Konfiguration (g, X; ... xn,€), i < n, mit leerem Keller.

@ M gerat in eine Konfiguration (g, X; ... xn, Ay), i < n, in der wegen
0(q,xi,A) =0(q,e,A) = @ keine Anweisung ausfiihrbar ist.

© M gerat in eine Konfiguration (g, X; . ..xp, Ay), i < n, so dass M aus-
gehend von (g, e, A) eine unendliche Folge von e-Anweisungen ausfiihrt.




DPDAs, die ihre Eingabe zu Ende lesen 251

Beweis (Fortsetzung)

@ Die erste Ursache schlieBen wir aus, indem wir ein neues Zeichen O
auf dem Kellerboden platzieren:

(a) se# — qo#0O (dabei sei s ein neuer Startzustand).

@ Die zweite Ursache schlieBen wir durch Hinzunahme eines
Fehlerzustands r sowie folgender Anweisungen aus:

(b) gqaA—rA, fir alle (g,a,A) € Zx X xT" mit A = O oder
5(q,a,A) =6(qg,e,A) =@ (hierbei ist " =T u {O}),

fiir alle ae X und Ael’.
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Beweis (Fortsetzung)

@ Als nachstes verhindern wir die Ausfiihrung einer unendlichen Folge von
e-Ubergingen.
Dabei unterscheiden wir die beiden Falle, ob M hierbei auch Endzustiande
besucht oder nicht.
(d) gecA—rA, firalle ge Z und A €T, so dass M ausgehend von der
Konfiguration (g,&,A) unendlich viele e-Uberginge aus-
fihrt ohne dabei einen Endzustand zu besuchen.

Falls ja, sehen wir einen Umweg iiber den neuen Endzustand t vor.

(e) g=A—=tA  firalle g€ Zund A€, so dass M ausgehend von der
teA—rA,  Konfiguration (qg,e,A) unendlich viele e-Uberginge aus-
fihrt und dabei auch Endzustiande besucht.

@ SchlieBlich tibernehmen wir von M noch

(f) alle Anweisungen aus ¢, soweit sie nicht durch Anweisungen vom Typ
(d) oder (e) iiberschrieben wurden.
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Beweis (Schluss)

Zusammenfassend transformieren wir M = (Z,%,T,6, qo, #, E) in den DPDA
M =(Zu{r,s, t}, L, s,#, Eu{t}) mit I'=Tu{O},

wobei ¢’ folgende Anweisungen enthalt:

(a) se# — qo#0,

(b) gaA—rA, fir alle (q,a,A) € Zx L x[’ mit A =0 oder d(q,a,A) =
4(q,6,A) =2,
fir alle aeX und Acl”,
geA — rA, ir alle ge Z und A €T, so dass ausgehend von der Konfigura-
d A A far all Zund Ael d hend der Konfi

tion (qg,¢,A) unendlich viele e-Ubergénge ausgefiihrt werden,
ohne dass dabei ein Endzustand besucht wird.

(e) gecA—tA  fir alle g € Z und A €T, so dass ausgehend von der Konfi-
teA—rA,  guration (g,e,A) unendlich viele e-Ubergange ausgefiihrt und
dabei auch Endzustinde besucht werden,

(f) alle Anweisungen aus 0, soweit sie nicht durch Anweisungen vom Typ (¢)
oder (e) uberschrieben wurden. o
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Beispiel
Wenden wir diese Konstruktion auf den DPDA
M = ({q07 qi, q2}7 {aa ba C}’ {Aa Ba #}a 67 qo, #7 {q2})

mit der Uberfiihrungsfunktion

0 ‘ qO?# q07A quB ‘ C71,# qlaA quB ‘ Q2,# q2aA q27B

G2 QR
QA# qoAA quAB q1
qoB# qoBA qoBB q1
@A aB

0O T L O

an, so erhalten wir den DPDA

MI = ({q()? a1,q2,1,s, t}7 {‘97 b7 C}7 {Aa Bu #7 D}»éla S, #7 {Q2, t})
mit folgender Uberfiihrungsfunktion ¢':
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Beispiel (Schluss)

o ‘qu# quA QO7B qo,d ‘QL# q17A q17B QLD‘q%# q27A q2uB g2,0

€ 92 t#

a |qoA# qAA qAB rO q rB ro rA rB rO
b |qoB# qyBA quBB rO rA g1 rO rA rB rO
c |r# qA @B ro rA rB ro rA rB roO

Typ|(f.b) (F)  (F) (b) |(F) (F.b)(F.b)(b) |(e) (b) (b) (b)

s, # s,A s, B s,0O

ry# r,A r,B r,0

t,# t,A t,B t,O
qo#0 r#

€
a
b
c

Typ|(a) |(e)
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Die Klasse DCFL ist unter Komplement abgeschlossen.

Beweis

@ Sei M=(Z,%,T,0,q0,#, E) ein DPDA, der alle Eingaben zu Ende
liest, und sei L(M) = L.

@ Wir konstruieren einen DPDA M fiir L, der M simuliert.

@ Dabei merkt sich M in seinem Zustand (g, i) neben dem aktuellen
Zustand g von M in der Komponente i, ob M nach Lesen des letzten
Zeichens (bzw. seit Rechenbeginn) einen Endzustand besucht hat
(i =2) oder nicht (i =1).

o Mochte M das nachste Zeichen lesen und befindet sich M im Zustand
(g,1), so macht M noch einen Umweg iiber den Endzustand (g, 3).




Komplementabschluss von DCFL

Beweis (Schluss)
@ Konkret sei M = (Zx{1,2,3},%,T,6",s,#,Zx{3}) mit
s:{(q071)5 q0¢E7

(q072)a sonst,

wobei §’ fir jede Anweisung qeA —p py die Anweisungen
(g.1)eA~(p,1)y, falls p¢E,
(g,1)eA— (p,2)y, falls peE und
(9,2)eA~ (p,2)7,

sowie fiir jede Anweisung gqaA —y py folgende Anweisungen enthalt:

(q,1)eA~ (g,3)A,

(q,2)aA— (p, 1)y, fallsp¢E,
(g,2)aA - (p,2)y, fallspeE,
(g,3)aA - (p,1)y, falls p¢ E und
(q,3)aA - (p,2)y, fallspeE.

Man beachte, dass M in einem Endzustand keine e-Ubergiange macht.

237
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Beispiel

@ Angenommen, ein DPDA M = (Z,%,T, 4, qo, #, E) fuhrt bei Eingabe x = a
folgende Rechnung aus:

(qo,a,#) F (q1,6,m) + (q2,€,72)-
@ Dann wiirde M im Fall E = {qo, g2} (d.h. x e L(M)) die Rechnung
((90,2), a,#) + ((q1,1),6,71) + ((92,2),€,72)
ausfithren und das Wort a verwerfen, da (g1,1),(g2,2) ¢ Zx{3} sind.
@ Im Fall E={qo} (d.h. x ¢ L(M)) wiirde M dagegen die Rechnung

((Q(),2),a,#) = ((qlv 1)757’71) = ((an 1)757’72) = ((q2,3),5772)
ausfithren und das Wort a akzeptieren, da (go2,3) € Zx{3} ist.
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Definition

Fiir eine Sprachklasse C bezeichne co-C die Klasse {L| L € C} aller
Komplemente von Sprachen in C.

Korollar

e REG = co-REG,

e DCFL = co-DCFL,
@ CFL # co-CFL.

| \
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Die Klasse DCFL ist nicht abgeschlossen unter Schnitt, Vereinigung,
Produkt und Sternhiille.

A,BeDCFL 4 An B e DCFL
@ Die beiden Sprachen
Ly ={a"b™c™ | n,m>0} und Ly={a"b"c™|n,m>0}
sind sogar deterministisch kontextfrei (siehe Ubungen).

@ Da L;nly={a"b"c"| n>0} nicht kontextfrei ist, liegt der Schnitt
dieser Sprachen natiirlich auch nicht in DCFL.




A, B¢ DCFL  Au B e DCFL —

@ Da DCFL unter Komplementbildung abgeschlossen ist, kann DCFL
wegen de Morgan dann auch nicht unter Vereinigung abgeschlossen
sein.

@ Beispielsweise sind die Sprachen
Lz={a'bick|i#j} und Ly={a'bick|j#k}.
deterministisch kontextfrei (siehe Ubungen).
@ lhre Vereinigung gehort aber nicht zu DCFL, d.h.
L3U Ly ={a'bick|i+joderj#k}eCFL~ DCFL.
e DCFL i:c,t namlich unter Schnitt mit reguldren Sprachen abgeschlossen
(siehe Ubungen).
@ Daher wére mit L3 U L4 auch die Sprache
(Lsuly)nL(a*b*c*) ={a"b"c" | n>0}

(deterministisch) kontextfrei.
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@ Betrachte die DCFL Sprachen

Ls={a'bick|i#j} und Ly ={a'bick|j+k}.
e Wir wissen bereits, dass L = L3 U L4 ¢ DCFL ist.
@ Dann ist aber auch die Sprache

0L =0L3U0L, ¢ DCFL,

da sich ein DPDA M = (Z,%,T, 6, qo, #, E) fur OL leicht zu einem
DPDA M’ fir L umbauen lieBe:

o Sei (p,¢e,7) die Konfiguration, die M nach Lesen der Eingabe 0
erreicht.

o Dann erkennt der DPDA M’ = (Zu{s},¥,I,d', s, #, E) die Sprache
L, wobei 6" wie folgt definiert ist:

(Y(q u A) _ (p77)’ (q,U,A):(S,ﬁ,#),
o 5(q,u,A), (q,u,A)eZx(Xu{e})xT.
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@ Betrachte die DCFL Sprachen
Ls={a'bick|i#j} und Ly ={a'bick|j+k}.
@ Es ist leicht zu sehen, dass auch die beiden Sprachen {¢,0} und
Ls=L3uU0Ly in DCFL sind (siehe Ubungen).

@ lhr Produkt {€,0}Ls = Ls u0Ls = L3 u 0Ly U0L3 U00L, gehort aber
nicht zu DCFL.

@ Da DCFL unter Schnitt mit reguldren Sprachen abgeschlossen ist, ware
andernfalls auch die Sprache

{,0}Ls N L(0a*b*c*) = 0L3 U OLy

in DCFL, was wir bereits ausgeschlossen haben.

Bemerkung

Dass DCFL auch nicht unter Sternhiillenbildung abgeschlossen ist, |asst
sich ganz ahnlich zeigen (siehe Ubungen).
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Abschlusseigenschaften der Klassen REG, DCFL und CFL

Vereinigung Schnitt Komplement Produkt Sternhiille

REG ja ja ja Jja ja
DCFL nein nein ja nein nein
CFL ja nein nein Jja ja
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