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13 Grenzwertsatze

13.1 Das Gesetz der grofl3en Zahlen

Der Erwartungswert einer zalfigen VariablenX ist in der
Praxis meist nicht bekannt. Um ihn zu bestimmen, sammelt
man Beobachtungel;, Xo, ..., X,, (n € N) und bildet dann
das arithmetische Mittel dieser Beobachtungen:

1=1

Dabel mufl$ man jedoch beachten, dal3 die Beobachtungen
X1,...,X, unablangig oder wenigstens unkorreliert sind.
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Satz 43 (Schwaches Gesetz der grol3en Zahleks seien
X1, ...,X, unkorreliertezufallige Variablen mit := EX;

undo? := Var X; (furalle: = 1, ..., n). Dann gilt fur alle

e > 0:

lim P(| X, —u| >¢)=0.

n—aoeo

Bewels:Zum Bewels des Satzes verwenden wir die
Ungleichung von BCcHEBYCHEW(vgl. Satz 38).
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Da die Zufallsgol3enX, ..., X,, unkorreliert sind, gilt

Var X = Var (}LG:Xz> — # - Var (i:XZ>
i=1 i=1

n
1 1 2 _ o2
5 E Var (X;) = 5 -n-0° =2
i=1
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Mittels der TscHEBYCHEW-Ungleichung erhalten wir:

P(| X, — pl > ¢) P(|X —EX| > ¢)

Var X

Bem. 19 Aus dem Bewelis erkennen wir, daf3 die
Voraussetzungen etwas abgesabiat werden &nnen,
anstelleVar X; = ¢* genigt die Forderung

lim —ZVarX = 0.

n— oo n2
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Def. 45 Wenn

lim P(|Y, —Yp| >¢&)=0 Ve>0

n—aoeo

dann heil3t; stochastischer Grenzwert der Fol¢#&,,} und
man schreibp — lim Y,, = Y.

499 W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



Bsp. 81 Es seienX; ~ B(1, p)

0 1
Xz' .
l—p p
Dann gilt:

u=EX=EX;,=0-(1-p)+1-p=0p
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und

p—p°
p-(1—p)

Nach dem schwachen Gesetz der grol3en Zahlen folgt:

g

501

%zn:Xz’—p
i=1

>5> so U-
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Bsp. 82 Es seiA ein Ereignis,p = P(A) sei unbekannt. Zur
Sclatzung vorp fuhren wir eine Reihe von una@hgigen
Experimenten durch, bei denehund A die einzig naglichen
Ausdnge seien.

n. # der Experimente, die durchggfrt werden.

n(A): 4 Auftretens des Ereignissets

n(A)

Pn =
n

die relative Hufigkeit des Ereignisses.
Frage:  p, w=so 1?

Dazu definieren wir Zufalls@f3enX; (: = 1,....n),
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% ; 1 , Aim:—ten Experiment eintritt

0 , Aimz-ten Experiment nicht eintritt
\

Danngiltfuralle: =1,... n:
und P(X; =1) =psowieP(X; =0) =1 —p.

0° = VarX;=p-(1—p)
po= EX;=p

Wir definieren weiterhin:
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Wir wenden nun das schwache Gesetz der grol3en
Zahlen an und erhalten:

lim P(|p, — p| > ¢)

n—aoeo

lim P(|X, — u| > ¢)
= 0, Ve >0

Folglich qilt: p,, —= ».

Bem. 20 Scratzungerp,,, die gegen den zu satzenden
Parameter konvergieren heifl3en (schwach) konsistent.
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Satz 44 (Gesetz der Grol3en Zahlenfeien die
ZufallsvariablenXy, ..., X,, identisch verteilt und
unablangig E|X;| < oo, EX; = u. Dann gilt

Plw: lim X, =p) = 1.
Bem. 21 Das Schwache Gesetz der Grol3en Zahlen lautet
entsprechend: Seien die Zufallsvariabl&n, ..., X,
Identisch vertelltEX; = p und

unkorreliert(cov(X;, X;) = 024;;). Dann gilt

= p—lim X,, = p.
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Das Gesetz der grol3en Zahlen eignet sich also zurat&s
von Erwartungswerten oder zur Approximation von
Integralen.

Bsp. 83 SeiX ~ F' mit Dichte f(x), den Beobachtungen
r1,..., T, Undg(-) eine beliebige Funktion. Der
Erwartungswert

wird (falls er existiert) geschtzt durch
R [

I = o Zg(xz)
1=1
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Bsp. 84 Ist f > 0 kann das Integral

- /g(aj) iz

(falls es existiert) gesdtzt werden durch

A_l . g(z;)
I_nzf(xz').
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13.2 Der Satz vonGLIVENKO—CANTELLI

SeienX., ..., X, unablangige Beobachtungen mit
P(X;<z)=F(x), Vi=1,...,n.

Die VerteilungsfunktionF'(x) soll durch die Funktion

approximiert werden.

Def. 46 SeienXy, ..., X,, unkorreliert, X, ~ F', und
X(l), . ,X(n), X(l) < X(g) < ... < X(n) die geordnete

W.Ko0ssler, Humboldt-Universit zu Berlin



Stichprobe. Die Funktion
#{Xz X; < Q?,’é — 1, ,n}

Eu(z) = o
0 falls z < X(l)
= % falls X(i) <z < X(z’—|—1)
1 falls Xy <z

heil3t empirische Vertellungsfunktion

EDF. sas EDF_2. sas

Satz 45 SeienX, ..., X,, unkorreliert. Es qgilt:
lim P(|F,(z) — F(x)]| >¢)=0 VzeR.
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Beweis:Wir definieren Zufallsgol3enY,, (: = 1,...,n,
x € R) durch:

1 ,fallsX,;, <=z
S/jix —
0 , sonst

Dann gilt offensichtlichd@r alle: =1, ..., n undx € R:

0 1
1 - F(x) F(x)

Yig
D.h.Y,, ~ B(1, F(x)). Sei, ur allex € R,
i=1
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Vergleichen wir die ZufallsgiRenF),(z) undY

Y, =F,(z).

Aus Beispiel 81 folgty := EY;, = F'(x). Deshalb folgt aus
dem schwachen Gesetz der grol3en Zahlen:

lim P(|Y, — pu| >¢)=0, Ve>0.

n—aoeo

D.h. fur alles > 0 gilt:

lim P(|F,(z) — F(x)] >¢) =0

n—oeo
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Versclarfung:

Satz 46 (Satz vorGLIVENKO—CANTELLI) Es seien
X1,...,X, unablangigezufllige Variablen. Dann qilt:

P (hm sup | Fo(2) — Fz)| = o) ~ 1.

Dieser Satz wird auch oft als der Hauptsatz der Statistik
bezeichnet.
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13.3 Konvergenz von Folgen zw#lliger
Variablen

Wir betrachten in diesem Abschnitt eine Reihe von

Konvergenzbegriffen, die ersten beiden haben wir schon am
Anfang des Kapitels kennengelernt.

Def. 47 Eine Folge{ X, },.cny zufalliger Variablen

konvergiert stochastisafin WKkt.) gegen eine zaifige
Variable X, falls fur alle ¢ > 0 qilt:

lim P(|X, — X| >¢)=0.

n—aoeo

Wir bezeichnen danmp—-lim X, = X.
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X heildt stochastischer Grenzwert der Folg¥,, }.

Def. 48 Eine Folge{ X, }.en zufilliger Variablen heifl3t
fast sicher konvergemfegen eine zéflige Variable X, falls

gilt:

P ({w: lim X, (w) = X(w)}) = 1.

n—aoo

Wir bezeichnen dandim X,, = X f.s2

X heil3t f.s. Grenzwert der FoldeX,, }.

Das Kurzel ,f.s.” steht fir ,fast sicher‘. Manchmal findet man statt
,1.5." auch das Kirzel,a.e.“. Es bedeutgealmost everywhere".
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Def. 49 Es seienX, ..., X,,, X zufallige Variablen mit
E|X;|P < oo, E|X|P < 0.
{ X, } konvergiert imp-ten MittelgegenX, falls

lim E|X,, — X|? = 0.

n—aoeo

Wir bezeichnen danniim,,_,.. X,, = X p.m.
(g.m. wenrp = 2).
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Def. 50 Es sei{ X, } .en €ine Folge von zéfligen Variablen.
X sel eine Zufallsgif3e mit der Verteilungsfunktion
F(z) = P(X < x).

Die Folge{ X, }.cn konvergiert in Verteilungegen die
Zufallsgiol3e X, wenn iir alle x € R, in denen die Funktion
F' stetig ist, gilt:

lim P(X, < x)= F(x).

n—oo

Wir bezeichnen dann¥,, —?” X.
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Wir versuchen jetzt Zusammedige zwischen den
verschiedenen Konvergenzbegriffen herzustellen.

Lemma 47 SelX eine Zufallsvariable mit
E|X P < o0, p’ < p. Dann gilt

(BIX|")7 < (BIX])7.

Beweis:Die Funktiong(z) = |z|" ist konvex fir¢t > 1. Fur
eine beliebige Zufallsvariablg gilt (Jensens Ungleichung)
EY|" <E|Y/.

SeiY = |X

Y.t =L > 1. Daraus folgt
(EIX[”)7 <E((|X]”)7) = E[X].
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Folg. 7 Seip’ < p.

Iim X, =X pm.= lim X, =X p'.m.

n—aoo n—aoo

Bewelis:Wegen Lemma 47 gilt:

1
7

(B|X, — X[)7 < (B|X, — X[P)7.

Lemma 48 Seip > 1. Dann qilt

lim X,, =X pm.=p-lim,_ X, = X.

n—oo
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Bewels:Es qilt fur allen:

P(|X,—X|>¢) = P(X, — X|P > ¢€P)

E| X, — X|P
< -
Markoff-Ungleichung
E X, — X|P
lim P(|X, — X|>¢) < lim | . | = 0.
N— 00 n—:ao0 €

[

Das folgende Beispiel zeigt, dald stochastische und fast
sichere Konvergenz nicht identisch sind.

Bsp. 85 Wir wollen eine Folgg X, },.cny zuilliger Variablen
konstruieren, iir die zwarp—lim X,, = 0 qilt, nicht aber
lim X,, = 0 f.s.Es seierf) = [0,1] und& = [0,1] N B!
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gegeben. Er alle Ereignissed C |0, 1] gelte:

OSP(A):/ldazgl.
A

Wir betrachten nun eine FolgeA,, }.en VOn Ereignissen im
Ereignisfeldf. Fur alle n € N sei A,, definiert durch:

Api=k-27" (k+1)-27",
wobel fir die Zahlenh und £ folgendes gelte:
o hk e ZT U{0};
en=2"+k (n<2-2"
o 0 <k <2h
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Die Folge{ X,, } .cn definieren wir nun wie folgt:

y

1 ,fallswe A,
Xn(w) — <
0 ,sonst

\

Untersuchen wir die stochastische Konvergenz dieser Folge
von Zufallsgbl3en:

Nach Definition der Folgg X, }..cn gilt:

P(|Xn| >¢) = P(|Xu| =1) = P(4,)

= (k+1)-27"—k-27"

2_h§2—>0,
n

d.h.p—lim X,, = 0.



Wir untersuchen nun, ob die FoldeX,, },cn auch fast sicher
gegen Null konvergiert. Sehen wir uns die Intervallean,
furn=1,..., 8:

n=2"+k|h|k|A,

1=2°40|0|0]|A; =]0,1]
2=2'40 10| A =]0,5
3=2'4+1|1|1]|4;=[31
4=2240 20| A,=10,7]
5=224+1|2|1|A45=1[3 3]
6=22+2|2|2| 4= 3
T=22+3|2|3|A;=[31]
8=22+0|3|0|As=10,1]




Die Folge{ A, } .cn iSt nirgends konvergent. Also

P ({w: lim X, (w) = o}) —0#1.

n—oeo

Satz 49 Es sei{ X, },.c eine Folge von zdétfligen Variablen,
far die es zwel Zufalls@f3enX undY gibt, so dal3 gilt:

X = p-limX,, undY = p-limX,,.
Dann folgt daraus:

PX=Y)=1

Beweis:Es seks > 0 beliebig. Dann berechnen wir

P(w: | X(w) =Y(w)| > e}) = (+)
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= PHw: | X (W)= X, (w)+ Xn(w) = Y(w)] >}
< P({w: |[X(w) = Xp(w)| + [Xn(w) = Y(w)| > €})
< P{w:|X,(w) - X(w)| > £} U{w: [Xp(w) — Y(w)| > =)
< P({w:]|Xn(w) - X(Ww)]>=5}) +
P ({w: Xn(w) —n(w)| > 3 )
()
D.h.
PIX —-Y|>e)=0 Ve>D0.
PHw: X(w)=Yw)}) =1. 0
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Lemma 50

p—lim, .. X, =X=X, -’ X

Wir kennen vier verschiedene Arten der Konvergenz einer
Folge von Zufallsgol3en gegen eine zalfige Variable. Sie
bilden z.T. eine gewisse Hierarchie.

limX, =Xfs. —= p-limX, =X
— X, —PX
limX, =Xdm. = p-limX, =X
Die Umkehrungen gelten im allgemeinen nicht. Da die

Verteilungskonvergenz in dieser Kette die séuowste Ist,
wird sie oft auch als schwache Konvergdaezeichnet.
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Bsp. 86 X,, ~ Bi(n,p,), limnp, =AY ~ Poi())
= X, =PV
Diese Aussage kennen wir schon varhgr.
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13.4 *Die fast sichere Konvergenz

Dieser Abschnitt wird in der Vorlesung nicht behandelt. Er
dient nur als Ergnzung @ir den interessierten Leser.

Def. 51 Es sei{ A, }.en €ine Folge von Ereignissen. Wir
definieren

lim sup 4,, := lim (U Ak> .
k=n

Bem.: Wir definieren fir allen € N: B,, := | J Ax. Dann

k=n

gilt: B,.1 C B,, (n € N). Folglich ist die Folgg B,, },.cx
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monoton fallend. Demzufolge qilt:

li_>m B, = ﬁ B,,.
n=1

Das bedeutet jedoch nichts anderes als:

li_}rn sup A4,, = li_>m (G Ak> — ﬁ (G Ak> .
k=n k=n

Lemma 51 BOREL-CANTELLI) EsseK A, }.cn €ine Folge
von Ereignissen aus einem Wahrscheinlichkeitsraum

(Q,&,P).Gilt Y P(A,) < oo, so folgt daraus:
n=1

P (lim sup An) = 0.

n—oeo
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Bewels:Zunachst gilt:

P (@Ak) <3 Pl

k=n
Es seie > 0 beliebig gevahlt. Da nach Voraussetzung

i P(A,) < oo gilt, folgt fur hinreichend grol3es.
n=1

i P(A,) < e.

Folglich qilt:
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k=n

P(Jim sup ) = F (,}Lﬂgo U Ak> =y (G Ak>
k=n

VAN

lim Z P(A,) =0.
k=n

[

Wir betrachten eine FolgeX,, }.en Von Zufallsvariablen, die
fast sicher gegen eine Allige VariableX konvergiert. Es
gilt;

lim X, = X f.s.

n—aoeo
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— P({w: lim Xn(w):X(w)})zl

n—aoeo

= P(ﬁ{w: Xk(w)X(w)<5}> —— 1 Ve>0

Cauchy-Kriterium

= P(G{w: Xk(w)X(w)>5}> —— 0 Ve>0

~— lim P(B,) =0, B, U{w X (w) — X (w)| > €}
«— P (lim Bn) =0 (da{B,}.,exy monoton fallend ist)
— P (lim SU.an) = 0.
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Satz 52 Es sei{ X, }..cn eine Folge von Zufalls@f3en, und
X eine weitere zdllige Variable.

lim X,, = Xf.s.= p-limX, = X.

Bewels:Es seie > 0 beliebig gevahlt. Dann gilt:

0 < lim P({w: |X,(w) — X (W) > &})

n—oo

lim P (U{w: X3 (w) — X (w)| > g}>

VAN

n— o0
k=n

— (0 nach Vor.
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Folg. 8 (aus dem Borel-Cantelli Lemma)

Y P(IX,—X|>e)<oo Ve>0= lim = Xf.s.
n=1

Lemma 53 Seip—-lim X,, = X. Dann existiert eine Teilfolge
{X,,} von{X,} sodalllim;_.., X,, f.s.

Lemma 54

n—oo

Y E|X, - X[’ <oco= lim X, = Xf.s.
n=1

Satz 55 (Satz von der majorisierten Konvergenz)
lim, .. X, = X fs. undX,| <Y,E|Y|P < cc. Dann
gilt: lim,,_,.. X,, = X p.m.
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