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Werkzeuge der
empirischen
Forschung
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Haufigkeitstabellen
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Statistische Malf3zahlen flr
guantitative Merkmale

Werkzeuge der
empirischen
Forschung

4.1.1 Lagemalie
Mittelwert, Quantile, Median, Quatrtile,
Modalwert

4.1.2 Eigenschaften von Schatzungen

4.1.3 Streuungsmalle
Varianz, Standardabweichung,
Spannweite, Quartilsabstand, MAD,
Variationskoeffizient

4.1.4 Formmalie
Schiefe, Exzess, Wdlbung, Kurtosis
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Lagemalde (Lokationsparameter)

Das arithmetische Mittel

Werkzeuge der

g Die angegebenen Malf3zahlen sind empirisch, d.h.
sie sind Schatzungen fur die wahre (i.A. unbekannte)
Lage.

Mittelwert (MEAN)

Xi

i=1

SZ = SZn =

Sl

Xn —nooo EX Gesetz der Grol3en Zahlen.

Voraussetzungen:
a) X iid., EX; < oo (Chintchin) oder
b) X; beliebig, EX? < co (Tschebycheff)
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Werkzeuge der
empirischen
Forschung

Raocrhreaihanda

Lagemalde (2)

Quantile

Die Beobachtungen x4, ..., X, werden der Grol3e nach
geordnet: X1y < ... < Xn)-
Sei0<a<l a-n=|a-n+r=:j+r.

Quantile (Perzentile)
B {x(j+1) flirr>0
1/2(xg) + X)) furr =0
(empirisches) a-Quantil bzw. « - 100% Perzentil

mindestens |« - n| der Werte (xq, ..., Xy) sind < X,
mindestens [ (1 — «) - n| der Werte (Xq, ..., X,) Sind
> Xa

Vereinbarung: Xo = X1y X1 = Xq)
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Quantile

Beispiel

Werkzeuge der
empirischen

Forschung X < X2 < X3 < Xg < Xe)
15 < 27 < 28 < 30 < 31

a=0.25:
a-n=025-5=125=1+0.25
— Xq = X0.25 = X(2) = 2.7

a=075:
a-n=075-5=375=3+0.75
— Xo = X0.75 = X4y = 3.0

a=05:
a-n=05.-5=25=24+05
— Xq = Xo5 = X(3) = 2.8

Rocrhraihanda 136/212




Lagemalie (3)

Werkzeuge der
empirischen

Forschung Medlan
ist das 0.5-Quantil Xg 5.
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Lagemalde (3)

Werkzeuge der
empirischen

Forschung Medlan
ist das 0.5-Quantil Xg 5.

Quartile
heiRen die 0.25- und 0.75-Quantile X 25 und Xg75.
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Lagemalde (3)

Werkzeuge der
empirischen

Forschung Medlan
ist das 0.5-Quantil Xg 5.

Quartile
heiRen die 0.25- und 0.75-Quantile X 25 und Xg75.

Modalwert
haufigster Wert

theoretischer Modalwert:
diskrete Merkmale: der wahrscheinlichste Wert
stetige Merkmale: Wert mit der grof3ten Dichte
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Lagemalde (4)

Werkzeuge der

empiischen e Der Mittelwert ist in vielen Fallen eine 'gute’
Lageschatzung, aber nicht robust (gegen
Ausreil3er).

e Der Median ist robust, aber meist nicht so 'gut’.

getrimmte Mittel, (o-)getrimmtes Mittel

_ Kra+n) £ -+ Xin-[na)) 1

X

Die |n- «] kleinsten und |n- «| groRten Werte
werden weggelassen und dann das arithmetische
Mittel gebildet.
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Lagemalde (4)

Werkzeuge der

empiischen e Der Mittelwert ist in vielen Fallen eine 'gute’
Lageschatzung, aber nicht robust (gegen
Ausreil3er).

e Der Median ist robust, aber meist nicht so 'gut’.

getrimmte Mittel, (o-)getrimmtes Mittel

_ Kra+n) £ -+ Xin-[na)) 1

X

Die |n- «] kleinsten und |n- «| groRten Werte
werden weggelassen und dann das arithmetische
Mittel gebildet.

X, ist robuster als X und effizienter als xgs.
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Lagemalde (5)

Werkzeuge der
empirischen

Forschung winsorisiertes Mittel, (a-)winsorisiertes Mittel
Sei o € [0,3) und jetzt ny := [n- o + 1.

% N Xny) + Xm+1) + - + Xneny) + MXn—ni+1)

AT n

Die |n- «] kleinsten und |n- «| grof3ten Werte
werden “herangeschoben” und dann das
arithmetische Mittel gebildet.
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Lagemalde (5)

Werkzeuge der
empirischen

Forschung winsorisiertes Mittel, (a-)winsorisiertes Mittel
Sei o € [0,3) und jetzt ny := [n- o + 1.

X N Xny) + Xm+1) + - + Xneny) + MXn—ni+1)

AT n

Die |n- «] kleinsten und |n- «| grof3ten Werte
werden “herangeschoben” und dann das
arithmetische Mittel gebildet.

e winsorisiertes Mittel ist robuster als X und
effizienter als Xy 5.

Empfehlung fur X,, Xow: «:01 .. 0.2
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Lageschatzungen mit SAS

Werkzeuge der
empirischen
Forschung

Mittelwert:
Median:

getrimmte Mittel:
winsorisierte Mittel:
Quartile:

Modalwert:
Quantile:

Descr 1. sas

Raocrhreaihanda

PROC MEANS;
PROC MEANS MEDIAN;
PROC UNIVARIATE;
PROC UNIVARIATE
TRIMMED=Zahl;
PROC UNIVARIATE
WINSORIZED=Zahl;

PROC UNIVARIATE;
PROC UNIVARIATE;
PROC UNIVARIATE;

Mean. sas
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Beispiele (1)

Werkzeuge der

empirischen Todliche Unfalle durch Pferdetritte

Forschung

14 Corps, 20 Jahre, insges. 280 Einheiten. Erfasst
wurde fur jede Einheit die Anzahl der todlichen
Unféalle durch Pferdetritte.

Anzahl Haufigkeit
0 144

1 91

2 32

3 11

4

5

2
0
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Beispiele (1)

Werkzeuge der

empirischen Todliche Unfalle durch Pferdetritte

Forschung

14 Corps, 20 Jahre, insges. 280 Einheiten. Erfasst
wurde fur jede Einheit die Anzahl der todlichen
Unfalle durch Pferdetritte.

Anzahl Haufigkeit
0 144

1 01
2 32
3 11
4 2 - |
5 0 b

anzahl
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Beispiele (1)

Werkzeuge der

empirischen Todliche Unfalle durch Pferdetritte

Forschung

14 Corps, 20 Jahre, insges. 280 Einheiten. Erfasst
wurde fur jede Einheit die Anzahl der todlichen
Unfalle durch Pferdetritte.

Anzahl Haufigkeit
0 144

1 91
2 32
3 11
4 U |
5 0 b

anzahl

Poisson-Verteilung geeignet (?)
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Beispiele (2)

Werkzeuge der
empirischen

FEISshiE Anzahl von schwarzen Feldern

Ein Zufallszahlengenerator soll zufallige Bildpunkte
erzeugen, weild mit Wkt. 0.71 und schwarz mit Wkt. 0.29.
Dazu wurde ein groRes

Quadrat in 1000 Teilquadrate

mit je 16 Bildpunkten zerlegt.

Gezahlt wurde jeweils die

Anzahl der schwarzen

Bildpunkte.
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Beispiele (2)

Werkzeuge der
empirischen

FEISshiE Anzahl von schwarzen Feldern

Ein Zufallszahlengenerator soll zufallige Bildpunkte
erzeugen, weild mit Wkt. 0.71 und schwarz mit Wkt. 0.29.
Dazu wurde ein groRes H
Quadrat in 1000 Teilquadrate
mit je 16 Bildpunkten zerlegt.
Gezahlt wurde jeweils die EEEEE

il | ).

Anzahl der schwarzen
Bildpunkte. A R O
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Beispiele (2)

Werkzeuge der
empirischen

FEISshiE Anzahl von schwarzen Feldern

Ein Zufallszahlengenerator soll zufallige Bildpunkte

erzeugen, weild mit Wkt. 0.71 und schwarz mit Wkt. 0.29.
Dazu wurde ein groRes :

Quadrat in 1000 Teilquadrate  ::
mit je 16 Bildpunkten zerlegt. | |

Gezahlt wurde jeweils die EEEEE
Anzahl der schwarzen

Bildpunkte. .
n 0 1 2 3 4 10

h 2 28 93 159 184 195 171 92 45 24 6

NN BN N BN NN BN BN BN B B NN

Binomial-Verteilung (schwarz) geeignet (?)

Raocrhreaihanda
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Eigenschaften von Schatzungen (1)

Werkzeuge der
empirischen

WISEN  Sei d, eine Schatzung von 6, die auf n
Beobachtungen beruht.

Konsistenz (Minimalforderung)

el’l n—oo 9
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Eigenschaften von Schatzungen (1)

Werkzeuge der
empirischen

WISEN  Sei d, eine Schatzung von 6, die auf n
Beobachtungen beruht.

Konsistenz (Minimalforderung)

en n—oo 9

Erwartungstreue, Asymptotische Erwartungstreue

Ee:n = 0
E‘gn ~—~n—oo 0

Rocrhraihanda 144/212



Eigenschaften von Schatzungen (1)

Werkzeuge der
empirischen

WISEN  Sei d, eine Schatzung von 6, die auf n
Beobachtungen beruht.

Konsistenz (Minimalforderung)

en n—oo 9

Erwartungstreue, Asymptotische Erwartungstreue
Ee:n = 9
E‘gn ~—~n—oo 9

“gute”, “effiziente” Schatzung

var 6, moglichst klein

Rocrhraihanda 144/212



Eigenschaften von Schatzungen (2)

i< sl  optimale Schatzung

Forschung

wenn var 6, den kleinstmoglichen Wert annimmt far
alle e-treuen Schatzungen

145/212
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Eigenschaften von Schatzungen (2)

Werkzeuge der

empirischen Optlma|e SChé.tZUI‘lg

Forschung

wenn var 6, den kleinstmoglichen Wert annimmt far
alle e-treuen Schatzungen
Mean Square Error (MSE)

MSE = var , + bias? 0,
=var 0, + (Ef, — 0)?

soll minimal oder mdglichst klein sein.

Raocrhreaihanda
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Eigenschaften von Schatzungen (2)

Werkzeuge der

empirischen Optlma|e SChé.tZUI‘lg

Forschung

wenn var 6, den kleinstmoglichen Wert annimmt far
alle e-treuen Schatzungen
Mean Square Error (MSE)

MSE = var , + bias? 0,
= var 0, + (Ef, — 0)?

soll minimal oder mdglichst klein sein.

robuste Schatzung

Eigenschaften sollten “mdglichst” auch bei (kleinen)
Abweichungen von der (Normal-)
Verteilungsannahme gelten

Recrhraihende 145/212



Eigenschaften von Schatzungen (3)

Cramer-Rao Ungleichung

pezetocley #: zu schatzender Parameter einer Population (Dichte f).

empirischen

Forschung 0 = 6, eine erwartungstreue Schatzung von 6.

Cramer-Rao-Ungleichung

var (0) >

ni(f,0)’
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Eigenschaften von Schatzungen (3)

Cramer-Rao Ungleichung

pezetocley #: zu schatzender Parameter einer Population (Dichte f).

empirischen

Forschung 0 = 6, eine erwartungstreue Schatzung von 6.

Cramer-Rao-Ungleichung

var (0) > o

Fisher-Information

(.6) = E(alng(ax,e))z

_ / (2intx6) '“;(ex’ 92t (x, 6) dx

Die Varianz einer Schatzung kann, bei gegebenem

Stochprobenumfang, nicht beliebig klein werden. La6/10
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Eigenschaften von Schatzungen (4)

Beispiele

Werkzeuge der
empirischen

Forschung f n0rma|

(o p) = e 5
is V2ro
2
Inf(x.u) = —In( zm)—(ngf)
olnf(x,p)  x—p 1
ol 0 o
1 X — 2 1
I(falu) - ; p ) f(X7ILL)dX_?
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Eigenschaften von Schatzungen (5)

Beispiele (2)

ke Nach der Cramer-Rao-Ungleichung gilt also fur jede

empirischen

Forschung Lageschatzung
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Eigenschaften von Schatzungen (5)

Beispiele (2)

ke Nach der Cramer-Rao-Ungleichung gilt also fur jede

empirischen

Forschung Lageschatzung

A 1 o2
ar(0) > = —
v ()_nl(f,e) n’
insbesondere
— 0'2
varX > —.
n
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Eigenschaften von Schatzungen (5)

Beispiele (2)

ke Nach der Cramer-Rao-Ungleichung gilt also fur jede

empirischen

Forschung Lageschatzung

N 1 o?
var(6) > = —
(6) = ni(f,6) n’
insbesondere
— 0'2
varX > —.
n
Vergleichen Sie das mit:
_ 1 2
varX = — varXx; = U—.
n n

i=1
Bei Normalverteilung ist also X Lageschatzung mit
minimaler Varianz.
148/212
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Werkzeuge der
empirischen
Forschung

Raocrhreaihanda

Eigenschaften von Schatzungen (6)

Beispiele (3)

f exponential

laix
F(x A) = e falls x>0
0 sonst.

1(f, ) :)\—12 (UA, 2 P)

Die Cramer-Rao-Schranke ist also:
1 A2

ni(\) n
— )\
Vergleichen Sie mit varX = o

Bei Exponentialverteilung ist also X Parameterschatzung

mit minimaler Varianz. 149/212



Eigenschaften von Schatzungen (7)

Beispiele (4)

Werkzeuge der

empirischen f Doppelexponential (=Laplace)

Forschung
1 %‘X(X—“) falls x> p
L o
Textom falls x<p

Der hier interssierende (Lage-) Paramter ist .

|(F, 1) = % (UA,5P) var(X) = ZTAZ (UA, 2 P)

Fur den Median Xg 5 gilt:

2
var(Xos) ~ % (UA, 10 P)
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