
11.2 Unabḧangigkeit von Zufallsgrößen

Def. 42 Es seienX1 undX2 zwei zuf̈allige Variablen auf dem

Wahrscheinlichkeitsraum(Ω, E , P ). Diese beiden zufälligen

VariablenX1 undX2 heißen stochastisch unabhängig, wenn

für alleA,B ∈ B1 gilt:

• P (X1 ∈ A,X2 ∈ B) = P (X1 ∈ A) · P (X2 ∈ B);

• P (A ∩B) = P (A) · P (B).

Erinnerung:

P (X1 ∈ A,X2 ∈ B) = P ({ω : X1(ω) ∈ A}∩{ω : X2(ω) ∈ B}).
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Es seiX = (X1, X2)
T ein zuf̈alliger Vektor, f̈ur den gilt, daß

die zuf̈alligen VariablenX1 undX2 stochastisch unabhängig

sind. Dann gilt:

FX1,X2
(x1, x2) = P (X1 < x1, X2 < x2)

= P (X1 ∈ (−∞, x1)
︸ ︷︷ ︸

A∈B1

, X2 ∈ (−∞, x2)
︸ ︷︷ ︸

B∈B1

)

= P (X1 ∈ (−∞, x1)) · P (X2 ∈ (−∞, x2))

= FX1
(x1) · FX2

(x2)
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• Ist der zuf̈allige VektorX = (X1, X2)
T außerdem stetig,

so folgt:

fX1,X2
(x1, x2)

︸ ︷︷ ︸

zweidimensio–
nale Dichte

= fX1
(x1) · fX2

(x2)
︸ ︷︷ ︸

Randdichten

.

• Ist der zuf̈allige VektorX = (X1, X2)
T außerdem

diskret, so folgt f̈ur allei, j = 1, . . .:

pij = pi. · p.j.
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Bsp. 67 In der folgenden Tabelle sind die

Einzelwahrscheinlichkeitenpij einer zweidimensionalen

Zufallsvariablen eingetragen. Die KomponentenX undY

seien unabḧangig. Zun̈achst seien nur die fett

eingezeichneten Einträge bekannt. Bestimmen Sie die

restlichen Eintr̈age! Zur Kontrolle sind sie gr̈un eingetragen.

X \Y 1 2 3 pi.

-1 0.02 0.06 0.12 0.20

0 0.03 0.09 0.18 0.30

1 0.05 0.15 0.3 0.50

p.j 0.1 0.30 0.60 1
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EX = −1 · 0.2 + 0 · 0.3 + 1 · 0.5 = 0.3

EY = 1 · 0.1 + 2 · 0.3 + 3 · 0.6 = 2.5

E(X · Y ) = −0.02 − 2 · 0.06 − 3 · 0.12 + 0 · (. . .)
+1 · 0.05 + 2 · 0.09 + 3 · 0.18 = 0.75

cov(X,Y ) = E(X · Y ) − (EX)(EY ) = 0.75 − 0.75 = 0.

Merkwürdig?
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Satz 30 Es seienX1 undX2 zwei zuf̈allige Variablen.ϕ und

ψ seien zwei beliebigeB1–meßbare Transformationen dieser

beiden Variablen,

X ′

1 = ϕ(X1), X ′

2 = ψ(X2).

Die zuf̈alligen VariablenX1 undX2 sind genau dann

stochastisch unabhängig, wenn die ZufallsgrößenX ′
1 undX ′

2,

für alle Transformationenϕ undψ, unabḧangig sind.

Beweis:Die Funktionenϕ undψ seien auf der MengeR

definiert und reellwertig. Dann gilt für die jeweilige
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Umkehrfunktion genau dann

ϕ−1(A) = {x : ϕ(x) ∈ A} ∈ B1, ∀A ∈ B1

ψ−1(B) = {y : ψ(y) ∈ B} ∈ B1, ∀B ∈ B1,

wennϕ undψ B1–meßbar sind.

(=⇒) Es seien die zufälligen VariablenX1 undX2

stochastisch unabhängig. Wir zeigen, daß die zufälligen

Variablenϕ(X1) undψ(X2) unabḧangig sind. Da die

Funktionenϕ undψ B1–meßbar sind, gilt
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P (ϕ(X1) ∈ A,ψ(X2) ∈ B)

= P (X1 ∈ ϕ−1(A), X2 ∈ ψ−1(B))

= P (X1 ∈ ϕ−1(A)) · P (X2 ∈ ψ−1(B))

= P (ϕ(X1) ∈ A) · P (ψ(X2) ∈ B)

D.h. die zuf̈alligen Variablenϕ(X1) undψ(X2) sind

unabḧangig.

(⇐=) Es gelte also, daß für alleB1–meßbaren Funktionenϕ

undψ die zuf̈alligen Variablenϕ(X1) undψ(X2)

unabḧangig sind. Insbesondere ist das dann auch der Fall

für die Funktionenϕ(x) ≡ ψ(x) ≡ x. Das heißt aber
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nichts anderes, als daß gilt:

X1 = ϕ(X1), X2 = ψ(X2).

Folglich sind auch die zufälligen VariablenX1 undX2

unabḧangig.

2
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Bsp. 68 SeiX ∼ N (0, 1).

• X undY = X2 sind nicht unabḧangig, sogar funktional

abḧangig

• X undY sind unkorreliert, wegen

EX = 0, cov(X,Y ) = E(X·X2)−EX·EY = EX3 = 0,

daX symmetrisch ist.

Die Aussage gilt also für beliebige symmetrische

ZufallsvariablenX.
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11.3 Transformationssatz für Zufallsvektoren

Es seiX = (X1, . . . , Xp)
T ein zuf̈alliger Vektor. Er habe die

Dichtefunktionf(x1, . . . , xp). Es seig : R
p −→ R

p eine

umkehrbar eindeutige Abbildung. Sie ordnet einem Vektor

x = (x1, . . . , xp)
T einen Vektory = (y1, . . . , yp)

T zu und

besteht aus Teilabbildungeng1, . . . , gp mit

gi : R
p −→ R (für allei = 1, . . . , p).

Bsp. 69 y = g(x) = A · x, wobeiA eine regul̈are

(p, p)–Matrix ist.

Die Umkehrabbildungg−1 : R
p −→ R

p ist durch Funktionen

ψi (i = 1, . . . , p) definiert, die einem Vektor
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y = (y1, . . . , yp)
T eine Zahlxi zuordnen, d.h.

xi = ψi(y1, . . . , yp) (i = 1, . . . , p). Diese Funktionenψi
(i = 1, . . . , p) existieren aufgrund der umkehrbaren
Eindeutigkeit der Funktiong. Die Funktiong−1 ist dann
folgendermaßen definiert:

g−1(y) = g−1







y1

...

yp







=







ψ1(y1, . . . , yp)
...

ψp(y1, . . . , yp)







=







x1

...

xp







In Kurzform,

g−1(y) = (ψ1(y), . . . , ψp(y))T = x.
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Wir definieren nun einen weiteren zufälligen Vektor

Y = (Y1, . . . , Yp)
T wie folgt:

Y = g(X) := (g1(X1, . . . , Xp), . . . , gp(X1, . . . , Xp))
T .

Die Abbildungg = (g1, . . . , gp) bildet die Transformation

des zuf̈alligen VektorsX in den zuf̈alligen VektorY. Wir

nehmen an, diegi (i = 1, . . . , p) besitzen stetige partielle

Ableitungen nach allen Argumenten.

Für den zuf̈alligen VektorX gilt umgekehrt:

X = (X1, . . . , Xp)
T

= (ψ1(Y1, . . . , Yp), . . . , ψp(Y1, . . . , Yp))
T

= g−1(Y1, . . . , Yp) = g−1(Y).
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Wir suchen nun die DichtefunktionhY des zuf̈alligen Vektors
Y. Analog zur Transformation zufälliger Variablen (vgl. Satz
29 auf Seite 370) gilt der folgende Satz (ohne Beweis)

Satz 31 Die ZufallsvariableX habe die Dichtef . Die Dichte

der ZufallsvariablenY = g(X) ist

hY (y1, . . . , yp) = f(ψ1(y1, . . . , yp), . . . , ψp(y1, . . . , yp)) · |J |,

wobei

J = det

(
∂ψi(y1, . . . , yp)

∂yj

)

i,j=1,...,p

die sogenannte Jacobi-Determinante ist.

J ist also die Determinante der Matrix der partiellen
Ableitungen der Funktiong−1.
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Bsp. 70 Es seiX = (X1, X2)
T ein zuf̈alliger Vektor (p = 2),

mit unabḧangigen KomponentenX1 undX2. Die Dichte

fX1,X2
vonX sei

fX1,X2
(x1, x2) = fX1

(x1) · fX2
(x2).

Es seiY = g(X) ein weiterer zuf̈alliger Vektor,

Y =

(
Y1

Y2

)

=

(
g1(X1, X2)

g2(X1, X2)

)

=

(
X1 +X2

X2

)

.

Wir suchen nun die Dichte des zufälligen VektorsY.

Zun̈achst wissen wir, daß die Funktiong aus zwei
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Teilfunktioneng1 undg2 besteht:

g1(X1, X2) = Y1 = X1 +X2

g2(X1, X2) = Y2 = X2

bzw.

g1(x1, x2) = y1 = x1 + x2

g2(x1, x2) = y2 = x2

Die Umkehrfunktiong−1 besteht aus den beiden

Teilfunktionen:

ψ1(y1, y2) = x1 = y1 − y2

ψ2(y1, y2) = x2 = y2
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Wir bestimmen nun die Zahl|J |:

|J | =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

det





∂x1

∂y1

∂x1

∂y2

∂x2

∂y1

∂x2

∂y2





∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

det




1 −1

0 1





∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 1

Dichte des zuf̈alligen VektorsY = (X1 +X2, X2):

hY(y1, y2) = fX1,X2
(ψ1(y1, y2), ψ2(y1, y2)) · |1|

= fX1,X2
(y1 − y2, y2)

= fX1
(y1 − y2) · fX2

(y2)
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Randdichte f̈ur Y1:

hY1
(y1) =

+∞∫

−∞

hY(y1, y2) dy2 =

+∞∫

−∞

fX1
(y1 − y2) · fX2

(y2) dy2

=: fX1
∗ fX2

(y)

Def. 43 Die Verkn̈upfungfX1
∗ fX2

zweier Funktionenf1

undf2 heißt Faltungausf1 undf2.
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Bem.: Die Dichte der Summe zweier unabhängiger

Zufallsvariablen ist Faltung der beiden Einzeldichten.

Bsp. 71 Es seienX1, X2 ∼ R(0, 1), d.h.

fXi
(x) =







1 , falls 0 ≤ x < 1

0 , sonst

SeiY der zuf̈allige Vektor aus Beispiel 70. F̈ur die

Dichtefunktion der zufälligen VariablenY1 = X1 +X2 gilt
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(mittels Faltung):

hY1
(y) =

1∫

0

fX1
(y − x) · fX2

(x)
︸ ︷︷ ︸

≡1

dx

=

1∫

0

fX1
(y − x) dx

Nun gilt: 0 ≤ Xi < 1, i = 1, 2., d.h.

0 ≤ X1 +X2 = Y1 < 2.

und f̈ur die FunktionfX1
:
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fX1
(y − x) =







1 , falls 0 ≤ y − x ≤ 1

0 , sonst

=







1 , falls 0 ≤ y − 1 ≤ x ≤ 1 < y

1 , falls 0 ≤ x < y ≤ 1

0 , falls y − x /∈ [0, 1[
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RanddichteY1 vonY:

hY1
(y) =

1∫

0

fX1
(y − x) dx

=







1∫

y−1

dx , falls 1 < y < 2

y∫

0

dx , falls 0 ≤ y ≤ 1

0 , falls y /∈ [0, 2[

=







2 − y , falls 1 < y < 2

y , falls 0 ≤ y ≤ 1

0 , falls y /∈ [0, 2[
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Wir addieren nun drei zufällige VariablenX1, X2, X3,

Xi ∼ R(0, 1),

Y3 = (X1 +X2) +X3.

Für die Dichtefunktion der ZufallsgrößeY3 gilt dann nach

der Faltungsformel:

hY3
(z) = hY1

∗ fX3
(z) =

+∞∫

−∞

hY1
(z − x) · fX3

(x) dx

=

1∫

0

hY1
(z − x) · fX3

(x) dx =

1∫

0

hY1
(z − x) dx
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Wegen0 ≤ Xi < 1 folgt dann:

0 ≤ (X1 +X2) +X3 = Y1 +X3 = Y3 < 3.

Für die Dichte der Summe der drei ZufallsgrößenX1,X2 und

X3 gilt also:

hY3
(z) =







0 , falls z /∈ [0, 3[

z2

2
, falls 0 ≤ z ≤ 1

1 − (z−1)2

2
− (2−z)2

2
, falls 1 < z ≤ 2

(3−z)2

2
, falls 2 < z < 3

/sasuser/Stochastik/ZGWS.sas
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Vermutung: Die Summe unabhängiger Zufallsgr̈oßen n̈ahert

sich bei wachsender Zahl der Zufallsgrößen einer

Normalverteilung.

Diese Vermutung ist richtig. Sie gilt sogar (unter sehr

allgemeinen Voraussetzungen) unabhängig davon,

welche Verteilung diese Zufallsgrößen vorher

hatten (Normal–, Gleich–, Exponentialverteilung

oder diskret). Wir kommen später beim Zentralen

Grenzwertsatz noch einmal darauf zurück.
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Bsp. 72 (BOX–M ÜLLER–Transformation) Es seienU1

undU2 zwei unabḧangige,über dem Intervall[0, 1[

gleichverteilte Zufallsgr̈oßen (Ui ∼ R(0, 1), i = 1, 2),

U = (U1, U2)
T ein zuf̈alliger Vektor. Wir betrachten den

zuf̈alligen VektorV = g(U) = (X,Y )T , wobei:

X = g1(U1, U2) =
√

−2 lnU1 · cos 2πU2

Y = g2(U1, U2) =
√

−2 lnU1 · sin 2πU2

Wir suchen die Dichtefunktionen für die zuf̈alligen Variablen

X undY . Wir bestimmen zun̈achst die Umkehrfunktion zur

Abbildungg. Es gilt:

U = g−1(V) = (ψ1(X,Y ), ψ2(X,Y )).
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Wir ermitteln die Teilfunktionenψ1 undψ2. Dazu berechnen

wir

X2 + Y 2 = (−2 lnU1 · cos2(2πU2)) + (−2 lnU1 · sin2(2πU2))

= (−2 lnU1) · (cos2(2πU2) + sin2(2πU2))

= −2 lnU1

Durch Umstellen erhalten wir:

U1 = ψ1(X,Y ) = e−
1

2
(X2+Y 2).

Weiterhin gilt:
Y

X
= tan 2πU2.
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Daraus folgt:

U2 = ψ2(X,Y ) =
1

2π
arctan

(
Y

X

)

.

Bestimmung von|J |. Wir wissen bisher:

ψ1(x, y) = e−
1

2
(x2+y2) = u1

ψ2(x, y) =
1

2π
arctan

(y

x

)

= u2

Dann gilt für

|J | =

∥
∥
∥
∥
∥
∥

∂ψ1

∂x

∂ψ1

∂y

∂ψ2

∂x

∂ψ2

∂y

∥
∥
∥
∥
∥
∥
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|J | =

∥
∥
∥
∥
∥
∥

−x · exp(−1
2
(x2 + y2)) −y · exp(−1

2
(x2 + y2))

1
2π

· −y
“

1+ y2

x2

”

·x2

1
2π

· 1
“

1+ y2

x2

”

·x

∥
∥
∥
∥
∥
∥

=

∣
∣
∣
∣
− 1

2π
exp

(

−1

2
(x2 + y2)

)

·
(

x2

x2 + y2
+

y2

x2 + y2

)∣
∣
∣
∣

=
1

2π
e−

1

2
(x2+x2)

Für die Dichtefunktion des zufälligen VektorsV gilt nach der
Transformationsformel:

fV(x, y) = fU(ψ1(x, y), ψ2(x, y)) · |J |.

Da die Zufallsgr̈oßenU1 undU2 unabḧangig sind, gilt:

fV(x, y) = fU1
(ψ1(x, y)) · fU2

(ψ2(x, y)) · |J |.
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Nun sindU1, U2 ∼ R(0, 1). Daraus folgt aber:

fV(x, y) = |J | =
1

2π
e−

1

2
(x2+y2) =

1√
2π
e−

1

2
x2 · 1√

2π
e−

1

2
y2

= fX(x) · fY (y).

mit

fX(x) =
1√
2π
e−

1

2
x2

fY (y) =
1√
2π
e−

1

2
y2

Das bedeutet, daß die ZufallsgrößenX undY unabḧangig
und standardnormalverteilt sind:

X ∼ N (0, 1), Y ∼ N (0, 1).
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Bsp. 73 (Treffen einer Zielscheibe∗) Es seien folgende

Bedingungen erfüllt

• V1: Die Randverteilungen vonX undY seien stetig

• V2: Die Dichteh(x, y) von(X,Y ) hängt nur vom

Abstand
√

x2 + y2 vom Nullpunkt ab (Radialsymmetrie)

• V3: Die Fehler inx- undy-Richtung sind unabḧangig.

SeiZ die zuf̈allige Abweichung in beliebiger Richtung. Dann

ist

Z ∼ N (0, σ2).

Beweis:Seienp(x) undq(y) Randdichten von(X,Y ). Aus
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V2 und V3 folgt

p(x)q(y) = s(r), r2 = x2 + y2 (3)

Substitutionsmethode:

x = 0: p(0)q(y) = s(y), p(0) 6= 0

y = 0: q(0)p(x) = s(x), q(0) 6= 0 x = y: p(x) = q(x) und

damitp(0)p(y) = s(y)

Teilen obige Funktionalgleichung durchp(0)2,

p(x)

p(0)

p(y)

p(0)
=

s(r)

p(0)2
=
p(r)

p(0)
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Logarithmieren

ln(
p(x)

p(0)
) + ln(

p(y)

p(0)
) = ln(

p(r)

p(0)
)

Mit f(x) := ln(p(x)
p(0)

):

f(x) + f(y) = f(r), r2 = x2 + y2

y = 0, x = −x1: f(−x) = f(|x|) wegenf(0) = 0.

x2 = x2
1 + x2

2:

f(r) = f(y)+f(x1)+f(x2), r2 = y2 +x2
1 +x2

2
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Wiederholtes Einsetzen:

f(r) = f(x1)+f(x2)+. . .+f(xk), r2 =
k∑

i=1

x2
i

k = n2, x = x1 = . . . = xk:

f(nx) = n2f(x) ⇒x=1 f(n) = n2f(1)

x = m
n
,m ∈ Z:

n2f(
m

n
) = f(n

m

n
) = f(m) = m2f(1)

⇒ f(m
n
) = f(1)

(
m
n

)2 ⇒

f(x) = cx2, c = f(1)
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für alle rationalenx. Wegen der Stetigkeit (V1)
folgt diese Relation f̈ur allex ∈ R.

p(x) = p(0)ecx
2

p(x) > 0 da Wkt.dichte, c < 0, c := − 1
2σ2 .

1 =

∫
∞

−∞

p(x) dx = p(0)

∫
∞

−∞

ecx
2

dx = p(0)σ
√

2π

p(x) =
1

σ
√

2π
e−

x2

2σ2

Gemeinsame Dichte von(X,Y ):

p(x)p(y) =
1

σ22π
e−

x2
+y2

2σ2 .
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Fehler in einer beliebigen Richtung,θ, 0 ≤ θ ≤ 2π:
Z = X cos(θ) + Y sin(θ)

Variablentransformation

z = x cos(θ) + y sin(θ)

u = x cos(θ) − y sin(θ)

Jacobi-DeterminanteJ : J =

∥
∥
∥
∥
∥
∥

1 0

0 −1

∥
∥
∥
∥
∥
∥

= | − 1| = 1

Quadrieren liefert

z2 = x2 cos2(θ) + y2 sin2(θ) + 2xy cos(θ) sin(θ)

u2 = x2 cos2(θ) + y2 sin2(θ) − 2xy cos(θ) sin(θ)

Addition: x2 + y2 = z2 + u2 also gemeinsame Dichte von
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(Z,U):

h1(z, u) =
1

σ22π
e−

z2
+u2

2σ2 =
1

σ
√

2π
e−

z2

2σ2
1

σ
√

2π
e−

u2

2σ2

d.h.Z undU sind unabḧangig,h1(z, u) = hZ(z)hU(u) und

hZ(z) =
1

σ
√

2π
e−

z2

2σ2

2
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Satz 32 (Transformationssatz für EW)

Es seiX = (X1, . . . , Xp)
T ein zuf̈alliger Vektor und

g : R
p −→ R eine Abbildung.

a) Es seiX diskret mit Wkt.funktion (Z̈ahldichte)f . Falls
∑

x

|g(x)|f(x) <∞ so gilt: E(g(X)) =
∑

x

g(x)f(x).

b) Es seiX stetig.f : R
p −→ R sei die Dichtefunktion des

zuf̈alligen VektorsX. Falls
∫

Rp

|g(x1, . . . , xp)| · f(x1, . . . , xp) dx1 . . . dxp <∞
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gilt, so:

Eg(X) =

∫

Rp

g(x1, . . . , xp) · f(x1, . . . , xp) dx1 . . . dxp.

Bem.: Der Beweis des Satzes erfordert Maßtheorie. Wir

haben eine eingeschränkte Version bereits im Abschnitt

Erwartungswerte gezeigt.

Bsp. 74 Es seiX = (X1, X2)
T ein stetiger zuf̈alliger Vektor

mit Dichtefunktionf(X1, x2). Wir definieren die Funktion

g : R
2 −→ R durchg(X) := X1 +X2. Dann gilt:



Eg(X) = E(X1 +X2)

=

∫

R2

g(x1, x2) · f(x1, x2) dx1 dx2

=

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

(x1 + x2) · f(x1, x2) dx1 dx2

=

∫

R2

x1f(x1, x2) dx1 dx2 +

∫

R2

x2f(x1, x2) dx1 dx2

=

+∞∫

−∞

x1





+∞∫

−∞

f(x1, x2) dx2



 dx1 +

+∞∫

−∞

x2





+∞∫

−∞

f(x1, x2) dx1



 dx2

+∞∫ +∞∫



Allgemeiner erhalten wir also für zwei stetige zuf̈allige

VariablenX1 undX2:

E(c ·X1 + d ·X2) = c · EX1 + d · EX2.

Das ist ein Beweis der Aussage 5 in Satz 11 für stetige

zufällige Variablen.
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