11.2 Unablkangigkeit von Zufallsgrol3en

Def. 42 Es seienX; und X, zwel zuéllige Variablen auf dem
Wahrscheinlichkeitsraurf), £, P). Diese beiden zaifligen
Variablen X; und X5 heil3en stochastisch unaduingig, wenn
fur alle A, B € B! qilt:

o P(X1€ A XoeB)=P(X,€A)- P(X; € B);
e P(ANB)= P(A)- P(B).

Erinnerung:

P(X1€ A, X, € B)=P{w: Xj(w) € A}n{w: Xo(w) € B}).
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Es seiX = (X, X,)! ein zufalliger Vektor, fir den gilt, dai
die zufalligen VariablenX; und X, stochastisch unalangig
sind. Dann gilt:

Fx, x,(11,72) = P(X1 <21, Xy < 29)
= P(X1 - <—OO,5131),X2 - (—00,332))
N———

——
AeBl BeBl

— P(Xl c (_007371)) . P(X2 < (_Oova))
= Fx, (21) - Fx,(22)
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o Istder zuillige VektorX = (X, X,)! auRerdem stetig,
so folgt:

Ix10.(1,02) = fx, (1) - foy (22)

zweidimensio— Randdichten
nale Dichte

e Ist der zudlllige VektorX = (X, X,)? aulRerdem
diskret, so folgtir allez, j =1, .. .

Pij = Pi. " Dj-
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Bsp. 67 In der folgenden Tabelle sind die
Einzelwahrscheinlichkeitep; einer zweidimensionalen
Zufallsvariablen eingetragen. Die KomponentgrundY
seien unab@ngig. Zurachst seien nur die fett
eingezeichneten Eirdge bekannt. Bestimmen Sie die
restlichen Eintage! Zur Kontrolle sind sie gm eingetragen.

X\Y 1 2 3| pi
-1 0.02 0.06 0.12] 0.20
0 0.03 0.09 0.18] 0.30
1 0.05 0.15 0.3 0.50
p, | 01 030 060 1
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EX =
EY =
E(X-Y) =

cov(X,Y)

Merkwurdig?

~1-0240-03+1-0.5=0.3
1-01+2-0343-0.6=25
—0.02—2-0.06—3-0.12+0-(...)
+1-0.0542-0.09+3-0.18 = 0.75
E(X-Y)— (EX)(EY) = 0.75 — 0.75 = 0.
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Satz 30 Es seienX; und X, zwei zudllige Variablen., und
) seien zwei beliebigB'—meRbare Transformationen dieser
beiden Variablen,

Xi = p(X1), Xé = P(Xy).

Die zuflligen VariablenX; und X, sind genau dann
stochastisch unal@mgig, wenn die Zufalls@f3enX; und X7,
fur alle Transformationerp und+, unablangig sind.

Bewels:Die Funktioneny und+ seien auf der Menge
definiert und reellwertig. Dann giltif die jeweilige
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Umkehrfunktion genau dann
0o (A = {z:p(x)c A} e B', VAeB
v (B) = {y:¢(y)e B} eB', VBebB,
wenny undi B'—-meRbar sind.

(=) Es seien die z@ligen VariablenX; und X,
stochastisch unalmgig. Wir zeigen, dal3 die zalfigen
Variableny( X, ) und«(X3) unablangig sind. Da die
Funktioneny undvy B'—meRbar sind, gilt
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Pp(X1) € A,9(X3) € B)

= P(X, € ¢ ' (A), Xy € 1(B))
= P(X, € p ' (A) - P(Xy € 1(B))
= P(p(X1) € 4) - P(Y(Xz) € B)
D.h. die zuglligen Variablens(X;) und(X,) sind
unablangig.

(<) Es gelte also, dafdif alle B'—meRbaren Funktionen
und die zufalligen Variablenp( X;) und(X5)
unablangig sind. Insbesondere ist das dann auch der Fall
fUr die Funktionerp(z) = ¢ (x) = x. Das heildt aber
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nichts anderes, als dal3 gilt:
X1 =p(X1), Xo=¢(Xp).

Folglich sind auch die zatligen VariablenX; und X,
unablangig.
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Bsp. 68 SeiX ~ N(0,1).

e X undY = X? sind nicht unabkngig, sogar funktional
abhangig

e X undY sind unkorreliert, wegen
EX =0, cov(X,Y)=E(X-X*)-EX-EY = EX" =0,
da X symmetrisch ist.

Die Aussage gilt alsalfr beliebige symmetrische
ZufallsvariablenX.
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11.3 Transformationssatz fur Zufallsvektoren

Es seiX = (X1,...,X,)! ein zufalliger Vektor. Er habe die
Dichtefunktionf (x4, ..., z,). Es seig: R® — RP eine
umkehrbar eindeutige Abbildung. Sie ordnet einem Vektor
x = (x1,...,2,)" einenVektory = (y1,...,y,)" zu und
besteht aus Teilabbildungenm, .. ., g, mit

g;: RP — R (furalle: =1,...,p).

Bsp. 69y = g(x) = A - x, wobeiA eine reguéire
(p, p)—Matrix ist.

Die Umkehrabbildung—!: R? — RP? ist durch Funktionen
Y; (1 =1,...,p) definiert, die einem Vektor

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



416

y = (y1,...,y,)" eine Zahlz; zuordnen, d.h.

r; = vi(,-..,Yp) (¢ =1,...,p). Diese Funktionen),
(1 =1,...,p)existieren aufgrund der umkehrbaren
Eindeutigkeit der Funktiog. Die Funktiong—! ist dann
folgendermalien definiert:

(?ﬂ\ /wl(ylaayp)\ /371\
) Vo) oy

In Kurzform,

g (y) = WUi(y),. ... () =x.
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Wir definieren nun einen weiteren Alligen Vektor
Y = (Y1,...,Y,)! wie folgt:

Y =gX) = (q1(X1,..., X,), .., (X1, ..., X))

Die Abbildungg = (g1, - .., g,) bildet die Transformation
des zuélligen VektorsX in den zuélligen VektorY. Wir
nehmen an, dig; (+ = 1, ..., p) besitzen stetige partielle
Ableitungen nach allen Argumenten.

Fur den zuélligen VektorX gilt umgekehrt:

X = (Xla )T

— (¢1<§/1’ Y)j.”?wp(y'l’”.’y;g))T
= g'M,....Y,) =g (Y).
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Wir suchen nun die Dichtefunktioly, des zuélligen Vektors
Y. Analog zur Transformation zafliger Variablen (vgl. Satz
29 auf Seite 370) qilt der folgende Satz (ohne Bewels)

Satz 31 Die ZufallsvariableX habe die Dichtef. Die Dichte
der ZufallsvariablenY = ¢(X) ist

hy (Y1, Up) = FW1(ya, - Up)s s V(Y- 0p)) - |,

wobel
T — det (a%(yla e 7yp)>
0y, ij=1,...p

die sogenannte Jacobi-Determinante ist.

.....

J ist also die Determinante der Matrix der partiellen
Ableitungen der Funktiog—!.
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Bsp. 70 Es seiX = (X, X,)! ein zuéilliger Vektor p = 2),
mit unablangigen Komponentek; und X,. Die Dichte
fx, x, vonX sel

le,X2(CI?1,$2) — le ($1) ’ fX2(CI?2)-

Es seiY = ¢(X) ein weiterer zidlliger Vektor,

v — <Y1> _ (91(X1,X2)> _ (Xl +X2>
Y, g2( X1, X2) X |
Wir suchen nun die Dichte des alligen Vektorsy .
Zunachst wissen wir, dald die Funktignaus zwel
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Teilfunktionerny; und g, bestent:

g1( X1, X)) = V1 =X1+ X5
92(X1,X2) = Yy = X,

bzw.
g1(T1,2) = y1 =21 + X9
g2(1,T2) = Yo = X9

Die Umkehrfunktiory—! besteht aus den beiden
Tellfunktionen:

wl(ylay2) = X1 =Y1 — Y2
¢2(y1792) = T2 = Y2
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Wir bestimmen nun die Zahf|:

o0x1 0x1 1 _1

|J| = |det | 9 v = |det =1
0xo 0x9 0 1
oy1  Oy2

Dichte des zufiligen VektorsY = (X; + X3, X5):

le,X2(¢1(y1>y2)a¢2(ylay2)) ' \1\
= fxix: (U1 — Y2, 92)
x (1 — v2) - fx,(y2)

hY (y17 y2)
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Randdichteir Y;:

—+00

hy, (1) = /hY<y1,y2 dys = /fX1 (11 — y2) - fxo(y2) dyo

—- fX1 * fX2( )

Def. 43 Die Verknipfungfx, * fx, zweier Funktionery;
und f5 heildt Faltungaus f; und f5.
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Bem.: Die Dichte der Summe zweier unabigiger
Zufallsvariablen ist Faltung der beiden Einzeldichten.

Bsp. 71 Es seienX;, X, ~ R(0,1), d.h.

1 ,falls0<x<1
sz(x) —

0 ,sonst

SeiY der zuéllige Vektor aus Beispiel 70.0¢ die
Dichtefunktion der z@iligen VariablenY; = X; + X5 qilt
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(mittels Faltung):

1

by (y) = / Py — ) fro() da

0
— /fX1<y—£C)dl’
0

Nungilt: 0 < X; <1, ¢=1,2,d.h.
0< X;{+ Xo =Y <2.

und Ur die Funktionfy,:

424 W.Ko0ssler, Humboldt-Universit zu Berlin



425

fX1(y o CIZ)

1
0

1
1
0

JfallsO <y —ax <1

, sonst

 fa
 fa

 fa

sO<y—1<z<1<y
s0<z<y<l
Sy_xg[oal[
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Randdichtey; vonY:

hY1(y) — /le(y—CIZ) dz

1
[ de ,fallsl <y <2

y—1
Yy

=\ [dx ,fallsO<y<]1
0

0 fallsy ¢ [0, 2]
2—y ,fallsl<y<?2
= X Yy Jfalls0 <y <1
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Wir addieren nun drei zatlige VariablenX;, X5, X3,
Xi ~ R(O, 1),

Y = (X1 + Xo) + Xs.

Fur die Dichtefunktion der Zufalls@gf3eY; gilt dann nach
der Faltungsformel:

hys(2) = hy * fx(2) = +/OOhY1(Z —x) - fx,(x) da
= /1hy1(z — ) fx,(x)do = /1hy1(Z£C) dx
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Wegen) < X; < 1 folgt dann:
0 < (X1+X2)+X3:}/1—|—X3:}/3<3

Fur die Dichte der Summe der drei ZufallédgenX;, X5 und
X3 gilt also:

0 fallsz ¢ [0, 3]
% falls0 < 2 <1
hY3 (Z) = < (2—1)2 (2—2)2
l— =5~ —5~ ,fallsl <z<2
\@?P falls2 < z < 3

/[ sasuser/ St ochast i1 k/ ZGA5. sas
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Vermutung: Die Summe unabhgiger Zufallsgol3en r@hert
sich bei wachsender Zahl der Zufalle@en einer
Normalverteilung.

Diese Vermutung ist richtig. Sie gilt sogar (unter sehr
allgemeinen Voraussetzungen) unabgig davon,
welche Verteilung diese Zufallsgiéen vorher
hatten (Normal—, Gleich—, Exponentialverteilung
oder diskret). Wir kommen sger beim Zentralen
Grenzwertsatz noch einmal darauf ick.
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Bsp. 72 Box—MULLER-Transformation) Es seierl/;
und U, zwei unabBngige,uber dem Intervall0, 1|
gleichverteilte ZufallsgiRen U; ~ R(0,1),7 =1, 2),

U = (U,,U,)! ein zuélliger Vektor. Wir betrachten den
zufalligen VektorV = ¢(U) = (X,Y)?, wobei:

X = gl(Ul,UQ) — \/—2111U1 . COSQWUQ
Y = gg(Ul, Ug) — \/—2111 U1 . Sil’l27TU2

Wir suchen die Dichtefunktionenif die zuglligen Variablen
X undY . Wir bestimmen zuachst die Umkehrfunktion zur
Abbildung g. Es qilt:

U= g_l(v) — (¢1(X» Y)7¢2(X7 Y))
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Wir ermitteln die Tellfunktionen); und+,. Dazu berechnen
Wir
X2 +Y? = (=2InU -cos’(2nls)) + (—2In U, - sin*(27U,))

= (=2InU,) - (cos*(27Usy) + sin®(27Us))
— —2In U1

Durch Umstellen erhalten wir:
U, = wl(Xa Y) _ 6_%(X2+Y2).

Weiterhin gilt:
r tan 2mU
— = tan 2mUs.
X 2
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Daraus folgt:

Us =1(X,Y) = o arctan (Z) .

1

-

X

Bestimmung von.J|. Wir wissen bisher:

Dann gilt fur

¢1<£IZ, y)
?ﬁg(ﬂ?, y)

1
— arctan
2T
oY1 oY1
ox oy
oY 0o
ox Oy

2):u1

()
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—x-exp(—5(z* +y?)) —y-exp(—3(z* +y?))

|‘]| — 1 —yY 1
27 (1_|_z_§).:c2 2T (1_|_m_§).x
1 Lo o, 9 v Y’
N QWeXp( Q(x +y)) <x2+y2+x2+y2
_ ie 5 (2% +2?)
2T

Fur die Dichtefunktion des zafligen VektorsV gilt nach der
Transformationsformel:

fV(xa y) — fU(wl(xa y)7 ¢2(x7 y)) ) |J|
Da die Zufallsgol3enU; und U; unablangig sind, gilt:

v, y) = fu,(Vi(z,y)) - fuu(alz,y)) - |J].
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Nun sindUy, U, ~ R(0, 1). Daraus folgt aber:

1 1 2 2 1 1 9 1 1 9
X, — | J| = _6—5(16 +y°) _ e 27 . o3V
fv(z,y) | J| o — —
— fX(x)’fY(y)-
mit
Fx(@) L 402
X = e 2
* \ 2T
1 1 9
fY(y) \/%

Das bedeutet, dal’ die ZufallsefgenX undY unablangig
und standardnormalverteilt sind:

X ~N(0,1), Y ~ N(0,1).
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Bsp. 73 (Treffen einer Zielscheib&) Es seien folgende
Bedingungen et

e V1: Die Randverteilungen vo undY seien stetig

e V2: Die Dichteh(z,y) von(X,Y) hangt nur vom
Abstand,/z2 + y2 vom Nullpunkt ab (Radialsymmetrie)

e V3: Die Fehler inxz- undy-Richtung sind unakingig.

SeiZ die zuéllige Abweichung in beliebiger Richtung. Dann
ISt

7 ~ N(0,0°).
Beweis:Seienp(x) undq(y) Randdichten vori.X, V). Aus
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V2 und V3 folgt

p(x)q(y) = s(r), r°=a"+y° (3)

Substitutionsmethode:

z = 0:p(0)g(y) = s(y), p(0) #0

y=0:q0)p(z) =s(x), q(0)#0x=y:plx)=qg(r)und
damitp(0)p(y) = s(y)

Teilen obige Funktionalgleichung durg0)?,

p(z)ply)  s(r)  p(r)

p(0) p(0)  p(0)2  p(0)
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Logarithmieren

y =0, =—z: f(-2) = f(lz]) wegenf(0)=0.
r? = 1% + T3

f(r)y=fy)+ f(x)+ f(z2), 7°=y*+zi+a;
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Wiederholtes Einsetzen:

fr) = f)+f@a) .+ flae), =) 7

r=">,m € Z:
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fur alle rationalen:. Wegen der Stetigkeit (V1)
folgt diese Relationdr allex € R.

| = /_ " () dz = p(0) / T e g = p(0)oy/2r

oo — 00

6_ 202

oV 2T
Gemeinsame Dichte vonX, Y):

1 x2+y2

p(x)p(y) = —55-¢ ¥

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



440

Fehler in einer beliebigen Richtung},0 < 6 < 2
Z = X cos(0) + Y sin(6)

Variablentransformation
z = wxcos(f)+ ysin(d)
u = xcos(f)— ysin(0)
1 0

Jacobi-Determinantg: J = =|—-1]=1
0 —1

Quadrieren liefert

2 = a°cos*(0) +y*sin?(0) + 2zy cos(6) sin(0)
uw? = x°cos’*(0) + y*sin®(0) — 2zy cos(6) sin(H)

Addition: 22 + y? = 2% + «? also gemeinsame Dichte von
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(Z,U):

I 2242 1 o221 W2
€ 202 = € 202 € 202

022 o\ 2T o\ 2m

hi(z,u) =

d.h.Z undU sind unabBhngig,h,(z,u) = hz(z)hy(u) und

1 %
hz(z) = e 202

o\ 2T
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Satz 32 (Transformationssatz fur EW)

Es seiX = (X,...,X,)’ ein zuéilliger Vektor und
g: RP — R eine Abbildung.

a) Es selX diskret mit Wkt.funktion @hldichte) f. Falls
Y lgIf(x) <00 sogilt  E(g(X)) =) g(x)f(x

b) Es seiX stetig. f: R? — R sei die Dichtefunktion des
zufalligen VektorsX. Falls

/|ga:1,... o) - flxg,. .o xp)dey .. dx, < 00
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Bem.: Der Bewels des Satzes erfordert Mal3theorie. Wir
haben eine eingesdmkte Version bereits im Abschnitt
Erwartungswerte gezeigt.

Bsp. 74 Es seiX = (X, X,)! ein stetiger z\#lliger Vektor
mit Dichtefunktionf (X, z5). Wir definieren die Funktion
g: R* — R durchg(X) := X + X,. Dann gilt:



E(X; + X5)
/g(xla $2) ' f(l”l, 552) dxy dxs

+00 +00

/ / I1 —|—5132 5131,5132) dil?l dZIZQ

/ x1f (21, 02) dzy dog + / Tof (w1, 22) dry dovg
R2 R2

+00 +00

/ I1 / f(il?l, SCQ) dl’g dl’l -+

+00 +00

/ o / f(SCl,SCQ) dl’l dl’g

+00 +00

[ Is



Allgemeiner erhalten wir alsaif zwei stetige zdllige
VariablenX; und X5:

E(CX1+CZX2):CEX1—|—CZEX2

Das ist ein Beweis der Aussage 5 in Satz dddtetige
zufallige Variablen.
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