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Kapitel 1

Einleitung
In der VL ThI 2 standen folgende Themen im Vordergrund:

• Welche Probleme sind lösbar? (Berechenbarkeitstheorie)

• Welche Rechenmodelle sind adäquat? (Automatentheorie)

• Welcher Aufwand ist nötig? (Komplexitätstheorie)

Dagegen geht es in der VL ThI 3 in erster Linie um folgende Frage:

• Wie lassen sich eine Reihe von praktisch relevanten Problemstellungen mög-
lichst effizient lösen? (Algorithmik)

Der BegriffAlgorithmusgeht auf den persischen Gelehrten Muhammed Al Chwarizmi
(8./9. Jhd.) zurück. Der älteste bekannte nicht-triviale Algorithmus ist der nachEuklid
benannte Algorithmus zur Berechnung des größten gemeinsamen Teilers zweier na-
türlicher Zahlen (300 v. Chr.). Von einem Algorithmus wird erwartet, dass er jedePro-
blemeingabenach endlich vielen Rechenschritten löst (etwa durch Produktion einer
Ausgabe). Ein Algorithmus ist ein „Verfahren“ zur Lösung eines Entscheidungs- oder
Berechnungsproblems, das sich prinzipiell auf einer Turingmaschine implementieren
lässt (Churchsche These bzw. Church-Turing-These).

Die Registermaschine

Bei Aussagen zur Laufzeit von Algorithmen beziehen wir uns auf die Registermaschi-
ne (engl. Random Access Machine; RAM). Dieses Modell ist etwas flexibler als die
Turingmaschine, da es den unmittelbaren Lese- und Schreibzugriff (random access)
auf eine beliebige Speichereinheit (Register) erlaubt. Als Speicher stehen beliebig vie-
le Register zur Verfügung, die jeweils eine beliebig große natürliche Zahl speichern
können. Auf den Registerinhalten sind folgende arithmetische Operationen in einem
Rechenschritt ausführbar: Addition, Subtraktion, abgerundetes Halbieren und Verdop-
peln.
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Die Laufzeit von RAM-Programmen wird wie bei TMs in der Längeder Eingabe
gemessen. Man beachte, dass bei arithmetischen Problemen (wie etwa Multiplikation,
Division, Primzahltests, etc.) die Länge einer Zahleingaben durch die Anzahl⌈log n⌉
der für die Binärkodierung vonn benötigten Bits gemessen wird. Dagegen bestimmt
bei nicht-arithmetischen Problemen (z.B. Graphalgorithmen oder Sortierproblemen)
die Anzahl der gegebenen Zahlen die Länge der Eingabe.

Asymptotische Laufzeit und Landau-Notation

Definition 1 Seienf und g Funktionen vonN nach R
+. Wir schreibenf(n) =

O(g(n)), falls es Zahlenn0 undc gibt mit

∀n ≥ n0 : f(n) ≤ c · g(n).

Die Bedeutung der Aussagef(n) = O(g(n)) ist, dassf „nicht wesentlich schneller“
alsg wächst. Formal bezeichnet der TermO(g(n)) die Klasse aller Funktionenf , die
obige Bedingung erfüllen. Die Gleichungf(n) = O(g(n)) drückt also in Wahrheit
eine Element-Beziehungf ∈ O(g(n)) aus.O-Terme können auch auf der linken Sei-
te vorkommen. In diesem Fall wird eine Inklusionsbeziehungausgedrückt. So steht
n2 + O(n) = O(n2) für die Aussage{n2 + f | f ∈ O(n)} ⊆ O(n2).

Beispiel 2

• 7 log(n) + n3 = O(n3) ist richtig.

• 7 log(n)n3 = O(n3) ist falsch.

• 2n+O(1) = O(2n) ist richtig.

• 2O(n) = O(2n) ist falsch (siehe Übungen).
⊳

Es gibt noch eine Reihe weiterer nützlicher Größenvergleiche von Funktionen.

Definition 3 Wir schreibenf(n) = o(g(n)), falls es für jedesc > 0 eine Zahln0 gibt
mit

∀n ≥ n0 : f(n) ≤ c · g(n).

Damit wird ausgedrückt, dassf „wesentlich langsamer“ alsg wächst. Außerdem
schreiben wir

• f(n) = Ω(g(n)) für g(n) = O(f(n)), d.h.f wächst mindestens so schnell wie
g)

• f(n) = ω(g(n)) für g(n) = o(f(n)), d.h.f wächst wesentlich schneller alsg,
und

• f(n) = Θ(g(n)) für f(n) = O(g(n)) ∧ f(n) = Ω(g(n)), d.h.f undg wachsen
ungefähr gleich schnell.



Kapitel 2

Suchen und Sortieren

2.1 Suchen von Mustern in Texten

In diesem Abschnitt betrachten wir folgende algorithmische Problemstellung.

String-Matching (STRING M ATCHING ):

Gegeben: Ein Text x = x1 · · ·xn und ein Mustery = y1 · · · ym über einem
AlphabetΣ.

Gesucht: Alle Vorkommen vony in x.

Wir sageny kommt inx an Stellei vor, falls xi+1 · · ·xi+m = y ist. Typische Anwen-
dungen finden sich in Textverarbeitungssystemen (emacs, grep, etc.), sowie bei der
DNS- bzw. DNA-Sequenz- analyse.

Beispiel 4 SeiΣ = {A,C,G,U}.

Textx = AUGACGAUGAUGUAGGUAGCGUAGAUGAUGUAG,
Mustery = AUGAUGUAG.

Das Mustery kommt im Textx an den Stellen6 und24 vor. ⊳

Bei naiver Herangehensweise kommt man sofort auf folgendenAlgorithmus.

Algorithmus 5 NAIV-STRING-MATCHER

1 Eingabe: Textx = x1 · · ·xn und Mustery = y1 · · · ym

2 V ← ∅
3 for i← 0 to n−m do
4 if xi+1 · · ·xi+m = y1 · · · ym then V ← V ∪ {i} end
5 Ausgabe:V

3
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Die Korrektheit vonnaiv-String-Matcher ergibt sich wie folgt:

• In der for -Schleife testet der Algorithmus alle potentiellen Stellen, an deneny
in x vorkommen kann, und

• fügt in Zeile 4 genau die Stelleni zuV hinzu, für diexi+1 · · ·xi+m = y ist.

Die Laufzeit vonnaiv-String-Matcher lässt sich nun durch folgende Überle-
gungen abschätzen:

• Die for -Schleife wird(n−m + 1)-mal durchlaufen.

• Der Test in Zeile 4 benötigt maximalm Vergleiche.

Dies führt auf eine Laufzeit vonO(nm) = O(n2). Für Eingaben der Formx = an und
y = a⌊n/2⌋ ist die Laufzeit tatsächlichΘ(n2).

2.2 String-Matching mit endlichen Automaten

Durch die Verwendung eines endlichen Automaten lässt sich eine erhebliche Effizienz-
steigerung erreichen. Hierzu konstruieren wir einen DFAMy, der jedes Vorkommen
von y in der Eingabex durch Erreichen eines Endzustands anzeigt.My erkennt also
die Sprache

L = {x ∈ Σ∗ | y ist Suffix vonx}.
Konkret konstruieren wirMy wie folgt:

• My hatm + 1 Zustände, die denm + 1 Präfixeny1 · · · yk, k = 0, . . . , m, vony
entsprechen.

• LiestMy im Zustandk das Zeichenyk+1, so wechseltMy in den Zustandk + 1,
d.h.δ(k, yk+1) = k + 1 für k = 0, . . . , m− 1:

0 1 2 3 . . . m

y1 y2 y3 y4 ym

• Falls das nächste Zeichena nicht mityk+1 übereinstimmt
(engl.Mismatch), wechseltMy in den Zustand

δ(k, a) = max{j ≤ m | y1 · · · yj ist Suffix vony1 · · · yka}.

My speichert also in seinem Zustand die maximale Präfixlängek, für diey1 · · · yk ein
Suffix der gelesenen Eingabe ist:

δ̂(0, x) = max{k ≤ m | y1 · · · yk ist Suffix vonx}.
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Die Korrektheit vonMy folgt aus der Beobachtung, dassMy isomorph zumÄquiva-
lenzklassenautomatenMRL

für L ist. MRL
hat die Zustände[y1 · · · yk], k = 0, . . . , m,

von denen nur[y1 · · · ym] ein Endzustand ist. Die Überführungsfunktion ist definiert
durch

δ([y1 · · · yk], a) = [y1 · · · yj],

wobeiy1 · · · yj das längste Präfix vony = y1 · · · ym ist, welches Suffix vony1 · · · yja
ist (siehe Übungen).

Beispiel 6 Für das Mustery = laola ergibt sich folgender DFAMy:

0 1 2 3 4 5

l a o l a

a, o l

o

a

l

a, o
l

o

a

l

o δ 0 1 2 3 4 5

a 0 2 0 0 5 0
l 1 1 1 4 1 1
o 0 0 3 0 0 3

My macht bei der Suche nach dem Mustery = laola im Text x = olalaolala folgende
Übergänge:

0

1

2

3

4

5

o l a l a o l a l a

⊳

Insgesamt erhalten wir somit folgenden Algorithmus.

Algorithmus 7 DFA-STRING-MATCHER

1 Eingabe: Textx = x1 · · ·xn und Mustery = y1 · · · ym

2 konstruiere den DFAMy = (Z, Σ, δ, 0, m) mit Z = {0, . . . , m}
3 V ← ∅
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4 k ← 0

5 for i← 1 to n do
6 k ← δ(k, xi)

7 if k = m then V ← V ∪ {i−m} end
8 Ausgabe:V

Die Korrektheit vonDFA-String-Matcher ergibt sich unmittelbar aus der Tatsa-
che, dassMy die Sprache

L(My) = {x ∈ Σ∗ | y ist Suffix vonx}

erkennt. Folglich fügt der Algorithmus genau die Stellenj = i − m zu V hinzu, für
diey ein Suffix vonx1 · · ·xi (alsoxj+1 · · ·xj+m = y) ist.

Die Laufzeit vonDFA-String-Matcher ist die Summe der Laufzeiten für die
Konstruktion vonMy und für die Simulation vonMy bei Eingabex, wobei letztere
durchO(n) beschränkt ist. Fürδ ist eine Tabelle mit(m + 1)‖Σ‖ Einträgen

δ(k, a) = max{j ≤ k + 1 | y1 · · · yj ist Suffix vony1 · · · yka}

zu berechnen. Jeder Eintragδ(k, a) ist in ZeitO(k2) = O(m2) berechenbar. Dies führt
auf eine Laufzeit vonO(‖Σ‖m3) für die Konstruktion vonMy und somit auf eine
Gesamtlaufzeit vonO(‖Σ‖m3 + n). Tatsächlich lässt sichMy sogar in ZeitO(‖Σ‖m)
konstruieren.

2.3 Der Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus

Durch eine Modifikation des Rücksprungmechanismus’ lässt sich die Laufzeit von
DFA-String-Matcher aufO(n+m) verbessern. Hierz vergegenwärtigen wir uns
folgende Punkte:

• Tritt im Zustandk ein Mismatcha 6= yk+1 auf, so ermitteltMy das längste
Präfix p von y1 · · · yk ist, das zugleich Suffix vony1 · · · yka ist, und springt in
den Zustandk′ = |p|.

• Im Fall k′ 6= 0 hatp also die Formp = p′a, wobeip′ sowohl echtes Präfix als
auch echtes Suffix vony1 · · · yk ist.

• Die Idee beim KMP-Algorithmus ist nun, unabhängig vona auf das nächst klei-
nere Präfix̃p vony1 · · · yk zu springen, das auch Suffix vony1 · · · yk ist.

• Dies wird solange wiederholt, bis das Zeichena „passt“ (alsop̃a Präfix vony
ist) oder der Zustand0 erreicht wird.



2.3 Der Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus 7

Der KMP-Algorithmus besucht also alle Zustände, die auchMy besucht, führt aber
die Rücksprünge in mehreren Etappen aus. Die Sprungadressen werden durch die so
genanntePräfixfunktionπ : {1, . . . , m} → {0, . . . , m− 1} ermittelt:

π(k) = max{0 ≤ j ≤ k − 1 | y1 · · · yj ist echtes Suffix vony1 · · · yk}.

Beispiel 8 Für das Mustery = laola ergibt sich folgende Präfixfunktionπ:

0 1 2 3 4 5

l a o l a

k 1 2 3 4 5

π(k) 0 0 0 1 2

Wir können uns die Arbeitsweise dieses Automaten wie folgt vorstellen:

1. Erlaubt das nächste Eingabezeichen einen Übergang vom aktuellen Zustandk nachk +
1, so führe diesen aus.

2. Ist ein Übergang nachk + 1 nicht möglich undk ≥ 1, so springe in den Zustandπ(k)
ohne das nächste Zeichen zu lesen.

3. Andernfalls (d.h.k = 0 und ein Übergang nach1 ist nicht möglich) lies das nächste
Zeichen und bleibe im Zustand0.

Der KMP-Algorithmus macht bei der Suche nach dem Mustery = laola im Text x =
olalaolala folgende Übergänge:

0

1

2

3

4

5

o l a l a o l a l a

⊳

Auf die Frage, wie sich die Präfixfunktionπ möglichst effizient berechnen lässt, wer-
den wir später zu sprechen kommen. Wir betrachten zunächst das Kernstück des KMP-
Algorithmus.

Algorithmus 9 KMP-STRING-MATCHER

1 Eingabe: Textx = x1 · · ·xn und Mustery = y1 · · · ym
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2 π ← KMP-Prefix(y)

3 V ← ∅
4 k ← 0

5 for i← 1 to n do
6 while (k > 0 ∧ xi 6= yk+1) do k ← π(k) end
7 if xi = yk+1 then k ← k + 1 end
8 if k = m then V ← V ∪ {i−m}; k ← π(k) end
9 Ausgabe:V

Die Korrektheit vonKMP-String-Matcher ergibt sich einfach daraus, dass
KMP-String-Matcher den Zustandm an genau den gleichen Textstellen besucht
wie DFA-String-Matcher, und somit wie dieser alle Vorkommen vony im Text
x findet.

Für die Laufzeitanalyse vonKMP-String-Matcher (ohne die Berechnung von
KMP-Prefix) stellen wir folgende Überlegungen an.

• Die Laufzeit ist proportional zur Anzahl der Zustandsübergänge.

• Bei jedem Schritt wird der Zustand um maximal Eins erhöht.

• Daher kann der Zustand nicht öfter verkleinert werden als ererhöht wird (Amor-
tisationsanalyse).

• Es gibt genaun Zustandsübergänge, bei denen der Zustand erhöht wird bzw.
unverändert bleibt.

• Insgesamt finden also höchstens2n = O(n) Zustandsübergänge statt.

Nun kommen wir auf die Frage zurück, wie sich die Präfixfunktionπ effizient berech-
nen lässt. Die Aufgabe besteht darin, für jedes Präfixy1 · · · yi, i ≥ 1, das längste echte
Präfix zu berechnen, das zugleich Suffix vony1 · · · yi ist. Die Idee besteht nun darin,
mit dem KMP-Algorithmus das Mustery im Texty2 · · · ym zu suchen. Dann liefert der
beim Lesen vonyi erreichte Zustandk gerade das längste Präfixy1 · · · yk, das zugleich
Suffix vony2 · · · yi ist (d.h. es giltπ(i) = k). Zudem werden bis zum Lesen vonyi nur
Zustände kleiner alsi erreicht. Daher sind dieπ-Werte für alle bis dahin auszuführen-
den Rücksprünge bereits bekannt undπ kann in ZeitO(m) berechnet werden.

Algorithmus 10 KMP-PREFIX

1 Eingabe: Mustery = y1 · · · ym

2 π(1)← 0

3 k ← 0

4 for i← 2 to m do
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5 while (k > 0 ∧ yi 6= yk+1) do k ← π(k) end
6 if yi = yk+1 then k ← k + 1 end
7 π(i)← k

8 Ausgabe:π

Wir fassen die Laufzeiten der in diesem Abschnitt betrachteten String-Matching Algo-
rithmen in einer Tabelle zusammen:

Algorithmus Vorverarbeitung Suche Gesamtlaufzeit

naiv 0 O(nm) O(nm)

DFA (einfach) O(‖Σ‖m3) O(n) O(‖Σ‖m3 + n)

DFA (verbessert) O(‖Σ‖m) O(n) O(‖Σ‖m + n)

Knuth-Morris-Pratt O(m) O(n) O(n)

2.4 Durchsuchen von Mengen

Als nächstes betrachten wir folgendes Suchproblem.

Element-Suche

Gegeben: Eine Folgea1, . . . , an von natürlichen Zahlen und eine Zahla.

Gesucht: Ein Index i mit ai = a (bzw. eine Fehlermeldung, fallsa 6∈
{a1, . . . , an} ist).

Typische Anwendungen finden sich bei der Verwaltung von Datensätzen, wobei je-
der Datensatz über einen eindeutigen Schlüssel (z.B.Matrikelnummer) zugreifbar ist.
Bei manchen Anwendungen können die Zahlen in der Folge auch mehrfach vorkom-
men (in diesem Fall ist{{a1, . . . , an}} eineMultimenge). Gesucht sind dann evtl. alle
Indizesi mit ai = a.

Durch eine sequentielle Suche lässt sich das Problem in ZeitO(n) lösen.

Algorithmus 11 SEQUENTIAL-SEARCH

1 Eingabe: Eine Zahlenfolgea1, . . . , an und eine Zahla
2 i← 0

3 repeat
4 i← i + 1

5 until (i = n ∨ a = ai)

6 Ausgabe:i falls ai = a bzw. Fehlermeldung, fallsai 6= a
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Falls die Folgea1, . . . , an sortiert ist, d.h. es giltai ≤ aj für i ≤ j, bietet sich eine
Binärsuchean.

Algorithmus 12 BINARY-SEARCH

1 Eingabe: Eine Zahlenfolgea1, . . . , an und eine Zahla
2 l ← 1

3 r ← n

4 while l < r do
5 m← ⌊(l + r)/2⌋
6 if a ≤ am then r ← m elsel ← m + 1 end
7 end
8 Ausgabe:i falls al = a bzw. Fehlermeldung, fallsal 6= a

Offensichtlich gibt der Algorithmus im Falla 6∈ {a1, . . . , an} eine Fehlermeldung
aus. Im Falla ∈ {a1, . . . , an} gilt die Schleifeninvarianteal ≤ a ≤ ar. Daher
muss nach Abbruch derwhile-Schleifea = al sein. Dies zeigt die Korrektheit von
Binary-Search.

Da zudem die Längel−r+1 des Suchintervalls[l, r] in jedem Schleifendurchlauf min-
destens auf⌊(l − r)/2⌋+ 1 reduziert wird, werden höchstens⌈log n⌉ Schleifendurch-
läufe ausgeführt. Folglich ist die Laufzeit vonBinary-Search höchstensO(log n).

2.5 Sortieren durch Einfügen

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, lassen sich Elemente in einer sortierten
Folge sehr schnell aufspüren. Falls wir also diese Operation sehr oft ausführen müssen,
bietet es sich an, die Zahlenfolge zu sortieren.

Sortierproblem

Gegeben: Eine Folgea1, . . . , an von natürlichen Zahlen.

Gesucht: Eine Permutationai1 , . . . , ain dieser Folge mitaij ≤ aij+1
für j =

1, . . . , n− 1.

Man unterscheidetvergleichende Sortierverfahrenvon den übrigen Sortierverfahren.

Während erstere nur Anfragen der Formai

?
≤ aj bzw.ai

?
< aj stellen dürfen, können

letztere auch die konkreten Zahlenwerteai der Folge abfragen. Vergleichsbasierte Ver-
fahren benötigen im schlechtesten FallΩ(n log n) Vergleiche, während letztere unter
bestimmten Zusatzvoraussetzungen sogar in Linearzeit arbeiten.

Ein einfacher Ansatz, eine Zahlenfolge zu sortieren, besteht darin, sequentiell die Zahl
ai (i = 2, . . . , n) in die bereits sortierte Teilfolgea1, . . . , ai−1 einzufügen.
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Algorithmus 13 INSERTION-SORT

1 Eingabe: Eine Zahlenfolgea1, . . . , an

2 for i← 2 to n do
3 z ← ai

4 j ← i− 1

5 while (j ≥ 1 ∧ aj > z) do
6 aj+1 ← aj

7 j ← j − 1

8 end
9 aj+1 ← z

10 Ausgabe:a1, . . . , an

Die Korrektheit vonInsertion-Sort lässt sich induktiv durch den Nachweis fol-
gender Schleifeninvarianten beweisen:

• Nach jedem Durchlauf derfor -Schleife sinda1, . . . , ai sortiert.

• Nach jedem Durchlauf derwhile-Schleife giltz < ak für k = j + 2, . . . , i.

Zusammen mit der Abbruchbedingung derwhile-Schleife folgt hieraus, dassz in Zeile
5 an der jeweils richtigen Stelle eingefügt wird.

Da zudem diewhile-Schleife für jedesi = 2, . . . , n höchstens(i− 1)-mal ausgeführt
wird, ist die Laufzeit vonInsertion-Sortdurch

∑n
i=2 O(i−1) = O(n2) begrenzt.

Bemerkung 14

• Ist die Eingabefolgea1, . . . , an bereits sortiert, so wird diewhile-Schleife nie-
mals durchlaufen. Imbesten Fallist die Laufzeit daher

∑n
i=2 Θ(1) = Θ(n).

• Ist die Eingabefolgea1, . . . , an dagegen absteigend sortiert, so wandertz in i−1
Durchläufen derwhile-Schleife vom Ende an den Anfang der bereits sortierten
Teilfolgea1, . . . , ai. Im schlechtesten Fallist die Laufzeit also

∑n
i=2 Θ(i− 1) =

Θ(n2).

• Bei einer zufälligen Eingabepermutation der Folge1, . . . , n wird z im Erwar-
tungswert in der Mitte der Teilfolgea1, . . . , ai eingefügt. Folglich beträgt die
(erwartete) Laufzeit imdurchschnittlichen Fallebenfalls

∑n
i=2 Θ( i−1

2
) = Θ(n2).

2.6 Sortieren durch Mischen

Wir können eine Zahlenfolge auch sortieren, indem wir sie inzwei Teilfolgen zerlegen,
diese durch rekursive Aufrufe sortieren und die sortiertenTeilfolgen wieder zu einer
Liste zusammenfügen.
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Diese Vorgehensweise ist unter dem Schlagwort “Divide and Conquer” (auch “divide
et impera”, also “teile und herrsche”) bekannt. Dabei wird ein Problem gelöst, indem
man es

• in mehrere Teilprobleme aufteilt,

• die Teilprobleme rekursiv löst, und

• die Lösungen der Teilprobleme zu einer Gesamtlösung des ursprünglichen Pro-
blems zusammenfügt.

Die ProzedurMergesort(A, l, r) sortiert ein FeldA[l . . . r], indem sie

• es in die FelderA[l . . .m] undA[m + 1 . . . r] zerlegt,

• diese durch jeweils einen rekursiven Aufruf sortiert, und

• die sortierten Teilfolgen durch einen Aufruf der ProzedurMerge(A, l, m, r) zu
einer sortierten Folge zusammenfügt.

Prozedur 15 MERGESORT(A, l, r)

1 if l < r then
2 m← ⌊(l + r)/2⌋
3 Mergesort(A, l, m)

4 Mergesort(A, m + 1, r)

5 Merge(A, l, r, m)

Die ProzedurMerge(A, l, m, r) mischt die beiden sortierten FelderA[l . . .m] und
A[m + 1 . . . r] zu einem sortierten FeldA[l . . . r].

Prozedur 16 MERGE(A, l, m, r)

1 allokiere Speicher für ein neues FeldB[l . . . r]

2 j ← l

3 k ← m + 1

4 for i← l to r do
5 if j > m then B[i]← A[k]; k ← k + 1

6 else ifk > r then B[i]← A[j]; j ← j + 1

7 else ifA[j] ≤ A[k] then B[i]← A[j]; j ← j + 1

8 elseB[i]← A[k]; k ← k + 1 end
9 kopiere das FeldB[l . . . r] in das FeldA[l . . . r]

10 gib den Speicher fürB wieder frei
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Man beachte, dassMerge für die Zwischenspeicherung der gemischten Folge zu-
sätzlichen Speicher benötigt.Mergesort ist daher kein“in place”-Sortierverfahren,
welches neben dem Speicherplatz für die Eingabefolge nur konstant viel zusätzlichen
Speicher belegen darf. Zum Beispiel istInsertion-Sort ein “in place”-Verfahren.
Auch Mergesort kann als ein “in place”-Sortierverfahren implementiert werden,
falls die zu sortierende Zahlenfolge nicht als Array, sondern als mit Zeigern verkette-
te Liste vorliegt (hierzu muss allerdings auch noch die Rekursion durch eine Schleife
ersetzt werden).

Unter der Voraussetzung, dassMerge korrekt arbeitet, können wir per Induktion über
die Längen = r− l + 1 des zu sortierenden Arrays die Korrektheit vonMergesort
wie folgt beweisen:

n = 1: In diesem Fall tutMergesort nichts, was offensichtlich korrekt ist.

n ; n + 1: Um eine Folge der Längen+1 ≥ 2 zu sortieren, zerlegt sieMergesort
in zwei Folgen der Länge höchstensn. Diese werden durch die rekursiven Auf-
rufe nach IV korrekt sortiert und vonMerge nach Voraussetzung korrekt zu-
sammengefügt.

Die Korrektheit vonMerge lässt sich leicht induktiv durch den Nachweis folgender
Invariante für die FOR-Schleife beweisen:

• Nach jedem Durchlauf enthältB[l · · · i] die i − l + 1 kleinsten Elemente aus
A[l · · ·m] undA[m + 1 · · · r] in sortierter Reihenfolge.

• Hierzu wurden die erstenj − 1 Elemente vonA[l · · ·m] und die erstenk − 1
Elemente vonA[m + 1 · · · r] nachB kopiert.

Nach dem letzten Durchlauf (d.h.i = r) enthält daherB[l · · · r] aller− l+1 Elemente
ausA[l · · ·m] undA[m + 1 · · · r] in sortierter Reihenfolge, womit die Korrektheit von
Merge bewiesen ist.

Um eine Schranke für die Laufzeit vonMergesort zu erhalten, schätzen wir zu-
nächst die AnzahlV (n) der Vergleiche ab, dieMergesort (im schlechtesten Fall)
benötigt, um ein FeldA[l · · ·m] der Längen = r − l + 1 zu sortieren. Wir bezeich-
nen die Anzahl der Vergleiche, dieMerge benötigt, um die beiden sortierten Felder
A[l . . .m] undA[m + 1 . . . r] zu mischen, mitM(n). Dann erfülltV (n) die Rekursi-
onsgleichung

V (n) =

{

0, falls n = 1,

V (⌊n/2⌋) + V (⌈n/2⌉) + M(n), n ≥ 2.

Offensichtlich benötigtMerge M(n) = n − 1 Vergleiche. Fallsn also eine Zweier-
potenz ist, genügt es, folgende Rekursion zu lösen:

V (1) = 0 undV (n) = 2V (n/2) + n− 1, n ≥ 2.
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Hierzu betrachten wir die Funktionf(k) = V (2k). Dann gilt

f(0) = 0 undf(k) = 2f(k − 1) + 2k − 1, k ≥ 1.

Aus den ersten Folgengliedernf(0) = 0, f(1) = 1, f(2) = 2 + 22 − 1 = 1 · 22 + 1,
f(3) = 2 ·22 +2+23−1 = 2 ·23 +1 undf(4) = 2 ·2 ·23 +2+24−1 = 3 ·24 +1 lässt
sich vermuten, dassf(k) = (k − 1) · 2k + 1 ist. Dies lässt sich leicht durch Induktion
überk verifizieren, so dass wir fürV die LösungsfunktionV (n) = n log2 n − n + 1
erhalten.

Wir fassen unsere Beobachtungen zur Komplexität vonMergeSort zusammen: Falls
n eine Zweierpotenz ist, stelltMergeSort im schlechtesten FallV (n) = n log2 n −
n + 1 Fragen. Istn keine Zweierpotenz, so können wir die Anzahl der Fragen durch
V (n′) ≤ V (2n) = O(V (n)) abschätzen, wobein′ ≤ 2n die kleinste Zweierpotenz
größer alsn ist. Zudem ist leicht zu sehen, dass die LaufzeitT (n) von MergeSort
asymptotisch durch die AnzahlV (n) der Vergleiche beschränkt ist, d.h. es giltT (n) =
O(V (n)).

Satz 17 MergeSort ist ein vergleichendes Sortierverfahren mit einer Laufzeit von
O(n log n).

2.7 Lösen von Rekursionsgleichungen

Im Allgemeinen liefert der “Divide and Conquer”-Ansatz einfach zu implementieren-
de Algorithmen mit einfachen Korrektheitsbeweisen. Die Laufzeit T (n) erfüllt dann
eine Rekursionsgleichung der Form

T (n) =

{

Θ(1), falls n „klein“ ist,

D(n) +
∑ℓ

i=1 T (ni) + C(n), sonst.

Dabei istD(n) der Aufwand für das Aufteilen der Probleminstanz undC(n) der Auf-
wand für das Verbinden der Teillösungen. Um solche Rekursionsgleichungen zu lösen,
kann man oft eine Lösung „raten“ und per Induktion beweisen.Mit Hilfe von Rekur-
sionsbäumen lassen sich Lösungen auch „gezielt raten“. Eine asymptotische Abschät-
zung liefert folgender Hauptsatz der Laufzeitfunktionen (Satz von Akra & Bazzi).

Satz 18 (Mastertheorem)SeiT : N→ N eine Funktion der Form

T (n) =

ℓ∑

i=1

T (ni) + f(n),

mit ℓ, n1, . . . , nℓ ∈ N und ni ∈ {⌊αin⌋, ⌈αin⌉} für fest gewählte reelle Zahlen0 <
αi < 1 für i = 1, . . . , ℓ. Dann gilt im Fallf(n) = Θ(nk) mit k ≥ 0:

T (n) =







Θ(nk), falls
∑ℓ

i=1 αk
i < 1,

Θ(nk log n), falls
∑ℓ

i=1 αk
i = 1,

Θ(nc), falls
∑ℓ

i=1 αk
i > 1,
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wobeic Lösung der Gleichung
∑ℓ

i=1 αc
i = 1 ist.

2.8 Eine untere Schranke für die Fragekomplexität

Frage 19 Wie viele Vergleichsfragen benötigt ein vergleichender Sortieralgorithmus
A mindestens, um eine Folge(a1, . . . , an) vonn Zahlen zu sortieren?

Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir allen! Eingabefolgen(a1, . . . , an) der
Form (π(1), . . . , π(n)), wobei π ∈ Sn eine beliebige Permutation auf der Menge
{1, . . . , n} ist. Um diese Folgen korrekt zu sortieren, mussA solange Fragen der Form
ai < aj (bzw. π(i) < π(j)) stellen, bis höchstens noch eine Permutationπ ∈ Sn

mit den erhaltenen Antworten konsistent ist. DamitA möglichst viele Fragen stellen
muss, beantworten wir diese so, dass mindestens die Hälfte der verbliebenen Permu-
tationen mit unserer Antwort konsistent ist (Mehrheitsvotum). Diese Antwortstrategie
stellt sicher, dass nachi Fragen noch mindestensn!/2i konsistente Permutationen üb-
rig bleiben. Daher mussA mindestens

⌈log2(n!)⌉ = n log2 n− n log2 e + Θ(log n) = n log2 n−Θ(n)

Fragen stellen, um die Anzahl der konsistenten Permutationen auf Eins zu reduzieren.

Satz 20 Ein vergleichendes Sortierverfahren benötigt mindestens⌈log2(n!)⌉ Fragen,
um eine Folge(a1, . . . , an) vonn Zahlen zu sortieren.

Wir können das Verhalten vonA auch durch einen FragebaumB veranschaulichen,
dessen Wurzel mit der ersten Frage vonA markiert ist. Jeder mit einer Frage markierte
Knoten hat zwei Kinder, die die Antworten ja und nein auf diese Frage repräsentieren.
Stellt A nach Erhalt der Antwort eine weitere Frage, so markieren wirden entspre-
chenden Antwortknoten mit dieser Frage. Andernfalls gibtA eine Permutationπ der
Eingabefolge aus und der zugehörige Antwortknoten ist ein Blatt, das wir mitπ mar-
kieren. Nun ist leicht zu sehen, dass die Tiefe vonB mit der AnzahlV (n) der vonA
benötigten Fragen im schlechtesten Fall übereinstimmt. Dajede Eingabefolge zu ei-
nem anderen Blatt führt, hatB mindestensn! Blätter. Folglich können wir inB einen
Pfad der Länge⌈log2(n!)⌉ finden, indem wir jeweils in den Unterbaum mit der größe-
ren Blätterzahl verzweigen.

Da also jedes vergleichende Sortierverfahren mindestensΩ(n log n) Fragen benötigt,
ist Mergesort asymptotisch optimal.

Korollar 21 MergeSort ist ein vergleichendes Sortierverfahren mit einer im
schlechtesten Fall asymptotisch optimalen Laufzeit vonO(n log n).
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2.9 QuickSort

Ein weiteres Sortierverfahren, das den “Divide and Conquer”-Ansatz benutzt, ist
QuickSort. Im Unterschied zuMergeSort wird hier das Feldvor den rekursiven
Aufrufen umsortiert.

Prozedur 22 QUICKSORT(A, l, r)

1 if l < r then
2 m← Partition(A, l, r)

3 QuickSort(A, l, m− 1)

4 QuickSort(A, m + 1, r)

Die ProzedurQuickSort(A, l, r) sortiert ein FeldA[l . . . r] wie folgt:

• Zuerst wird die FunktionPartition(A, l, r) aufgerufen.

• Diese wählt einPivotelement, welches sich nach dem Aufruf inA[m] befindet,
und sortiert das Feld so um, dass gilt:

A[i] ≤ A[m] ≤ A[j] für alle i, j mit l ≤ i < m < j ≤ r. (∗)

• Danach werden die beiden TeilfolgenA[l . . .m − 1] undA[m + 1 . . . r] durch
jeweils einen rekursiven Aufruf sortiert.

Die FunktionPartition(A, l, r) pivotisiertdas FeldA[l . . . r], indem

• siex = A[r] als Pivotelement wählt,

• die übrigen Elemente mitx vergleicht und dabei umsortiert und

• den neuen Indexi + 1 vonx zurückgibt.

Funktion 23 PARTITION(A, l, r)

1 i← l − 1;
2 for j ← l to r − 1 do
3 if A[j] ≤ A[r] then
4 i← i + 1;
5 if i < j then
6 vertauscheA[i] undA[j];
7 if i + 1 < r then
8 vertauscheA[i + 1] undA[r];
9 return (i + 1)
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Unter der Voraussetzung, dass die FunktionPartition korrekt arbeitet, d.h. nach
ihrem Aufruf gilt (∗), folgt die Korrektheit vonQuickSort durch einen einfachen
Induktionsbeweis über die Längen = r − l + 1 des zu sortierenden Arrays.

Die Korrektheit vonPartition wiederum folgt leicht aus folgender Invariante für
die FOR-Schleife:

A[k] ≤ A[r] für k = l, . . . , i undA[k] > A[r] für k = i + 1, . . . , j.

Da nämlich nach Ende der FOR-Schleifej = r − 1 ist, garantiert die Vertauschung
vonA[i + 1] undA[r] die Korrektheit vonPartition.

Wir müssen also nur noch die Gültigkeit der Schleifeninvariante nachweisen. Um ein-
deutig definierte Werte vonj vor und nach jeder Iteration der FOR-Schleife zu haben,
ersetzen wir sie durch eine semantisch äquivalente WHILE-Schleife:

Funktion 24 PARTITION(A, l, r)

1 i← l − 1;
2 j ← l − 1;
3 while j < r − 1 do
4 j ← j + 1;
5 if A[j] ≤ A[r] then
6 i← i + 1;
7 if i < j then
8 vertauscheA[i] undA[j];
9 if i + 1 < r then

10 vertauscheA[i + 1] undA[r];
11 return (i + 1)

Nun lässt sich die Invariante leicht induktiv beweisen.

Induktionsanfang: Vor Beginn der WHILE-Schleife gilt die Invariante, dai und j
den Wertl − 1 haben.

Induktionsschritt: Zunächst wirdj hochgezählt und dannA[j] mit A[r] verglichen.

• Im Fall A[j] ≤ A[r] wird auchi hochgezählt (d.h. nach Zeile 6 giltA[i] >
A[r]). Daher giltnachder Vertauschung in Zeile 8:A[i] ≤ A[r] undA[j] >
A[r], weshalb die Gültigkeit der Invariante erhalten bleibt.

• Im Fall A[j] > A[r] behält die Invariante ebenfalls ihre Gültigkeit, da nur
j hochgezählt wird undi unverändert bleibt.

Als nächstes schätzen wir die Laufzeit vonQuickSort im schlechtesten Fall ab.
Dieser Fall tritt ein, wenn sich das Pivotelement nach jedemAufruf von Partition
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am Rand vonA (d.h. m = l oderm = r) befindet. Dies führt nämlich dazu, dass
Partition der Reihe nach mit Feldern der Längen, n− 1, n− 2, . . . , 1 aufgerufen
wird. Da Partition für die Umsortierung eines Feldes der Längen genaun − 1
Vergleiche benötigt, führtQuickSort insgesamt die maximal mögliche Anzahl

V (n) =

n∑

i=1

(i− 1) =

(
n

2

)

= Θ(n2)

von Vergleichen aus. Dieser ungünstige Fall tritt insbesondere dann ein, wenn das
EingabefeldA bereits (auf- oder absteigend) sortiert ist.

Im besten Fallzerlegt das Pivotelement das Feld dagegen jeweils in zwei gleich große
Felder, d.h.V (n) erfüllt die Rekursion

V (n) =

{

0, n = 1,

V (⌊(n− 1)/2⌋) + V (⌈(n− 1)/2⌉) + n− 1, n ≥ 2.

Diese hat die LösungV (n) = n log2 n − Θ(n) (vgl. die worst-case Abschätzung bei
MergeSort).

Es gibt auch Pivotauswahlstrategien, die in linearer Zeit z.B. den Median bestimmen.
Dies führt auf eine Variante vonQuickSort mit einer Laufzeit vonΘ(n log n) bei
allen Eingaben. Allerdings ist die Bestimmung des Medians für praktische Zwecke
meist zu aufwändig.

Bei der Analyse des Durchschnittsfalls gehen wir von einer zufälligen Eingabe-
permutationA[1 . . . n] der Folge1, . . . , n aus. Dann ist die AnzahlV (n) der Ver-
gleichsanfragen vonQuickSort eine Zufallsvariable. Wir könnenV (n) als Summe
∑

1≤i<j≤n Xij folgender Indikatorvariablen darstellen:

Xij =

{

1, falls die Wertei undj verglichen werden,

0, sonst.

Ob die Wertei und j verglichen werden, entscheidet sich beim ersten Aufruf von
Partition(A, l, r), bei dem das Pivotelementx = A[r] im Intervall

Iij = {i, . . . , j}

liegt. Bis zu diesem Aufruf werden die Werte im IntervallIij nur mit Pivotelementen
außerhalb vonIij verglichen und bleiben daher im gleichen TeilfeldA[l . . . r] beisam-
men. Ist das erste Pivotelementx in Iij nun nicht gleichi oderj, dann werdeni undj
zwar mitx verglichen. Das liegt daran dass im Falli < x < j die Wertei und j bei
diesem Aufruf in zwei verschiedene Teilfelder getrennt werden und daher nicht mehr
miteinander verglichen werden.

Die Wertei undj werden also genau dann verglichen, wenn das erste Pivotelementx
im Intervall Iij den Werti oderj hat. Da die Eingabe eine Zufallsfolge ohne Mehr-
fachvorkommen ist, nimmtx jeden Wert inIij mit Wahrscheinlichkeit1/(j − i + 1)
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an. Daher findet mit Wahrscheinlichkeitpij = 2/(j − i + 1) ein Vergleich zwischen
den Werteni undj statt.

Der Erwartungswert vonV (n) =
∑

1≤i<j≤n Xij berechnet sich nun zu

E[V (n)] =
∑

1≤i<j≤n

E[Xij ]
︸ ︷︷ ︸

pij

=
n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

2

j − i + 1
=

n−1∑

i=1

n−i+1∑

k=2

2

k

≤
n−1∑

i=1

n∑

k=2

2

k
=

n−1∑

i=1

O(log n) = O(n log n).

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen. Dass für vergleichende Sortierverfahren
eine Laufzeit vonO(n log n) auch im Durchschnitt asymptotisch optimal ist, wird in
den Übungen gezeigt.

Satz 25 QuickSort ist ein vergleichendes Sortierverfahren mit einer im Durch-
schnitt asymptotisch optimalen Laufzeit vonO(n log n).

Unabhängig davon nach welcher (deterministischen) Strategie das Pivotelement ge-
wählt wird, wird es immer Eingabefolgen geben, für dieQuickSort

(
n
2

)
Vergleiche

benötigt. Eine Möglichkeit, die Effizienz vonQuickSort im Durchschnittsfall auf
den schlechtesten Fall zu übertragen, besteht darin, einerandomisierteAuswahlstrate-
gie für das Pivotelement anzuwenden.

Die ProzedurRandomQuickSort(A, l, r) arbeitet ähnlich wieQuickSort. Der
einzige Unterschied besteht darin, dass als Pivotelement ein zufälliges Element aus
dem FeldA[l . . . r] gewählt wird.

Prozedur 26 RANDOMQUICKSORT(A, l, r)

1 if l < r then
2 m← RandomPartition(A, l, r)

3 RandomQuickSort(A, l, m− 1)

4 RandomQuickSort(A, m + 1, r)

Funktion 27 RANDOMPARTITION(A, l, r)

1 rate zufällig j ∈ {l, . . . , r}
2 if j < r then
3 vertauscheA[j] undA[r];
4 return (Partition(A, l, r))

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass sichRandomQuickSort bei jeder Eingabe-
folge A[l, . . . , r] exakt gleich verhält wieQuickSort bei einer zufälligen Permu-
tation dieser Eingabefolge (siehe Übungen). Daher ist die (erwartete) Laufzeit von
RandomQuickSort auch imschlechtesten FalldurchO(n log n) beschränkt, falls
Mehrfachvorkommen ausgeschlossen sind.
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Satz 28 RandomQuickSort ist ein randomisiertes vergleichendes Sortierverfah-
ren mit einer im schlechtesten Fall asymptotisch optimalenLaufzeit vonO(n log n).

2.10 HeapSort

Die ProzedurHeapSort(A, l, r) benutzt als Datenstruktur einen so genanntenHeap,
um ein FeldA[1 . . . n] zu sortieren.

Definition 29 Ein HeapH mit n Knoten ist ein geordneter Binärbaum nebenstehen-
der Form. Das heißt,H hat in Tiefei = 0, 1, . . . , ⌊log2 n⌋ − 1
jeweils die maximale Anzahl von2i Knoten und in Tiefe
⌊log2 n⌋ sind alle Knoten linksbündig angeordnet.
Zudem ist jeder Knotenv mit einer ZahlH [v] beschriftet, de-
ren Wert mindestens so groß ist wie die Werte der Kinder von
v (sofern vorhanden).

H

Ein HeapH mit n Knoten lässt sich in einem FeldH [1, . . . , n] speichern. Dabei gilt:

• Das linke Kind von Knoteni hat den Indexleft(i) = 2i.

• Das rechte Kind von Knoteni hat den Indexright(i) = 2i + 1.

• Der Elternknoten von Knoteni hat den Indexparent(i) = ⌊i/2⌋.

Die Heap-Eigenschaft lässt sich nun wie folgt formulieren:

Für alle Knoteni ∈ {1, . . . , n} gilt:

(2i ≤ n⇒ H [i] ≥ H [2i]) ∧ (2i + 1 ≤ n⇒ H [i] ≥ H [2i + 1]).

Da die Knoten im Intervall{⌊n/2⌋ + 1, . . . , n} keine Kinder haben, ist für sie die
Heap-Eigenschaft automatisch erfüllt.

Ist H [1, . . . , n] ein Heap, dann repräsentiert auch jedes AnfangsstückH [1, . . . , r], 1 ≤
r ≤ n, einen HeapHr mit r Knoten. Zudem ist für1 ≤ i ≤ r ≤ n der Teilbaum von
Hr mit Wurzeli ein Heap, den wir mitHi,r bezeichnen.

Aufgrund der Heap-Eigenschaft muss die WurzelH [1] eines Heaps den größten Wert
haben. Daher können wir eine in einem HeapH [1, . . . , n] gespeicherte Zahlenfolge
sortieren, indem wir sukzessive

• die WurzelH [1] mit dem letzten Feldelement des Heaps vertauschen,

• den rechten Rand des Heaps um ein Feld nach links verschieben(also die vor-
malige Wurzel des Heaps herausnehmen) und
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• die durch die Ersetzung der Wurzel verletzte Heap-Eigenschaft wieder herstel-
len.

Natürlich müssen wir zu Beginn die Heap-Eigenschaft auf demgesamten Feld erst
einmal herstellen.

Sei H [1, . . . , n] ein Feld, so dass der TeilbaumHi,r die Heap- Eigenschaft in allen
Knoten bis auf seine Wurzeli erfüllt. Dann stellt die ProzedurHeapify(H, i, r) die
Heap-Eigenschaft im gesamten TeilbaumHi,r her.

Prozedur 30 HEAPIFY(H, i, r)

1 if (2i ≤ r) ∧ (H [2i] > H [i]) then x← 2i

2 elsex← i end
3 if (2i + 1 ≤ r) ∧ (H [2i + 1] > H [x]) then
4 x← 2i + 1

5 if x > i then
6 vertauscheH [x] undH [i]

7 Heapify(H, x, r)

Unter Verwendung der ProzedurHeapify ist es nun leicht, ein Feld zu sortieren.

Prozedur 31 HEAPSORT(H, 1, n)

1 for i← ⌊n/2⌋ downto 1 do
2 Heapify(H, i, n)

3 for r ← n downto 2 do
4 vertauscheH [1] undH [r]

5 Heapify(H, 1, r− 1)

Wir setzen zunächst voraus, dass die ProzedurHeapify korrekt arbeitet. D.h.
Heapify(H, i, r) stellt die Heap-Eigenschaft im gesamten TeilbaumHi,r her, falls
Hi,r die Heap-Eigenschaft höchstens in seiner Wurzeli nicht erfüllt. Unter dieser
Voraussetzung folgt die Korrektheit vonHeapSort durch den Nachweis folgender
Schleifeninvarianten, der sich sehr leicht erbringen lässt.

Invariante für die erste FOR-Schleife:

Für j = i, . . . , n erfüllt der TeilbaumHj,n die Heap-Eigenschaft.

Invariante für die zweite FOR-Schleife:

H [r], . . . , H [n] enthalten dien− r + 1 größten Feldelemente in sortierter
Reihenfolge und der TeilbaumH1,r−1 erfüllt die Heap-Eigenschaft.
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Als nächstes zeigen wir die Korrektheit vonHeapify. Sei alsoH [1, . . . , n] ein Feld,
so dass der TeilbaumHi,r die Heap-Eigenschaft in allen Knoten bis auf seine Wurzel
i erfüllt. Dann müssen wir zeigen, dassHeapify(H, i, r) die Heap-Eigenschaft im
gesamten TeilbaumHi,r herstellt.

Heapify(H, i, r) bestimmt den Knotenx ∈ {i, 2i, 2i + 1} mit maximalem Wert
H(x). Im Fall x = i erfüllt der Knoteni bereits die Heap-Eigenschaft. Istx dagegen
eines der Kinder voni, so vertauschtHeapify die Werte voni undx. Danach ist die
Heap-Eigenschaft höchstens noch im Knotenx verletzt. Daher folgt die Korrektheit
vonHeapify durch einen einfachen Induktionsbeweis über die Rekursionstiefe.

Es ist leicht zu sehen, dassHeapify(H, i, r) maximal 2h(i) Vergleiche benö-
tigt, wobei h(i) die Höhe des Knotensi in H1,r ist. Daher ist die Laufzeit von
Heapify(H, i, r) durchO(h(i)) = O(log r) beschränkt.

Für den Aufbau eines HeapsH der Tiefet = ⌊log2 n⌋ wird Heapify in der ersten
FOR-Schleife für höchstens

• 20 = 1 Knoten der Höheh = t,

• 21 = 2 Knoten der Höheh = t− 1,

...

• 2t−1 Knoten der Höheh = t− (t− 1) = 1

aufgerufen. Daher benötigt der Aufbau des Heaps maximal

V1(n) ≤ 2

⌊log2 n⌋
∑

h=1

h2⌊log2 n⌋−h ≤ 2

⌊log2 n⌋
∑

h=1

h
⌊ n

2h

⌋

< 2n

∞∑

h=1

h

2h
= 4n

Vergleiche. Für den Abbau des Heaps in der zweiten FOR-Schleife wird Heapify
genau(n− 1)-mal aufgerufen. Daher benötigt der Abbau des Heaps maximal

V2(n) ≤ 2(n− 1)⌊log2 n⌋ ≤ 2n log2 n

Vergleiche.

Satz 32 HeapSort ist ein vergleichendes Sortierverfahren mit einer im schlechte-
sten Fall asymptotisch optimalen Laufzeit vonO(n logn).

Die Floyd-Strategie

Die Floyd-Strategiebenötigt beim Abbau des Heaps im Durchschnitt nur halb so viele
Vergleiche wie die bisher betrachteteWilliams-Strategie. Die Idee besteht darin, dass
Heapify(H, 1, r) beginnend mit der Wurzeli0 = 1 sukzessive die Werte der beiden



2.11 CountingSort 23

Kinder des aktuellen Knotensij vergleicht und jeweils zu dem Kindij+1 mit dem
größeren Wert absteigt, bis nacht ≤ ⌊log2 n⌋ Schritten ein Blattit erreicht wird.

Nun gehtHeapify auf diesem Pfad bis zum ersten Knotenij mit H [ij] ≥ H [1] zu-
rück und führt auf den Werten der Knotenij, ij−1, . . . , i0 den für die Herstellung der
Heap-Eigenschaft erforderlichen Ringtausch aus. Offensichtlich benötigt diese Strate-
gie

t + (t− j + 1) = 2t− j + 1

Vergleiche (im Unterschied zu höchstens2j Vergleichen bei der Williams-Strategie).
Da sich der Knotenij, an den der WertH [1] des Wurzelknotens zyklisch verschoben
wird, im Mittel sehr weit unten im Baum befindet, spart man aufdiese Art asympto-
tisch die Hälfte der Vergleiche.

2.11 CountingSort

Die ProzedurCountingSort sortiert eine Zahlenfolge, indem sie zunächst die An-
zahl der Vorkommen jedes Wertes in der Folge und daraus die Rangzahlen der Zahlen-
werte bestimmt. Dies funktioniert nur unter der Einschränkung, dass die Zahlenwerte
natürliche Zahlen sind und eine Obergrenzek für ihre Größe bekannt ist.

Prozedur 33 COUNTINGSORT(A, 1, n, k)

1 for i← 0 to k do C[i]← 0

2 for j ← 1 to n do C[A[ j]]← C[A[ j]] + 1

3 for i← 1 to k do C[i]← C[i] + C[i− 1]

4 for j ← 1 to n do
5 B[C[A[ j]]]← A[ j]

6 C[A[ j]]← C[A[ j]]− 1

7 for j ← 1 to n do A[ j]← B[ j]

Satz 34 CountingSort sortiertn natürliche Zahlen der Größe höchstensk in Zeit
Θ(n + k) und PlatzΘ(n + k).

Korollar 35 CountingSort sortiertn natürliche Zahlen der GrößeO(n) in linea-
rer Zeit und linearem Platz.

2.12 RadixSort

RadixSort sortiertd-stellige Zahlena = ad · · ·a1 eine Stelle nach der anderen, wobei
mit der niederwertigsten Stelle begonnen wird.
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Prozedur 36 RADIXSORT(A, 1, n)

1 for i← 1 to d do
2 sortiereA[1, . . . , n] nach deri-ten Stelle

Hierzu sollten die Folgenglieder möglichst als Festkomma-Zahlen vorliegen. Zudem
muss in Zeile 2 „stabil“ sortiert werden.

Definition 37 Ein Sortierverfahren heißtstabil, wenn es die relative Reihenfolge von
Elementen mit demselben Wert nicht verändert.

Es empfiehlt sich, eine stabile Variante vonCountingSort als Unterroutine zu
verwenden. DamitCountingSort stabil sortiert, brauchen wir lediglich die for-
Schleife in Zeile 4 in der umgekehrten Reihenfolge zu durchlaufen:

Prozedur 38 COUNTINGSORT(A, 1, n, k)

1 for i← 0 to k do C[i]← 0

2 for j ← 1 to n do C[A[ j]]← C[A[ j]] + 1

3 for i← 1 to k do C[i]← C[i] + C[i− 1]

4 for j ← n downto 1 do
5 B[C[A[ j]]]← A[ j]

6 C[A[ j]]← C[A[ j]]− 1

7 for j ← 1 to n do A[ j]← B[ j]

Satz 39 RadixSort sortiert n d-stellige Festkomma-Zahlen zur Basisb in Zeit
Θ(d(n + b)).

Wenn wirr benachbarte Ziffern zu einer „Ziffer“z ∈ {0, . . . , br−1} zusammenfassen,
erhalten wir folgende Variante vonRadixSort.

Korollar 40 Für jede Zahl1 ≤ r ≤ d sortiertRadixSort n d-stellige Festkomma-
Zahlen zur Basisb in ZeitΘ(d

r
(n + br)).

Wählen wir beispielsweiser = ⌈log2 n⌉, so erhalten wir fürd = O(log n)-stellige
Binärzahlen eine Komplexität von

Θ

(
d

r
(n + 2r)

)

= Θ(n + 2r) = Θ(n).

2.13 BucketSort

Die ProzedurBucketSort sortiertn Zahlena1, . . . , an aus einem Intervall[a, b) wie
folgt. Der Einfachheit halber nehmen wira = 0 undb = 1 an.
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1. Erstelle fürj = 0, . . . , n− 1 eine ListeLj für das Intervall

Ij = [j/n, (j + 1)/n).

2. Bestimme zu jedem Elementai das IntervallIj , zu dem es gehört, und füge es
in die entsprechende ListeLj ein.

3. Sortiere jede ListeLj .

4. Füge die sortierten ListenLj wieder zu einer Liste zusammen.

Um ListenLj mit einer konstanten erwarteten Länge zu erhalten, solltendie zu sor-
tierenden Zahlenwerte im Intervall[a, b) möglichst gleichverteilt sein. In diesem Fall
ist die erwartete Laufzeit vonBucketSort nämlichΘ(n). Wie wir gleich zeigen
werden, gilt dies sogar, wenn als Unterroutine ein Sortierverfahren der Komplexität
O(n2) verwendet wird. Im schlechtesten Fall kommen dagegen alle Schlüssel in die
gleiche Liste. Dann hatBucketSort dieselbe asymptotische Laufzeit wie das als
Unterroutine verwendete Sortierverfahren.

Wir schätzen nun die erwartete Laufzeit vonBucketSort ab. SeiXi die Zufallsva-
riable, die die Länge der ListeLi beschreibt. Dann istXi binomialverteilt mit Parame-
ternn undp = 1/n. Also hatXi den Erwartungswert

E[Xi] = np = 1

und die Varianz
V [Xi] = np(1− p) = 1− 1/n < 1.

WegenV [Xi] = E[X2
i ] − E[Xi]

2 ist E[X2
i ] = V [Xi] + E[Xi]

2 < 2. Daher folgt für
die erwartete Laufzeit vonBucketSort:

E

[
n−1∑

i=0

O(X2
i )

]

= O

(
n−1∑

i=0

E[X2
i ]

)

= O(n).

2.14 Vergleich der Sortierverfahren

Folgende Tabelle zeigt die Komplexitäten der betrachtetenvergleichenden Sortierver-
fahren.

Insertion- MergeSort Quick- Heap-
Sort Sort Sort

worst-case Θ(n2) Θ(n log n) Θ(n2) Θ(n log n)

average-case Θ(n2) Θ(n log n) Θ(n log n) Θ(n log n)

Speicherplatz Θ(1) Θ(n) bzw.Θ(1) Θ(log n) Θ(1)

stabil ja ja nein nein
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Wir fassen auch die wichtigsten Eigenschaften der betrachteten Linearzeit-Sortierver-
fahren zusammen.

• CountingSort: lineare Zeit im schlechtesten Fall, falls die Werte natürliche
Zahlen sind undO(n) nicht übersteigen.

• RadixSort: bitweises Sortieren in linearer Zeit, falls die zu sortierenden Zah-
len nurO(log n) Bit haben.

• BucketSort: Sortieren in erwarteter linearer Zeit, falls dien Zahlen gleich-
mäßig über einem Intervall[a, b) verteilt sind.

2.15 Datenstrukturen für dynamische Mengen

Eine Datenstruktur für dynamische MengenS sollte im Prinzipbeliebig vieleElemente
aufnehmen können. Die Elementex ∈ S werden dabei anhand einesSchlüsselsk =
key(x) identifiziert. Auf die Elementex ∈ S wird meist nicht direkt, sondern mittels
Zeiger(engl.pointer) zugegriffen.

Typische Operationen, die auf einer dynamische MengenS auszuführen sind:

Insert(S, x): Fügex in S ein.

Delete(S, x): Entfernex ausS.

Search(S, k): Gib für einen Schlüsselk einen Zeiger aufx ∈ S mit key(x) = k,
falls ein solches Element existiert, und sonstnil zurück.

Min(S): Gib einen Zeiger auf das Element inS mit dem kleinsten Schlüssel zurück.

Max(S): Gib einen Zeiger auf das Element inS mit dem größten Schlüssel zurück.

Prec(S, x): Gib einen Zeiger auf das nachx nächstkleinere Element inS odernil
zurück, fallsx das Minimum ist.

Succ(S, x): Gib einen Zeiger auf das nachx nächstgrößere Element inS odernil
zurück, fallsx das Maximum ist.

2.16 Verkettete Listen

Die Elemente einer verketteten Liste sind in linearer Reihenfolge angeordnet. Das er-
ste Element der ListeL ist head(L). Jedes Elementx „kennt“ seinen Nachfolger
next(x). Wenn jedes Elementx auch seinen Vorgängerprev(x) kennt, dann spricht
man von einerdoppelt verketteten Liste.

Die ProzedurInsert(L, x) fügt ein Elementx in eine doppelt verkettete ListeL ein.
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Prozedur 41 INSERT(L, x)

1 next(x)← head(L)

2 if head(L) 6= nil then
3 prev(head(L))← x

4 head(L)← x

5 prev(x)← nil

Die ProzedurDelete(L, x) entfernt wieder ein Elementx aus einer doppelt verket-
teten ListeL.

Prozedur 42 DELETE(L, x)

1 if x 6= head(L) then
2 next(prev(x))← next(x)

3 else
4 head(L)← next(x)

5 if next(x) 6= nil then
6 prev(next(x))← prev(x)

Die ProzedurSearch(L, k) sucht ein Elementx mit dem Schlüsselk in der ListeL.

Prozedur 43 SEARCH(L, k)

1 x← head(L)

2 while x 6= nil undkey(x) 6= k do
3 x← next(x)

4 return (x)

Es ist leicht zu sehen, dassInsert und Delete konstante ZeitΘ(1) benötigen,
währendSearch eine lineare (in der Länge der Liste) Laufzeit hat.

Bemerkung 44

• Wird Delete nur der Schlüssel übergeben, dann wäre die Laufzeit linear,da
wir erst mitSearch das entsprechende Element suchen müssen.

• Für einfach verkettete Listen ist der Aufwand vonDelete ebenfalls linear, da
wir keinen direkten Zugriff auf den Vorgänger haben.

• Die OperationenMax, Min, Prec undSucc lassen sich ebenfalls mit linearer
Laufzeit berechnen (siehe Übungen).

• MergeSort lässt sich für Listen sogar als “in place”-Verfahren implementieren
(siehe Übungen). Daher lassen sich Listen in ZeitO(n logn) sortieren.
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2.17 Binäre Suchbäume

Ein BinärbaumB kann wie folgt durch eine Zeigerstruktur repräsentiert werden. Jeder
Knotenx in B hat 3 Zeiger:

• left(x) zeigt auf das linke Kind,

• right(x) zeigt auf das rechte Kind und

• parent(x) zeigt auf den Elternknoten.

Für die Wurzelw = root(B) ist parent(w) = nil und falls einem Knotenx
eines seiner Kinder fehlt, so ist der entsprechende Zeiger ebenfallsnil. Auf diese Art
lassen sich beispielsweise Heaps für unbeschränkt viele Datensätze implementieren.

Definition 45 Ein binärer BaumB ist einbinärer Suchbaum, falls für jeden Knoten
x in B folgende Eigenschaften erfüllt sind:

• Für jeden Knoteny im linken Teilbaum vonx gilt key(y) ≤ key(x) und

• für jeden Knoteny im rechten Teilbaum vonx gilt key(y) ≥ key(x).

Folgende ProzedurSearch(B, k) sucht ein Elementx mit dem Schlüsselk im bi-
nären SuchbaumB.

Prozedur 46 SEARCH(B, k)

1 x← root(B)

2 while x 6= nil undkey(x) 6= k do
3 if k ≤ key(x) then
4 x← left(x)

5 else
6 x← right(x)

7 return (x)

Die ProzedurInsert(B, z) fügt ein neues Elementz in B ein, indem sie dennil-
Zeiger „sucht“, der eigentlich auf den Knotenz zeigen müsste.

Prozedur 47 INSERT(B, z)

1 if root(B) = nil then
2 root(B)← z

3 parent(z)← nil

4 else
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5 x← root(B)

6 repeat
7 y ← x

8 if key(z) ≤ key(x) then
9 x← left(x)

10 else
11 x← right(x)

12 until x = nil

13 if key(z) ≤ key(y) then
14 left(y)← z

15 else
16 right(y)← z

17 parent(z)← y

Satz 48 Die OperationenSearch undInsert für dynamische Mengen können auf
einem binären Suchbaum der Höheh in ZeitO(h) ausgeführt werden.

Bemerkung 49 Auch die OperationenMin, Max, Succ, Prec undDelete lassen
sich auf einem binären Suchbaum der Höheh in Zeit O(h) implementieren (siehe
Übungen).

Die Laufzeiten der Operationen für binäre Suchbäume hängenvon der Tiefe der Kno-
ten im Suchbaum ab. Suchbäume können zu Listen entarten. Dieser Fall tritt z.B. ein,
falls die Datensätze in sortierter Reihenfolge eingefügt werden. Daher haben die Ope-
rationen im schlechtesten Fall eine lineare Laufzeit.

Für die Analyse des Durchschnittsfalls gehen wir davon aus,dass die Einfügesequenz
eine zufällige Permutation vonn verschiedenen Zahlen ist. Dann lässt sich zeigen, dass
der resultierende Suchbaum eine erwartete Tiefe vonO(log n) hat (siehe Übungen).
Somit ist die erwartete Laufzeit der Operationen nurO(log n).

2.18 Balancierte Suchbäume

Um die Tiefe des Suchbaums klein zu halten, kann er während der Einfüge- und Lö-
schoperationen auch aktiv ausbalanciert werden. Hierfür gibt es eine ganze Reihe von
Techniken. Die drei bekanntesten sind Rot-Schwarz-Bäume,Splay-Bäume und die
AVL-Bäume, mit denen wir uns im Folgenden etwas näher befassen möchten.

Definition 50 Ein AVL-BaumT ist ein binärer Suchbaum, derhöhenbalanciertist,
d.h. für jeden Knotenx von T unterscheiden sich die Höhen des linken und rechten
Teilbaumes vonx höchstens um eins (die Höhe eines nicht existierenden Teilbaumes
setzen wir mit−1 an).
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Lemma 51 Die Höhe eines AVL-Baumes mitn Knoten istO(log n).

Beweis SeiM(h) die minimale Blattzahl eines AVL-Baumes der Höheh. Dann gilt

M(h) =

{

1, h = 0 oder1,

M(h− 1) + M(h− 2), h ≥ 2.

M(h) ist also die(h + 1)-te Fibonacci-ZahlFh+1. Durch Induktion überh lässt sich
leicht zeigen, dassFh+1 ≥ φh−1 ist, wobeiφ = (1 +

√
5)/2 dergoldene Schnittist.

Daher folgt für einen AVL-Baum der Höheh mit n Knoten undb Blättern

n ≥ b ≥M(h) = Fh+1 ≥ φh−1.

Somit gilt
h ≤ 1 + logφ(n) = O(log2 n).

Der konstante Faktor inO(log2 n) ist hierbei 1
log2(φ)

≈ 1,44. �

Für die Aufrechterhaltung der AVL-Eigenschaft eines AVL-BaumsT benötigen wir
folgende Information über jeden Knotenx. Seienhl undhr die Höhen des linken und
des rechten Teilbaums vonx. Dann heißt die Höhendifferenz

bal(x) = hl − hr

die Balancevon x in T . T ist also genau dann ein AVL-Baum, wenn jeder Knotenx
in T eine Höhendifferenz zwischen−1 und1 hat:

∀x : bal(x) ∈ {−1, 0, 1}.

Im Folgenden bezeichneT (x) den Teilbaum vonT mit der Wurzelx.

Wir fügen einen neuen Knotenz in einen AVL-BaumT ähnlich wie die Prozedur
Insert für binäre Suchbäume ein. D.h. wir „suchen“ den Schlüsselk = key(z) in
T bis wir einen Knoteny mit k ≤ key(y) undleft(y) = nil bzw.k > key(y) und
right(y) = nil erreichen und fügenz an dieser Stelle als Kind vony ein. Daz ein
Blatt ist, erhältz den Wertbal(z) = 0. Das Einfügen vonz kann nur für Knoten auf
dem Pfad vonz zur Wurzel vonT eine Änderung der Höhendifferenz bewirken. Daher
genügt es, diesen Suchpfad zurückzugehen und dabei für jeden besuchten Knoten die
AVL-Eigenschaft zu testen und nötigenfalls wiederherzustellen.

Wir untersuchen zuerst, oby die AVL-Eigenschaft verletzt.

1. Falls der Wert vonbal(y) gleich−1 oder1
ist, hatteT (y) schon vor dem Einfügen von
z die Höhe1. Daher genügt es,bal(y) = 0
zu setzen.

y
−1

x
0

y
0

z
0

x
0
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2. Fallsbal(y) = 0 ist, wurdez an ein Blatt
gehängt, d.h. die Höhe vonT (y) ist um
1 gewachsen. Zunächst setzen wirbal(y)
auf den Wert1 oder−1, je nachdem obz
linkes oder rechtes Kind vony ist.

y
0

y
1

z
0

Dann wird die rekursive ProzedurAVL-Check-Insertion(y) aufgerufen,
die überprüft, ob weitere Korrekturen nötig sind.

Prozedur 52 AVL-INSERT(B, z)

1 if root(B) = nil then
2 root(B)← z

3 parent(z)← nil

4 bal(z)← 0

5 else
6 x← root(B)

7 repeat
8 y ← x

9 if key(z) ≤ key(x) then
10 x← left(x)

11 else
12 x← right(x)

13 until x = nil

14 if key(z) ≤ key(y) then
15 left(y)← z

16 else
17 right(y)← z

18 parent(z)← y

19 bal(z)← 0

20 if bal(y) ∈ {−1, 1} then
21 bal(y)← 0

22 else
23 if z = left(y) then
24 bal(y)← 1

25 else
26 bal(y)← −1

27 AVL-Check-Insertion(y)

Als nächstes beschreiben wir die Arbeitsweise der ProzedurAVL-Check-
Insertion(y). Dabei setzen wir voraus, dass bei jedem Aufruf vonAVL-
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Check-Insertion(y) folgende Invariante gilt:

Der Wert vonbal(y) wurde von0 auf±1 aktualisiert, d.h. die Höhe von
T (y) ist um1 gewachsen.

Fallsy die Wurzel vonT ist, ist nichts weiter zu tun. Andernfalls nehmen wir an, dass
y linkes Kind vonp = parent(y) ist (der Fally = right(p) ist analog).

1. Im Fall bal(p) = −1 genügt es,
bal(p) = 0 zu setzen.

p
0

y
1

2. Im Fall bal(p) = 0 setzen wir
bal(p) = 1 und rufenAVL-Check-
Insertion(p) auf.

p
1

y
1

3. Im Fallbal(p) = 1 müssen wirT um-
strukturieren, da die aktuelle Höhendif-
ferenz vonp gleich2 ist.

p
2

y
1

p
2

y
−1

3a. Im Fallbal(y) = 1 seiT1 der linke undT2 der rechte Teilbaum vony. Weiter
seiT3 der rechte Teilbaum vonp undh sei die Höhe vonT (y). Dann gilt für die
Höhenhi der TeilbäumeTi:

h1 = h− 1 undh2 = h3 = h− 2.

Wir führen wir nun eine so genannteRechts-Rotationaus,

p
2

y
1

T1
T2

T3

y
0

p
0

T1 T2 T3

d.h.p wird rechtes Kind vony und erhältT2 als linken undT3 als rechten Teil-
baum (d.h.bal(p) erhält den Wert0) undT1 bleibt linker Teilbaum vony (d.h.
bal(y) erhält ebenfalls den Wert0). Dann hat der rotierte Teilbaum wieder die
gleiche Höhe wie vor dem Einfügen vonz. Daher ist nichts weiter zu tun.
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3b. Im Fallbal(y) = −1 sei T1 der linke Teilbaum vony
undT4 der rechte Teilbaum vonp. Weiter seienT2 undT3

der linke und rechte Teilbaum vonx = right(y). Die
Höhe vonT (y) bezeichnen wir wieder mith. Dann gilt

h1 = h4 = h− 2 undh− 3 ≤ h2, h3 ≤ h− 2,

p
2

y
−1

x

1

T1
T2

T3

T4

wobei h3 = h2 − bal(x) ist undbal(x) = 0 nur im Fall h = 1 (d.h. alle
TeilbäumeT1, T2, T3 undT4 sind leer) möglich ist.

Daher genügt es, eineDoppel-Rotationauszuführen,

p
2

y
−1

x

1

T1
T2

T3

T4

x

0

y
0

p
−1

T1 T2
T3 T4

d.h.y wird linkes undp wird rechtes Kind vonx, y erhältT1 als linken undT2

als rechten Teilbaum undp erhältT3 als linken undT4 als rechten Teilbaum. Die
neuen Balance-Werte vonp, y undx sind

bal(p) =

{
−1, bal(x) = 1,

0, sonst,
bal(y) =

{
1, bal(x) = −1,
0, sonst

undbal(x) = 0. Der rotierte Teilbaum hat die gleiche Höhe wie der ursprüng-
liche Teilbaum an dieser Stelle und daher ist nichts weiter zu tun.

Wir fassen die worst-case Komplexitäten der betrachteten Datenstrukturen für dyna-
mische Mengen in folgender Tabelle zusammen.

Search Min/Max Prec/Succ Insert Delete

Heap O(n) O(1) O(n) O(logn) O(log n)

Liste (einfach) O(n) O(n) O(n) O(1) O(n)

Liste (doppelt) O(n) O(n) O(n) O(1) O(1)

Suchbaum O(n) O(n) O(n) O(n) O(n)

AVL-Baum O(log n) O(log n) O(log n) O(logn) O(log n)


