Bsp. 120 Ein-Prozessor system mit mehreren
E/A-Einheiten.

Ein Programm. das sich in der CPU befindet, geht mit Wkt.
In die I/O-Einheit; Uber, oder endet (mit Wkig) und macht
Platz fir ein neues Programm in der CPU.

(QO q ... Qm\

o 1 0 ... 0
\1 0 ... 0)

@+ G o - 90qm
( )

M2:M2: q0 d1 dm

\ ly d1 dm )
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alsop;;(2) >0 Vi,j = {X.} irreduzibel.

(WOQO‘FZZNW\ (Wo\

/i /i
(7T0,7T1,...,7Tm>'M: ot — !

TS B
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Qoo +1—m =
27T0—Q()7T0 — 1
(2 —qy) = 1
1
o —
2 — qo
q;
T, = Toq; = 9 Zzla' , 1T
2 — qo

1 = . 1 — 1
Zm: + £ _ 04 = 1.
2 —qo ._12—(]0 2 —qo

1=0 1=
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Bsp. 121 (Multiprozessor system)

Ein “Job” (oder ein Prozessor) greift zaflig auf bestimmte
Speichermodule zu.

Er wird bedient, wenn der angeforderte Speichermodul frei
ISt, sonst mul3 er warten.

Die Zeit fur einen Speicherzugriff sei konstant uad &lle
Speichermodule gleich.

Neue Anforderungen beginnen sofort nach Abarbeitung der
alten.

m “Jobs”, n Speichermodule.
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N;: Anzahl der “Jobs” (Wartenden) am Speichermodu)
(Bedienphitze) (wartend oder in Arbeit),

1=1,...,n

Zustandsraum
S = {(Nl,NQ,...,Nn> c Z+ . ZZN’L :m}

Bsp.m=n=2:5=1{(1,1),(0,2),(2,0)}

(2611(]2 ¢ CI%\

d1 2 0
\(12 0 Ch)
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Statiorare Vertellung:

(7T17 T2, 7T3)

™ = =
(2611(]2 ¢ Q%\
¢ g 0| = (m,m,ms)
\ g 0 qu

1 - 2q1Q2 + T2q1 + T3qa =

7T1'Q§+7T2'QQ+7T3'O = T

771'(]%4‘772'04—773'(]1 = T3

7T1—|—7T2—|—7T3 = 1]
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™47 = 7T3(1 — Cll)

M3 = - TN

1 d142

Z . @& 1-2
IR SR 014>

B : Anzahl der erledigten
Speicherplatz-Anforderungen/Zyklus im
statioraren Zustand:
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EB

2'7Tl—|—1'7TQ—|—1'7Tg

G N 75
I —aq1 1 — g
1 — q1qo

1 —2q192

2+ )

EB = 3. maximal nbglicher Wert.

)

—

|

)

[\

|
N =
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Bsp. 122 Das Betriebssystem schalte zwischen folgenden
Zustinden:

1: Benutzerprogramm aktiv

2. Scheduler aktiv

3: Operatorkommunikation aktiv
4

Nullprozess

(0.90 0.04 0.05 0.01)
0.94 0.00 0.05 0.01
0.85 0.10 0.04 0.01
\0.75 0.00 0.05 0.20

7w = (0.897,0.041,0.05,0.012) ist statiorére Verteilung. JA)
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16.5 Klassische Beispiele
16.5.1 Ruin des Spielers

Zwei Spieler werfen abwechselnd eine (nicht manipulierte)
Munze. Rllt Kopf, so erlalt Spieler A den vereinbarten
Einsatz (1 Euro) von Spieler B, anderenfallsa@tlspieler B
denselben Einsatz von Spieler A. Zu Beginn des Spieles
besitzt Aa Euro und Bb Euro. Das Spiel wird solange
fortgesetzt, bis einer der beiden Spieler kein Geld mehr
besitzt.
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Zus@énde:S ={0,1,...,N}, N =a+b.

(1000 -0 - 0)
200 -0 0
M:O%O%.O...O
0000 0 50 3
\0000...0...1)

Frage: Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit des Ruins von
Spieler A bzw. B?
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Sei E; das Ereignis, dal3 ein Spieler, der gea&uwro besitzt,
ruiniert wird und sep; = P(E;).

1. Die Ubergangswktn. sind

1
Pii+1 — Piji—1 — 5

und offenbar ispy = 1 undpy = 0.
2. Satz der totalen WKkt.: Es giltif allez,7 =0, ..., ]V:

pi = P(E;) = P(E;|Ubergang nach1) - p;;_, +
P(E;| Ubergang nack+1) - p; ;_,
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B 1 +1
Pi = sz—l 2pz—|—1

2p; = pi—1+ Dit1
Pi—Di-1 = DPiy1—pi=:d

Di—Po = Pi—Pi-1t+DPi-1— Pi—2tPi—2— + - —pP1+P1— Do
—d —d
p; = 1+1i-d, Insbesondere
py = 1+N-d
1
N’ a
3.
1 a-+b—1
pizl—z —

.a+b a-+b
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4, a:b:pa:pb:%
a>>b:p,~0,p, =~ 1.

3 Klassen von Zug&inden:

T={1,...,N — 1}: transiente Zusinde
S; = {0}, S5 = {N}: absorbierende Zushde
T¢ = Sl U SQ

Umordnung vonMI:

Q R
0 P
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Q= (pi;;i,j €T}
R = (pix;i € T, k € T¢}

Ubergang vori € T nachk € T¢ einschrittig oder nach
Uberdgangen innerhalb von T und anschlieRendégbergang
von1' nachk.

u;k- WKt. vons € T' (irgendwann) naclk € 7 zu kommen

Ui = Z Qz’jujk + Dik, Qz‘j = Pij

JET

U= (Ui’f)z'eT,kzeTc
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U = QU+ R, Rekursion
U = I-Q 'R
I-QU = R

Die Matrix (I — Q) ! existiert, fallsT" endlich!

Lit.: Resnick, S.l. Adventures in Stochastic Processes,
Birkhauser 1992.

hier:
1-QU=R
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( U10 UIN \
U20 U2 N
u30 U3N

UN-20 UN-2N

\UN—l,O UN—l,N)
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2

+U2.0

2

U2.0

U2.0

‘|‘U3 0

1
5 U3,0

UN-3.0

1
2
= 0
1 _
—§U4,0 = 0
! = 0
TUN-20 —35UN-10 =
1 _
—5UN—20 Fun-10 = 0
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N — 1. Gleichung (1.U-Spalte)

1
UN-1,0 — §UN—2,O
N — 2. Gleichung (1.U-Spalte)
1 N 1 0
——UN_ UN_920 — —UN_ —
2N3,o N—-2,0 2N1,o
1 1
UN_920 — —UN_ = —UN_
N—-2,0 1 N-20 9 N-3,0
3 1
—UN_— = —UN_
A N—-2,0 9 N-3,0
2
Un—20 =— gUN—s,o
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N — 3. Gleichung (1.U-Spalte)

1 1
T UN-40 T UN-3,0 — S UN=20 = 0
1 1
UN_30 — =UN_ = —UN_
N-3,0 3N3,0 o UN—4,0
2 1
—UN_ = —UN_
3 N-3,0 o UN—4,0
3
UnN-30 — ZUN—zl,O
N — . Gleichung (1.U-Spalte)
7 .
UN—-;,0 — T 1UN—('L'—|—1),07 i=1,...,N =2
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1. Gleichung:

1 1
Ui,0 — §U2,0 — 5
Da
N —2 N —2
U2,0 = UN—(N-2),0 = N — 1UN—(N—1),0 = N — 1“1,0
folgt
1N —2 1
U1 — = U = =
1,0 IN — 1 1,0 9
1 N —2 1
U — = =
AT 9N — 1) 2
N 1
U = =
Mo(N — 1) 2
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N —1 | 1
u p— —_— —_— —
b0 N N

N — 2 N—-2 N-1 N — 2 | 2

U209 = Ui o = ) — T ;. — T AT

! N-—-17 N —1 N N N
N —1 )

UN—; 0 — N :1—N, 2_1,2, ,N—l
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16.5.2 Irrfahrten

Bsp. 123 (Irrfahrt auf der Geraden)
Zuséinde:k € Z, Anfangszustand)

Bewegung: ein Schritt nach rechts mit Wkbder nach links
mit Wkt.g =1 —1p

Ubergangswktn.:

Prk+1 =P =1—prr_1; pi; = 0,falls|i—j| # 1
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0 g 0 p O
0 g 0 p O

A, - Ereignis, nachn Schritten im Zustané zu sein
Dn,k ‘= P<An,k>
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Satz der totalen WKkt.:

Dn,k — P<An,k) Qn—l — An—l,k—l U An—l,k—H
= P(AnklAn—1k-1) P(An_14-1) +
P(An,k:‘An—l,k—i—l) ) P(An—l,k:—H)
= pDp_15-1+qDn_1 k41
k=-—n,...,n

Explizite Formel:

n+k n—=k

an:

Y

0 sonst
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In den Zustand: gelangt man in genau Schritten, indem
man”t® mal nach rechts un&-* mal nach links geht.

Es gibt genat(é) Moglichkeiten die Zeitpunkteif einen
Schritt nach rechts auszawlen.

2n
Dopo = ( )p"q"-

Abschatzung: Stirling’sche Formel

Insbesondere

n! ~ 2wn(ﬁ)neﬁ.
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Damit

1 D 1 3
p— _— — n Y 6 n
pP=4q 9 2n,0 \/%
1 s,
p#q: Doy ~ ——=4"p"(1—p)'e 1"

N
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Mittlere Ruckkehrraufigkeit:

y

S Dy~ § 2t v r=3)
2n,0 ™ o \\n
L A <o (p# )

Der Zustand 6” (und die anderen Zughde auch) ist also
rekurrent  fallsp = ¢ = 5
transient fallsp #£ ¢
nullrekurrent fallsp = ¢ = 3 daDs, g —n—oo 0.

Do = poo(n) — 0= p; = o0
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Bsp. 124 (symmetrische lrrfahrt in der Ebene) Zustinde:
(k,1) € Z?, Anfangszustand, 0)
Bewegung: PunktX, Y)

X : ein Schritt nach rechts mit Wkb. = % oder nach links mit
Wkt.q = %

Y. ein Schritt nach oben mit Wkt.oder nach unten mit Wkt.

q=3

Die ZV X undY sind unablngig.

B, . Ereignis, nachn Schritten im Zustané zu sein
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En,k = P(ank)

1
EQn,O — P<X2n,0 — OA}an,O — O) — D%n,O ™~ (W)Q

00 00
1 1
E E2n70 ~ —E — =0
s n
N

1 1 In NV
Iyl
n=1 m

(s n

Der Zustand ©0” (und die anderen Zusinde
auch) ist also rekurrent, fallp=¢ =1
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Bsp. 125 (symmetrische lrrfahrt im Raum)
Zustinde:(j, k,1) € Z°, Anfangszustand?, 0, 0)
Bewegung: PunktX,Y, 7)

X ein Schritt nach rechts mit Wkt. = % oder nach links mit
Wkt.g =1 —p

Y. ein Schritt nach oben mit Wkt.oder nach unten mit Wkt.
¢g=1-p

Z. ein Schritt nach hinten mit Wkp. oder nach vorn mit WKkt.
¢g=1-p

Die ZV X, Y und Z sind unablngig.
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C,.x: Ereignis, nachn Schritten im Zustand.

Fn,k = P(Cn,k)
1
Fono = P(Xano = 0,Yano = 0, Zano = 0) = Dy ~ (=)’
-~ 1 = 1
ZF2nO ~ (W)3/22W<OO

Der Zustand 0” (und die anderen Zughde auch) ist also
transient
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Bsp. 126 (Irrfahrt auf der Geraden mit Barriere)
Zuséinde:k € N, Anfangszustand)

Bewegung: ein Schritt nach rechts mit Wkbder
nach links mit Wktg =1 — p
vonk = 0 aus geht es nur nach rechts
0<p,q<l.

Ubergangswkin.:

Pek+1 = D=1—prr
Di; = 0, falls |Z—]|7é1 und k£ =#£0

por = 1

787 W.Ko0ssler, Humboldt-Universit zu Berlin



\

010 0 \

g 0 p O
0 g 0 p O

Y

Wir klassifizieren die Zusinde: alle transient, wenn> ¢

alle nullrekurrent, wenp = g =

1
2

alle positiv rekurrent, fallg > p.
Alle Zustande haben die Periode 2.

Die ersten beidendle sind analog zur Irrfahrt ohne Barriere
Der dritte Fall erfordert etwas Rechenaufwand.

788
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Wir bestimmen die stati@re Verteilungr im Fall p < q.
Sie ist (falls sie ex.) bhsung von

Y/ A

To = (g7m
T = To+ g
Ty = PTi—1+qTiy1, 12> 2
1 = Z?Tj
j=1
Behauptung: |
T = pzjwo, 1 > 1

Beweis. vollstandige Induktion.
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1=0 =1 q
| = p' 1 1
= 7T0—|—— —.7T0:7T0—|—— 70
(2 T
1
= 7T()—|— 70
q—0p
B L q-p
[ U E R
q—p q p
opt g—p
mw;, = ,
¢ q—p+1

statiorare Verteilung
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