Das O-Tutorial

1 Definition von O, (2, O, o0 und w

Seien f und g zwei Funktionen von IN nach R>. Hierbei bezeichne R>( die nicht-negativen
reellen Zahlen. Die Funktionsmengen O, €2, ©, o und w sind wie folgt definiert:

Definition 1.

O(g) ={f|3c>0 Tng>0 VYVn>ng: f(n)<c-g(n)}
Definition 2.

Qg)={f13c>0 3Ing>0 Yn>ny: f(n)>c-g(n)}
Definition 3.

O(g) = {fIf€O(g) und [ €Qg)}
= {f|3e1>0 Fe2>0 Ing>0 Yn>ng: f(n)<ci-g(n) und f(n)>co-g(n)}

Definition 4.

o(g) ={f|Ye>0 Tng>0 VYVn>ng: f(n)<c-g(n)}
Definition 5.

w(g)={f|Ve>0 Tng>0 Vn>ng: f(n)>c-gn)}

Wir interessieren uns in der Vorlesung nur fiir Funktionen iiber den natiirlichen Zahlen mit
nicht-negativen Funktionswerten, da wir die O-Notation nur fiir die Abschidtzung von Laufzeiten
und des Speicherplatzbedarfs einsetzen werden. Auf beliebige Funktionen von R nach R kénnen
die obigen Definitionen leicht erweitert werden.

Beispiele

e f(n) =k, wobei k > 0, und g(n) = 1: Wahle ¢ = k, dann gilt fur alle n € IN: f(n) < c-g(n)
und somit folgt k£ € O(1). AuBerdem gilt fur das selbe c fiir alle n € IN: f(n) > ¢- g(n) und
somit gilt k € Q(1). Beides zusammen ergibt k£ € O(1). Konstante Funktionen wachsen alle
asymptotisch gleich schnell (ndmlich gar nicht).

e f(n) =3n"+4n3 + 15 und g(n) = n’:

Wenn wir z.B. ¢ = 3+ 4+ 15 = 22 wihlen, dann gilt fiir alle n > 1: 3n® +4n3 + 15 < 22n°
und somit folgt 3n® + 4n3 + 15 € O(nd).

Wihlen wir z.B. ¢ = 1, so gilt 3n5+4n3+15 > n? fiir allen > 1. Es folgt 3n°+4n3+15 € Q(n’)
und somit gilt 3n® + 4n + 15 € O(n?).

Dies gilt fiir alle Polynome. D.h. wir miissen bei Polynomen nur den Exponent des grofiten
Terms betrachten. Allgemein gilt: f(n) = ag+ain+---+axn® € O(n*), fir ag,...,ar_1 € R
und a; > 0.

Achtung: Es gilt 3n® + 4n® + 15 ¢ o(n®) und 3n° + 4n3 + 15 ¢ w(n®). Die erste Aussage
folgt aus der Wahl von ¢ = 1 fiir alle n > 1, die zweite Aussage folgt aus der Wahl ¢ = 22

und n > 1. Genau diese Werte haben wir fiir den Beweis von O bzw. Q benutzt. Gleich
sehen wir, dass dies kein Zufall ist.



2 Zusammenhiange zwischen O, (2, ©, o und w

Es gilt:
feO(g) = geQ(f).

Beweis: Wenn f € O(g), dann gibt es ein ¢ > 0 und ein ny > 0, so dass fiir alle n > ng:
f(n) < c-g(n) gilt. Folglich gilt aber fiir ¢ = 1 und dasselbe ny fiir alle n > ng: g(n) > ¢ - f(n)
und somit haben wir g € Q(f). Der Beweis der anderen Richtung ist analog. O
Mit einem analogen Beweis kann man Folgendes zeigen:

feolg) <= gew(f).

Weiterhin gilt:
feolg)=f¢ Qg

Beweis: Da f € o(g), gilt fur alle ¢ > 0, dass es ein ng > 0 gibt, so dass fiir alle n > ng gilt:
f(n) < c-g(n). Daraus folgt, dass es keine Konstante ¢’ > 0 gibt, so dass ab irgendeinem ny > 0
fiir alle n > ng gilt: f(n) > ¢ - g(n). Damit f € Q(g) gilt, muss allerdings so eine Konstante
¢ > 0 existieren. Folglich haben wir f ¢ Q(g). O
Mit analogem Beweis gilt:

fewlg)=f¢0(.
Ol Q0|0 |w
. o . [ feolg [ X || X | —
Hier noch eine kleine Zusammenfassung: feol) | X [ X [X| | —
fewg | [ X ] ] |X

3 Notwendige und Hinreichende Kriterien

Fiir eine beliebige Folge a: IN — R>( betrachten wir den Limes lim,,_, a(n) als Element der
erweiterten positiven reellen Zahlen R U {oo}. Sei ¢ € R>¢. So schreiben wir

o lim, ,» a(n) = ¢, wenn ¢ der Grenzwert der Folge a(n) ist.
e lim, , a(n) = oo, wenn die Folge a(n) gegen oo bestimmt divergiert.
(n)

e lim, .. a(n) < oo, wenn der Grenzwert der Folge a(n) existiert (und in R>¢ liegt).

lim,, oo a(n) > ¢, wenn die Folge a(n) gegen oo bestimmt divergiert oder gegen einen
Grenzwert grofer als ¢ konvergiert.

Sehr niitzlich ist die folgende Aussage, welche wir hier ohne Beweis verwenden:
lim F(n) <oo= f € O(g). (1)

Intuitiv bedeutet ein endlicher Grenzwert, dass die Funktion im Nenner mindestens so schnell
wéachst wie die im Zahler, und genau solche Funktionen befinden sich in der entsprechenden
O-Menge.



Beispiel

e Betrachte f(n) = 23 und g(n) = loglogn. Da loglogn fiir n — oo bestimmt divergiert,

gilt: limy, oo % = lim,_ o & = 0 < oo und somit folgt 23 € O(loglogn).

Auflerdem gilt:

i L) _ )
Jim o) =0 < [€og). (2)

Somit folgt, dass 23 € o(loglogn).

Fiir untere asymptotische Schranken gelten die folgenden Aussagen:

im L)
nh_}rrgo o) >0 = fe€Qg). (3)
lim fn) =00 <= fecuw(g). (4)

n—oco n)

Bemerkung: Bei (2) und (4) sind die Aussagen dquivalent, bei (1) und (3) dagegen nicht. Die
Umkehrung von (1) gilt nicht, da es Funktionen f, g gibt, so dass f € O(g), aber der Grenzwert
limy, 00 % nicht existiert. Analog gilt die Umkehrung von (3) nicht, da es Funktionen f, g gibt,

so dass zwar f € Q(g), jedoch weder der Grenzwert lim,,_,, % existiert noch % bestimmt

divergiert.

Um ein dquivalentes Kriterium zu erhalten, kann man den Limes superior bzw. Limes inferior
(als Element der erweiterten positiven reellen Zahlen R>o U {oco}) des Quotienten der Funktionen
betrachten:

lirrzrl_)scgp% <00 <= fe€0(yg),
1ﬂgf£§r’3>o = [€Q(9)

Hierbei bezeichnet limsup,, ,. a(n) den Limes superior einer Zahlenfolge a(n) als Element
der erweiterten positiven reellen Zahlen R>o U {oo}, d.h. oo, falls es eine gegen co bestimmt
divergierende Teilfolge von a(n) gibt, oder andernfalls den gréfiten Haufungspunkt von a(n).
Analog bezeichnet liminf,,_,- a(n) den Limes inferior einer Zahlenfolge a(n) als Element der
erweiterten positiven reellen Zahlen R>g U {oo}, d.h. den kleinsten Haufungspunkt von a(n),
oder oo, falls es keinen Haufungspunkt gibt.

4 Abschatzungen mit Hilfe des Satzes von L’Hospital

Fir zwei differenzierbare Funktionen f und g, mit lim, . f(n) = oo und lim,_+ g(n) = o
(oder limy,,—,o f(n) = 0 und lim,_,~ g(n) = 0) besagt der Satz von L’Hospital, dass
/
ORI

niso g(n) — move g/(n)

I

falls der Grenzwert lim,,_, % existiert oder 5 :EZ; gegen oo bestimmt divergiert.

Dies ist extrem hilfreich, wenn wir das Kriterium aus Abschnitt 3 anwenden wollen.




Beispiel

logn

e Wir betrachten f(n) =logn und g(n) = /n. Wir betrachten den Grenzwert: lim,,_,, v
und wollen zeigen, dass dieser endlich ist. Beide Funktionen gehen fiir wachsendes n gegen
o0o. Wir kénnen somit den Satz von L’Hospital anwenden, doch dafiir miissen wir die
beiden Funktionen ableiten. Um uns dies zu erleichtern, wandeln wir zuerst die Basis des
Logarithmus im Zéahler in die Basis e um, denn die Funktion Inn kénnen wir ganz leicht
ableiten. Es gilt ﬁ -lnn = logn. Somit gilt

1 11 1 1 2
lim 8" — iy 20T nn m =]

im —— = im =0 < o0.
n—00 \/ﬁ n—00 \/ﬁ n—oo In 2\/ﬁ n—=00 pin 2. %nf% n—oo In 2\/77

Wir haben also gezeigt, dass logn € o(y/n) gilt.

5 “Transitivitat” von O

Seien f, g und h Funktionen von IN nach R>g. Dann gilt folgendes:
f€0O(@udgeOh) = feO(h)

Beispiel

e Sei f(n) = 3n® +4n3+15, sei g(n) = n® und sei h(n) = (n+1)%. Mit Hilfe der Transitivitét
konnen wir ganz leicht zeigen, dass f € O(h) gilt.

Wir haben bereits oben gezeigt, dass f € O(g) gilt. Wenn wir jetzt noch zeigen, dass auch
g € O(h) wahr ist, dann folgt mit Hilfe der Transitivitdt die gewiinschte Aussage.

Wir withlen ¢ = 1. Damit folgt fiir alle n € N: g(n) =n° < (n+ 1) < (n+1)% = ¢ - h(n).
Folglich gilt g € O(h) und somit ergibt sich f € O(h).

6 Logarithmen

Logarithmen zu verschiedenen Basen kénnen alle mit einem zusétzlichen konstanten Faktor
ineinander umgerechnet werden. Dies ist oft sehr niitzlich.
Betrachten wir die beiden Funktionen log, n und log, n, wobei a,b € Rsq. Es gilt a!°%™ = n.
Weiterhin gilt:

logyn  logy(a'®%=™)  log,n -log,a

= =1
log, a log, a log, a 8a

Somit gilt mit ¢ = —

fiir alle n € N-q: log, n < ¢ logy n und damit folgt log, n € O(log, n).

log, a
Beachtenswert ist hierbei, dass log, a eine Konstante ist und somit ¢ auch konstant ist.
Mit ¢ = loglba gilt fir alle n € Nsq: log,n > ¢ - logyn und somit log,n € Q(log,n). Beide

Aussagen zusammen ergeben log, n € O(log, n).

7 Ausnutzen der Monotonie

Seien f, g und h Funktionen von R>¢ nach R>g. Die Funktion f sei streng monoton wachsend.
Es bezeichne k o [ die Komposition der Funktionen k und [, d.h. ko l(z) = k(I(x)). Es gilt:

Ing >0 Vn>mng:g(n) <h(n) < 3Ing>0 Vn>nj: f(gn)) < f(h(n)).

Beweis: Die Richtung von links nach rechts folgt aus der Monotonie von f, wobei ng = nj. Fir
die andere Richtung sei f(g(n)) < f(h(n)) fur alle n > n{ fir ein n{, > 0. Angenommen es



gibt ein n” > nj so dass g(n”) > h(n”), dann muss aufgrund der strengen Monotonie von f
gelten, dass f(g(n”)) > f(h(n")). Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass fiir alle n > ny
f(g(n)) < f(h(n)) gilt. Fiir ng = ny folgt, dass g(n) < h(n) fir alle n > ng gilt. O

Beispiel

e Wir wollen die Funktionen 2'°¢” und 2V™ vergleichen. Hier ist f(n) = 2", g(n) = logn und
h(n) = y/n. Wir haben bereits in Abschnitt 6 gezeigt, dass g € o(h). D.h. fiir jedes ¢ > 0
gibt es ein ng > 0 so dass fiir alle n > ng gilt, dass g(n) < ¢- h(n). Folglich gibt es auch fiir
¢ =1 ein solches ng > 0 fir das gilt: Yn > ng : g(n) < h(n). Somit gilt fiir dieses ng auch
Vn > ng : f(g(n)) < ¢ - f(h(n)). Wir haben damit gezeigt, dass 2'°8™ € O(2V™).



