Erzeugung einer solchen Zufallgdpe:
- Quantilmethode (siehe oben)
- Zentraler Grenzwertsatz
- Box-Mdller Transformation

Quantilmethode
U~ R0,1). X :=& u)~N(0,1),denn

fx(x) = h(B(x)) - 2220 = 40 — L~

Problem: Berechnung vob—*(u) ist aufwendig.

Ziel: X ~ N (u,0%) erzeugen,

Yi=p+o & U) ~N(u,o?).
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Zentraler Grenzwertsatz (vgl. Satz 56, Seite 534).

Ui,...,U, ~ R(0,1) unablangig. Erwartungswert und
Varianz sind

= EUi:/xdx:%

2 = E(U,—1)?=1

Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt:

i p (2= Ui n = O(x).
n— 00 \/ﬁ-a
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Einsetzen:

n—aoeo

lim P (Zlei_ 2 < x) = ®(x).

Definieren wir also eine ZufallsgRe

n
Z?:l U;— §
n ’

12

X =

so Ist dieseiir hinreichend grol3es angerahert
standardnormalverteilt.
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Bsp. 111 Es sein = 12. Wir erhalten dann folgende
Zufallsgiol3e X':

12
X = ZUZ- — 6.
=1

Diese Approximation ist in der Regel ausreichend. Man
braucht jedoch 12 Pseudozufallszahlen, um eine
standardnormalverteilte ZufallsgRe zu erhalten.

Der Aufwand bei dieser Methode ist also ziemlich hoch.
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Satz 64 Box—MuULLER-Transformation) Seien
U,V ~ R(0,1) unablangig. Dann sind die ZufallsgRRen

X = v—=2-InU-cos(2rV)
Y = V—=2-InU -sin(27V)

unablangig und standardnormalverteil’, Y ~ N(0, 1).

Beweis:vgl. Beispiel 72, Seite 430. ]
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Erzeugung exponentialverteilter Zufallsvariablen

Es seilU ~ R(0, 1) eine Pseudozufallszahl. Erzeugt werden
soll eine ZufallsgoRe X ~ EX(\) mit der
Verteilungsfunktion:

)
1—e?* | fallsz > 0;
F(z) = 4
0 ., Sonst.

\
Dazu wird folgende Transformation verwendet (vgl. Beibpie
62, Seite 377):.

X:=F'(U)=—%-In(1—-u)>0.
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Erzeugung einer binomialverteilten Zufallsvariable

Variante 1: SeienX; ~ Bi(1,p). DannistX = > "  X;
binomialverteilt mit Parameterm, p).

Variante 2: (Intervallmethode)
Zerlegen das Intervall, 1) in disjunkte
Teilintervalle der lange

Pr = (Z)p’“ (1—p)" "
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der Einzelwahrscheinlichkeiten, etwa

Ut
i=0

= (0, po] U (po, po + p1] U (po + p1,p0 + D1 + po] U - -
n—1
1=0

SeilU ~ R(0,1).

(0,1)

X =1¢ falls U e .
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Erzeugung einer Poisson-Verteilten Zufallsvariable

Es ist jetzt eine BiIsson-verteilte ZufallsgoRe X zu
erzeugen, d.h.

P(X=i)=2.¢e* (i=0,1,2,...).

Variante 1: Intervallmethode

Variante 2: (Uber die Exponentialverteilung)
Satz 65
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Satz 65 Es seienty, ..., Y, unablangige

k
exponentialverteilte ZufallsgRen undr*) := " Y;, Dann
=1

7

gilt fur die Dichte der Zufallsvariablé”(*):

\F k—1  _—)\ .
frw(y) =4 EDT00 ¢ oTallsy 20
0 sonst.

Diese Funktion ist die Dichte der sogerrRIANG—Verteilung
mit Parameterigk, \).

Beweis: Wir beweisen die Aussage mittels vo#isidiger
Induktion. Es sey > 0.
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IA: DaY(® =Y; exponentialverteilt,
fyw(y) = A-e ™.

V. Es sel die Aussageif & gultig.
IS: Wir zeigen siefir £ + 1. Es qgilt:
Y(k-|—1) _ Y(k) 4+ Yk—|—1-

Nun besitzty}, ., als exponentialverteilte Zufallsgfe
dieselbe Dichtefunktion wie die zalfige Variabley (V).
Folglich konnen wir die Funktiory, «+1) mittels Faltung
der Dichtefunktioneryy ) und f,-1, darstellen. Daher
erhalten wir:
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fyasn(y) = /fy<k>($)'fy<1>(y—$)dﬂf
0
Y
— /(k)i)!-a:kl e AT\ e M) gy
0
Y
k+1 _ _
— /(21), P e MY dy
0
y
= ome Ay'/xkldﬂi
0
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[

Satz 66 SindY; (« € N) unablangige, exponentialverteilte
ZufallsgioRRen {; ~ EX()\), ¢ € N), so ist die wie folgt
definierte Zufallsvariabl@” Poisson-verteilt mit Parameter
A

k+1
Y = inf{k: DY 1} ~ PO(N).

Es gilt also:
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Bewels:Es gilt:

k
P(Y=k) = P Y; <1,y Yi>1)
1=1 1=1

k k
P(Y Yi<1Yi>1-) Y
1=1 1=1

1

P(Yk+1 >1— T‘T = t)fT(t) dt

1 )\k
6—)\(1—t) . tk—le—)\t dt

/
- /O 1 P(Yiir > 1 — ) fr(t) dt
/

(k—1)
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wobeiT = Y*®) = "% Y; Erlang-verteilt ist. m
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Erzeugung einer geometrisch verteilten Zufallsvariable

Variante 1: Zur Erzeugung einer geometrisch verteilten
ZufallsvariablenX ~ Geo(p) seienY; ~ Bi(1, p) Bernoulli
verteilte Zufallsvariablen und

X =min{n :Y, =1}

Variante 2: SeiY ~ Exp(\), d.h.F(y) =1 — e~ . Die
Zufallsvariable| Y | ist geometrisch verteilt mig = 1 — e,
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Beweis:Es qilt:

P(Y|=k) = Pk<Y <k+1)
= F(k+1)— F(k)

_ (1 —)\ k—|—1)) o (1 o 6—)\kz)

e (1 —e™) =(1-p)p
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Kompositionsmethode

Sel F' eine Linearkombination von mehreren
Verteilungsfunktioner;,

Algorithmus:
Erzeuge gleichverteilte Zufallszab,

falls U € [0 €, > 5, €;) simuliere aus;.

Es folgen zwel Beispiele.
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Kontaminierte Normalverteilung

F(z) = (1 — o)) 4 ed(——L2)

01 09

Doppelexponential (Laplace)
Xy ~ exp())

X, falls U <
X —
— X, falls U >

NI~ N
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Verwerfungsmethode (Acceptance Sampling)

F' habe Dichtef, aber die Zufallszahlen seien schwierig
direkt zu erzeugen.

Erzeugung von Zufallszahlen mit der Dichtsel “leicht”.

M::sup@<oo

r 9(z)

Algorithmus:
1. SimuliereU ~ R(0, 1)
2. SimuliereY” ~ g
3. AkzeptiereX =Y, fallsU < L 1)

M g(Y)
sonst gehe nach 1. (neuer Versuch)

677 W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



P(Yakzeptiery = P(Ug AZ;EQ)
= /P<U§ AZQQ’Y:Q) g9(y) dy
(1) _ 1

(Integrationtiber den Definitionsbereich van)

Im Mittel missen alsd/ ZufallszahlenY” erzeugt werden.
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Die Methode ist korrekt, denn:

P(X < z|Yakzeptier}

/ P(Y = y|Yakzeptiertg(y) dy

B /x (Yakzeptier;tY =) () d
B P(Yakzeptienn °7 "
( < #43)

- (Yakzeptler} 9(y) dy

M/ ) dy
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Bsp. 112

flzr) = me‘x2/2 (Normal)
o(r) = e (Doppelexp)

sup @ = sup \/26—332/24—33 _ \/zsup 6(—:1;2—|—2|:r:|—1—|—1)/2
x g(ﬂ?) T 7 T
= \/261/2 sup e~ (@D = \/261/2 ~ 1.315.
7T z,z>0 T

Ver wer f ungsnet hode. sas
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Erzeugung von zwei beliebig abhAngigen Zufallsgrol3en

Es seienX undY zwel unablngige, standardisierte
ZufallsgioRen X, Y ~ (0, 1)). Wir definieren zwei weitere
ZufallsgiolRenX ™ undY™* wie folgt:

X* = X
V' o= 0 X4VI-@Y (o€ 0.1)

Beh.: p ist der geviinschte Korrelationskoeffizient zwischen
X*undY* (s. Abschnitt Korrelation).

Ist o = 1, dann giltY* = X* = X, d.h. die beiden
Zufallsgiol3en sind identisch. Wird = 0 gewahlt, so sind
beide Zufallsvariablen unabhgig.
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15.4.3 Weltere Simulationen

Das Buffonsche Nadelproblem (1777)

In der Ebene seien zwel parallele Geraden im Abstand
gezogen.

Auf die Ebene wird zudllig eine Nadel der ingel, [ < a)
geworfen.

Frage: Wie grol3 ist die Wkt., dal} die Nadel eine der Geraden
schneidet?

Was heil3t Nadel zatlig werfen?

X : Abstand des Nadelmittelpunkts von deéchstgelegenen
Geradenp < X < 2.
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¢: Winkel zwischen Nadel und Geradéng ¢ < .

Nadel zugllig werfen:
a

X ~
R(0,5),

¢ ~ R(0, ).

Wann schneidet die Nadel eine Parallele? gdw.

[
X S §Sin¢
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gdw. der Punk{¢, X)) unterhalb des Sinusbogens liegt.

Flache unterhalb des Sinusbogens
Flache des Rechtedks|x|0, 5]
. % sin ¢ d¢
T2
21
Ta
Insbesonderei = 2I:

p —

2

P=—-.

T

Schatzung fir 7

#Woirfe
H#Treffer

=
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Simulation einer Markoff’'schen Kette

gegeben: Zustandsrau:= {1,2,...}
Anfangsverteilung{p’};—12.., (pj = 0)
Ubergangsmatrix:

(ng) 1=1,2,...
j=1,2,...

1. Schritt: Erzeuge eine Pseudozufallszéhl Falls

1

i—1
Zp2 < Uy < Zpg
k=0

k=0

so starte im Zustand “I”.
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n-ter Schritt; Imn — 1ten Schritt sel der Zustand “I” erreicht
worden. Erzeuge eine PseudozufallsZahl Falls

J—1 J
sz'k < U, < sz'k
k=0 k=0

S0 gehe in den Zustand “j".
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*Simulation von auf der n-dimensionalen
Kugeloberflache gleichverteilten Zufallsvariablen

Satz 67 SeienX; ~ N (0,1),ii.d. i=1,...,n, und

X
v, ==,
R’

1=1,...,n,
wobel
R*=> X7
1=1

Dann gilt
Y ~ R(K;(0,1)),

wobei K¢ (0,1) die Oberkche dem-dimensionalen
Einheitskugel ist.
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Beweis: Wir betrachten die Transformation
G:R"' xRt — K,_1(0,1) x RT

wobei K,,_1(0,1) dien — 1 dimensionale Einheitsvollkugel
ISt.
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Y2 — —
r
Ln

Yn — —
r

r = r

Diese Abbildung ist injektiv und es giltif G—1:

o = T Y2
Ty = T UYn
r = r
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Die Jacobi-Matrix ist

J

G (2o s Yo T)

O(Y2, .-y Yn,T)

Also: det J = r 1.

0 ...0 o)
r ...0 wys
0 ...7 wy,
0 ...0 1)

Die gemeinsame Dichte vaiY, R) = (Y1, Y3,...,Y,, R) ist

dann

ey, -

s Yny )
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)
_ <fX’R(Tyl,G_l(y2,...,yn,/}n)) detJ, yi=1->",vy;
\O sonst
() no 7Y n—1 2 n—1
_ <<2«)%Ha‘=16 et ==y
0, sonst
(1 2 e 2 n—1 9
_ oFE 2T falls y, =1-> i v;
\O sonst

Die ZufallsvektorenYi, ..., Y, ) und R sind also unaldngig
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und wegen

7"2 7"2
e~z .pn—l B " le=% T %)
(2m)M2 237I0(2) 2n3
1

= fxa(7)

| AKQ(O,l)
ISt
R~x, und Y ~ R(K?(0,1))

mit der Dichte

1
AKg(o,l)
wobel §
272
Ago1) = o
7 (0,1) F(g)
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die Flache den-dimensionalen Einheitskugel ist.
O

Bem.: Die Flache den-dimensionalen Kugelobeéthe ist,
vgl. Fichtenholz 3, S.389,
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