11.4 Korrelation

Def. 44 Es seienX; und X, zwei zudllige Variablen, t@ir die
gilt: 0 < ox,,0x, < +00. Dann heildt der Quotient
COoVv (Xl, XQ)

0 X, 'O'X2

Q(Xla X2) —

Korrelationskoeffizientler Zufallsgdf3enX; und X.

Ist cov (X1, X5) = 0 dann heil3en die beiden Zufallédden
unkorreliert

Bem.: X, und X, unablangig=- cov (X, X3) = 0.

Die Umkehrung der Aussage gilt im allgemeinen nicht.
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Bsp. 75 (2x2 Tafel)

Y X | O(Sportler) 1(Nichtsportler)] Summe
O(w) P11 P12 D1
1(m) P21 P22 p2.
Summe  p; P2 1

X ~ Bi(l,ps) Y ~ Bi(l,p2)

E(X) = ps wvar(X)
EY) = ps. wvar(Y)

p_2(1 — p.z) — P2P1
pz.(l — pz.) = P2.P1.

cov(X,)Y)=EX-Y)—-EX)E(Y) = ps — papo.
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Korrelationskoeffizient:

P22 — PD.2p2. P11P22 — P12P21
IO p— p—
VP.2P1.P2.p.1 VP.2P2.P1.p.1

P22 —P2.P2 = P2 — (P21 + p22)(P12 + P22)
= P22 — (P2a1p12 + Pa2pr2 + P21Paz + Piy)
= paa(l — P12 — pa1 — P22) — PPr2
=  P22P11 — P21P12
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Satz 33 Es seienX; und X, zwel Zufallsgol3en, @ir die
ox,,0x, > 01st. Dann gilt fir den Korrelationskoeffizienten
dieser beiden zafligen Variablen:

Beweis:Wir definieren eine Funktior wie folgt:

At,u) =E[t- (X; —EX)) +u- (X; — EXy)]* > 0.
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Nun gilt fur allet, v € R:

Alt,u) = E(t*(X, —EX))” +u* (X, — EXy)?)
+2tuE(X; — EX1) (X, — EX))

t*’E(X, — EX))? + v’E(X, — EX,)?
+2tuE((X7 — EX1) (X, — EX)))

t2 - Var Xy +2-t-u-cov (X4, Xo) + u? - Var X5
> ()

Wir setzent := ox,, u := ox, und dividieren durch
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2 2 2 2
A(O_ng OXl) O-XQ ) O_Xl —|_ 2 ) OXl | O_XQ - COV (X17 X2) _|_ O-Xl ) O-XQ

O-Xl.O-XQ O'Xl'O'X2
= oy, 0x, +2-cov (X, Xo)+o0x, - 0x,

= 2.0x,-0x, +2-cov (X, X3) >0

Also:
Ox, 00X, -+ COV (Xl,XQ) > 0.

Andererseits gilt aber auch ntit= —ox, undu := oy,
sowie derselben Herleitung wie oben:

2 2 _ 9. . . 2 L2
A(—0x,,0x,) 0%, 0%, 2:0x, 0 X, COV (Xl,Xg)—I—aXl TX,

O"Xl‘O"X2 O"Xl‘O"X2

= 2.0x,-0x, —2-cov(Xy,X5) >0
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Also:
Ox, * 0x, —cov (X1, X5) > 0.

Beides zusammen ergibt
—0Xx, " 0X, S COV(Xl,XQ) S 0x, " 0Xx,-

Wir stellen etwas um und erhalten:
COV (Xl, X2)

O'Xl 'O'X2

—1 <

= Q(Xl,XQ) S 1.
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Bem. 16 Die Ungleichung kann auch direkt aus der
Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung hergeleitet werden.

Satz 34 Es seienX; und X, zwel Zufallsgol3en, @ir die
ox,,0x, > 0ist. Dann gilt|o( X7, X5)| = 1 genau dann,
wenn es Zahlen, b € R (a # 0) gibt, so dal3 gilt:
P(Xi=a-Xy+0b) =1.

Bewels:

(<) Es seien die Zahlem, b € R so gevahlt, dal’ gilt
P(X1 :CLX2—|—b) = 1.
Fur Erwartungswert und Varianz der Zufallsge X,
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gilt dann:

EXle(CL'X2+b):Cl'EX2—|—b,

2 2 2 2 2
O-Xl o O-wXQ—I—b T O-CL~X2 = a - O-XQ'

Damit gilt fur den Korrelationskoeffizienten der
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Zufallsgiof3enX; und X:

_cov(X1,X2)  E(X1—EX;)(X2—EX>))
(Q(X17X2) T UXl'UXQ o |a\-ax2-ax2

E([(a-X2+b)—(a-EX22+b)]~(X2—EX2))
|a\-aX2

eE(Xo—EX2)2  @0%,

2 - 2
\a|-0X2 \a|-0X2

)
1 ,fallsa >0

\ —1 ,fallsa <0

Das bedeuteto( X, X5)| = 1.
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(=) Es geltgo(X;, X5)| = 1. Nun gilt:

Q(X17X2) — COVv (Xl,XQ)

E(X:1—EX)) (X2—EX>))
O'Xl ‘O"X'2

_ E (Xl—EXl . XQ—EXQ)

0Xq 0Xo

Wir definieren zwei Zufallsgif3en:

Xik — X1—EX1

X* . XQ_EXQ.
ox, 2

) O-X2

Fur die Varianz dieser ZufallsgRenX: (z = 1, 2) gilt
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dann:

O-X* —

2
(o2 X'L'
_ 1 2
— 0% IXi-EX;
_ 1 2
o O-g(i Ix;
= 1
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Wir ermitteln jetzt die Erwartungswerte € 1, 2):

EX; = B(XE%)

X,

- L . (EX, - E(EX)))

oX,

= L . (EX, - EX,)

OX.

= 0

Daraus folgtio( X1, Xo) = E (X - X5). Wir
unterscheiden zweidHe:

o(X1, X2) = 1: Wir untersuchen die Varianz der
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ZufallsgioRe X7 — X3

qu—xg = E((Xy - X;) - E(X] - X2))2
= E((X]—X3)— EX*+EX)
= E(X; - X;)°
= E(X}) —2-E(X] - X3) +E(X;)°

Fur: =1, 2 gilt nun:

E(X) =E(X;—EX’)’=0¢% =1
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Damit erhalten wir dann:
U%q-x; = E(X]) -2 -E(X; - X;)+E(Xy)°
= 2-2-0(Xy, X)
= 0
Nun gilt abero%._ . = 0 genau dann, wenn es ein
c € Rgibt, sodal¥ (X; — X; = c¢) = 1list. Das

bedeutet aber, dal3 gilE (X; — XJ) = ¢. Wegen
EX] =FEX; =0Istc =0, woraus folgt

P(XF=X)=1.
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Dann gilt:

1 = P(X{=X))
_ P(Xl —EX, EXQ)
X9
_ P(X1 172 — EX2+EX1)

- ( 1=t Xy - EX2+EX1>

X9

Wir definierena := Z*» >~ 0 und

0Xo

b:= —1.EX; + EXy, und die Aussage istif
dlesen Fall gezeigt.

o(X1, Xo) = —1: Hier untersucht man die Varianz der

ZufallsgioRe X7 + XJ und zeigt, dafd sie ebenfalls
gleich Null ist. Danach vealuft der Beweis #llig
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analog zum Falb( X, X,) = 1.

L]

Bem. 17 Eine Zufallsgdl3e, deren Erwartungswert gleich
Null und deren Varianz gleich Eins sind, heil3t
standardisierte Zufallsgif3e
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SeienX,Y ~ (0,1).

X" = X

y* pX ++/1— p2Y

Offenbar

varX* = wvarY* =1

cov(X,Y) = p.
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SeienX,Y ~ N (0, 1), unablangig, d.h. die gemeinsame
Dichte ist

fz,y) = d(z) - Pply) = —e 2@+

p
||
s
>
_|_
T
bl\D
0~<

Wir suchen die gemeinsame Verteilung voa*, Y*).

Transformation:

qi(z,y) = x
g2(z,y) pr+ /1 —py
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Inverse Transformation:

#Q(I Y ) —

Jacobi-Determinate

1 0 1
detJ = det B =
p 1 1 — 102
1—p2 1—p2
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f@h(z *7y*) %( *7y*)) - |det(J)]
\/1_— \/1_—

~ 3@ (L))

p— 6 vV 31— p2
2w/ 1 — p?
1 * 2 %, % *2
— 1 6_2(1_p2)(x —2pZC Yy _|_y )

214/ 1 — p?

da der Exponent

2
1—,0 '/1—,02

h(x*,y*) ist Dichte der zweidimensionalen
Normalverteilung.

— pP)a? 4 (y" — px*)?)
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Frohe Welhnachten

nachste Vorlesung: Mo., 7.1.08



