Simulation eines invertierten Pendulums

Wir betrachten das folgende Modell eines invertierten Pendulums

e in den Punkten A und B sind
jeweils Punktmassen m und M
angebracht (m ist die Masse des
Pendel-Kopfs, und M des Waa-

B gens);

| e die Hohe h (sowie die Hohe des
Masseschwehrpunktes des Waa-
/ gens) ist fiir unsere Betrachtun-

A gen irrelevant (warum?) daher

} h oBdA. h = 0;

e die Verbindung ist masselos, und
o X die Reibung wird vernachléssigt;

Verallgemeinerte Koordinaten

Der Zustand des invertierten Pendels ldsst sich durch die Angaben der Position z(t) und des
Winkels a(t) vollstiindig beschreiben. Setze also

q:=(z,a).

Ebenenkoordinaten

Fiir die Position des Punktes A in Kartesischen Koordinaten gilt:

x
ra(Qvt) = ( 0 >
fiir den Punkt B gilt:

15(a,) = 7a(q:) + < cosl) -~ sinlo) ) : ( (l) ) =ra(q,t) +1- < ~sin(a) )

sin(a)  cos(a) cos(a)

Potentielle Energie

Epot(q,t) =g - M -0+ g-ml-cos(e) = g-ml - cos()

Geschwindigkeitsvektoren

Der Geschwindigkeitsvektor des Punktes A beschreibt die Geschwindigkeit und die Bewegungsrich-
tung von A, und ist gegeben durch:

i) = a0 = (5

und analog dazu
. _d [z . —cos(a)
v(d: q,t) = - (ro(a,)) = ( 0 ) +1-6- ( ~sin(a) )
—_——
—u(g;t)



Kinetische Energie
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=Mz’ + meva(q,q,ﬁ)H2 +12.42 Hu(q,t)H2 =2l & (ro(a,t), u(g,t))
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1 1
= §(M +m)i? + im(l2 &% =21 - dcos(a))

Lagrange-Funktion

1 1
L(4,q,t) = Erin(d,q,t) — Epot(q,t) = §(M + m):'v2 + im(l2 ) & cos(a)) — g - ml - cos(a)

Euler-Lagrange

Nun stellen wir die Euler-Lagrange Gleichungen:

d (LY oL _,
dt 8qj 8qj_

Betrachte zunéchst den Fall ¢; = x:

oL . .
%—(M—i—m)x—ml-a-cos(a)
oL
%—0

und schliefllich
% (g) = (M +m)i —ml - - cos(a) +ml - &2 - sin(a)
Mit Euler-Lagrange-Gleichung folgt dann
(M +m)i —ml - é - cos(a) +ml - &* - sin(a) =0

m 2

S i= M+ml(d~cos(a)fo}
—_——

-sin(a))

K

Betrachte nun den Fall ¢; = a:

% =m(l* & —1-icos(a))
L
g—a =ml-a&-&sin(a) + g-ml-sin(a)

und damit 4 /oL
7 (8()4) =m(I®-a—1-%cos(a) +1-idsin(a))
Mit Euler-Lagrange-Gleichung folgt auch hier:
m(1? - & — - #cos(a) + 1 - &asin(a)) = ml - & - & sin(a) + g - ml - sin(a)

e ml?-a=ml-d&-isin(a) —ml - asin(a) +mi - i cos(a) + g - mi - sin(a)

1
b= 7:0 cos(a) + % - sin(a)



GDGL 1-ter Ordnung aufstellen

Dazu 16sen wir zunéichst das Gleichungssystem nach & und & so auf, dass keine Ableitung zweiter
Ordnung auf der rechten Seite vorkommt. Einsétzen der Formel fiir & in die Formel fiir & ergibt
zunéchst:

i = Kl (ngcog(a) +4. sin(a)) cos(a) — 62 - sin(a)>

& i(1 — kcos?(a)) = k(g - sin(a) - cos(a) — &2 - sin(a))
. 1 . —_ 1 2 . 1
oo k(g - sin(a) - cos(a) — &7 - sin(a))
(1 — kcos?(a))
Nun setzen wir diesen Thern in die Formel fiir & ein und erhalten
. cos(a)sin(a)k(g - cos(a) — ?) g .
“= I(1 = rcos?(a)) +7 - sin(@)
Nun haben ein GDGL 2-ter Ordnung erhalten. Setze also
yo(t) := z(t)
y1(t) == &(t)
Ya2(t) := a(t)
ys(t) := a(t)
dann ergibt sich folgendes Gleichungssystem:
vo(t) = w(t)
n(t) = ksin(ya(t)) - (g - cos(ya(t) — ys(t)?)
(1 = rcos?(y2(1)))
ga(t) = wys(t)
t)) si )k (g- t)) — ys(t)?
y3(t) _ COS(yQ( )) SIH(yQ( ))‘L{ (g COS(yQ( )) yB( ) ) + g9 . 81n(y2(t))

1(1 — kecos?(ya(t))) l



