
11 Mehrdimensionale

Zufallsvariablen

11.1 Begriffe

Def. 34 Es seienXi, i = 1, . . . , p reellwertige, zuf̈allige

Variablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum(Ω, E , P ). Dann

heißt

X = (X1, . . . , Xp)
T : Ω −→ R

p,

zuf̈alliger Vektor.

Er transformiert den Wahrscheinlichkeitsraum(Ω, E , P ) in

den Wahrscheinlichkeitsraum(Rp,Bp, PX), wobeiBp die

σ–Algebra derp–dimensionalen Borelmengen ist.
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Def. 35 Die Funktion

FX(x1, . . . , xp) := P ({ω : X1(ω) < x1, . . . , Xp(ω) < xp})

heißt Verteilungsfunktiondes zuf̈alligen VektorsX. Sie wird

auch mitFX1,...,Xp
(x1, . . . , xp) bezeichnet.

Es gilt:

FX1,...,Xp
(x1, . . . , xp) = P

(
p
⋂

i=1

{ω ∈ Ω: Xi(ω) < xi}

)

.

Die Verteilungsfunktion f̈ur zuf̈allige Vektoren besitzt

folgende Eigenschaften:
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1. Invarianz gegen̈uber Permutationen, d.h.

FX1,...,Xp
(x1, . . . , xp) = FXi1

,...,Xip
(xi1 , . . . , xip)

2. lim
xp→∞

FX(x1, . . . , xp) = FX1,...,Xp−1
(x1, . . . , xp−1);

FX(x1, . . . , xp) =

P ({ω : X1(ω) < x1} ∩ . . . ∩ {ω : Xp−1(ω) < xp−1}
︸ ︷︷ ︸

=:A

∩

{ω : Xp(ω) < xp}
︸ ︷︷ ︸

−→xp→∞Ω

.
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Damit gilt also:

lim
xp→∞

FX(x1, . . . , xp) = P (A ∩ Ω) = P (A)

= FX1,...,Xp−1
(x1, . . . , xp−1).

3. lim
xp→−∞

FX(x1, . . . , xp) = 0;

Bem.: Man kann wegen 1. auch jede beliebige
Komponente ẅahlen!

4. lim
(x1,...,xp)→(∞,...,∞)

FX(x1, . . . , xp) = 1;

5. FX(x1, . . . , xp) ist in jedem Argument monoton
wachsend;

6. FX(x1, . . . , xp) ist in jedem Argument linksseitig stetig.
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Def. 36 Ein zuf̈alliger VektorX = (X1, . . . , Xp)
T heißt

stetig verteilt, wenn seine Verteilungsfunktion charakterisiert

ist durch:

F (x1, . . . , xp) =

x1∫

−∞

. . .

xp∫

−∞

f(t1, . . . , tp) dtp . . . dt1,

wobei f̈ur die Funktionf gilt:

1. f(x1, . . . , xp) ≥ 0, ∀x1, . . . , xp;

2.
∫

Rp

f(x1, . . . , xp) dx1 . . . dxp = 1.

Die Funktionf(x1, . . . , xp) heißt dann Dichtefunktiondes

zuf̈alligen VektorsX.
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Falls die Dichtefunktionf(x1, . . . , xp) stetig ist, so gilt:

f(x1, . . . , xp) =
∂pFX(x1, . . . , xp)

∂x1 . . . ∂xp

.

Def. 37 Ein zuf̈alliger VektorX = (X1, . . . , Xp)
T heißt

• diskret, falls jede Komponente vonX diskret ist, d.h.

jedesXi besitzt ḧochstens abz̈ahlbar viele Argumente.

• mixed(gemischt), falls einige seiner Komponenten

diskret, die restlichen dagegen stetig sind.

• stetig, falls alle Komponenten vonX stetige

Zufallsgr̈oßen sind.
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Def. 38 Es seiX = (X1, . . . , Xp)
T ein diskreter zuf̈alliger

Vektor. F̈ur i = 1, . . . , p habeXi den Wertevorrat

{xi1, . . . , xik, . . .}. Dann definieren wir:

pj...k = P (X1 = x1j, . . . , Xp = xpk).

Für die Verteilungsfunktion des zufälligen VektorsX gilt:

F (x1, . . . , xp) = P

(
p
⋂

i=1

{ω ∈ Ω: Xi(ω) < xi}

)

=
∑

j : x1j<x1 ... k : xpk<xp

pj...k

388 W.Kössler, Humboldt-Universität zu Berlin



Es sei nunp = 2 und wir betrachten den zufälligen Vektor

X = (X1, X2)
T . Wir untersuchen zwei F̈alle:

– X ist diskret. Dann gilt zun̈achst:

X1 :




x1 x2 . . . xn . . .

p1 p2 . . . pn . . .





X2 :




y1 y2 . . . yn . . .

q1 q2 . . . qn . . .





Daraus folgt (Definition 38):

pij = P (X1 = xi, X2 = yj) = P (X = (xi, yj)).
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Weiterhin gilt:

P (X1 ∈ {xi : i ∈ N}) = 1

P (X2 ∈ {yj : j ∈ N}) = 1

Wir bezeichnen:

X := {xi : i ∈ N}, Y := {yj : j ∈ N}.

Der zuf̈allige VektorX kann Werte der Form
(xi, yj) ∈ X × Y annehmen. Folglich gilt:

P (X ∈ X × Y) = P (X1 ∈ X , X2 ∈ Y) =
∑

i,j∈N

pij = 1.

Es k̈onnte evtl. interessant sein, die Wahrscheinlichkeit
zu untersuchen, daß eine der zufälligen VariablenX1
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bzw.X2 einen bestimmten Wertxi bzw.yj annimmt.

P (X1 = xi) = P ({X1 = xi} ∩ Ω)

= P ({X1 = xi}∩

{(X2 = y1) ∨ (X2 = y2) ∨ . . . ∨ (X2 = yn) ∨ . . .}
︸ ︷︷ ︸

=
S

j∈ NI

{X2=yj}=Ω

)

= P ({X1 = xi} ∩

(
⋃

j∈N

{X2 = yj}

)

= P

(
⋃

j∈N

{(X1 = xi) & (X2 = yj)}

)

=
∑

j∈N

pij =: pi·
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Wir erhalten also:

pi· = P (X1 = xi).

Analog erhalten wir, wenn wir die Betrachtung mit der
zufälligen VariableX2 wiederholen:

p·j = P (X2 = yj).

Def. 39 Die Wahrscheinlichkeitenpi· bzw.p·j (i, j ∈ N)

nennen wir die Randwahrscheinlichkeitendes zuf̈alligen

VektorsX = (X1, X2)
T .

Das folgende Schema verdeutlicht noch einmal die
Zusammenḧange zwischen den einzelnen
Wahrscheinlichkeiten:
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X1
\X2 y1 y2 y3 . . . yj . . . yn . . .

∑

x1 p11 p12 p13 . . . p1j . . . p1n . . . p1·

x2 p21 p22 p23 . . . p2j . . . p2n . . . p2·

x3 p31 p32 p33 . . . p3j . . . p3n . . . p3·

...
...

...
...

...
...

...

xi pi1 pi2 pi3 . . . pij . . . pin . . . pi·

...
...

...
...

...
...

...

xn pn1 pn2 pn3 . . . pnj . . . pnn . . . pn·

...
...

...
...

...
...

...
∑

p·1 p·2 p·3 . . . p·j . . . p·n . . . 1
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Bsp. 64 Es wird eine Umfrage zum Thema
”
Rauchen“

durchgef̈uhrt. Dabei werden M̈anner und Frauen dar̈uber

befragt, ob sie Raucher oder Nichtraucher sind. Das ergibt

die beiden folgenden Zufallsvariablen:

X1 =







1 , falls weiblich

2 , falls männlich

X2 =







1 , falls Raucher

2 , falls Nichtraucher

Folglich erhalten wir f̈ur den zuf̈alligen Vektor
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X = (X1, X2)
T das folgende Schema:

X1
\X2 1 2

1 p11 p12

2 p21 p22

Wir erstellen nun eine2 × 2–Kontingenztafel. Dabei wird für

jedes der vier Felder anhand der statistischen Erhebung die

Anzahl der Personen ermittelt, für die die beiden
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Eigenschaften zutreffen, die dieses Feld charakterisieren.

X1
\X2 1 2

1 n11 n12 n1·

2 n21 n22 n2·

n·1 n·2 n··

Dabei bedeuten:

nij – die Anzahl der Personen mit dem Geschlechti und dem

Raucherverhaltenj;

n·1 – die Anzahl der Raucher;

n·2 – die Anzahl der Nichtraucher;
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n1· – die Anzahl der Frauen;

n2· – die Anzahl der M̈anner;

n·· – die Gesamtzahl der Befragten.

Mit p̂ij =
nij

n··

ergibt sich nun eine Schätzung f̈ur die

Wahrscheinlichkeitpij.

Bsp. 65 Werfen zweier Ẅurfel. Wir betrachten den zufälligen

VektorX = (X1, X2)
T , wobeiX1 die Augenzahl des ersten

Würfels ist undX2 die des zweiten. F̈ur die zuf̈alligen

VariablenX1 undX2 gilt:

X1 :




1 2 3 4 5 6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6




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X2 :




1 2 3 4 5 6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6





Da die Ẅurfel voneinander unabḧangig sind, gilt (Definition

10):

pij = P (X1 = i,X2 = j)

= P ({X1 = i} ∩ {X2 = j})

=
1

6
·
1

6
=

1

36
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Damit erhalten wir das folgende Schema:

X1
\X2 1 2 3 4 5 6

1 1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

2 1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

3 1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

4 1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

5 1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

6 1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

Wir wollen nun wissen, wie groß die Wahrscheinlichkeit ist,

daß der erste Ẅurfel weniger als vier Augen zeigt und der

zweite Ẅurfel weniger als drei. Wir wissen bereits, daß die
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beiden Ẅurfel voneinander unabḧangig sind. Es gilt:

P (X1 < 4, X2 < 3) =
∑

i<4; j<3

pij =
6

36
=

1

6

Die hier addierten Wahrscheinlichkeiten sind in dem oben

angegebenen Schema eingerahmt.

Die Aussagen zu zweidimensionalen zufälligen Vektoren, die

wir bis hierher gemacht haben, gelten analog erweitert auch

für höherdimensionale zufällige Vektoren.

– X ist stetig. In diesem Fall erhalten wir eine

zweidimensionale Dichtefunktionf(x, y), für die gilt

(vgl. Definition 36):
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1.
+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

f(x, y) dx dy = 1;

2. f(x, y) ≥ 0, ∀(x, y) ∈ R
2.

Die Verteilungsfunktion ergibt sich dann nach Definition

36 durch:

F (x, y) =

x∫

−∞

y∫

−∞

f(u, v) du dv = P (X1 < x,X2 < y).

Da die Dichtefunktionf(x, y) stetig ist, gilt weiterhin:

f(x, y) =
∂2F (x, y)

∂x ∂y
.
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Offenbar

lim
y→∞

F (x, y) = FX1
(x) = P (X1 < x).

lim
x→∞

F (x, y) = FX2
(y) = P (X2 < y).

Def. 40 Die VerteilungsfunktionenFX1
undFX2

bezeichnen wir als RandverteilungenvonX1 bzw.X2.

Integrieren wir die Dichtefunktion nur nach einer der

beiden Variablen, so erhalten wir:

+∞∫

−∞

f(x, y) dy =
dFX1

(x)

dx
=: fX1

(x) (2)
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Analog gilt:

+∞∫

−∞

f(x, y) dx =
dFX2

(y)

dy
=: fX2

(y).

Def. 41 Die FunktionenfX1
undfX2

bezeichnen wir als

RanddichtenvonX1 bzw.X2.
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Offenbar,

FX1
(x) =

x∫

−∞

fX1
(t) dt

FX2
(y) =

y∫

−∞

fX2
(t) dt

Bsp. 66 Zweidimensionale Normalverteilung

Descr_normal_2D
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