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11 Mehrdimensionale
Zufallsvariablen

11.1 Begriffe

Def. 34 Es seienX;,» =1, ..., preellwertige, zudllige
Variablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraufa £, P). Dann
heil3t

X=(Xy,...,X,))" :Q—R

zufalliger Vektor,

Er transformiert den Wahrscheinlichkeitsraug, £, P) in
den Wahrscheinlichkeitsrau(®?, B, Py ), wobeiB? die
o—Algebra demp—dimensionalen Borelmengen ist.
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Def. 35 Die Funktion
Fx(ﬂfl, Ce ,ZCp) = P({W: X1<(U) < T1,... ,Xp(W) < $p})

heil3t Verteillungsfunktiodes zudlligen VektorsX. Sie wird
auch mitFx, x (zi,...,x,) bezeichnet.

Es qilt:

Fx,. . .x,(x1,...,2p) = P (ﬂ{w cQ: X;(w) < mz}> .

1=1
Die Verteilungsfunktionir zufallige Vektoren besitzt
folgende Eigenschaften:
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1. Invarianz gegediber Permutationen, d.h.

2. llm FX(:Cl,,xp) :FXl ..... Xp_1<x17"'7xp—1);

Tp—>00

Fx(x1,...,2,) =
P(iw: Xi(w) <zitn...Nfw: X, 1(w) < :zzp_ﬂiﬂ

=:A

iw: X,(w) < :L“pb
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Damit gilt also:

lim Fx(zi,...,2,) = P(ANQ)=P(A)

Tp—>00

lim Fx(z1,...,2,) =0;

Tp—>—00

Bem.: Man kann wegen 1. auch jede beliebige
Komponente @hlen!

lim Fx(x1,...,2,) = 1;

. Fx(zq,...,x,) istin jedem Argument monoton

wachsend:

. Fx(z1,...,x,) istin jedem Argument linksseitig stetig.
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Def. 36 Ein zuflliger VektorX = (Xi,..., X,)! heifdt
stetig verteilf wenn seine Verteilungsfunktion charakterisiert

Ist durch:

Fﬂfl,... / /ftl, ...dtl,

wobei fir die Funktionf gilt:
1. f(xy,...,2p) >0, Vau,..., 2,
2. [ flay,...,xp)dzy ... dzx, = 1.
Rp

Die Funktionf (x4, ...,x,) heil3t dann Dichtefunktiodes
zufalligen VektorsX.
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Falls die Dichtefunktiory' (x4, ..., x,) stetig ist, so gilt:

- OPFx(xy,...,7p)

f@s, ) Oz, ...0,

Def. 37 Ein zuflliger VektorX = (Xi,..., X,)! heifdt

o diskret falls jede Komponente vax diskret ist, d.h.
jedesX; besitzt lochstens al@hlbar viele Argumente.

e mixedqgemischt), falls einige seiner Komponenten
diskret, die restlichen dagegen stetig sind.

e stetig falls alle Komponenten voK stetige
Zufallsgrof3en sind.
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Def. 38 Es seiX = (X1,..., X,)" ein diskreter z#lliger
Vektor. Rir: = 1, ..., p habeX,; den Wertevorrat
{z:,...,zi,...}. Dann definieren wir:

pj...k — P(X1 — Qflj, c .. ,Xp — prk).

Fur die Verteilungsfunktion des zalfigen VektorsX qilt:

P (ﬁ{w e X;(w) < azz}>

F(xy,...,2)p)
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Es sel nurp = 2 und wir betrachten den zalfigen Vektor
X = (X1, Xo)!. Wir untersuchen zweidle:

— X ist diskret. Dann gilt zurachst:

Xl : X1 T2 ... Ip
Pr D2 ... DPn
X, - Y Y2 ... Yn
qdi 42 ... (n

Daraus folgt (Definition 38):

Dij = P(Xl = X, Xog = ?Jj) — P(X — (xlay]))
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Weiterhin qilt:

P(Xle{SCZZEN}) = 1
P(Xye{y;:jeN}) =1

Wir bezeichnen:
X = {x;: i € N}, Y :={y;: j € N}

Der zufallige VektorX kann Werte der Form
(x;,y;) € X x Y annehmen. Folglich gilt:

PXEXxY)=PXi€X, X€Y)=> py=1

Es konnte evtl. interessant sein, die Wahrscheinlichkeit
ZU untersuchen, daf} eine deralifgen VariablenX;
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bzw. X, einen bestimmten Wext; bzw. y; annimmt.

P(X) = 2;) = P({X, = 21} N Q)
= P{X; = z;}N
{Xo=y)V(Xo=mp) V.. V(X =y,)V...})

= U {ngyj}:Q
Jje€IN

= P{X, =z} N (U{X2 = yj}>

JeN

_p (U{(X1 =x;) & (Xg = yy>}>
— pr —. Di.

jEN
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Wir erhalten also:

Analog erhalten wir, wenn wir die Betrachtung mit der
zufalligen VariableX,; wiederholen:

Def. 39 Die Wahrscheinlichkeitep;. bzw.p.; (¢, € N)
nennen wir die Randwahrscheinlichkeitedes zudlligen
VektorsX = (X, X,)?.

Das folgende Schema verdeutlicht noch einmal die
Zusammenénge zwischen den einzelnen
Wahrscheinlichkeiten:
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o\ oy ys Yi oo Yn e | D
L1 pir P12 P13 --- Pij --- Pin ---| P1

L2 P21 P22 P23 --- P25 ... Pon ... | P2
L3 P31 P32 P33 ... P3j .-+ P3n ---| P3

XL Pir P2 Pi3 --- Pij -+ DPin ... | Pi

L Pni Pn2 Pn3 --- Pnj .-+ Pnn ---| Pn

> |p1 p2 D3 oo Dj i D oo 1
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Bsp. 64 Es wird eine Umfrage zum ThemRauchen®
durchgeiihrt. Dabei werden Mnner und Frauen ddrber
befragt, ob sie Raucher oder Nichtraucher sind. Das ergibt
die beiden folgenden Zufallsvariablen:

)
1 , falls weiblich
X1 = 9 L
2, falls mannlich
1 , falls Raucher
Xy =
\ 2, falls Nichtraucher

Folglich erhalten wir tir den zudlligen Vektor
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X = (X, X,)! das folgende Schema:

X \X2 1 2
1 P11 D12
2 P21 P22

Wir erstellen nun ein@ x 2—Kontingenztafel. Dabei wirdif
jedes der vier Felder anhand der statistischen Erhebung die
Anzahl der Personen ermitteltjfdie die beiden
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Eigenschaften zutreffen, die dieses Feld charakterisiere

x\*2 | 1 2
1 nNi1 Nio2 | N.
2 No1 N9 | No.
n,y MNo | N

Dabei bedeuten:

n;; —die Anzahl der Personen mit dem Geschléahtd dem
Raucherverhalten;

n.; —die Anzahl der Raucher:

n.o —die Anzahl der Nichtraucher:;

396 W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



397

ny. —die Anzahl der Frauen;
no. —die Anzahl der Mnner;

n.. —die Gesamtzahl der Befragten.

Mit p;; = =< ergibt sich nun eine Sétzung @r die

n..

Wahrscheinlichkeip;;.

Bsp. 65 Werfen zweier \t#fel. Wir betrachten den zilligen
VektorX = (X, X,)?, wobeiX; die Augenzahl des ersten
Wirfels ist undX, die des zweiten. i die zuélligen
Variablen X; und X, gilt:

I 2
Xli

D= W

S
= Ot
D= O

|
|
|
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1 2 3 4 5 6
XQZ

111 1 11

6 6 6 6 6 6

Da die Wirfel voneinander unakiimgig sind, gilt (Definition
10):

pij = P(Xi=1,X5=7)
= P{Xi=1ifn{Xy =4}

|~
%)
@)

1
6
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Damit erhalten wir das folgende Schema:

«\2]1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1 1

2
3
4 |41 L L1 1 1 1
5!
6

Wir wollen nun wissen, wie grol3 die Wahrscheinlichkeit ist,
dafl’ der erste \t#fel weniger als vier Augen zeigt und der
zwelite Wirfel weniger als drei. Wir wissen bereits, dal3 die
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beiden Wirfel voneinander unakingig sind. Es qilt:

Die hier addierten Wahrscheinlichkeiten sind in dem oben
angegebenen Schema eingerahmt.

Die Aussagen zu zweidimensionalenaligen Vektoren, die
wir bis hierher gemacht haben, gelten analog erweitert auch
fur hoherdimensionale zaflige Vektoren.

— X Ist stetig. In diesem Fall erhalten wir eine
zweidimensionale Dichtefunktiofi(x, y), fur die gilt
(vgl. Definition 36):
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L[ [ fle,y)dedy = 1;

-0 —0

2. f(z,y) >0,¥Y(z,y) € R%

Die Verteilungsfunktion ergibt sich dann nach Definition
36 durch:

F(aj,y)://f(u,v)dudv:P(X1<x,X2<y).

Da die Dichtefunktionf(z, y) stetig ist, gilt weiterhin:

O°F(z,y)

flz,y) = T
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Offenbar

lim F(z,y) = Fx,(x) = P(X1 < x).

Yy—00

lim F'(z,y) = Fx,(y) = P(X2 <y).

r—0o0

Def. 40 Die Verteilungsfunktionei’y, und F'y,
bezeichnen wir als Randverteillungeon X; bzw. X5.

Integrieren wir die Dichtefunktion nur nach einer der
beiden Variablen, so erhalten wir:

402 W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



Analog qilt:

[ sde = T2 g

Def. 41 Die Funktionenfy, und fx, bezeichnen wir als
Randdichtervon X; bzw. X5.
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Offenbar,

Fy, (1) = / P (1) dt

Fr,(y) = / P (1)

Bsp. 66 Zweidimensionale Normalverteilung

Descr_normal 2D
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