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1 Einleitung

Rechenmaschinen spielen in der Informatik eine zentrale Rolle. In
dieser Vorlesung beschéftigen wir uns mit mathematischen Modellen
fiir Maschinentypen von unterschiedlicher Berechnungskraft. Unter
anderem lernen wir das Rechenmodell der Turingmaschine (TM) ken-
nen, mit dem sich alle anderen Rechenmodelle simulieren lassen. Ein
weiteres wichtiges Thema der Vorlesung ist die Frage, welche Probleme
algorithmisch 16sbar sind und wo die Grenzen der Berechenbarkeit
verlaufen.

Schliefllich untersuchen wir die Komplexitat von algorithmischen Pro-
blemen, indem wir den benétigten Rechenaufwand méglichst gut nach
oben und unten abschétzen. Eine besondere Rolle spielen hierbei die
NP-vollsténdigen Probleme, deren Komplexitat bis heute offen ist.

Themen der Vorlesung
o Welche Rechenmodelle sind fiir bestimmte Aufgaben adédquat?
(Automatentheorie)

o Welche Probleme sind 16sbar? (Berechenbarkeitstheorie)
o Welcher Aufwand ist zur Losung eines algorithmischen Problems
notig? (Komplexitatstheorie)

In den theoretisch orientierten Folgeveranstaltungen wird es dagegen
um folgende Themen gehen.

Thema der Vorlesung Algorithmen und Datenstrukturen
o Wie lassen sich praktisch relevante Problemstellungen moglichst
effizient 16sen? (Algorithmik)

Thema der Vorlesung Logik in der Informatik
o Mathematische Grundlagen der Informatik, Beweise fiihren,
Modellierung (Aussagenlogik, Pradikatenlogik)
Der Begrift Algorithmus geht auf den persischen Gelehrten Muhammed
Al Chwarizmi (8./9. Jhd.) zuriick. Der alteste bekannte nicht-triviale
Algorithmus ist der nach Fuklid benannte Algorithmus zur Berechnung
des grofiten gemeinsamen Teilers zweier natiirlicher Zahlen (300 v.
Chr.). Von einem Algorithmus wird erwartet, dass er jede Problemein-
gabe nach endlich vielen Rechenschritten 16st (etwa durch Produktion
einer Ausgabe). Eine wichtige Rolle spielen Entscheidungsprobleme,
bei denen jede Eingabe nur mit ja oder nein beantwortet wird. Proble-
meingaben kénnen Zahlen, Formeln, Graphen etc. sein. Diese werden
iiber einem FEingabealphabet ¥ kodiert.

Definition 1.

a) Ein Alphabet 3 ={ay,...,a,} ist eine geordnete Menge von
endlich vielen Zeichen.

b) Eine Folge x = x1...x, von n Zeichen heifst Wort (der Ldnge

¢) Die Menge aller Worter tiber ¥ ist

s =,
n>0
wobei X" = {xy...x, | n20undx; € X firi=1,...,n} alle

Worter der Lange n enthdlt.

d) Das (einzige) Wort der Linge n = 0 ist das leere Wort, welches
wir mit € bezeichnen.

e) Jede Teilmenge L € ¥* heifst Sprache tber dem Alphabet .

Das zu einer Sprache L gehorige Entscheidungsproblem ist die Frage,
ob ein gegebenes Wort x in L enthalten ist oder nicht.
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2 Regulare Sprachen

Wir betrachten zunachst Einschrankungen des TM-Modells, die viel-
faltige praktische Anwendungen haben, wie z.B. endliche Automaten
(DFA, NFA), Kellerautomaten (PDA, DPDA) etc.

2.1 Endliche Automaten

Eingabe-
band -

/ Lesekopf

Ein endlicher Automat fiihrt
bei einer Eingabe der Lange n

nur n Rechenschritte aus. Um Steuer-
die gesamte Eingabe lesen zu einheit
konnen,

muss der Automat also in jedem Schritt ein Zeichen der Eingabe
verarbeiten.

Definition 2. Fin endlicher Automat (kurz: DFA; deterministic
finite automaton) wird durch ein 5-Tupel M = (Z,%,0,qo, E') beschrie-
ben, wobei

o 7 + @ eine endliche Menge von Zustdanden,
e Y das FEingabealphabet,

e 0:ZxX — Z die Uberfiihrungsfunktion,
e (o€ Z der Startzustand und

o ECZ die Menge der Endzustande ist.

Die von M akzeptierte oder erkannte Sprache ist

HQ17"'7Qn—1€Z7QnEE: }

L(M) = Ty €2 ir
(M) {xl nt 6(¢is Ti1) = w1 firi=0,...,n-1

Beispiel 3. Betrachte den DFA M =
(Z2,%2,6,0,E) mit Z = {0,1,2}, ¥ =
{a,b}, E = {1} und der Uberfihrungs-

funktion

Graphische Darstellung:

slo 1 2

all 2 0
b2 0 1

Der Startzustand wird meist durch einen Pfeil und Endzustande
werden durch einen doppelten Kreis gekennzeichnet. <

Bezeichne & (¢,x) denjenigen Zustand, in dem sich M nach Lesen von
x befindet, wenn M im Zustand ¢ gestartet wird. Dann kénnen wir
die Funktion X
0: x> 7
induktiv wie folgt definieren. Fiir g€ Z, x € ¥* und a € 3 sei
0(g,e) = q,
0(q,za) = 0(6(q,x),a).
Die von M erkannte Sprache lasst sich nun auch in der Form
L(M) ={zeX*|6(qo,2) € E}
schreiben.
Behauptung 4. Der DFA M aus Beispiel 3 akzeptiert die Sprache
L(M)={xeX*|#a(x)-#p(xr) =1 mod 3},

wobei #,(x) die Anzahl der Vorkommen des Zeichens a in x bezeich-
net und 7 = k mod m bedeutet, dass j — k durch m teilbar ist. Fiir
Letzteres schreiben wir auch kurz j =, k.
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Beweis. Da M nur den Endzustand 1 hat, ist L(M) = {z € X |
6(0,2) =1}, d.h. wir miissen folgende Aquivalenz zeigen:
0(0,2) = 1 & #a(x) - #() =5 1

Hierzu reicht es, die Kongruenz

8(07'1') =3 #a(m) - #b(x)
zu beweisen, wofiir wir Induktion iiber die Lange n von = benutzen.
Induktionsanfang (n = 0): klar, da §(0,e) = #4(¢) = #,(g) = 0 ist.
Induktionsschritt (n~ n+1): Sei z = z7...2,,1 gegeben und sei
i=0(0,2q...2,). Nach IV gilt dann
i =3 Ha(xr.. . 20) = Fp(x1. .. 2).
Wegen §(i,a) =34+ 1 und 0(i,b) =37 — 1 folgt
6(17 xn+1) =3 1+ #a(xn+1) - #b(xn+1)
=3 #a(xl cee :Un) - #b(xl .. xn) + #a(xn+1) - #b(xrwl)
= #ta(x) = #o(2).
Folglich ist
S(O,x) = 5(5(0,x1 ), g1 ) = 0(1, Tpe1) =3 #Hal) — F(2).
]

Eine von einem DFA akzeptierte Sprache wird als regulér bezeichnet.
Die zugehorige Sprachklasse ist

REG = {L(M) | M ist ein DFA}.
Um ein intuitives Verstdndnis fiir die Berechnungskraft von DFAs zu
entwickeln, werden wir Antworten auf folgende Frage suchen.

Frage: Welche Sprachen gehoéren zu REG und welche nicht?

Dabei legen wir unseren Uberlegungen ein beliebiges aber fest gewihl-
tes Alphabet X = {ay,...,a,,} zugrunde.

2.1 Endliche Automaten

Beobachtung 5. Alle Sprachen, die aus einem einzigen Wort x =
x1...T, € X% bestehen (diese Sprachen werden auch als Singletonspra-
chen bezeichnet), sind reguldr. Fir folgenden DFA M, gilt ndmlich
L(M,) ={z}.

T T2 T3
RO
a + 9 a + I3
a+ T

a€ex

Formal ist M, also das Tupel (Z,%,0,q0, E) mit Z = {qo, ..., qn, €},
E ={q,} und der Uberfiihrungsfunktion

Giv1, q=¢; fuirenimit 0<i<n—-1 und a; = T
5(q7aj):

e, sonst.

Als néchstes betrachten wir Abschlusseigenschaften der Sprachklasse
REG.

Definition 6. Fin k-stelliger Sprachoperator ist eine Abbildung
op, die k Sprachen Ly, ..., Ly auf eine Sprache op(L1, ..., Ly) abbildet.

Beispiel 7. Der Schnittoperator n bildet zwei Sprachen Ly und Lo
auf die Sprache Ly n Ly ab. <

Definition 8. Eine Sprachklasse K heifst unter op abgeschlossen,
wenn gilt:

Ll,...,LkE’C=>Op(L1,...,Lk)EIC.

Der Abschluss von IC unter op ist die bzgl. Inklusion kleinste Sprach-
klasse K', die KC enthdlt und unter op abgeschlossen ist.
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Beispiel 9. Der Abschluss der Singletonsprachen unter Vereinigung
besteht aus allen nichtleeren endlichen Sprachen. N

Definition 10. Fir eine Sprachklasse C bezeichne co-C die Klasse
{L|LeC} aller Komplemente von Sprachen in C.

Es ist leicht zu sehen, dass C genau dann unter Komplementbildung
abgeschlossen ist, wenn co-C = C ist.

Beobachtung 11. Mit L,,L, ¢ REG sind auch die Sprachen
Li = ¥*~\Ly, Ly n Ly und Ly U Ly requldr. Sind ndmlich M; =
(Z:,%,0:,q0, E;), i = 1,2, DFAs mit L(M;) = L;, so akzeptiert der
DFA

M1 = (Zl,E,él,qo,Zl AN El)

das Komplement Ly von Ly. Der Schnitt Ly 0 Ly von Ly und Lo wird
dagegen von dem DFA

M = (Zl x 2272757 (q07q0)7E1 x EQ)

mit
3((q,p),a) = (61(g. a), 02(p, a))
akzeptiert (M wird auch Kreuzproduktautomat genannt). Wegen

LiU Ly = (Ly n Ly) ist dann aber auch die Vereinigung von L, und
Lo reguldr. (Wie sieht der zugehorige DFA aus?)

Aus Beobachtung 11 folgt, dass alle endlichen und alle co-endlichen
Sprachen regulér sind. Da die in Beispiel 3 betrachtete Sprache weder
endlich noch co-endlich ist, haben wir damit allerdings noch nicht alle
reguldren Sprachen erfasst.

Es stellt sich die Frage, ob REG neben den mengentheoretischen
Operationen Schnitt, Vereinigung und Komplement unter weiteren
Operationen wie etwa der Produktbildung

LiLy={zxy|veLly,yeLy}

2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

(auch Verkettung oder Konkatenation genannt) oder der Bildung
der Sternhiille
L* — U Ln
n>0
abgeschlossen ist. Die n-fache Potenz L™ von L ist dabei induktiv
definiert durch
LY ={e}, L™ = L"L.

Die Plushiille von L ist
Lt = U L"=LL".

n>1

Ist Ly = {z} eine Singletonsprache, so schreiben wir fiir das Produkt
{x} Ly auch einfach xLs.

Im iiberndchsten Abschnitt werden wir sehen, dass die Klasse REG
als der Abschluss der endlichen Sprachen unter Vereinigung, Produkt-
bildung und Sternhiille charakterisierbar ist.

Beim Versuch, einen endlichen Automaten fiir das Produkt Lq Lo zwei-
er regularer Sprachen zu konstruieren, st6ft man auf die Schwierigkeit,
den richtigen Zeitpunkt fiir den Ubergang von (der Simulation von)
M zu My zu finden. Unter Verwendung eines nichtdeterministischen
Automaten lasst sich dieses Problem jedoch leicht beheben, da dieser
den richtigen Zeitpunkt ,erraten kann.

Im néchsten Abschnitt werden wir nachweisen, dass auch nichtde-
terministische endliche Automaten nur regulére Sprachen erkennen
koénnen.

2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition 12. FEin nichtdeterministischer endlicher Au-
tomat (kurz: NFA; nondeterministic finite automaton) N =
(Z,%,0,Q0, F) ist ahnlich aufgebaut wie ein DFA, nur dass er mehre-
re Startzustinde (zusammengefasst in der Menge Qo € Z) haben kann
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und seine Uberfihrungsfunktion die Form
0:Zx%->P(2)

hat. Hierbei bezeichnet P(Z) die Potenzmenge (also die Menge aller
Teilmengen) von Z. Diese wird auch oft mit 2% bezeichnet. Die von
N akzeptierte Sprache ist

L(N) = {zl...xnez*

HQOEQ07q17"'7Qn—1EZ?QnEE:
i+1 65(%,95“1) Jirt=0,...,n-1 .

Ein NFA kann also nicht nur eine, sondern mehrere verschiedene Rech-
nungen ausfithren. Die Eingabe gehort bereits dann zu L(N), wenn
bei einer dieser Rechnungen nach Lesen des gesamten Eingabewortes
ein Endzustand erreicht wird.

Im Gegensatz zu einem DFA, dessen Uberfiihrungsfunktion auf der
gesamten Menge Z x Y definiert ist, kann ein NFA | stecken bleiben®.
Das ist dann der Fall, wenn er in einen Zustand ¢ gelangt, in dem das
nichste Eingabezeichen x; wegen d(q, ;) = @ nicht gelesen werden
kann.

Beispiel 13. Betrachte den NFA N = (Z,%,6,Qo, E) mit Zustands-
menge Z ={p,q,r,s}, Eingabealphabet ¥ ={0,1,2}, Start- und End-
zustandsmenge Qo = {p} und E = {s} sowie der Uberfiihrungsfunktion

Graphische Darstellung:

9@_0.@_%@_2»

5‘pq7‘s

0/{p,q} @ @ @
1 {p} {r} o o
2] {p} o {s} o

Offensichtlich akzeptiert N die Sprache L(N) = {2012 |z € ¥*} aller
Worter, die mit dem Suffix 012 enden. <

2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Beobachtung 14. Sind N; = (Z;,%,0;,Qi, E;) (i = 1,2) NFAs, so
werden auch die Sprachen L(N1)L(Ns) und L(Ny)* von einem NFA
erkannt. Wir konnen Z1 N Zy = @ annehmen. Dann akzeptiert der
NFA

N =(Z1U 25, %,05,Q1, )

mit
01(p, a), peZiN Ey,
03(p,a) =1 61(p,a) UUgeq, 92(g.a), pe Ex,
da(p, a), sonst
und
E:{Eg, QN Ey=o
EiuFE,, sonst

die Sprache L(N1)L(Ns) und der NFA

N* = (Zl U {qneu}7 Ea 647 Ql U {Qneu}a El U {qneu})

mit
d1(p, a), peZiN B,
54(]37 a) = 51(]9, CL) U Uq€Q1 51((]7 CL), pe kb,
a, sonst

die Sprache L(Ny)*.

Satz 15 (Rabin und Scott).
REG = {L(N) | N st ein NFA}.

Beweis. Die Inklusion von links nach rechts ist klar, da jeder DFA
auch als NFA aufgefasst werden kann. Fir die Gegenrichtung kon-
struieren wir zu einem NFA N = (Z,%,6,Qo, E') einen DFA M =
(P(Z),%,8",Qo, E') mit L(M) = L(N). Wir definieren die Uberfiih-
rungsfunktion ¢’ : P(Z) x ¥ - P(Z) von M mittels

0'(Q.a) = U d(q,a).

qeQ
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Die Menge 0’(Q, a) enthalt also alle Zusténde, in die N gelangen kann,
wenn N ausgehend von einem beliebigen Zustand g € () das Zeichen
a liest. Intuitiv bedeutet dies, dass der DFA M den NFA N simuliert,
indem M in seinem aktuellen Zustand () die Information speichert,
in welchen Zustanden sich N momentan befinden kénnte. Fiir die
Erweiterung ¢’ : P(Z) x £* - P(Z) von &' (siche Seite 2) kénnen wir
nun folgende Behauptung zeigen:

5’(@0, x) enthélt alle Zustande, die N ausgehend von ei-

nem Startzustand nach Lesen der Eingabe z erreichen

kann.

Wir beweisen die Behauptung induktiv iiber die Lange n von z.
Induktionsanfang (n = 0): klar, da '(Qq,e) = Qy ist.

Induktionsschritt (n -1~ n): Sei = z;...x, gegeben. Nach In-
duktionsvoraussetzung enthalt

Qn-1 = 5’(@0, Ty... iUn—l)

alle Zusténde, die N () in genau n—1 Schritten erreichen kann.
Wegen

5’(@0,1’) =0"(Qn-1,20) = U (g, 2n)

qEQn—l

enthélt dann aber §'(Qo, z) alle Zustinde, die N(z) in genau n
Schritten erreichen kann.

Deklarieren wir nun diejenigen Teilmengen () ¢ Z, die mindestens
einen Endzustand von N enthalten, als Endzustiande des Potenz-
mengenautomaten M, d.h.

E'={QcZ|QnE{a},

2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

so folgt fiir alle Worter x € 3*:

reL(N) < N(z)kann in genau |z| Schritten einen Endzustand
erreichen

5"(Qo,z)NE 42

5’(Qo,x) e B’

xeL(M).

)

0

)

Beispiel 16. Fir den NFA N = (Z,%,0,Qo, E') aus Beispiel 13

9@_0.@_%@_2»

ergibt die Konstruktion des vorigen Satzes den folgenden DFA M
(nach Entfernen aller vom Startzustand Qo = {p} aus nicht erreichba-
ren Zustinde):

N 1 2

Q=1{p} |{pay {p} {p}
Qi={p,q} |{p,a} {p.7} {p}
Q2=A{p,7} | {p,a} {p} {p s}
Qs=1{p,s} | {p,a} {p} {p}
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Im obigen Beispiel wurden fiir die Konstruktion des DFA M aus
dem NFA N nur 4 der insgesamt 214l = 16 Zustinde benétigt, da die
tibrigen 12 Zusténde in P(Z) nicht vom Startzustand Qo = {p} aus
erreichbar sind. Es gibt jedoch Beispiele, bei denen alle 2141 Zusténde
in P(Z) fiir die Konstruktion des Potenzmengenautomaten benotigt
werden (sieche Ubungen).

Korollar 17. Die Klasse REG der reguldren Sprachen ist unter fol-
genden Operationen abgeschlossen:

e Produkt,
e Sternhiille.

o Komplement,
e Durchschnitt,
o Vereinigung,

2.3 Regulare Ausdriicke

Wir haben uns im letzten Abschnitt davon iiberzeugt, dass auch NFAs
nur reguldre Sprachen erkennen koénnen:

REG = {L(M) | M ist ein DFA} = {L(N) | N ist ein NFA}.

In diesem Abschnitt werden wir eine weitere Charakterisierung der
reguldren Sprachen kennen lernen:

REG ist die Klasse aller Sprachen, die sich mittels der
Operationen Vereinigung, Durchschnitt, Komplement, Pro-
dukt und Sternhtille aus der leeren Menge und den Single-
tonsprachen bilden lassen.

Tatsachlich kann hierbei sogar auf die Durchschnitts- und Komple-
mentbildung verzichtet werden.

Definition 18. Die Menge der reguldren Ausdriicke ~y (iber ei-
nem Alphabet ¥) und die durch ~ dargestellte Sprache L(v) sind
induktiv wie folgt definiert. Die Symbole @, € und a (a € 3) sind
requldre Ausdriicke, die

2.3 Regulire Ausdriicke

o die leere Sprache L(2) = @,
e die Sprache L(e€) ={e} und
e fir jedes Zeichen a € % die Sprache L(a) = {a}

beschreiben. Sind o und B regulire Ausdricke, die die Sprachen L()
und L(B) beschreiben, so sind auch of, (a|8) und («a)* reguldre
Ausdriicke, die die Sprachen

. L(aB) = L(a)L(B),
« L(al) = L(a) u L(8) und
. L((a)") = L(a)*

beschreiben.

Bemerkung 19.

e Um Klammern zu sparen, definieren wir folgende Prazedenz-
ordnung: Der Sternoperator * bindet starker als der Produkt-
operator und dieser wiederum starker als der Vereinigungsope-
rator. Fir ((alb(c)*)|d) konnen wir also kurz albc*|d schreiben.

e Da der reguliare Ausdruck ~v* die Sprache L(~y)* beschreibt,
verwenden wir v+ als Abkiirzung fiir den Ausdruck vyvy*.

Beispiel 20. Die reguldren Ausdricke ¢, @*, (0[1)*00 und (e0|@1*)
beschreiben folgende Sprachen:

ol €* o* (0[1)*00 (e0|z1)
L(v) [{e}* ={e} @ ={e} {200]ze{0,1}*} {0}
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Beispiel 21. Betrachte nebenstehenden DFA M.
Um fiir die von M erkannte Sprache

L(M)={xe{a,b}" | #a(v) - #u(z) =3 1}

einen requldaren Ausdruck zu finden, betrachten
wir zundchst die Sprache Loy aller Worter x,
die den DFA M ausgehend vom Zustand 0 in den
Zustand O dberfihren. Weiter sei LY, die Teilsprache der Worter
y # € in Loy, die dies tun ohne zwischendurch den Zustand 0 zu
besuchen. Dann setzt sich jedes x € Lo aus beliebig vielen Teilwortern
Y1, Yk € Lo zusammen, d.h. Loo = (L5)*.

Jedes y € L;‘j% beginnt entweder mit einem a (Ubergang von 0 nach 1)
oder mit einem b (Ubergang von 0 nach 2). Im ersten Fall folgt eine
beliebige Anzahl von Teilwértern ab (Wechsel zwischen 1 und 2), an
die sich entweder das Suffiz aa (Rickkehr von 1 nach 0 iber 2) oder
das Suffiz b (direkte Rickkehr von 1 nach 0) anschliefst. Analog folgt
im zweiten Fall eine beliebige Anzahl von Teilwortern ba (Wechsel
zwischen 2 und 1), an die sich entweder das Suffiz a (direkte Rick-
kehr von 2 nach 0) oder das Suffix bb (Riickkehr von 2 nach 0 dber 1)

anschliefit. Daher lisst sich L3, durch den reguliren Ausdruck
Y0 = a(ab)*(aalb) | b(ba)* (albb)

beschreiben. Eine dhnliche Uberlequng zeigt, dass sich die die Sprache
LS% aller Worter, die M ausgehend von 0 in den Zustand 1 tiberfiih-
ren, ohne dass zwischendurch der Zustand 0 nochmals besucht wird,
durch den reguldren Ausdruck 7S = (albb)(ab)* beschreibbar ist. Somit
erhalten wir fir L(M) den reguldren Ausdruck

Y. = (150)" 151 = (a(ab)*(aalb) | b(ba)* (albb))* (albb) (ab)".

Satz 22. {L(7) |~ ist ein reguldrer Ausdruck} ¢ REG.

2.3 Reguléire Ausdriicke

Beweis. Die Inklusion von rechts nach links ist klar, da die Basis-
ausdriicke @, € und a, a € ¥*, nur regulare Sprachen beschreiben
und die Sprachklasse REG unter Produkt, Vereinigung und Sternhiille
abgeschlossen ist (sieche Beobachtungen 11 und 14).

Fiir die Gegenrichtung konstruieren wir zu einem DFA M einen regu-
laren Ausdruck v mit L(vy) = L(M). Sei also M = (Z,%,6,qo, F) ein
DFA, wobei wir annehmen kénnen, dass Z = {1,...,m} und ¢ = 1 ist.
Dann lédsst sich L(M) als Vereinigung

L(M) = U Lig

qeE

von Sprachen der Form
Lpg={reX"| S(p,x) =q}

darstellen. Folglich reicht es zu zeigen, dass die Sprachen L, , durch
regulire Ausdriicke beschreibbar sind. Hierzu betrachten wir die Spra-
chen

Ly, = {xl...xneE*

5(p,x1...xn) = ¢ und fiir
i=1,...,n—-1gilt 3(p,:c1...xi)§r '

Wegen L, , = L reicht es, regulire Ausdriicke v, , fiir die Sprachen

L; , anzugeben. Im Fall r = 0 enthalt

70 {{a62|5(p,a)=q}u{€}, P=4q,

) {aeX|d(p,a)=q}, sonst

p,q

nur Buchstaben (und eventuell das leere Wort) und ist somit leicht
durch einen reguldren Ausdruck ~) , beschreibbar. Wegen

r+l  _ T T T *TT
Lp,q - Lp,qULp,r+1(Lr+1,r+1) Lr+1,q

lassen sich aus den reguldren Ausdriicken ~; , fiir die Sprachen L7

leicht reguldre Ausdriicke fiir die Sprachen Lj*! gewinnen:

r+l1 _ o1 r r * T
pr,q _Wp,q|7p,r+1(’yr+1,r+1) 7r+1,q‘
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Beispiel 23. Betrachte den DFA

Y7

Da M insgesamt m =2 Zustande und nur den Endzustand 2 besitzt,
151
L(M) = Lig=Li2=Li, = L(7i5)-
qeE
Um i, 2zu berechnen, benutzen wir die Rekursionsformel

r+l _ 7 T r * T
/Yp7q _Vp,q|/yp,r+1(7r+1,r+1) /Y'r+1,q

und erhalten
Via=Ma2Ma(122) V.2,

711,2 = 7?,2|7(1),1(7?,1)*7?,27
721,2 = ’73,2|’Yg,1 (7?,1)*’79,2-

Um den reguldren Ausdruck 7%12 fir L(M) zu erhalten, gentigt es also,
die reguldren Ausdriicke 771, 779, V5.1, V9.2, V12 und 754 2u berechnen:

. b, q
1,1 1,2 2.1 2.9

0 €lb a a €lb
al(e[b)(elb)a (e[b)la(elb)*a

1 - ~—_— - —_—

b*a e|blab*a

) b*alb*a(elblab*a)* (e|blab*a)

b*a(blab*a)*

2.4 Relationalstrukturen

Korollar 24. Sei L eine Sprache. Dann sind folgende Aussagen dqui-
valent:

o L ist requldr,

e es gibt einen DFA M mit L = L(M),

e es gibt einen NFA N mit L = L(N),

o es gibt einen requliren Ausdruck v mit L = L(7y),

e L ldsst sich mit den Operationen Vereinigung, Produkt und
Sternhiille aus endlichen Sprachen gewinnen,

e L ldasst sich mit den Operationen N, U, Komplement, Produkt
und Sternhiille aus endlichen Sprachen gewinnen.

Wir werden bald noch eine weitere Charakterisierung von REG ken-
nenlernen, namlich durch reguldare Grammatiken. Zuvor befassen wir
uns jedoch mit dem Problem, DFAs zu minimieren. Dabei spielen
Relationen (insbesondere Aquivalenzrelationen) eine wichtige Rolle.

2.4 Relationalstrukturen

Sei A eine nichtleere Menge, R; eine k;-stellige Relation auf A, d.h.
R; ¢ Ak far ¢ = 1,...,n. Dann heifit (A;R;,...,R,) Relational-
struktur. Die Menge A heiit Grundmenge, Tragermenge oder
Individuenbereich der Relationalstruktur.

Wir werden hier hauptsachlich den Fall n =1, k; = 2, also (A, R) mit
R c A x A betrachten. Man nennt dann R eine (binire) Relation
auf A. Oft wird fir (a,b) € R auch die Infix-Schreibweise aRb

benutzt.

Beispiel 25.
o (F,M) mit F'={f]|f ist Fluss in Europa} und

M ={(f,g9) e Fx F| f mindet in g}.
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(U,B) mit U ={x | x ist Berliner} und
B={(x,y) eU xU | x ist Bruder von y}.

e (P(M),<), wobei P(M) die Potenzmenge einer beliebigen Men-
ge M und ¢ die Inklusionsbeziehung auf den Teilmengen von M
15t.

e (A Idy), wobei Ids ={(z,z)|x e A} die Identitidt auf A ist.

e (R,<).

e (Z,]), wobei | die "teilt”-Relation bezeichnet (d.h. alb, falls ein
ceZ mit b=ac existiert). N

Da Relationen Mengen sind, sind auf ihnen die mengentheoreti-
schen Operationen Durchschnitt, Vereinigung, Komplement
und Differenz definiert. Seien R und S Relationen auf A, dann ist

RnS = {(x,y)e Ax A| xRy xSy},
RuS = {(x,y)e Ax A|zRyv xSy},
R-S = {(x,y)e Ax A| xRy n-xSy},
R = (AxA)-R.

Sei allgemeiner M € P(A x A) eine beliebige Menge von Relationen
auf A. Dann sind der Schnitt iiber M und die Vereinigung iiber
M folgende Relationen:

NM
UM

N R={(r.y) | YRe M: xRy},
ReM

U R={(z,y) | IR € M : xRy}.
ReM

Die transponierte (konverse) Relation zu R ist
R" = {(y,x) | xRy}

R wird oft auch mit R~! bezeichnet. Z.B. ist (R,<7) = (R, >).
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Seien R und S Relationen auf A. Das Produkt oder die Komposi-
tion von R und S ist

RoS={(xz,2)e AxA|Jye A: xRy nySz}.

Beispiel 26. Ist B die Relation "ist Bruder von”, V' 7ist Vater von”,
M 7ist Mutter von” und E =V u M 7ist Elternteil von”, so ist Bo
die Onkel-Relation. <

Ubliche Bezeichnungen fiir das Relationenprodukt sind auch R ;S und
R - S oder einfach RS. Das n-fache Relationenprodukt Ro---o R von
R wird mit R™ bezeichnet. Dabei ist R° = Id.

Vorsicht: Das n-fache Relationenprodukt R™ von R sollte nicht mit
dem n-fachen kartesischen Produkt R x--- x R der Menge R verwech-
selt werden. Wir vereinbaren, dass R" das n-fache Relationenprodukt
bezeichnen soll, falls R eine Relation ist.

Eigenschaften von Relationen

Sei R eine Relation auf A. Dann heifit R

reflexiv, falls Vx € A: zRx (also Id4 € R)
irreflexiv, falls Vx e A: -xRx (also Ida < }_%)
symmetrisch, falls Vo,y € A: xRy = yRx (also Rc RT)
asymmetrisch, falls Vz,ye A: xRy = -yRx (also R c ﬁ)

antisymmetrisch, falls Vo,ye A:xRyanyRx = x =1y
(also Rn RT ¢ Id)

konnex, falls Vo, y e A: xRy v yRx
(also Ax Ac RuRT)
semikonnex, falls Ve,ye A:x +y = xRy vyRx
(also Id € Ru RT)
transitiv, falls Vo,y,z€e A: xRy nyRz = xRz
(also R? ¢ R)
gilt.



2 Regulédre Sprachen

Die nachfolgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber die wichtigsten
Relationalstrukturen.

‘ refl. sym. trans. antisym. asym. konnex semikon.

Aquivalenzrelation | v/ v v

(Halb-)Ordnung v v v

Striktordnung v v

lineare Ordnung v v v

lin. Striktord. v v v
Quasiordnung Ve v

In der Tabelle sind nur die definierenden Eigenschaften durch ein ”v"”
gekennzeichnet. Das schliefit nicht aus, dass gleichzeitig auch noch
weitere Eigenschaften vorliegen konnen.

Beispiel 27.

e Die Relation 7ist Schwester von” ist zwar in einer reinen Da-
mengesellschaft symmetrisch, i.a. jedoch weder symmetrisch
noch asymmetrisch noch antisymmetrisch.

e Die Relation 7ist Geschwister von” ist zwar symmetrisch, aber
weder reflexiv noch transitiv und somit keine Aquivalenzrelation.

e (R,<) ist irreflexiv, asymmetrisch, transitiv und semikonnex
und somit eine lineare Striktordnunyg.

e (R,<) und (P(M),<) sind reflexiv, antisymmetrisch und tran-
sitiv und somit Ordnungen.
e (R,<) ist auch konnex und somit eine lineare Ordnung.

e (P(M),c) ist zwar im Fall |M| < 1 konnez, aber im Fall
| M| 22 weder semikonnex noch konnez. N

Graphische Darstellung von Relationen

Eine Relation R auf einer endlichen Menge A kann durch einen ge-
richteten Graphen (oder Digraphen) G = (V, E) mit Knoten-
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menge V = A und Kantenmenge E = R veranschaulicht werden.
Hierzu stellen wir jedes Element z € A als einen Knoten dar und ver-
binden jedes Knotenpaar (z,y) € R durch eine gerichtete Kante (Pfeil).
Zwei durch eine Kante verbundene Knoten heiflen benachbart oder
adjazent.

Beispiel 28. Fir die Relation (A,R) mit A = {a,b,c,d} und
R={(b,c),(b,d),(c,a),(c,d),(d,d)} erhalten wir folgende graphische

Darstellung.
74
e

Der Ausgangsgrad eines Knotens z € V ist deg” (x) = | R[z]|, wobei
R[z]={y €V | zRy} die Menge der Nachfolger von z ist. Entspre-
chend ist deg™(z) = |[{y € V | yRz}| der Eingangsgrad von z und
R[z] ={y € V | yRz} die Menge der Vorgidnger von z. Falls R
symmetrisch ist, werden die Pfeilspitzen meist weggelassen. In diesem
Fall ist d(z) = deg (z) = deg" (z) der Grad von z und R[z] = R™'[z]
heiflt die Nachbarschaft von x. Ist R zudem irreflexiv, so ist G
schleifenfrei und wir erhalten einen (ungerichteten) Graphen.

<

Darstellung durch eine Adjazenzmatrix

Eine Relation R auf einer endlichen (geordneten) Menge A =

{a1,...,a,} lasst sich durch eine boolesche n x n-Matrix Mg = (m;;)
mit
S 1, aiRaj,
771 0, sonst

darstellen. Beispielsweise hat die Relation

R = {(bv C)a (b7 d)> (C,CL), (C> d)7 (d7 d)}
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auf der Menge A = {a,b,c,d} die Matrixdarstellung

Mp =

O = O O
o o O O
oo~ o
— = = O

Darstellung durch eine Adjazenzliste

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, eine endliche Relation R
in Form einer Tabelle darzustellen, die jedem Element x € A seine
Nachfolgermenge R[x] in Form einer Liste zuordnet:

x R[z]
a -
b c¢d
c a,d
d d

Sind Mg = (745) und Mg = (s;;) boolesche n x n-Matrizen fiir R und
S, so erhalten wir fiir 7= Ro S die Matrix My = (¢;;) mit

ti= \V (raAsig)

Die Nachfolgermenge T'[x] von x bzgl. der Relation T = RoS berechnet
sich zu

Tlx]=U{Slylly e Rlz]} = U Slyl.

yeR[x]

Beispiel 29. Betrachte die Relationen R = {(a,a), (a,c),(¢,b),(c,d)}
und S ={(a,b),(d,a),(d,c)} auf der Menge A ={a,b,c,d}.
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Relation R S RoS SoR
®» O 00 @ O
Digraph
@ OO @ OO
1010 0100 0100 0000
Adjazenz- | 0000 0000 0000 0000
matrix 0101 0000 1010 0000
0000 1010 0000 1111
a:a,c a:b a:b a:-
Adjazenz- | b: - b:- b: - b:-
liste C:b,d C:- c:a,c C: -
d:- d:a,c d:- d:a,b,c,d

<

Beobachtung: Das Beispiel zeigt, dass das Relationenprodukt nicht
kommutativ ist, d.h. i.a. gilt nicht RoS =S0o R.

Als néchstes zeigen wir, dass die Menge R = P(A x A) aller bindren
Relationen auf A mit dem Relationenprodukt o als bindrer Operation

und der Relation Idy als neutralem Element eine Halbgruppe (oder
Monoid) bildet.

Satz 30. Seien O, R, S Relationen auf A. Dann gilt
(i) (QoR)oS=Qo(RoS), dh. o ist assoziativ,
(it) Ido R=Rold=R, d.h. Id ist neutrales Element.

Beweis.
(i) Es gilt:
r(QoR)oSy JueA:z(QoR)u AnuSy
JueA:(veA:zQuRu) AuSy
Ju,veA:xQuRuSy
FveA:xQu A (FueA:vRu A uSy)
FveA:zQu(RoS)y

Qo (RoS)y

(N A O
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(i1) Wegen x [doRy < 3z:x=2 A 2z Ry< x Ry folgt IdoR = R.
Die Gleichheit Ro Id = R folgt analog.
|

Manchmal steht man vor der Aufgabe, eine gegebene Relation R
durch eine moglichst kleine Modifikation in eine Relation R’ mit
vorgegebenen Eigenschaften zu tiberfithren. Will man dabei alle in R
enthaltenen Paare beibehalten, dann sollte R’ aus R durch Hinzufiigen
moglichst weniger Paare hervorgehen.

Es lasst sich leicht nachpriifen, dass der Schnitt iber eine Menge
reflexiver (bzw. transitiver oder symmetrischer) Relationen wieder re-
flexiv (bzw. transitiv oder symmetrisch) ist. Folglich existiert zu jeder
Relation R auf einer Menge A eine kleinste reflexive (bzw. transitive
oder symmetrische) Relation R’, die R enthalt.

Definition 31. Sei R eine Relation auf A.

e Die reflexive Hiille von R ist

hre(R) =({S € Ax A|S ist reflexiv und R ¢ S}.

Die symmetrische Hiille von R ist

hsym(R) =S € Ax A|S ist symmetrisch und R < S}.

Die transitive Hiille von R ist
R*=({ScAxA|S ist transitiv und R c S}.

Die reflexiv-transitive Hiille von R ist

R =({S<cAxA|S ist reflexiv, transitiv und R c S}.

Die Aquivalenzhiille von R ist

hao(R) =({S | S ist eine Aquivalenzrelation auf A und R < S}.
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Satz 32. Sei R eine Relation auf A.
(i) hrea(R) = RUldy,
(ii) hsym(R) = RU RT,
(Z“) R* = Uns1 Rn;
(iv) R* =Upnso R",
(v) hao(R)=(RuRT)*.

Beweis. Siehe Ubungen. [ ]

Anschaulich besagt der vorhergehende Satz, dass ein Paar (a,b) genau
dann in der reflexiv-transitiven Hiille R* von R ist, wenn es ein n >0
gibt mit aR"b, d.h. es gibt Elemente zq,...,x, € A mit xg=a, x, =b
und

roRx1Rxy ... 2,1 Rx,,.

In der Graphentheorie nennt man xg, ..
von a nach b.

., x, einen Weg der Linge n

2.4.1 Ordnungs- und Aquivalenzrelationen

Wir betrachten zunéchst Ordnungsrelationen, die durch die drei
Eigenschaften reflexiv, antisymmetrisch und transitiv definiert sind.

Beispiel 33.
e (P(M),9), (Z,<), (R,<) und (N,|) sind Ordnungen. (Z,]) ist
keine Ordnung, aber eine Quasiordnung.

e Fir jede Menge M st die relationale Struktur (P(M);c) eine
Ordnung. Diese ist nur im Fall |M| <1 linear.

e Ist R eine Relation auf A und B <€ A, so ist Rg=Rn (B xB)
die Finschrankung von R auf B.

e FEinschrankungen von (linearen) Ordnungen sind ebenfalls (li-
neare) Ordnungen.
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e Beispielsweise ist (Q,<) die Finschrankung von (R,<) auf Q
und (N,|) die Einschrinkung von (Z,|) auf N. N

Ordnungen lassen sich sehr anschaulich durch Hasse-Diagramme dar-
stellen. Sei < eine Ordnung auf A und sei < die Relation < nId4. Um
die Ordnung < in einem Hasse-Diagramm darzustellen, wird nur
der Graph der Relation

=< < dh <y © x<yr-Izir<z<y

gezeichnet. Fir z <y sagt man auch, y ist oberer Nachbar von x.
Weiterhin wird im Fall x <y der Knoten y oberhalb vom Knoten z
gezeichnet, so dass auf Pfeilspitzen verzichtet werden kann.

Beispiel 34. M

Die Inklusionsrelation auf der Po- {a,b} ® ofa.c} ®{b,c}

tenzmenge P(M) von M = {a,b,c}
lisst sich durch mnebenstehendes {a} (b {c}
Hasse-Diagramm. darstellen.

&

“rees

o
L® 6 (D
O
<

Definition 35. Sei < eine Ordnung auf A und sei b ein Element in
einer Teilmenge B € A.

Schrinken wir die “teilt”-Relation
auf die Menge {1,2,...,10} ein,
so erhalten wir folgendes Hasse-
Diagramm.

e b heifit kleinstes Element oder Minimum von B (kurz
b=min B), falls gilt:

Ve B:b<.
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e b heifst groBtes Element oder Maximum von B (kurz
b=max B), falls gilt:

Vb' e B:b' <b.

e b heifst minimal in B, falls es in B kein kleineres Element
qibt:
Ve B:b' <b=1"=b.

e b heifst maximal in B, falls es in B kein grofieres Element
qibt:
Vo'e B:b<b =b=1"

Bemerkung 36. Da Ordnungen antisymmetrisch sind, kann es in
jeder Teilmenge B hdochstens ein kleinstes und hochstens ein grofites
Element geben. Die Anzahl der minimalen und maximalen Elemente
in B kann dagegen beliebig grofs sein.

Definition 37. Sei < eine Ordnung auf A und sei B ¢ A.

o Jedes Element ue A mit u <b fir alle be B heifit untere und
jedes o€ A mit b<o fiir alle be B heifst obere Schranke von
B.

e B heif$t nach oben beschrankt, wenn B eine obere Schran-
ke hat, und nach unten beschrankt, wenn B eine untere
Schranke hat.

e B heifit beschrankt, wenn B nach oben und nach unten be-
schrankt ist.
e Besitzt B eine grofite untere Schranke v, d.h. besitzt die Menge

U aller unteren Schranken von B ein grofites Element i, so
heifit i das Infimum von B (kurz i =inf B):

(VbeB:b>i)A[VueA: (VbeB:b>u) = u<i].



2 Regulédre Sprachen

e Besitzt B eine kleinste obere Schranke s, d.h. besitzt die Menge
O aller oberen Schranken von B ein kleinstes Element s, so
heifit s das Supremum von B (s =sup B):

(VbeB:b<s)A[Voe A: (Vbe B:b<o) = s<0]

Bemerkung 38. B kann nicht mehr als ein Supremum und ein
Infimum haben.

Beispiel 39. Betrachte nebenstehende Ordnung auf der Menge A =
{a,b,c,d,e}. Die folgende Tabelle zeigt fir verschie-

dene Teilmengen B € A alle minimalen und maxi- OO
malen Elemente in B Minimum und Mazimum, alle omo

unteren und oberen Schranken, sowie Infimum und \@

Supremum von B (falls existent).

untere obere

B minimal maximal min max inf sup
Schranken
{a,b} a,b a,b - - c¢de - - -
{c,d} c,d c,d - - e ab e -
{a,b,c} c a,b c - c,e - c -
{a,b,c,e} e a,b e - - e -
{a,c,d, e} e a e a e a e a

Bemerkung 40.

e Auch in linearen Ordnungen muss nicht jede beschrdankte Teil-
menge ein Supremum oder Infimum besitzen.

e So hat in der linear geordneten Menge (Q,<) die Teilmenge
B={zeQ|2?<2} = {zeQ|2?<2)}

weder ein Supremum noch ein Infimum.

2.4 Relationalstrukturen

e Dagegen hat in einer linearen Ordnung jede endliche Teilmenge
ein kleinstes und ein griftes Element und somit erst recht ein
Supremum und ein Infimum.

Als néchstes betrachten wir Aquivalenzrelationen, die durch die drei
Eigenschaften reflexiv, symmetrisch und transitiv definiert sind.

Ist E eine Aquivalenzrelation, so nennt man die Nachbarschaft E[z]
die von = reprisentierte Aquivalenzklasse und bezeichnet sie
mit [x]g oder einfach mit [z]. Eine Menge S ¢ A heifit Représen-
tantensystem, falls sie genau ein Element aus jeder Aquivalenzklasse
enthalt.

Beispiel 41.

e Auf der Menge aller Geraden im R? die Parallelitit. Offen-
bar bilden alle Geraden mit derselben Richtung (oder Steigung)
jeweils eine Aquivalenzklasse. Daher wird ein Reprdsentanten-
system beispielsweise durch die Menge aller Ursprungsgeraden
gebildet.

o Auf der Menge aller Menschen “im gleichen Jahr geboren wie”.
Hier bildet jeder Jahrgang eine Aquivalenzklasse.

e Auf 7Z die Relation "gleicher Rest bei Division durch m” Die
zugehdrigen Aquivalenzklassen sind

[r]={a€Z|a=r modm}, r=0,1,...,m—-1.

Ein Reprdsentantensystem wird beispielsweise durch die Reste
0,1,...,m—1 gebildet. <

Definition 42. Eine Familie {B; |i € I} von nichtleeren Teilmengen
B; € A heifst Partition der Menge A, falls gilt:

a) die Mengen B; iiberdecken A, d.h. A = U B; und

b) die Mengen B; sind paarweise disjunkt, d.h. fir je zwei ver-
schiedene Mengen B; # B; gilt B;n B; = @.
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Die Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation £ bilden eine Parti-
tion {[z] |z € A} von A (siehe Satz 43). Diese Partition wird auch
Quotienten- oder Faktormenge genannt und mit A/FE bezeichnet.
Die Anzahl der Aquivalenzklassen von E wird auch als der Index
von E bezeichnet. Wie der néchste Satz zeigt, beschreiben Aquiva-
lenzrelationen auf A und Partitionen von A denselben Sachverhalt.

Satz 43. Sei E eine Relation auf A. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent.

(i) E ist eine Aquivalenzrelation auf A.
(it) Fir alle x,y € A gilt

rBy < Elz] = E[y]  (¥)
(iii) Es gibt eine Partition {B; |i €I} von A mit
xEy< Jiel:x,ye B,

Bewess.

(i) = (ii) Sei E eine Aquivalenzrelation auf A. Da E transitiv ist,
impliziert z By die Inklusion Efy] ¢ E[z]:

ze Bly]=>yEz=2Ez= z ¢ E[z].

Da E symmetrisch ist, folgt aus xEy aber auch E[x] c E[y].

Umgekehrt folgt aus E[x] = E[y] wegen der Reflexivitat von E,
dass y € E[y] = E[z] enthalten ist, und somit zEy. Dies zeigt,
dass F die Aquivalenz (*) erfiillt.

(i1) = (iii) Wir zeigen, dass die Aquivalenzklassen E[z], z € A, die
Menge A partitionieren, falls £ die Bedingung () erfiillt.
Wegen E[x] = E[z] folgt xEx und somit = € E[z]. Folglich
tiberdecken die Mengen E[z] die Menge A.

Ist E[z] n E[y] # @ und z ein Element in E[xz]n E[y], so gilt
rFEz und yEz und daher folgt F[z] = E[z] = Ely].
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(i71) = (i) Existiert schlieflich eine Partition {B; |i € [} von A mit
xFEy < Jiel:xye B, soist E reflexiv, da zu jedem x € A
eine Menge B; mit x € B; existiert. Zudem ist £ symmetrisch,
da aus x,y € B; auch y,x € B; folgt. Und E ist transitiv, da aus
x,y € B; und y, 2z € B; wegen z € B; n B; die Gleichheit B; = B;
und somit z, z € B; folgt.

[

Die kleinste Aquivalenzrelation auf A ist die Identitét Id 4, die groBte
die Allrelation A x A. Die Aquivalenzklassen der Identitit enthalten
jeweils nur ein Element, d.h. A/Ids = {{z} |z € A}, und die Allrelati-
on erzeugt nur eine Aquivalenzklasse, namlich A/(A x A) = {A}.

Fiir zwei Aquivalenzrelationen F ¢ E’ sind auch die Aquivalenzklas-
sen [x]g von E in den Klassen [x]g von E’ enthalten. Folglich ist
jede Aquivalenzklasse von E’ die Vereinigung von (evtl. mehreren)
Aquivalenzklassen von E. E bewirkt also eine feinere Partitionierung
als £’. Demnach ist die Identitét die feinste und die Allrelation die
grobste Aquivalenzrelation.

{M}

Die feiner-Relation auf
der Menge aller Parti-
tionen von M = {a,b, c}
hat das folgende Hasse-
Diagramm:

a0}, {c}} ®{{a,c},{b}}

{{a}, {b;c}}

{{a}, {0}, {¢}}

2.4.2 Abbildungen

Definition 44. Sei R eine bindre Relation auf einer Menge M.



2 Regulédre Sprachen

R heifst rechtseindeutig, falls fiir alle x,y,z € M gilt:

TRynzRz =y =z

R heifit linkseindeutig, falls fiir alle x,y,z € M gilt:

rRzAnyRz=x =1y.

Der Nachbereich N(R) und der Vorbereich V(R) von R
sind
N(R) = |J R[z] und V(R)=|J R"[x].
xeM reM
Eine rechtseindeutige Relation R mit V(R) = A und N(R) < B
heifit Abbildung oder Funktion von A nach B (kurz
R:A- B).

Bemerkung 45.

Wie 1tiblich werden wir Abbildungen meist mit kleinen Buchsta-
ben f,q,h,... bezeichnen und fir (x,y) € f nicht xfy sondern
f(z) =y oder f:x~y schreiben.

Ist f: A— B eine Abbildung, so wird der Vorbereich V(f)=A
der Definitionsbereich und die Menge B der Wertebereich
oder Wertevorrat von f genannt.

Der Nachbereich N(f) wird als Bild von f bezeichnet.

Definition 46.

Im Fall N(f) = B heifit [ surjektiv.

Ist f linkseindeutig, so heifst f injektiv. In diesem Fall impli-
ziert f(z) = f(y) die Gleichheit x =y.

Fine injektive und surjektive Abbildung heifst bijektiv.

Ist f injektiv, so ist auch f~': N(f) — A eine Abbildung, die
als die zu f inverse Abbildung bezeichnet wird.

Man beachte, dass der Definitionsbereich V' (f=') = N(f) von f~! nur
dann gleich B ist, wenn f auch surjektiv, also eine Bijektion ist.

2.4 Relationalstrukturen

2.4.3 Homo- und Isomorphismen

Definition 47. Seien (A1, Ry) und (As, Re) Relationalstrukturen.
e FEine Abbildung h : Ay -» As heifst Homomorphismus, falls

fiir alle a,be Ay gilt:

aRyb = h(a)Ryh(b).

e Sind (A1, Ry) und (As, Re) Ordnungen, so spricht man von

Ordnungshomomorphismen oder einfach von monotonen
Abbildungen.

e Injektive Ordnungshomomorphismen werden auch streng mo-

notone Abbildungen genannt.

Beispiel 48. Folgende Abbildung h: Ay — Ay ist ein bijektiver Ord-
nungshomomorphismus.

Obwohl h ein bijektiver Homomorphismus ist, ist die Umkehrung h™!
kein Homomorphismus, da h™ nicht monoton ist. Es gilt ndamlich

2c3, aber h'(2)=b¢c=h"1(3).
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Definition 49. FEin bijektiver Homomorphismus h : Ay — As, bei
dem auch h=' ein Homomorphismus ist, d.h. es gilt

Va, be A1 : CLRlb <~ h(a)th(b)

heifit Isomorphismus. In diesem Fall heifsen die Strukturen (Ay, Ry)
und (A27 RQ) isomorph (l{?UTZ (Al, Rl) = (AQ, Rg))
Beispiel 50.

e Die Abbildung h:R - R* mit

h:xzw—e®

ist ein Ordnungsisomorphismus zwischen (R, <) und (R*,<).
e Es existieren genau 5 nichtisomorphe Ordnungen mit 3 Elemen-
ten:

Anders ausgedrickt: Die Klasse aller dreielementigen Ordnungen
zerfillt unter der Aquivalenzrelation = in fiinf Aquivalenzklassen,
die durch obige finf Hasse-Diagramme reprdsentiert werden.

o IirneN sei

T, = {keN|k teilt n}
die Menge aller Teiler von n und
P, = {peT,|p ist prim}
die Menge aller Primteiler von n. Dann ist die Abbildung
h:kw— P,

ein (surjektiver) Ordnungshomomorphismus von (T,,|) auf
(P(P,),<). h ist sogar ein Isomorphismus, falls n quadratfrei
ist (d.h. es gibt kein k > 2, so dass k* die Zahl n teilt).
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e Die beiden folgenden Graphen G und G' sind isomorph. Zwei
Isomorphismen sind beispielsweise hy und hs.

12345
hi(v)|13524
ha(v)|14253

e Wihrend auf der Knotenmenge V = [3] insgesamt 23 = 8 wver-
schiedene Graphen existieren, gibt es auf dieser Menge nur 4
verschiedene nichtisomorphe Graphen:

VANVAN

Bemerkung 51. Auf der Knotenmenge V ={1,...,n} existieren ge-
nau 2() verschiedene Graphen. Sei a(n) die Anzahl aller nichtisomor-
phen Graphen auf V. Da jede Isomorphieklasse mindestens einen und
héchstens n! verschiedene Graphen enthdlt, ist 2(3)/71! <a(n) < 2(5).

o [ ]
o o *———O

<

Tatsdchlich ist a(n) asymptotisch gleich u(n) = 2)/n! (in Zei-
chen: a(n) ~u(n)), d.h.

lim a(n)/u(n) = 1.

Also gibt es auf V ={1,...,n} nicht wesentlich mehr als u(n) nicht-
isomorphe Graphen.
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2.5 Minimierung von DFAs

Wie kénnen wir feststellen, ob ein DFA M = (Z,3,4, qo, ') unnétige
Zustande enthalt? Zunéchst einmal konnen alle Zustidnde entfernt
werden, die nicht vom Startzustand aus erreichbar sind. Im folgenden
gehen wir daher davon aus, dass M keine unerreichbaren Zustande
enthélt. Offensichtlich konnen zwei Zustéinde ¢ und p zu einem Zu-
stand verschmolzen werden (kurz: ¢ ~ p), wenn M von ¢ und von p
ausgehend jeweils dieselben Worter akzeptiert. Bezeichnen wir den
DFA (Z,%,6,q,E) mit M, und L(M,) mit L,, so sind ¢ und p genau
dann verschmelzbar, wenn L, = L,, ist.

Fassen wir alle zu einem Zustand z dquivalenten Zustande in dem

neuen Zustand

[2].={2"e€Z|L.,=L.}
zusammen (wofiir wir auch kurz [2] oder Z schreiben) und ersetzen
wir Z und £ durch Z ={Z |z € Z} und £ = {Z| z € E}, so erhalten
wir den DFA M’ =(Z,%,§, o, F') mit

—_—

0'(q,a) = 4(q, ).

Hierbei bezeichnet Q) fiir eine Teilmenge @ € Z die Menge {q | ¢ € Q}
aller Aquivalenzklassen g, die mindestens ein Element ¢ € () enthalten.
Der nachste Satz zeigt, dass M’ tatsédchlich der gesuchte Minimalau-
tomat ist.

Satz 52. Sei M = (Z,%,0,q0, E) ein DFA, der nur Zustinde ent-
hdlt, die vom Startzustand qo aus erreichbar sind. Dann ist M’ =
(Z,%,0, G0, E) mit

6'(g,a) = d(q, a)

ein DFA fir L(M) mit einer minimalen Anzahl von Zustinden.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass ¢’ wohldefiniert ist, also der Wert
von §’(q, a) nicht von der Wahl des Repréasentanten ¢ abhéngt. Hierzu
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zeigen wir, dass im Fall p ~ ¢ auch 0(q,a) und 6(p, a) dquivalent sind:

L,=L, VeeX'ioxeLlL,«<xel,

VeeX tarxe Ly < axel,

VreeX' :x € Lsga) < T € Lspa)

by

Ls(g,0) = Lo(p,a)-

Als néchstes zeigen wir, dass L(M') = L(M) ist. Sei =y ...z, eine
Eingabe und seien

q; =S((]0,ZL'1...ZL'Z'), 2'=(),...,n
die von M beim Abarbeiten von x durchlaufenen Zustiande. Wegen
0" (Gic1, i) = 0(gim, 7) = Gi

durchlauft M’ dann die Zustiande

607617-"7%1-

Da aber ¢, genau dann zu E gehort, wenn §, € E ist, folgt
L(M'") = L(M) (man beachte, dass ¢, entweder nur Endzusténde
oder nur Nicht-Endzusténde enthélt, vgl. Beobachtung 53).

Es bleibt zu zeigen, dass M’ eine minimale Anzahl | Z|| von Zustéinden
hat. Dies ist sicher dann der Fall, wenn bereits M minimal ist. Es
reicht also zu zeigen, dass die Anzahl k = | Z| = |{L, | ¢ € Z}| der
Zustande von M’ nicht von M, sondern nur von L = L(M) abhéngt.
Fir z e ¥* sei

L,={yeX |xyeL}.

Dann gilt {L, | = € ¥*} ¢ {L, | ¢ € Z}, da L, = Ly, . ist.
Die umgekehrte Inklusion gilt ebenfalls, da nach Voraussetzung
jeder Zustand g € Z iiber ein x € X* erreichbar ist. Also héngt
k=|{LylqeZ}| =|{Ls |z €X*}| nur von L ab. ]
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Eine interessante Folgerung aus obigem Beweis ist, dass fiir eine re-
guldre Sprache L ¢ ¥* die Menge {L, | x € ¥*} nur endlich viele
verschiedene Sprachen enthélt, und somit die durch

TRy Ly, =1,

auf ¥* definierte Aquivalenzrelation R; endlichen Index hat.

Fir die algorithmische Konstruktion von M’ aus M ist es notwendig
herauszufinden, ob zwei Zustdnde p und ¢ von M &quivalent sind oder
nicht.

Bezeichne AAB = (AN B)u (B~ A) die symmetrische Differenz von
zwei Mengen A und B. Dann ist die Indquivalenz p 4 ¢ zweier Zustéan-
de p und ¢ gleichbedeutend mit L,AL, #+ @. Wir nennen ein Wort
x € L,AL, einen Unterscheider zwischen p und g.

Beobachtung 53.

e FEndzustinde p € E sind nicht mit Zustinden q € Z~\ E dquivalent
(da sie durch e unterschieden werden).

e Wenn §(p,a) und 6(q,a) indquivalent sind, dann auch p und q
(da jeder Unterscheider x von 6(p,a) und 6(q,a) einen Unter-
scheider ax von p und q liefert).

Wenn also D nur Paare von indquivalenten Zustanden enthélt, dann
trifft dies auch auf die Menge

D'={{p,q} [JaeX:{é(p,a),i(q,a)} € D}

zu. Wir konnen somit ausgehend von der Menge

Do={{p,q} |peE,q¢ L}

eine Folge von Mengen

DycDycc{{zz2'}ycZ|z+2"}

2.5 Minimierung von DFAs

mittels der Vorschrift
Divi=Diu{{p,q} |JaeX:{6(p,a),d(q,a)} € Dy}

berechnen, indem wir zu D; alle Paare {p, ¢} hinzufiigen, fir die eines
der Paare {0(p,a),d(q,a)}, a € &, bereits zu D; gehort. Da Z endlich
ist, muss es ein j mit Dj;,; = D; geben. In diesem Fall gilt (siehe
Ubungen):
pta<A{paeD;

Folglich kann M’ durch Verschmelzen aller Zusténde p,q mit {p,q} ¢
D; gebildet werden. Der folgende Algorithmus berechnet fiir einen
beliebigen DFA M den zugehorigen Minimal-DFA M.

Algorithmus min-DFA(M)

I Input: DFA M = (Z,%,0,qo, F)
entferne alle nicht erreichbaren Zustaende
D'={{z,7}|zeE 2 ¢FE}

ot (IS w no

repeat
D:=D
o D':=Du{{p,q}|IaeX:{i(p,a),6(¢.a)} € D}
© until D'=D

s OQutput: M’ =(Z,%,8, G, E), wobei fiir jeden Zustand
zeZgilt: Z={z}u{z' e Z|{z,2'} ¢ D}

Beispiel 54. Betrachte den DFA M

ib

Dann enthdlt Dy die Paare
{1,3},{1,6},{2,3},{2,6},{3,4},{3,5},{4,6},{5,6}.
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Die Paare in Dy sind in der folgenden Matriz durch den Unterscheider
e markiert.

S T = W N

M| m
M| |2 |m

123 45
Wegen

{p,q} {1,4y {1,5} {2,4} {2,5}
{0(q,a),0(p,a)} | {2,3} {2,6} {1,3} {1,6}

enthdlt Dy zusdtzlich die Paare {1,4}, {1,5}, {2,4}, {2,5} (in obiger
Matriz durch den Unterscheider a markiert). Da die verbliebenen
Paare {1,2}, {3,6}, {4,5} wegen

{p,q}
{0(p,a),0(q,a)}
{o(p,b),6(q,b)}

{1,2} {3,6} {4,5}
{1,2} {4,5} {3,6}
{3,6} {1,2} {4,5}

nicht zu Dy hinzugefiigt werden kénnen, ist Dy = D1. Aus den unmar-
kierten Paaren {1,2}, {3,6} und {4,5} erhalten wir die Aquivalenz-
klassen

1={1,2}, 3={3,6} und 4={4,5},
die auf folgenden Minimal-DFA M’ fiihren:

b a
RO==0 =0
a b
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Es ist auch moglich, einen Minimalautomaten M; direkt aus einer
reguldren Sprache L zu gewinnen (also ohne einen DFA M fiir L zu
kennen). Da wegen

3(q07‘r> = 8(Q07y) g 8((]0,1') ~ S(q07y)
< L; Lé(qo,y)

zwei Eingaben x und y den DFA M’ genau dann in denselben Zu-

< L,=1,

(q0,x) ~

stand (g, ) = 0(qo,y) tiberfithren, wenn L, = L, ist, konnen wir

den von M’ bei Eingabe x erreichten Zustand 5((10,1“) auch mit
der Sprache L, bezeichnen. Dies fiihrt auf den zu M’ isomorphen
(also bis auf die Benennung der Zustande mit M’ identischen) DFA
ML = (ZL7 E, 5L7 LE, EL) mit

Zr {L,|zeX},
Ep {L,|x €L} und
5L(Lx,a) = Lza.

Notwendig und hinreichend fiir die Existenz von M, ist, dass Ry,
endlichen Index hat, also die Menge {L, | z € ¥*} endlich ist.

Beispiel 55. Fir L={zy...2,€{0,1}*|n>2 und x,_41 =0} ist

L, x€{e,1} oder x endet mit 11,
I - Lu{0,1}, x=0 oder z endet mit 10,

Lu{e 0,1}, x endet mit 00,

Lu{e}, x endet mit 01.

Somit erhalten wir den folgenden Minimalautomaten M, .
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<

Im Fall, dass M bereits ein Minimalautomat ist, sind alle Zustande
von M’ von der Form ¢ = {q}, so dass M isomorph zu M’ und damit
auch isomorph zu M, ist. Dies zeigt, dass alle Minimalautomaten fiir
eine Sprache L isomorph sind.

Satz 56 (Myhill und Nerode).
1. REG ={L| Ry, hat endlichen Index}.

2. Sei L reguldr und sei index(Ry) der Index von Ryp. Dann gibt
es fir L bis auf Isomorphie genau einen Minimal-DFA. Dieser
hat index(Ry) Zustinde.

Beispiel 57. Sei L ={a’b'|i>0}. Wegen b’ € LyiAL,; firi+j hat
Ry, unendlichen Index, d.h. L ist nicht requldr. N

Die Zusténde von M; kénnen anstelle von L, auch mit den Aqui-
valenzklassen [z]g, (bzw. mit geeigneten Reprisentanten) benannt
werden. Der resultierende Minimal-DFA Mg, = (Z,%,4,[¢], F) mit

A = {[x]RL |I€E*},
E = {[z]g, |z €L} und
5([x]RL7a) = [Ia]RL

wird auch als Aquivalenzklassenautomat bezeichnet.

Die Konstruktion von Mp, ist meist einfacher als die von M}, da die
Bestimmung der Sprachen L, entfillt. Um die Uberfithrungsfunktion
von Mp, aufzustellen, reicht es, ausgehend von r; = ¢ eine Folge
ri,...,Tr von paarweise bzgl. R indquivalenten Woértern zu bestim-
men, so dass zu jedem Wort 7;a, a € X, ein r; mit r,aRpr; existiert.
In diesem Fall ist §([r;],a) = [r;a] = [r;].

Beispiel 58. Fir die Sprache L ={xy... 2, € {0,1}* | 2,1 =0} lasst
sich Mg, wie folgt konstruieren:
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Wir beginnen mit r = €.
Da r10 =0 ¢ [e] ist, wihlen wir ro =0 und setzen §([¢],0) = [0].
Da 1 =1¢€[e] ist, setzen wir §([¢],1) = [£].
Da r,0 = 00 ¢ [e] u[0] ist, ist r3 = 00 wund wir setzen
6([0],0) = [00].
5. Daryl =01¢[e]u[0]u[00] ist, wihlen wir ry =01 und setzen
6([0],1) = [01].
6. Da die Worter r30 = 000 € [00], 731 =001 € [01], 740 =010 € [
und r41 = 011 € [¢] sind, setzen wir 6([00],0) =[00], 6([00],1)
[01], 6([01],0) = [0] und 6([01],1) = [£].
Wir erhalten also folgenden Minimal-DFA Mg, :

e v~

0]

Wir fassen nochmals die wichtigsten Ergebnisse zusammen.
Korollar 59. Sei L eine Sprache. Dann sind folgende Aussagen dqui-
valent:

o L ist requldr,

e es gibt einen DFA M mit L = L(M),

e es gibt einen NFA N mit L = L(N),

o es gibt einen requldren Ausdruck v mit L = L(7y),

e die Aquivalenzrelation Ry, hat endlichen Index.

Wir werden im néchsten Abschnitt noch eine weitere Methode kennen-
lernen, mit der man beweisen kann, dass eine Sprache nicht regulér
ist, namlich das Pumping-Lemma.
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2.6 Das Pumping-Lemma

Wie kann man von einer Sprache nachweisen, dass sie nicht regulér ist?
Eine Moglichkeit besteht darin, die Kontraposition folgender Aussage
anzuwenden.

Satz 60 (Pumping-Lemma fir reguldre Sprachen).
Zu jeder requldren Sprache L gibt es eine Zahl l, so dass sich alle
Worter x € L mit |x| > 1 in x = uwow zerlegen lassen mit

1. v#e,
2. Juv| <1 und
3. wv'w € L fiir alle i > 0.

Fulls eine Zahl | mit diesen Figenschaften existiert, wird das kleinste
solche | die Pumping-Zahl von L genannt.

Beweis. Sei M = (Z,%,0,qy,FE) ein DFA fur L und sei [ = ||Z]|
die Anzahl der Zustinde von M. Setzen wir M auf eine Eingabe
x=2x1...¢, € L der Lange n > [ an, so muss M nach spatestens [
Schritten einen Zustand ¢ € Z zum zweiten Mal besuchen:

Hj,k:()sj<k£l/\5(q0,x1...xj):S(qo,xl...wk):q.

Wiahlen wir nun w =21 ...2;, v = Tjs1 ... 2, und W = Tgyq . . . Ty, SO ist
v =k -7 21 und |uv| =k <. Ausserdem gilt uv'w € L fiir i > 0, da
wegen d(q,v) =q

g(q07uviw) = 5(8(8((]0’ u)7vi)7 'LU) = 8(8((]7’02), 'LU) = 8(6107 33) el
~—— ~——
q q

ist. []

Beispiel 61. Die Sprache

L={xe{a,b}" | #a(x) - #(x) =3 1}
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hat die Pumping-Zahl | = 3. Sei ndamlich x € L beliebig mit |x| > 3.
Dann ldasst sich innerhalb des Prdfizes von x der Ldnge drei ein
nichtleeres Teilwort v finden, das gepumpt werden kann:

1. Fall: = hat das Prdfiz ab (oder ba).

Zerlege x = uvw mit u=¢ und v =ab (bzw. v ="ba).
2. Fall: x hat das Prifix aab (oder bba).

Zerlege x = uvvow mit uw=a (bzw. w="0) und v =ab (bzw. v ="ba).
3. Fall: x hat das Prifix aaa (oder bbb).

Zerlege x = uvw mit uw=¢ und v = aaa (bzw. v =0bbb). <

Beispiel 62. Eine endliche Sprache L hat die Pumping-Zahl

L=g,

[ = 0
max{|z|+ 1|z e L}, sonst

Tatsdchlich lisst sich jedes Wort x € L der Linge |x| > | ,,pumpen®
(da solche Warter gar nicht existieren), weshalb die Pumping-Zahl
héchstens 1 ist. Zudem gibt es im Fall I >0 ein Wort x € L der Ldinge
|z| =1-1, das sich nicht ,pumpen® lisst, weshalb die Pumping-Zahl
nicht kleiner als | sein kann. <

Wollen wir mit Hilfe des Pumping-Lemmas von einer Sprache L zeigen,
dass sie nicht regular ist, so geniigt es, fiir jede Zahl [ ein Wort = € L
der Léange |x| > | anzugeben, so dass fir jede Zerlegung von x in drei
Teilworter u, v, w mindestens eine der drei in Satz 60 aufgefithrten
Eigenschaften verletzt ist.

Beispiel 63. Die Sprache
L={a’b?|j>0}

ist nicht requldr, da sich fir jede Zahll >0 das Wort x = a'b! der
Lange x| = 21 > 1 in der Sprache L befindet, welches offensichtlich
nicht in Teilworter u,v,w mit v # € und wv?w € L zerlegbar ist. <
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Beispiel 64. Die Sprache
L={a"|n>0}

ist ebenfalls nicht requldr. Andernfalls misste es namlich eine Zahl
[ geben, so dass jede Quadratzahl n? >1 als Summe von natirlichen
Zahlen u + v +w darstellbar ist mit der Eigenschaft, dass v > 1 und
u+v <l ist, und fir jedes i >0 auch u+1iv+w eine Quadratzahl ist.
Insbesondere miisste also u+2v +w = n?+ v eine Quadratzahl sein,
was wegen

n*<n?+v<n®+l<n?+2l+1=(n+1)>
ausgeschlossen ist. <
Beispiel 65. Auch die Sprache
L ={a"|p prim }

ist nicht requldr, da sich sonst jede Primzahl p einer bestimmten
Mindestgrofie | als Summe von natirlichen Zahlen w+v+w darstellen
liefie, so dass v > 1 und fir alle i >0 auch u+iv+w=p+ (i-1)v
prim ist. Dies ist jedoch firi=p+1 wegen

p+(p+1-1Dv=p(l+v)
nicht der Fall. <

Bemerkung 66. Mit Hilfe des Pumping-Lemmas kann nicht fir jede
Sprache L ¢ REG gezeigt werden, dass L nicht regquldr ist, da seine
Umkehrung falsch ist. So hat beispielsweise die Sprache

L={a'bic"|i=0 oder j =k}

die Pumping-Zahl 1 (d.h. jedes Wort x € L mit Ausnahme von € kann
»gepumpt® werden). Dennoch ist L nicht requlir (siehe Ubungen).
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2.7 Grammatiken

Eine beliebte Methode, Sprachen zu beschreiben, sind Grammatiken.
Implizit haben wir hiervon bei der Definition der reguldren Ausdriicke
bereits Gebrauch gemacht.

Beispiel 67. Die Sprache RA aller requldren Ausdricke tiber ei-
nem Alphabet ¥ = {a,...,ax} ldsst sich aus dem Symbol R durch
wiederholte Anwendung folgender Regeln erzeugen:

R - @, R - RR,
R — ¢, R—>(R|R),
R—ai=1,. .k R - (R)*.

<

Definition 68. Fine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, %, P,S),
wobei

e V eine endliche Menge von Variablen (auch Nichtterminal-
symbole genannt),

e Y das Terminalalphabet,

e Pc(VuX)*x(VuX)* eine endliche Menge von Regeln (oder
Produktionen) und

e S eV die Startvariable ist.

Fir (u,v) € P schreiben wir auch kurz u - v bzw. v - v, wenn die
benutzte Grammatik aus dem Kontext ersichtlich ist.

Definition 69. Seien o, € (V uX)*.
a) Wir sagen,  ist aus a in einem Schritt ableitbar (kurz:
a =g ), falls eine Regel u »g v und Worter I,r € (V uX)*
existieren mit
a = lur und B = lor.

Hierfiir schreiben wir auch lur =g lvr. (Man beachte, dass
durch Unterstreichen von u in o sowohl die benutzte Regel als
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auch die Stelle in «, an der u durch v ersetzt wird, eindeutig
erkennbar sind.)

b) Eine Folge o = (lg,u0,70), - - - (L, Um, Tm) von Tripeln (I;, u;, r;)
heifst Ableitung von 5 aus «, falls gilt:
e lougro =, lypumry, = B und
o liuir; = LU i firi=0,...,m-1.

Die Lange von o ist m und wir notieren o auch in der Form
lougro = hiuiry = -+ = Ly 1Um1Tm-1 = LU T
¢) Die durch G erzeugte Sprache ist
L(G) ={x eX*| S = x}.

d) Ein Wort cce (V UX)* mit S =% o heifit Satzform von G.

Zur Erinnerung: Die Relation =* bezeichnet die reflexive, transitive
Hiille der Relation =, d.h. a =* ( bedeutet, dass es ein n > 0 gibt mit
«a =" 3. Hierzu sagen wir auch, (3 ist aus « (in n Schritten) ableitbar.
Die Relation =™ bezeichnet das n-fache Produkt der Relation =, d.h.
es gilt a =" (3, falls Worter ay, . .

., a, existieren mit
e ap=q, a, =/ und

o ;= fliri=0,...,n-1.

Beispiel 70. Wir betrachten nochmals die Grammatik G = ({R}, X u
{@,¢,(,),*,|}, P, R), die die Menge der requliren Ausdriicke tuber dem
Alphabet ¥ erzeugt, wobei P die oben angegebenen Regeln enthdlt. Ist
Y. ={0,1}, so lasst sich der requlire Ausdruck (01)*(e|@) beispielsweise
wie folgt ableiten:

R= RR= (R)"R= (RR)"R= (ER)"(R|R)
= (0R)"(R|R) = (01)"(B|R) = (01)"(e[R) = (01)"(|@)
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Man unterscheidet vier verschiedene Typen von Grammatiken.

Definition 71. Sei G = (V, %, P, S) eine Grammatik.
1. G heifst vom Typ 3 oder reguldr, falls fir alle Regeln u — v
gilt: ue V und ve XV uX u{e}.
2. G heifst vom Typ 2 oder kontextfrei, falls fiir alle Regeln
u—>v gilt: ueV.
3. G heifit vom Typ 1 oder kontextsensitiv, falls fir alle Regeln

u = v git: |v| > |u| (mit Ausnahme der e-Sonderregel, siehe
unten).

4. Jede Grammatik ist automatisch vom Typ O.

e-Sonderregel: In einer kontextsensitiven Grammatik G =
(V,X, P,S) kann auch die verkiirzende Regel S — ¢ benutzt wer-
den. Aber nur, wenn das Startsymbol S nicht auf der rechten Seite
einer Regel in P vorkommt.

Die Sprechweisen ,vom Typ ¢ bzw. ,regulér®, ,kontextfrei* und , kon-
textsensitiv werden auch auf die durch solche Grammatiken erzeugte
Sprachen angewandt. (Der folgende Satz rechtfertigt dies fir die regu-
laren Sprachen, die wir bereits mit Hilfe von DFAs definiert haben.)
Die zugehorigen neuen Sprachklassen sind

CFL = {L(G) | G ist eine kontextfreie Grammatik},
(context free languages) und
CSL = {L(G) | G ist eine kontextsensitive Grammatik}
(context sensitive languages). Da die Klasse der Typ 0 Sprachen

mit der Klasse der rekursiv aufzidhlbaren (recursively enumerable)
Sprachen iibereinstimmt, bezeichnen wir diese Sprachklasse mit

RE = {L(G) | G ist eine Grammatik}.
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Die Sprachklassen
REG c CFL c CSL c RE

bilden eine Hierarchie (d.h. alle Inklusionen sind echt), die so genannte
Chomsky-Hierarchie.

Als néchstes zeigen wir, dass sich mit regularen Grammatiken gerade
die reguldren Sprachen erzeugen lassen. Hierbei erweist sich folgende
Beobachtung als ntitzlich.

Lemma 72. Zu jeder reguldaren Grammatik G = (V,%, P,S) gibt es
eine dquivalente requlire Grammatik G', die keine Produktionen der
Form A — a hat.

Beweis. Betrachte die Grammatik G’ = (V' X, P',S) mit

VI
Pl

VU{Xneu}a
{A=aXpeu | A—galu{X,e > cfuP~N(VxX).

Es ist leicht zu sehen, dass G’ die gleiche Sprache wie G erzeugt. =

Satz 73. REG = {L(G) | G ist eine requlire Grammatik}.

Beweis. Sei L € REG und sei M = (Z,%,6,q, F) ein DFA mit
L(M) = L. Wir konstruieren eine reguldre Grammatik G = (V, 3, P, S)
mit L(G) = L. Setzen wir

Z
qo und

{a—=ap|d(q,a)=pfu{qg—c|qe L},

Y

e
S
P

2.7 Grammatiken

so gilt fir alle Worter x = x1 ... 2, € X*:

xelL(M) < 3q,....qn1€Z3q, e E:
g1, i) =¢q; firi=1,....n
< dq¢1,...,q, €V :
Gi1 >q xiq; fure=1,...,nund ¢, »g ¢
< dq,...,q,€V:
Q=52 .. .1 firi=1,..., nund q, »>g ¢
< zeL(G)

Fir die entgegengesetzte Inklusion sei nun G = (V, X, P, S) eine re-
guldre Grammatik, die keine Produktionen der Form A — a enthalt.
Dann koénnen wir die gerade beschriebene Konstruktion einer Gram-
matik aus einem DFA [ umdrehen“, um ausgehend von G einen NFA

M =(Z,%,6,{S}, E) mit

zZ =V,
E = {A|A-ge} und
d(A,a) = {B|A—-gaB}
zu erhalten. Genau wie oben folgt nun L(M) = L(G). |

Beispiel 74. Der DFA
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fihrt auf die Grammatik ({qo, q1,¢2,q3},{0,1}, P, qo) mit

P qo— 1qo,0q1,
¢1 ~ 0g2, 1g3,
q2 ~> 0q2, 13, €,
q3 = 0q1, 1qo, €.

Umgekehrt fihrt die Grammatik G = ({A, B,C},{a,b}, P, A) mit

P: A-aB,bC e,
B - aC bA,D,
C - aA,bB,a

uber die Grammatik G' = ({A, B,C, D},{a,b}, P', A) mit

P: A-aB,bC e,
B - aC,bA,bD,
C - aA,bB,aD,
D —¢

auf den NFA
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Wie wir gesehen haben, ist die Sprache L = {a™b™ | n > 0} nicht regulér.
Es ist aber leicht, eine kontextfreie Grammatik fiir L zu finden:

G = ({S},{a,b},{S = aSb,S - ¢},S).

Damit ist klar, dass die Klasse der regulédren Sprachen echt in der
Klasse der kontextfreien Sprachen enthalten ist. Als nédchstes wollen
wir zeigen, dass die Klasse der kontextfreien Sprachen wiederum echt
in der Klasse der kontextsensitiven Sprachen enthalten ist:

REG ¢ CFL ¢ CSL.

Kontextfreie Grammatiken sind dadurch charakterisiert, dass sie nur
Regeln der Form A — « haben. Dies lasst die Verwendung von belie-
bigen e-Regeln der Form A — ¢ zu. Eine kontextsensitive Grammatik
darf dagegen hochstens die e-Regel S — ¢ haben. Voraussetzung
hierfiir ist, dass S das Startsymbol ist und dieses nicht auf der rech-
ten Seite einer Regel vorkommt. Daher sind nicht alle kontextfrei-
en Grammatiken kontextsensitiv. Beispielsweise ist die Grammatik
G = ({S},{a,b},{S — aSb,S — €}, S) nicht kontextsensitiv, da sie
die Regel S — ¢ enthélt, obwohl S auf der rechten Seite der Regel
S - aSb vorkommt.

Es lasst sich jedoch zu jeder kontextfreien Grammatik eine aquivalen-
te kontextfreie Grammatik G’ konstruieren, die auch kontextsensitiv
ist. Hierzu zeigen wir zuerst, dass sich zu jeder kontextfreien Gram-
matik G, in der nicht das leere Wort ableitbar ist, eine dquivalente
kontextfreie Grammatik G’ ohne e-Regeln konstruieren lésst.

Satz 75. Zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es eine kontextfreie
Grammatik G' ohne e-Produktionen mit L(G") = L(G) ~ {e}.
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Beweis. Zuerst sammeln wir mit folgendem Algorithmus alle Varia-
blen A, aus denen das leere Wort ableitbar ist. Diese werden auch als
e-ableitbar bezeichnet.

| BE'i={AecV|A-¢e}

2 repeat

3 E=F

. E'=EU{AeV|3B,..
5 until £ =F'

,BkEEAﬁBlBk}

Nun konstruieren wir G’ = (V, X, P', S) wie folgt:
Nehme zu P’ alle Regeln A -» o’ mit o/ # ¢ hinzu, fir

die P eine Regel A — « enthélt, so dass o’ aus a durch
Entfernen von beliebig vielen Variablen A € E hervorgeht.

Beispiel 76. Betrachte die Grammatik G = (V,X, P,S) mit V =
{S,T,U,X,Y,Z}, ¥ ={a,b,c} und den Regeln

P: S->aY,bX,Z; Y ->bS,aYY;, T->U,;
X —>aS,bXX; Z—-¢e S5 T,cZ; U-abc.

Bei der Berechnung von E = {AeV | A=*¢} ergeben sich der Reihe
nach folgende Belequngen fiir die Mengenvariablen E und E’:

Erl {2y 14,5}
E 1 {Z S5} {Z, 5}

Um nun die Regelmenge P’ zu bilden, entfernen wir aus P die einzige
e-Regel Z — € und figen die Regeln X — a (wegen X - aS), Y - b
(wegen Y — bS) und Z — ¢ (wegen Z — cZ) hinzu:

P: S—>aY bX, Z, Y - b,bS5,aYY; T-U,;

X > a,a5,bXX; Z->c¢ ST, cz; U— abe. 4
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Als direkte Anwendung des obigen Satzes konnen wir die Inklusion
der Klasse der Typ 2 Sprachen in der Klasse der Typ 1 Sprachen
zeigen.

Korollar 77. REG ¢ CFL ¢ CSL ¢ RE.

Beweis. Die Inklusionen REG ¢ CFL und CSL ¢ RE sind klar. Wegen
{a™b"n > 0} € CFL — REG ist die Inklusion REG < CFL auch echt. Also
ist nur noch die Inklusion CFL ¢ CSL zu zeigen. Nach obigem Satz
ex. zu L € CFL eine kontextfreie Grammatik G = (V. X, P, S) ohne
e-Produktionen mit L(G) = L ~ {¢}. Da G dann auch kontextsensitiv
ist, folgt hieraus im Fall € ¢ L unmittelbar L(G) = L € CSL. Im Fall
¢ € L erzeugt die kontextsensitive Grammatik
G'=(Vu{S},X,Pu{S —> S e},5")

die Sprache L(G') = L, d.h. L € CSL. n

Als néchstes zeigen wir folgende Abschlusseigenschaften der kontext-
freien Sprachen.
Satz 78. Die Klasse CFL ist abgeschlossen unter Vereinigung, Produkt
und Sternhiille.

Beweis. Seien G; = (V;, %, P;, S;), i = 1,2, kontextfreie Grammatiken
fiir die Sprachen L(G;) = L; mit V1 n V3 = @ und sei S eine neue
Variable. Dann erzeugt die kontextfreie Grammatik

G3:(‘/IU‘/QU{S}7E7P1UP2U{S_>Sl,SQ},S)
die Vereinigung L(G3) = Ly U Ly. Die Grammatik
G4 = (‘/1 U‘/QU {S},Z,Pl UP2 U {S—> 5132},5)

erzeugt das Produkt L(G,) = Ly Ly und die Sternhiille (L;)* wird von
der Grammatik

G5 = (‘/1 U {S},Z,Pl U {S - 515,8},5)

erzeugt. m
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Offen bleibt zunéchst, ob die kontextfreien Sprachen auch unter Durch-
schnitt und Komplement abgeschlossen sind. Hierzu miissen wir fiir
bestimmte Sprachen nachweisen, dass sie nicht kontextfrei sind. Dies
gelingt mit einem Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen, fir
dessen Beweis wir Grammatiken in Chomsky-Normalform benotigen.

Satz (Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen).
Zu jeder kontextfreien Sprache L gibt es eine Zahl [, so dass sich alle
Worter z € L mit |z| > in z = wvway zerlegen lassen mit

1. vx #e,
2. |vwz| <1 und

3. wvtwziy € L fir alle i > 0.

Beispiel 79. Betrachte die Sprache L = {a"b"n > 0}. Dann ldsst
sich jedes Wort z = a™b™ mit |z| > 2 pumpen: Zerlege z = vvwzy mit
u=a"t,v=a,w=¢, x=bundy=>b"""1 <

Beispiel 80. Die Sprache {a™b"c™ | n >0} ist nicht kontextfrei. Fir
eine vorgegebene Zahl 1l >0 hat namlich z = a'b'c! die Linge |z| =31 > 1.
Dieses Wort ldsst sich aber nicht pumpen, da fiir jede Zerlequng
z = uwvwzy mit vr # € und [vwz| <1 das Wort 2" = uwv?wz?y nicht zu
L gehort:

e Wegen vx # ¢ ist |z| < |2/

e Wegen |vwz| <1 kann in vx nicht jedes der drei Zeichen a,b,c

vorkommen.

e Kommt aber in vz beispielsweise kein a vor, so ist

#a(2') = #a(2) = 1 = |2][3 <|2'|/3,
also kann z' nicht zu L gehdren. <

Die Chomsky-Normalform ist auch Grundlage fiir einen effizienten
Algorithmus zur Lésung des Wortproblems fiir kontextfreie Gramma-
tiken, das wie folgt definiert ist.

29

3.1 Chomsky-Normalform

Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken:
Gegeben: Eine kontextfreie Grammatik G' und ein Wort z.
Gefragt: Ist z € L(G)?

Satz. Das Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken ist effizient
entscheidbar.

3.1 Chomsky-Normalform

Definition 81. Fine Grammatik (V,%,P,S) ist in Chomsky-
Normalform (CNF), falls P cV x (V2uX) ist, also alle Regeln
die Form A - BC oder A — a haben.

Um eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform zu bringen,
miissen wir neben den e-Regeln A — ¢ auch sdmtliche Variablenumbe-
nennungen A — B loswerden.

Definition 82. Regeln der Form A — B heiflen Variablenumbe-
nennungen.

Satz 83. Zu jeder kontextfreien Grammatik G ex. eine kontextfreie
Grammatik G' ohne Variablenumbenennungen mit L(G") = L(G).

Beweis. Zuerst entfernen wir sukzessive alle Zyklen

Ap > Ay = > Ap = Ay

indem wir diese Regeln aus P entfernen und alle {ibrigen Vorkommen
der Variablen A, ..., Ay durch A; ersetzen. Falls sich unter den ent-
fernten Variablen A,, ..., A die Startvariable S befindet, sei A; die
neue Startvariable.

Nun entfernen wir sukzessive die restlichen Variablenumbenennungen,
indem wir
o eine Regel A — B wihlen, so dass in P keine Variablenumbe-
nennung B — C' mit B auf der rechten Seite existiert,
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o diese Regel A - B aus P entfernen und
o fiir jede Regel B — « in P die Regel A - a zu P hinzunehmen.
]

Beispiel 84. Ausgehend von den Produktionen

P:S—-aY, bX, Z, Y - 0,b5,aYY; T->U,;
X > a,a5,bXX; Z—>¢ST,cZ; U—abc

entfernen wir den Zyklus S — Z — S, indem wir die Regeln S — Z
und Z — S entfernen und dafir die Produktionen S — ¢, T, cS (wegen
Z - ¢, T cZ) hinzunehmen:

S—>aY,bX,c,T,cS; Y ->b,bS,aYY; T-U,
X - a,a5,bX X; U — abc.

Nun entfernen wir die Regel T — U und fiigen die Regel T' — abc
(wegen U — abc) hinzu:

S —-aY,bX,c,T,cS; Y - b,b5S,aYY; T — abc;
X = a,a5,bX X, U — abe.

Als ndchstes entfernen wir dann auch die Regel S — T und fiigen die
Regel S — abe (wegen T'— abc) hinzu:

S = abc,aY,bX,c,cS; Y - b,05,aYY; T— abc;
X = a,a5,bX X; U— abe.

Da T und U nun nirgends mehr auf der rechten Seite vorkommen,
konnen wir die Regeln T'— abc und U — abc weglassen:

S = abc,aY,bX,c,cS; Y - 0,05,aYY; X - a,aS,0X X.

Nach diesen Vorarbeiten ist es nun leicht, eine gegebene kontextfreie
Grammatik in Chomsky-Normalform umzuwandeln.
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Satz 85. Zu jeder kontextfreien Sprache L € CFL gibt es eine CNF-
Grammatik G' mit L(G') = L~ {€}.

Beweis. Aufgrund der beiden vorigen Satze hat L \ {e¢} eine kon-
textfreie Grammatik G = (V, X, P,S) ohne e-Produktionen und ohne
Variablenumbenennungen. Wir transformieren G wie folgt in eine
CNF-Grammatik.

o Fige fiir jedes Terminalsymbol a € 3 eine neue Variable X, zu
V und eine neue Regel X, - a zu P hinzu.

o Ersetze alle Vorkommen von a durch X,, aufler wenn a alleine
auf der rechten Seite einer Regel steht.

o Ersetze jede Regel A — By ... By, k>3, durch die k-1 Regeln

A—>B1A1, A1—>B2A2, ceey Ak—i’)_’Bk—ZAk—Za Ak—2—>Bk—1Bk,

wobei A1, ..., Ax_s neue Variablen sind. [

Beispiel 86. In der Produktionenmenge
P: S—abc,aY,0X,c,cS; X—a,aS,bXX; Y —>0,b5S,aYY

ersetzen wir die Terminalsymbole a, b und ¢ durch die Variablen A,
B und C' (aufer wenn sie alleine auf der rechten Seite einer Regel
vorkommen) und figen die Regeln A—a, B—b, C'—c hinzu:

S—c,ABC,AY,BX,CS; X—a,AS,BXX;
Y —>b,BS,AYY; A-a; B-b;, C—c.
Ersetze nun die Regeln S— ABC, X - BXX und Y - AYY durch
die Regeln S - AS’, S'"—> BC, X - BX', X' > XX und Y - AY",
Y'->YY:
S—c, AS'" AY,BX,CS; S'- BC,
X—-a,AS,BX"; X'-XX,; Y->bBS AY'", Y'->YY;
A—a; B-b; C—c.
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Eine interessante Frage ist, ob in einer kontextfreien Grammatik G
jedes Wort = € L(G) “eindeutig” ableitbar ist. Es ist klar, dass in
diesem Kontext Ableitungen, die sich nur in der Reihenfolge der
Regelanwendungen unterscheiden, nicht als verschieden betrachtet
werden sollten. Dies erreichen wir dadurch, dass wir die Reihenfolge
der Regelanwendungen festlegen.

Definition 87. Sei G = (V, %, P,S) eine kontextfreie Grammatik.
a) Eine Ableitung

Qo = loA()TO = llAl’f‘l = = lm—lAm—lrm—l = Oy

heifit Linksableitung von o (kurz ag =7 ), falls in jedem
Ableitungsschritt die am weitesten links stehende Variable ersetzt
wird, d.h. es gilt l; € X* firi=0,...,m-1.

*

b) Rechtsableitungen o, =7}, o, sind analog definiert.

c) G heifst mehrdeutig, wenn es ein Wort x € L(G) g¢ibt, das
zwei verschiedene Linksableitungen S =7 x hat. Andernfalls
heiffit G eindeutig.

Offenbar gelten fiir alle Worter = € ©* folgende Aquivalenzen:
rel(G) & S=>"r & S=>11 o S=>%hua.

Beispiel 88. Wir betrachten die Grammatik G = ({S},{a,b},{S —
aSbS, e}, S). Offenbar hat das Wort aabb in G zehn verschiedene
Ableitungen, die sich allerdings nur in der Reihenfolge der Regelan-
wendungen unterscheiden:

S = aSbS = aaSbSbS = aaSbbS = aabbS = aabb
S = aSbS = aaSbSbS = aaSbbS = aaSbb = aabb
S = aSbS = aaSbSbS = aabSbS = aabbS = aabb
S = aSbS = aaSbSbS = aabSbS = aabSb = aabb
S = aSbS = aaSbSbS = aaSbSb = aabSb = aabb
S = aSbS = aaSbSbS = aaSbSb = aaSbb = aabb
S = aSbsS = aSb = aaSbSb = aabSb = aabb

S = aSbsS = aSb = aaSbSb = aaSbb = aabb.
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Darunter sind genau eine Links- und genau eine Rechtsableitung:
S = aSbS = aaSbSbS = aabSbS = aabbS = aabb

und
S = aSbS = aSb = aaSbSb = aaSbb = aabb.

Die Grammatik G ist eindeutig. Dies liegt daran, dass in keiner Satz-
form von G die Variable S von einem a gefolgt wird. Daher muss
jede Linksableitung eines Wortes x € L(G) die am weitesten links
stehende Variable der aktuellen Satzform aSp genau dann nach aSbS
expandieren, falls das Prifix o in x von einem a gefolgt wird.
Dagegen ist die Grammatik G' = ({S},{a,b},{S - aSbS,ab,c},S)
mehrdeutig, da das Wort x = ab zwei verschiedene Linksableitungen
hat:

S = ab und S = aSbS = abS = ab. <

Wir gehen an dieser Stelle kurz der Frage nach, welche Sprache von
der Grammatik G = ({S}, {a,b},{S — aSbS, e}, S) erzeugt wird. Zu-
néchst einmal ist klar, dass L(G) nur Worter = € {a,b}* mit der
Eigenschaft #,(x) = #4(z) (*) enthilt. Allerdings sind nicht alle
Worter mit dieser Eigenschaft in L(G) enthalten, da beispielsweise
ba ¢ L(G) ist. Damit ein Wort z in G ableitbar ist, muss zudem fiir
jedes Prafix u von x gelten, dass #,(u) > #5(u) (**) ist.
Wir zeigen durch Induktion tiber die Ableitungslange [, dass jede in
G ableitbare Satzform « € {a,b, S}* die Bedingungen (x, **) erfiillt.
[ =0: Klar, da a = 9 beide Bedingungen erfillt.
[~ 1+1: Gelte S =l a= 0.
o Falls § aus a durch Anwendung der Regel S — ¢ entsteht, ist
dies ebenfalls klar.
o Entsteht § aus « durch die Regel S — aSbS, so folgt
#.08) = #a(a) +1 = #p(a) + 1 = #4(5), also (*). Zudem

entspricht jedem Préafix v von [ ein Préafix v/ von a mit

#Ha(u) — #p(u) > #o(u') = #4(u"), wodurch sich (*x) von «a
auf g tbertragt.
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Tatséchlich sind in G alle Worter = ableitbar, die die Bedingungen
(*,%x) erfilllen. Dazu zeigen wir durch Induktion tiber n folgende
Behauptung.

Behauptung 89. Alle Wérter x € {a,b}* der Linge < n, die die
Bedingungen (*,*x) erfillen, sind in G ableitbar.

n =0: Klar, da = = ¢ aus S ableitbar ist.

n~»n+1: Sei x ein Wort der Linge n+1, das die Bedingungen (x, **)
erfiillt und sei u das kiirzeste Prafix von z mit #,(u) = #4(u) > 1.

e Dann muss u die Form u = avb haben, wobei v die Bedingungen
(%, *+) erfiillt. Nach IV gilt daher S =~ v.

e Zudem hat x die Form x = uw, wobei auch w die Bedingungen
(%, **) erfiillt. Nach IV gilt daher S =* w.

e Nun ist x aus S wie folgt ableitbar: S = aSbS =* avbS =
uS =* uw = x.

Ableitungen in einer kontextfreien Grammatik lassen sich graphisch
sehr gut durch einen Syntaxbaum (auch Ableitungsbaum genannt,
engl. parse tree) veranschaulichen.

Definition 90. Sei G = (V, E) ein Digraph.
e FEin vy-v,-Weg in G ist eine Folge von Knoten vy, ..
(vi,vis1) € E firi=0,...,k—-1. Seine Liange ist k.
e Lin Weg heifit einfach oder Pfad, falls alle seine Knoten paar-
weise verschieden sind.
e FEin u-v-Weg der Linge > 1 mit w =v heifst Zyklus.
e (G heifit azyklisch, wenn es in G keinen Zyklus gibt.

e (G heifst gerichteter Wald, wenn G azyklisch ist und jeder
Knoten v €V Eingangsgrad deg (v) <1 hat.

o FEin Knoten u eV vom Ausgangsgrad deg” (u) =0 heifst Blatt.

e FEin Knoten w €V heifit Wurzel von G, falls alle Knoten v eV
von w aus erreichbar sind (d.h. es gibt einen w-v-Weg in G).

.,V mit

3.1 Chomsky-Normalform

e FEin gerichteter Wald, der eine Wurzel hat, heifit gerichte-
ter Baum.

e Da die Kantenrichtungen durch die Wahl der Wurzel eindeutig
bestimmt sind, kann auf ihre Angabe verzichtet werden. Man
spricht dann auch von einem Wurzelbaum.

Definition 91. Wir ordnen einer Ableitung
Ag= LA ==l ApiTm-1 = .

den Syntaxbaum T,, zu, wobei die Biume Ty, ...,T,, induktiv wie folgt

definiert sind:
o Ty besteht aus einem einzigen Knoten, der mit Ay markiert ist.
e Wird im (i + 1)-ten Ableitungsschritt die Regel A; - vy ... v
mit v; € JUV fir j=1,... k angewandt, so ensteht T;.1 aus
T;, indem wir das Blatt A; in T; durch folgenden Unterbaum

ersetzen:
k>0: Az k=0: Al

/ N\ |

Uy - Uk €

e Hierbet stellen wir uns die Kanten von oben nach unten gerichtet
und die Kinder vy ...vg von links nach rechts geordnet vor.

Beispiel 92. Betrachte die Grammatik G = ({S},{a,b},{S -
aShS,e},S) und die Ableitung

S = aSbS = aaSbSbS = aaSbbS = aabbS = aabb.

Die zugehérigen Syntaxbiume sind dann
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T()IS Tll S Tgi S T32 S T4Z S T5Z S

AN N N N /N

aSbsS aSbS aSbs aSbs aSbs
/1N /1N /1N /IN A
aSbs aSbs aSbs aSbs e

Die Satzform «; ergibt sich aus T;, indem wir die Bldtter von T; von
links nach rechts zu einem Wort zusammensetzen. <

Bemerkung 93.

e Aus einem Syntaxbaum ist die zugehorige Linksableitung eindeu-
tig rekonstruierbar. Daher fiihren unterschiedliche Linksableitun-
gen auch auf unterschiedliche Syntarbiume. Linksableitungen
und Syntaxbiume entsprechen sich also eineindeutig. Ebenso
Rechtsableitungen und Syntazbiume.

e Ist T Syntaxbaum einer CNF-Grammatik, so hat jeder Knoten
in T hochstens zwei Kinder (d.h. T ist ein Bindrbaum,).

3.2 Das Pumping-Lemma fiir kontextfreie
Sprachen

In diesem Abschnitt beweisen wir das Pumping-Lemma fir kontext-
freie Sprachen. Dabei nutzen wir die Tatsache aus, dass die Syntax-
baume einer CNF-Grammatik Bindrbaume sind.

Definition 94. Die Tiefe eines Baumes mit Wurzel w ist die maxi-
male Pfadlinge von w zu einem Blatt.

Lemma 95. Fin Bindrbaum B der Tiefe k hat hochstens 2% Blitter.

Beweis. Wir fuhren den Beweis durch Induktion uber k.

k = 0: Ein Baum der Tiefe 0 kann nur einen Knoten haben.
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k~ k+1: Sei B ein Binarbaum der Tiefe k + 1. Dann hingen an B’s
Wurzel maximal zwei Teilbdume. Da deren Tiefe < k ist, haben sie
nach IV hochstens 2% Blatter. Also hat B < 25+! Blatter. [ |

Korollar 96. Ein Bindrbaum B mit mehr als 25-1 Bldattern hat min-
destens Tiefe k.

Beweis. Wiirde B mehr als 25! Blétter und eine Tiefe < k-1 besitzen,
so wiirde dies im Widerspruch zu Lemma 95 stehen. [ |

Satz 97 (Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen).
Zu jeder kontextfreien Sprache L gibt es eine Zahl l, so dass sich alle
Worter z € L mit |z| > 1 in z = uwowzy zerlegen lassen mit

1. vx #e,
2. vwz| <1 und

3. wvtwxty € L fir alle i > 0.

Beweis. Sei G = (V,%, P,S) eine CNF-Grammatik fir L \ {¢}. Dann
gibt es in G fur jedes Wort z = 2;...2, € L mit n > 1, eine Ablei-
tung

TQn—l

S=ayg= a1 = aq, = 2.

Da G in CNF ist, werden hierbei n — 1 Regeln
der Form A - BC und n Regeln der Form
A — a angewandt, d.h. m = 2n -1 und z hat
den Syntaxbaum 75, 1. Wir kénnen annehmen,

dass zuerst alle Regeln der Form A - BC und
danach die Regeln der Form A - a zur An-
wendung kommen. Dann besteht die Satzform
a1 aus n Variablen und der Syntaxbaum 7}, ;
hat ebenfalls n Blitter. Setzen wir [ = 2%, wobei
k = ||V ist, so hat 7,,_; im Fall n > [ mindestens
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[ =2k > 2k-1 Blatter und daher mindestens die
Tiefe k. Sei 7 ein von der Wurzel ausgehender
Pfad maximaler Lange in 7},_;. Dann hat 7 die
Lange > k und unter den letzten k + 1 Knoten
von 7 miissen zwei mit derselben Variablen A
markiert sein.
Seien U und die von diesen Knoten ausge-
henden Unterbaume des vollsténdigen Syntax-
baums 75, 1. Nun zerlegen wir z wie folgt. w’
ist das Teilwort von z = uw’y, das von U erzeugt
wird und w ist das Teilwort von w’ = vwz, das
von [/ erzeugt wird. Jetzt bleibt nur noch zu
zeigen, dass diese Zerlegung die geforderten 3
Eigenschaften erfiillt.
« Da U mehr Blétter hat als U’, ist vz # ¢ (Bedingung 1).
e Da der Baum U* = U nT,_; die Tiefe < k hat (andernfalls wére
7 nicht maximal), hat U* hochstens 2% = [ Blétter. Da U* genau
lvwz| Blatter hat, folgt [vwz| <1 (Bedingung 2).

o Fiir den Nachweis von Bedingung 3 lassen sich schliellich Syntax-
baume B? fiir die Worter uwviwaly, i > 0, wie folgt konstruieren:

BY entsteht also aus B! = Ty,,_1, indem wir U durch U’ ersetzen,
und Bi*! entsteht aus Bf, indem wir U’ durch U ersetzen. ™

Satz 98. Die Klasse CFL ist nicht abgeschlossen unter Durchschnitt
und Komplement.

Bewets. Die beiden Sprachen

Li={a"b™c™ |n,m >0} und Lo = {a"b"c™ |n,m >0}
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sind kontextfrei. Nicht jedoch L; n Ly = {a"b"c" | n > 0}. Also ist CFL
nicht unter Durchschnitt abgeschlossen.

Da CFL zwar unter Vereinigung aber nicht unter Schnitt abgeschlos-
sen ist, kann CFL wegen de Morgan nicht unter Komplementbildung
abgeschlossen sein. [ ]

3.3 Der CYK-Algorithmus

In diesem Abschnitt stellen wir den bereits angekiindigten effizienten
Algorithmus zur Lésung des Wortproblems fiir kontextfreie Gramma-
tiken vor.

Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken:

Gegeben: Eine kontextfreie Grammatik G und ein Wort .
Gefragt: Ist v € L(G)?

Wir l6sen das Wortproblem, indem wir G zunédchst in Chomsky-
Normalform bringen und dann den nach seinen Autoren Cocke,

ounger und [Kasami benannten -Algorithmus anwenden, welcher
auf dem Prinzip der Dynamischen Programmierung beruht.

Satz 99. Das Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken ist effizient
entscheidbar.

Beweis. Seien eine Grammatik G = (V, X, P,S) und ein Wort z =
x1...x, gegeben. Falls x = € ist, konnen wir effizient priifen, ob S =* ¢
gilt. Andernfalls transformieren wir G in eine CNF-Grammatik G’ fir
die Sprache L(G) \ {e}. Chomsky-Normalform. Es lasst sich leicht
verifizieren, dass die nétigen Umformungsschritte effizient ausfithrbar
sind. Nun setzen wir den CYK-Algorithmus auf das Paar (G’,x) an,
der die Zugehorigkeit von x zu L(G") wie folgt entscheidet.

Bestimme fiur /=1,...,nund k=1,...,n-1+1 die Menge

VE,k(l’) = {A eV | A=* Ti - -xk+l—1}
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aller Variablen, aus denen das mit x; beginnende Teilwort zy ... 2 1
von « der Lange [ ableitbar ist. Dann gilt offensichtlich = € L(G") <

SeVui(x).
Fir [ =1 ist

Vig(x)={AeV|A -z}
und fir [ =2,...,n ist

‘/27]6(%') = {A eV | Hl, <[l3B ¢ V/,k(:b’) ElC € ‘/l—l’,k+l’(x):A —> BC}

Eine Variable A gehort also ge-
nau dann zu V (), [ > 2, falls

/A\
eine Zahl I” € {1,...,1 -1} und

eine Regel A - BC' existieren, A A

so dass B € Vig(r) und C' € 57770, 0 @y o Tea
V}_ll’]ﬁ_l/(l’) sind. u

Algorithmus CYK(G, )

I Input: CNF-Grammatik G = (V, X, P,S) und ein Wort z =z ...x,
2 for k:=1tondo

3 ‘/17ki={A€V|A—>IkEP}

. for [:=2 ton do

5 for k:=1ton-[+1do

6 VLk =g

7 for ’:=1tol-1do

8 for all A—- BC¢eP do

9 if Be VIJf and C'¢ ‘/l—l’,k+l’ then
10 Vik=Vipu{A4}

11 if S eV, then accept else reject

Der CYK-Algorithmus lésst sich leicht dahingehend modifizieren, dass
er im Fall z € L(G) auch einen Syntaxbaum 7" von z ausgibt. Hierzu
geniigt es, zu jeder Variablen A in V;; den Wert von !’ und die Regel

A — BC zu speichern, die zur Aufnahme von A in Vj;, gefithrt haben.
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Im Fall S eV, 1(x) lasst sich dann mithilfe dieser Information leicht
ein Syntaxbaum 7' von x konstruieren.

Beispiel 100. Betrachte die CNF-Grammatik mit den Produktionen

S—AS"AY,BX,CS,¢c; S">BC; X—-AS,BX" a; X'->XX;
Y—>BS AY'"b; Y'->YY; A-a; B-b;, C—c.

Dann erhalten wir fir das Wort x = abb folgende Mengen V) :

Tp! a b b
1) {X, A} [{Y,B} | {Y,B} |
2| {s} | {v}

3| V)

Wegen S ¢ V3 1(abb) ist x ¢ L(G). Dagegen gehort das Wort y = aababb
wegen S € Vg 1(aababb) zu L(G):
a a b a b b
{X, A} [ {X, A} [ {V,B} | {X,A} [{V,B} | {V, B} |
(X7 | {5y | {sy | {sF | {¥}
(X3 | {53 | vy | Y
(X3 | {5 | v
{(x} | {¥}
) )

3.4 Kellerautomaten

Wie miissen wir das Maschinenmodell des DFA erweitern, damit die
Sprache L = {a"b" | n > 0} und alle anderen kontextfreien Sprachen
erkannt werden konnen? Dass ein DFA die Sprache L = {a"b" | n > 0}
nicht erkennen kann, liegt an seinem beschrinkten Speichervermogen,
das zwar von L aber nicht von der Eingabe abhéngen darf.
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Um L erkennen zu konnen, reicht bereits ein so genannter Kellerspei-
cher (Stapel, engl. stack, pushdown memory) aus. Dieser erlaubt nur
den Zugriff auf die hochste belegte Speicheradresse. Ein Kellerautomat

o verfiigt iiber einen Kellerspeicher,
Eingabe-
band —

v/ Lesekopf
Steuer- /

einheit

o kann e-Uberginge machen,

o liest in jedem Schritt das aktuelle
Eingabezeichen und das oberste
Kellersymbol,

o kann das oberste Kellersymbol
entfernen (durch eine pop-Ope-
ration) und

Keller-
speicher

o durch beliebig viele Symbole ersetzen (durch eine push-Opera-
tion).
Fiir eine Menge M bezeichne P.(M) die Menge aller endlichen Teil-
mengen von M, d.h.
P.(M)={Ac M| A ist endlich}.

Definition 101. Ein Kellerautomat (kurz: PDA; pushdown au-
tomaton) wird durch ein 6-Tupel M = (Z,3,1,0,qo,#) beschrieben,
wobet

e Z + @& eine endliche Menge von Zustianden,

e Y das Eingabealphabet,

e [' das Kelleralphabet,

e §:Zx(Xu{e})xT —» P.(ZxI'*) die Uberfiihrungsfunktion,
e Qo€ Z der Startzustand und

e # €¢I das Kelleranfangszeichen ist.

Wenn ¢ der momentane Zustand, A das oberste Kellerzeichen und
u € ¥ das néchste Eingabezeichen (bzw. u = ¢) ist, so kann M im Fall
(pa Bl <o Bk) € 5(Q7 U,A)
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e in den Zustand p wechseln,

o den Lesekopf auf dem Eingabeband um |u| Positionen vorriicken
und

o das Zeichen A im Keller durch die Zeichenfolge Bj ... By erset-
zen.

Hierfiir sagen wir auch, M fiithrt die Anweisung quA — pB; ... By
aus. Da im Fall u = € kein Eingabezeichen gelesen wird, spricht man
auch von einem spontanen Ubergang (oder e-Ubergang). Eine
Konfiguration wird durch ein Tripel

K=(qx;...xn,A1...A) e ZxX" xT™

beschrieben und besagt, dass
e ¢ der momentane Zustand,
e z;...x, der ungelesene Rest der Eingabe und

o Aj...A; der aktuelle Kellerinhalt ist (A; steht oben).

Eine Anweisung quA; — pB;... By (mit u € {e¢,2;}) iberfihrt die
Konfiguration K in die Folgekonfiguration

K'=(p,xj...xp,By...BpAsy... A)) mit j =i+ |ul.

Hierfiir schreiben wir auch kurz K - K’. Eine Rechnung von M
bei Eingabe z ist eine Folge von Konfigurationen Ky, K1, K5 ... mit
Ko = (qo,x,#) und Ko+ K + Ky Ky heifit Startkonfiguration
von M bei Eingabe . Die reflexive, transitive Hiille von + bezeich-
nen wir wie iiblich mit ~*. Die von M akzeptierte oder erkannte
Sprache ist

L(M) = {zeX¥|3peZ:(q,z,#)+* (p,c,e)}

Ein Wort = wird also genau dann von M akzeptiert, wenn es eine
Rechnung gibt, bei der M das gesamte Eingabewort bis zum Ende
liest und den Keller leert. Man beachte, dass bei leerem Keller kein
weiterer Ubergang mehr moglich ist.
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Beispiel 102. Sei M = (Z,%,1,6,q,#) ein PDA mit Z = {q,p},
Y ={a,b}, I' = {A,#} und den Anweisungen

e#,e (1)
o:ge#—>q (1) qa# —>qA (2) a#, A (2)
gaA—>qAA (3) qbA—p (4) aA,AA(3) bAc(5)

pbA—p  (5) \% bA, £ (4)

Dann akzeptiert M die Fingabe aabb:
, aabb, F (q,abb, A) + (q,bb, AA) + (p,b,A) + (p,e,e).
(g #) 5 (g )(3) (g ) & b A) B (pe.€)

Allgemeiner akzeptiert M das Wort x = a™b™ mit folgender Rechnung:
n=0: (q,&,#) 0 (p.e,e).

n>1: (q,a™b", - (g,amtbn, A) " (g, b, An
(¢ #) I (¢ ) 5 (¢ )

= (p, b AT =T (pee).
o (p )(5) (p,€,¢)

Dies zeigt {a™b™ |n >0} € L(M). Als ndchstes zeigen wir, dass jede
von M akzeptierte Fingabe x = x1...x, die Form x =a™b™ hat.
Ausgehend von der Startkonfiguration (q,x,#) sind nur die Anwei-
sungen (1) oder (2) ausfihrbar. Falls M Anweisung (1) wdhlt, wird
der Keller geleert. Daher kann M in diesem Fall nur das leere Wort
x =¢=ab" akzeptieren.

Falls die akzeptierende Rechnung mit Anweisung (2) beginnt, muss
x1 = a sein. Danach ist nur Anweisung (3) ausfihrbar, bis M das
erste b liest:

(qa Ty...Tn, #) (Z) (Q7 T2 ... .Tnp, A) (E)m71 (Q7xm+1 v $n>Am)

e Ty, A
(Z) (p’ Tm+2 T,y )

mit x4 =Ty = = Ty, = @ UNA Type1 = b. Damit M den Keller leeren
kann, miissen jetzt noch genau m —1 b’s kommen, weshalb x auch in
diesem Fall die Form a™b™ hat. N

37

3.4 Kellerautomaten

Als néchstes zeigen wir, dass PDAs genau die kontextfreien Sprachen
erkennen.

Satz 103. CFL = {L(M) | M ist ein PDA}.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Inklusion von links nach rechts.

Idee: Konstruiere zu einer kontextfreien Grammatik G = (V. X, P, S)
einen PDA M = ({¢},%,T,4,q,S) mit T' =V U X, so dass gilt:

S=7x1...x, gdw. (q,x1...7,,5) " (q,€,€).

Hierzu fligen wir fiir jede Regel A -¢ a in P die Anweisung ge A - qa
und fiir jedes a € ¥ die Anweisung gaa — g¢ zu ¢ hinzu.

M berechnet also nichtdeterministisch eine Linksableitung fiir die
Eingabe x. Da M hierbei den Syntaxbaum von oben nach unten
aufbaut, wird M als Top-Down Parser bezeichnet. Nun ist leicht zu
sehen, dass sogar folgende Aquivalenz gilt:

S=bw .z, gdw. (¢, 21...2,,5) - (q,¢,¢).
Daher folgt
reL(G) & S=1z < (¢,2,9)r" (g,6,8) < veL(M).

Als nachstes zeigen wir die Inklusion von rechts nach links.

Idee: Konstruiere zu einem PDA M = (Z,%,T, 6, qo, #) eine kontext-
freie Grammatik G = (V, X, P,S) mit Variablen X,4,,, A€, p,p' € Z,
so dass folgende Aquivalenz gilt:

(pyz, A) +* (p,e,¢e) gdw. Xpay =" . (%)

Ein Wort z soll also genau dann in G' aus X4, ableitbar sein, wenn
M ausgehend vom Zustand p bei Lesen von x in den Zustand p’
gelangen kann und dabei das Zeichen A aus dem Keller entfernt. Um
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dies zu erreichen, fligen wir fiir jede Anweisung puA — poA; ... A,
k >0, die folgenden | Z|* Regeln zu P hinzu:

Fir jede Zustandsfolge p1, ..., pe: Xpap, = UXpoaips - - - Xpp g Aepr-

Um damit alle Woérter x € L(M) aus S ableiten zu kénnen, benétigen
wir jetzt nur noch fiir jeden Zustand p € Z die Regel S' - X 4,. Die
Variablenmenge von G ist also

V={S}U{XPAP/ |p,p'€Z,A€F}

und P enthélt neben den Regeln S - Xy 4,, p € Z, fiir jede Anweisung
puA — poAi... A, k>0, von M und jede Zustandsfolge p1,...,px
die Regel X,ap, = uXpoaip1 - - Xpioy Aupr-

Unter der Voraussetzung, dass die Aquivalenz (*) gilt, ldsst sich nun
leicht die Korrektheit von G zeigen. Es gilt

reL(M) < (q,z,#)r" (p,e,¢) fireinp e Z
o S=> Xy upy=>"xfireinp e”Z

< rel(G).

Wir miissen also nur noch die Giiltigkeit von (*) zeigen. Hierzu zeigen
wir durch Induktion tber m fir alle p,p’ € Z, A €' und = € X*
folgende starkere Behauptung:

(p,x, A) =™ (p',e,€) gdw. Xpay =™ . (%)

m =0: Da sowohl (p,z,A) 0 (p',e,¢) als auch X, 4, =0 x falsch
sind, ist die Aquivalenz (**) fiir m = 0 erfiillt.

m~~»m + 1: Wir zeigen zuerst die Implikation von links nach rechts.

Fiir eine gegebene Rechnung

(pava) F (p07x’7A1 .. Ak) = (pI757€)
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der Lange m + 1 sei puA — poA;...Ax, k > 0, die im ersten
Rechenschritt ausgefiihrte Anweisung (d.h. = = uz’). Zudem
sei p; fir ¢ = 1,...,k der Zustand, in den M mit Kellerinhalt
Ai1 ... Ag gelangt (d.h. pr = p’). Dann enthdlt P die Regel
Xpap, = UXpoArpr - - Xpo 1 Appe- Weiter sei u; fiir i=1,...,k das
Teilwort von x’, das M zwischen den Besuchen von p;_; und p;
liest.

Dann gibt es Zahlen m; > 1 mit my +--- + my = m und
(pi—la U, Al) T (pza £, 5)
firi=1,...,k. Nach IV gibt es daher Ableitungen
X

m; - _
b Aips = w, =100k,
die wir zu der gesuchten Ableitung zusammensetzen kénnen:

XPAPk = UXPOAUH X 'ka—ZAk—lpk—lka—lAkpk

my
= uuleAzpz x ‘ka—2Ak—1Pk—lka—1Akpk

=M1 YUY . U1 X ey Appy
="Mk UUL ... UL = T.
Zuletzt zeigen wir den Induktionsschritt fiir die Implikation von

rechts nach links von (*x). Gelte also umgekehrt X4, =™+ x
und sei « die im ersten Schritt abgeleitete Satzform, d.h.

X

pAp = a=""1.

Wegen X4, —¢ a gibt es eine Anweisung puA — poA; ... Ay,
k >0, und Zustédnde pq,...,pr € Z mit
a=1u XpoA1P1 e 'ka—lAkPk7

wobei py = p’ ist. Wegen av =™ x ex. eine Zerlegung x = uu; . .. uy
und Zahlen m; > 1 mit mq +--- + my = m und

Xp o =" w (=1, k).



3 Kontextfreie Sprachen

Nach IV gibt es somit Rechnungen
(pic1,us, A) F™ (pise,e), i=1,...,k,

aus denen sich die gesuchte Rechnung der Lange m + 1 zusam-
mensetzen lasst:

(p,uuy ... u, A) - (po,uy ... ug, Ay ... Ag)
e (pl,U,Q...uk,AQ...Ak)

FmEet (pr-t, Wk, Ak)
% (pr, €,€). u

Beispiel 104. Sei G = ({S},{a,b}, P,S) mit
P: S —-aSbS, (1) S—a.(2)
Der zugehérige PDA besitzt dann die Anweisungen

gbb - qe, (0")
qeS = qa. (2')

d: qaa — ge, (0)
qeS — qaSbhs,; (1)

Der Linksableitung

S = aSbS = aabS = aaba
(1) (2) (2)

in G entspricht beispielsweise die akzeptierende Rechnung
(q,aaba, S) (|1_') (¢, aaba,aSbs) ('5) (q,aba, SbS)
+ ,aba,abS) + (q,ba,bS
& (¢ ) o (¢ )

- ,CL,S = ,a,a) = ,E,E
o (¢,a,5) & (¢,a,a) o (¢,¢,¢)

von M und umgekehrt. N
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Beispiel 105. Sei M der PDA ({p,q},{a,b},{A,#},0,p,#) mit
0:pe# —qe, (1) paA-pAA, (3) qbA—qe. (5)
pa# —>pA, (2) pbA—qe, (4)

Dann erhalten wir die Grammatik G = (V, %, P, S) mit der Variablen-
menge

V= {S, Xpttps Xpttar Xattp» Xaar Xpap, Xpag, Xqu7Xqu}-
Die Regelmenge P enthdlt neben den beiden Startregeln
S Xptp, Xpag (0,07)
die folgenden Produktionen.:

Anweisung T zugehorige Regel
puA = poAy ... Ap U Xpap— uXpoArpr - - X Arpr
peH — qe (1) 0 - Xppqg—€ (1)
pa#t —>pA  (2) 1 Xpap=aXpa (2)
Xpsg=aXpa (2")
paA—pAA (3) 2 0 Xpap—=aXpa, X4,  (3)

q Xpag—>aXpa,X,a,  (37)
(37)
4 Xpag=aXpa Xoag  (3™)
Xpag—b (4')
Xqaq—=>b (5")

,p XpAp—>CLXpA XAp

pbA—>qe  (4)
@A —qe  (5)

o O
| 1

Der akzeptierenden Rechnung
,aabb, F (p,abb,A) + (p,bb,AA) + (¢q,b,A) + (q,c,¢
(p #) 5 @ ) 5 @ ) & (@0 A) £ (g6)

von M entspricht dann die Ableitung

S =X = aX = aaX, 4, X, 40 = aabX, 4, = aabb
) P#q 2 pAq (37) pAg<}qAq ) qAq )

in G und umgekehrt. <
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3.5 Deterministisch kontextfreie Sprachen

Von besonderem Interesse sind kontextfreie Sprachen, die von einem
deterministischen Kellerautomaten erkannt werden konnen.

Definition 106. Fin Kellerautomat heifit deterministisch, falls —
eine rechtseindeutige Relation ist:

Kl—Kl/\Kl—K2:>K1:K2.

Aquivalent hierzu ist, dass die Uberfithrungsfunktion § fiir alle
(q,a,A) € Z x X x I folgende Bedingung erfiillt (siche Ubungen):

[0(g, a, )| + [6(q, &, A)[ < 1.

Beispiel 107. Der PDA M = ({QO7 qi1, C]2}7 {aa b7 C}v {A> Ba #}7 57 qo, #)
mit der Uberfihrungsfunktion

O:qoadt = qoAF#H  qob# = qBH#  qaA—qAA  qbA—qBA
qaB - qAB qbB—-qBB qcA-qA
qaA—q QEF — @2

qgocB - q B
@bB - q

erkennt die Sprache L(M) = {xczf |z € {a,b}*}. Um auf einen Blick
erkennen zu kénnen, ob M deterministisch ist, empfiehlt es sich, d in
Form einer Tabelle darzustellen:

0 ‘ QOa# q07A QO7B ‘ q1a# q1aA qlvB ‘ 6127# q2aA q27B

el - - - e - - - - -
a| @A# @AA @AB| - q - - - -
b| @B# q@BA ¢@BB| - - @ - - -
c|l - @A qB - - - - - -

Man beachte, dass jedes Tabellenfeld hichstens eine Anweisung enthdlt
und jede Spalte, die einen e-Fintrag in der ersten Zeile hat, sonst
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keine weiteren Eintrage enthdlt. Daher ist fir alle (q,a,A) € Zx ¥ xT
die Bedingung
10(q.a, A)| +]6(q, e, A)] <1

erfullt. <

Verlangen wir von einem deterministischen Kellerautomaten, dass er
seine Eingabe durch Leeren des Kellers akzeptiert, so konnen nicht
alle regularen Sprachen von deterministischen Kellerautomaten er-
kannt werden. Um beispielsweise die Sprache L = {a,aa} zu erkennen,
muss der Keller von M nach Lesen von a geleert werden. Daher ist
es M nicht mehr moglich, die Eingabe aa zu akzeptieren. Determi-
nistische Kellerautomaten kénnen also durch Leeren des Kellers nur
préafixfreie Sprachen L akzeptieren (d.h. kein Wort x € L ist Prafix
eines anderen Wortes in L).

Wir kénnen das Problem aber einfach dadurch losen, dass wir deter-
ministischen Kellerautomaten erlauben, ihre Eingabe durch Erreichen
eines Endzustands zu akzeptieren.

Definition 108.

e Fin Kellerautomat mit Endzustianden wird durch ein 7-
Tupel M = (Z,3,T,6,qo, #, E) beschrieben. Dabei sind die Kom-
ponenten Z,3,1°,0,qq, # dieselben wie bei einem PDA und zu-
satzlich ist E ¢ Z eine Menge von Endzustanden.

e Die von M akzeptierte oder erkannte Sprache ist
L(M)={xeX*|3Ipe E,ael™: (qo,z,#) +* (p,e,a)}.
e M ist ein deterministischer Kellerautomat mit Endzu-
standen (kurz: DPDA), falls M zusdtzlich fir alle (q,a,A) €
Z x % x I folgende Bedingung erfillt:

[0(g, a, A)|[ +[0(g, &, A)[ < 1.
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e Die Klasse der deterministisch kontextfreien Sprachen ist defi-
niert durch

DCFL = {L(M)| M ist ein DPDA}.

Die Klasse der deterministisch kontextfreien Sprachen lésst sich auch
mit Hilfe von speziellen kontextfreien Grammatiken charakterisieren,
den so genannten LR(k)-Grammatiken.

Der erste Buchstabe L steht fiir die Leserichtung bei der Syntaxana-
lyse, d.h. das Eingabewort x wird von links (nach rechts) gelesen.
Der zweite Buchstabe R bedeutet, dass bei der Syntaxanalyse eine
Rechtsableitung entsteht. Schliellich gibt der Parameter k an, wieviele
Zeichen man tiber das aktuelle Eingabezeichen hinauslesen muss, da-
mit der nachste Schritt eindeutig feststeht (k wird auch als Lookahead
bezeichnet).

Durch LR(0)-Grammatiken lassen sich nur die prafixfreien Sprachen
in DCFL erzeugen. Dagegen erzeugen die LR(k)-Grammatiken fiir
jedes k > 1 genau die Sprachen in DCFL.
Daneben gibt es noch LL(k)-Grammatiken, die fiir wachsendes k
immer mehr deterministisch kontextfreie Sprachen erzeugen.
Als néachstes zeigen wir, dass DCFL unter Komplementbildung abge-
schlossen ist. Versuchen wir, die End- und Nichtendzusténde eines
DPDA M einfach zu vertauschen, um einen DPDA M fir L(M) zu
erhalten, so ergeben sich folgende Schwierigkeiten:

1. Falls M eine Eingabe x nicht zu Ende liest, wird x weder von

M noch von M akzeptiert.

2. Falls M nach dem Lesen von x noch e-Uberginge ausfiihrt und
dabel End- und Nichtendzustande besucht, wird z von M und
von M akzeptiert.

Der néchste Satz zeigt, wie sich Problem 1 beheben lésst.

Satz 109. Jede Sprache L € DCFL wird von einem DPDA M’ erkannt,
der alle Fingaben zu Ende liest.
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Beweis. Sei M = (Z,%,T,0,qo,#,E) ein DPDA mit L(M) = L. Falls
M eine Eingabe x = xy...x, nicht zu Ende liest, muss einer der
folgenden drei Griinde vorliegen:

1. M gerét in eine Konfiguration (q,z; ... x,,€), i <n, mit leerem
Keller.

2. M gerét in eine Konfiguration (q,x;...x,, AY), i < n, in der
wegen 6(q,z;, A) = 0(q,e,A) = & keine Anweisung ausfithrbar
ist.

3. M gerét in eine Konfiguration (q,z;...x,, Ay), i <n, so dass
M ausgehend von der Konfiguration (¢,e, A) eine unendliche
Folge von e-Anweisungen ausfiihrt.

Die erste Ursache schlieflen wir aus, indem wir ein neues Zeichen O
auf dem Kellerboden platzieren:

(a) se# — oo

(dabei sei s der neue Startzustand).

Die zweite Ursache schlieflen wir durch Hinzunahme eines Fehlerzu-
stands 7 sowie folgender Anweisungen aus (hierbei ist IV = I'u {O}):

(b) qaA —-rA, firalle (¢,a,A) € Z x X xT" mit A =0 oder
6(Q7 a, A) = 6(Q7 €, A) =,

fur alle a € X und A eIV

Als néchstes verhindern wir die Ausfithrung einer unendlichen Folge
von e-Ubergiangen. Dabei unterscheiden wir die beiden Fille, ob M
hierbei auch Endzusténde besucht oder nicht. Falls ja, sehen wir einen
Umweg iiber den neuen Endzustand ¢ vor.

(d) gsA—-rA, firallegeZ und A €T, so dass M ausge-
hend von der Konfiguration (¢,e, A) unend-
lich viele e-Uberginge ausfithrt ohne dabei
einen Endzustand zu besuchen.
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(e) gsA—-tA fur alle ge Z und A € T', so dass M ausge-
teA—rA, hend von der Konfiguration (g,&, A) unend-
lich viele e-Ubergéinge ausfiihrt und dabei

auch Endzustande besucht.

Schlieflich ibernehmen wir von M die folgenden Anweisungen:

(f) alle Anweisungen aus 9, soweit sie nicht durch Anweisungen
vom Typ (d) oder (e) iiberschrieben wurden.

Zusammenfassend transformieren wir M in den DPDA
M =(Zu{rst}, 5176 s, #, Eu{t})

mit [V = 'u{O}, wobei ¢’ die unter (a) bis (f) genannten Anweisungen
enthalt.

Beispiel 110. Wenden wir diese Konstruktion auf den DPDA

M = ({QO7 qi, QZ}7 {a7 b, C}7 {A7 B, #}7 9, qo, #, {Q2})

mit der Uberfiihrungsfunktion

0 ‘ QOa# q07A QO7B ‘ q1a# q1aA qlaB ‘ (127# QQaA q27B

€ - - - 42 - - QA - -
a | @A# @AA @AB| - @ - - - -
b| q@B# q@BA @BB| - - ¢ - - -
el - @A @B | - - - | - - -

an, so erhalten wir den DPDA

M, = ({QO7q17q27T’87t}7 {a7b7 C}a {AvBa#7D}76,787#a {q27t})

mit folgender Uberfiihrungsfunktion &':

42

3.5 Deterministisch kontextfreie Sprachen

o' ‘ QO7# quA q0>B o, q17# q17A q1?B q1,0 CI2:# q2aAq27B 42,0
el - - - —|e - - -]t - - -

a |qQA# qAA AB ro| - ¢ rB ro| - rA rB ro
b |qB# @9BA BB ro| - rA ¢ ro| - rA rB roO
c|lr# @A @B ro| - rA rB ro| - rA rB ro

Typ| (f.b) (f)

(f) @) () (L) (£:0) (B) ] (e) (B) (b) (b)

‘s,# s, A s,B s,0

r# r,A r,B r.0O

t# t,At,B t,0

e |Q#O - - - - - - —r# - - -

N e T T

bl — _ _ -

cl- o~ L
Typ| (a) | (e)

<

Satz 111. Die Klasse DCFL ist unter Komplement abgeschlossen, d.h.

es gilt DCFL = co-DCFL.

Beweis. Sei M = (Z,%,1',6,q0,#, ) ein DPDA, der alle Eingaben
zu Ende liest, und sei L(M) = L. Wir konstruieren einen DPDA M

fir L.

Die Idee dabei ist, dass sich M in seinem Zustand (g,4) neben dem
aktuellen Zustand ¢ von M in der Komponente ¢ merkt, ob M nach
Lesen des letzten Zeichens (bzw. seit Rechnungsbeginn) einen Endzu-
stand besucht hat (i = 2) oder nicht (¢ = 1). M6chte M das nachste
Zeichen lesen und befindet sich M im Zustand (g,1), so macht M
noch einen Umweg iiber den Endzustand (g, 3).

Konkret erhalten wir M = (Zx{1,2,3},%,T,8,s,#, Zx{3}) mit

(q0>1)7
(90,2),

q0¢E7

sonst,
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indem wir zu ¢’ fiir jede Anweisung ge A -, py die Anweisungen

(q,1)eA— (p, 1)y, fallsp¢FE,
(¢,1)eA - (p,2)y, falls pe E und

(¢,2)eA ~ (p,2)7,

sowie fiir jede Anweisung qaA —,; py die Anweisungen

(¢, 1)eA — (g,3)A,

(¢,2)aA - (p, 1)y, fallsp¢ E,
(¢,2)aA - (p,2)y, fallspekF,
(¢,3)aA - (p,1)y, falls p¢ E und
(¢,3)aA - (p,2)y, fallspekFE.
hinzufiigen. -

Eine niitzliche Eigenschaft von M ist, dass M in einem Endzustand
keine e-Uberginge macht.

Beispiel 112. Angenommen, ein DPDA M = (Z,%,1,6,q,#, E)
fiihrt bei der Fingabe x = a folgende Rechnung aus:

(QO7a7#) F (Q17€7’71) = (QQagaf)@)'

Dann wiirde M im Fall E = {q,q2} (d.h. x € L(M)) die Rechnung

((q0,2),a,#) = ((q1> 1)75771) = ((QQ72)75772)

ausfiihren. Da (q1,1),(q2,2) ¢ Zx{3} sind, verwirft also M das Wort
a. Dagegen wirde M im Fall E ={qo} (d.h. x ¢ L(M)) die Rechnung

((QQ,Q),CL,#) = (((h; 1)?‘(':7’}/1) = ((q27 1)75’72) = ((q2a3)a57,72)

ausfiihren. Da (q,3) € Zx{3} ein Endzustand von M ist, wiirde M
nun also das Wort a akzeptieren. N
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Satz 113. Die Klasse DCFL ist nicht abgeschlossen unter Durch-
schnitt, Vereinigung, Produkt und Sternhiille.

Beweis. Die beiden Sprachen
Ly ={a™™c™ | n,m >0} und Lg = {a"b"c™ |n,m >0}
sind deterministisch kontextfrei (siche Ubungen). Da der Schnitt

Lin Ly = {a™b"c™ | n > 0} nicht kontextfrei ist, liegt er auch nicht in
DCFL, also ist DCFL nicht unter Durchschnitt abgeschlossen.

Da DCFL unter Komplementbildung abgeschlossen ist, kann DCFL
wegen de Morgan dann auch nicht unter Vereinigung abgeschlossen
sein. Beispielsweise sind folgende Sprachen deterministisch kontextfrei:

L3 ={ab’c*|i#j} und Ly = {a’b’c* |j # k}.

Thre Vereinigung Lz U Ly = {a’bic¥ | i # j oder j # k} gehort aber nicht
zu DCFL, d.h. L3 u L, € CFL ~x DCFL. DCFL ist ndmlich unter Schnitt
mit reguliren Sprachen abgeschlossen (siche Ubungen). Daher wire
mit L3 u L, auch die Sprache

(L3u Ly) n L(a*b*c*) = {a"b"c" | n > 0}
(deterministisch) kontextfrei.

Als néchstes zeigen wir, dass DCFL nicht unter Produktbildung abge-
schlossen ist. Wir wissen bereits, dass L = L3 U Ly ¢ DCFL ist. Dann
ist auch die Sprache

0L =0Lsu0L, ¢ DCFL,

da sich ein DPDA M = (Z,%,T,0,qo,#, F) fiir 0L leicht zu einem
DPDA fir L umbauen liefle. Sei ndmlich (p,e,7) die Konfiguration,
die M nach Lesen der Eingabe 0 erreicht. Dann erkennt der DP-
DA M'=(Zu{s}, %, T, s,#,E) die Sprache L, wobei ¢’ wie folgt
definiert ist:

Toud) = {((SZVZL’M

(q,u,A) = (5,6, %#),
(q,u,A) e Z x (R u{e}) xT.
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Es ist leicht zu sehen, dass die beiden Sprachen {e,0} und L5 = L3u0L4
in DCFL sind (sieche Ubungen). Thr Produkt {€,0}Ls = L5 u (L5 =
L3 u0Lsu0L3uU00Ly gehort aber nicht zu DCFL. Da DCFL unter
Schnitt mit reguldren Sprachen abgeschlossen ist (siche Ubungen),
ware andernfalls auch

{5, O}L5 N L(Oa*b*c*) = 0L3 U OL4
in DCFL, was wir bereits ausgeschlossen haben. ]

Dass DCFL auch nicht unter Sternhiillenbildung abgeschlossen ist,
lidsst sich ganz éhnlich zeigen (siehe Ubungen). Wir fassen die be-
wiesenen Abschlusseigenschaften der Klassen REG, DCFL und CFL in

folgender Tabelle zusammen:

Vereinigung Schnitt Komplement Produkt Sternhiille

REG ja ja ja ja ja
DCFL nein nein ja nein nein
CFL ja nein nein ja ja
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In diesem Kapitel fithren wir das Maschinenmodell des linear be-
schrénkten Automaten (LBA) ein und zeigen, dass LBAs genau die
kontextsensitiven Sprachen erkennen. Die Klasse CSL ist unter Kom-
plementbildung abgeschlossen. Es ist jedoch offen, ob die Klasse DCSL
der von einem deterministischen LBA erkannten Sprachen eine echte
Teilklasse von CSL ist (diese Frage ist als LBA-Problem bekannt).

4.1 Kontextsensitive Grammatiken

Zur Erinnerung: Eine Grammatik G = (V, X, P, .S) heifit kontextsen-
sitiv, falls fiir alle Regeln o > 8 gilt: |3| > || Als einzige Ausnahme
hiervon ist die Regel S — ¢ erlaubt. Allerdings nur dann, wenn das
Startsymbol S nicht auf der rechten Seite einer Regel vorkommt.

Das néchste Beispiel zeigt, dass die Sprache L = {a"b"c™ | n > 0} von ei-
ner kontextsensitiven Grammatik erzeugt wird. Da L nicht kontextfrei
ist, ist also die Klasse CFL echt in der Klasse CSL enthalten.

Beispiel 114. Betrachte die kontextsensitive Grammatik G =
(V,X,P,S) mit V={S, B}, ¥={a,b,c} und den Regeln

P:S—aSBc,abc (1,2) ¢B—Bc(3) bB—bb(4)
In G laf$t sich beispielsweise das Wort w = aabbce ableiten:

S = aSBc = aabcBc = aabBcc = aabbee
€)) (2) (3) (4)

Allgemein gilt fiir alle n > 1:

S —n-1 anfls(BC)n—l = aan(BC)n—l :(3) abBn-1cn —n-1 anbnen
¢Y) (2) 3) (4)
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Also gilt a™b™c™ € L(Q) fiir alle n > 1. Umgekehrt folgt durch Induktion
tber die Ableitungslinge m, dass jede Satzform u mit S =™ a die
folgenden Bedingungen erfillt:

o #a(a) =#(a) +#p(a) = #.(a),
e links von S und links von einem a kommen nur a’s vor,
e links von einem b kommen nur a’s oder b’s vor.

Daraus ergibt sich, dass in G nur Worter der Form w = a™b"c" ableit-
bar sind. <

4.2 Turingmaschinen

Um ein geeignetes Maschinenmodell fiir die kontextsensitiven Sprachen
zu finden, fithren wir zundchst das Rechenmodell der nichtdeterminis-
tischen Turingmaschine (NTM) ein. Eine NTM erhilt ihre Eingabe

auf einem nach links und rechts

3 Schreib-
unbegrenzten Band. Wéhrend Lese-Kopf Arbeitsband
ihrer Rechnung kann sie den «— mit Eingabe
Schreib-Lese-Kopf auf dem ]|_| 1] - W W |_|\
Band in beide Richtungen be-
wegen und dabei die besuch- A\\
ten Bandfelder lesen sowie ge- Steuer-
lesenen Zeichen gegebenenfalls cinheit

iiberschreiben.
Es gibt mehrere Arten von Turingmaschinen (u.a. mit einseitig unend-
lichem Band oder mit mehreren Schreib-Lese-Kopfen auf dem Band).
Wir verwenden folgende Variante der Mehrband-Turingmaschine.

Definition 115. Sei k> 1.

a) Eine nichtdeterministische k-Band-Turingmaschine
(kurz k-NTM oder einfach NTM) wird durch ein 6-Tupel
M= (Z,%,T,0,q0, E) beschrieben, wobei

e 7 eine endliche Menge von Zustinden,

4.2 Turingmaschinen

Y. das Fingabealphabet (wobei L ¢ ),

I' das Arbeitsalphabet (wobei X u{u} cT'),

§: ZxTk - P(ZxTkx{L,R,N}*) die Uberfiihrungsfunk-
tion,

qo der Startzustand und
e FcZ die Menge der Endzustinde ist.

b) Eine k-NTM M heifit deterministisch (kurz: M ist eine k-
DTM oder einfach DTM), falls fir alle (q,a1,...a;) € Z xT*
die Ungleichung ||0(q, a1, ... a)| <1 gilt.

Far (¢',ay,...,a},D1,...,Di) €(q,a1,...a;) schreiben wir auch

(g,a1,...,a;) > (¢',al,...,a;, Dy,..., Dy).

Eine solche Anweisung ist ausfithrbar, falls
e ¢ der aktuelle Zustand von M ist und

e sich fir2=1,...,k der Lesekopf des i-ten Bandes auf einem mit
a; beschrifteten Feld befindet.

Ihre Ausfithrung bewirkt, dass M
o vom Zustand ¢ in den Zustand ¢’ iibergeht,
 auf Band ¢ das Symbol a; durch a ersetzt und
o den Kopf gemafl D; bewegt (L: ein Feld nach links, R: ein Feld
nach rechts, N: keine Bewegung).
Definition 116. Sei M = (Z,%,1,0,qo, E) eine k-NTM.
a) Eine Konfiguration von M ist ein (3k + 1)-Tupel

K= (Q7ulaa’17vl7"'7uk7akavk) € Z x (F* XFXF*)k

und besagt, dass
e ¢ der momentane Zustand ist und

e dasi-te Band mit ...uu;a;v;U. .. beschriftet ist, wobei sich
der Kopf auf dem Zeichen a; befindet.

45



4 Kontextsensitive Sprachen

b)

Im Fall k =1 schreiben wir fir eine Konfiguration (q,u,a,v)
auch kurz uqav.

Die Startkonfiguration von M bei Eingabe x = xq ...z, € X%
15t
K- {(qo,a,xl,xg X, €, U0E, . E U E), T FE,

(qo,&,U,¢,...,6,U,€), T =c.

Eine Konfiguration K' = (q,u},a}, v}, ... u},a,vy) heifst Fol-
gekonfiguration von K = (p,ui,ai,vq,... Uk, a,v) (kurz
K+ K'), falls eine Anweisung

(Q7a17"'7ak)_)(qlabla"’7bkaD17"‘7Dk)

existiert, so dass firi=1,...,k gilt:
im Fall D; = N: | D; = R: D;=L:
K wla;|v; K wla;|v; K: u;|a;| v;
K" wu|b;|v; K" u; by |a|v] K" uilal|b; v;
I _
u; = Uy, u; = u;b; und ;. {Uzw u; # €,
u.-a. =
/I _ 11
a; = b; und v vie, U, sonst
) a) =
Ui = Ui U, sonst. | und v! = bv;.

Man beachte, dass sich die Linge der Bandinschrift u;a;v; beim
Ubergang von K zu K' genau dann um 1 erhéht, wenn in K'
zum ersten Mal ein neues Feld auf dem i-ten Band besucht wird.
Andernfalls bleibt die Linge von u;a;v; unverdindert. Die Ldnge
von u;a;v; entspricht also genau der Anzahl der auf dem i-ten
Band besuchten Felder (inkl. Eingabezeichen im Fall i =1).

4.2 Turingmaschinen

d) Eine Rechnung von M bei Fingabe x ist eine Folge von Kon-
figurationen Ko, K1, Ky... mit Kog= K, und Ko+ Ki+ Ky

e) Die von M akzeptierte oder erkannte Sprache ist
L(M):{xez*|3K€EX(F*XFXF*)]€:K$'_* K}

M akzeptiert also eine Eingabe z (hierfiir sagen wir kurz M (z) ak-
zeptiert), falls es eine Rechnung K, = Ko+ K; + Ky + K; von M(z)
gibt, bei der ein Endzustand erreicht wird.

Beispiel 117. Betrachte die 1-DTM M = (Z,%,1,6,q0, E) mit
Z ={q,---qu}, X = {a,b}, T = Xu{A B,u}, E = {q4}, wobei ¢
folgende Anweisungen emthdlt:

qoa > AR Anfang der Schleife: Ersetze das erste a durch A.

qa =~ qalR
@nB—-qBR
¢1b - @BL

Bewege den Kopf nach rechts bis zum ersten b
und ersetze dies durch ein B (falls kein b mehr
vorhanden ist, dann halte ohne zu akzeptieren).

(1)
(2)
(3)
(4)
qa = qeal.  (5) Bewege den Kopf zuriick nach links bis ein A
@B - @BL (6) kommt, gehe wieder ein Feld nach rechts und wie-
@A - AR (7) derhole die Schieife.

(8)

(9)

10)

q@oB—q@BR
qsB—qsBR
q3U = quuN (

Falls kein a am Anfang der Schleife, dann teste,
ob noch ein b vorhanden ist. Wenn ja, dann halte
ohne zu akzeptieren. Andernfalls akzeptiere.

Dann fiihrt M bei Fingabe aabb folgende Rechnung aus:
qgoaabb + Agqrabb + Aagqibb + AgsaBb

1) (2) (4)
+ qgAaBb + AgpaBb + AAqBb
(5) (7) (1)
= AABqlb = AAQQBB — AQQABB
(3) (4) (6)
+ AAqBB + AAB@B - AABBgsu — AABBquU
(7N (8) (9) (10)
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Ahnlich lift sich a™b™ € L(M) fiir ein beliebiges n > 1 zeigen. Ande-
rerseits fihrt die Eingabe abb auf die Rechnung

qgoabb - Aqbb - ¢ ABb + AqyBb + ABgsb,
1 (4) (M) ®)

die nicht weiter fortsetzbar ist. Da M deterministisch ist, kann M (abb)
auch nicht durch eine andere Rechnung den Endzustand qy erreichen.
D.h. abb gehort nicht zu L(M). Tatsdchlich lisst sich durch Betrach-
tung der tibrigen Fdlle (x = a™™, n>m, x =a"bma*, m, k> 1, etc.)
zetgen, dass M nur Eingaben der Form a™b"™ akzeptiert, und somit
L(M) ={a"b" |n>1} ist. N

Es ist leicht zu sehen, dass jede Typ-0 Sprache von einer NTM M
akzeptiert wird, die ausgehend von z eine Riickwértsableitung (Re-
duktion) auf das Startsymbol sucht. Ist x # ¢ und markieren wir das
letzte Zeichen von z, so kann M das Ende der Eingabe erkennen, ohne
dartiber hinaus lesen zu miissen. Zudem ist im Fall einer Typ-1 Spra-
che die linke Seite einer Regel héchstens so lang wie die rechte Seite.
Deshalb muss M beim Erkennen von kontextsensitiven Sprachen den
Bereich der Eingabe wahrend der Rechnung nicht verlassen.

4.3 Linear beschrankte Automaten

Eine 1-NTM M, die bei keiner Eingabe = # €, deren letztes Zeichen
markiert ist, den Bereich der Eingabe verldsst, wird als LBA (linear
beschrankter Automat) bezeichnet. Ein LBA
darf also bei Eingaben der Lange n > 0
wahrend der Rechnung nur die n mit der Ein-
gabe beschrifteten Bandfelder besuchen und
iiberschreiben. Tatsachlich lasst sich zeigen,
dass jede k-NTM, die bei Eingaben der Lan-
ge n hochstens linear viele (also cn+c fiir eine

—

Steuer-
einheit
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Konstante ¢) Bandfelder besucht, von einem LBA simuliert werden
kann.

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass LBAs genau die kontextsensitiven
Sprachen erkennen.

Definition 118.

a) Fir ein Alphabet 3 und ein Wort x = xy ...z, € ¥* bezeichne &

das Wort
A x?
:L' =
T1...Tp-1Tp,

iiber dem Alphabet =X U{a|aeX}.

b) Eine 1-NTM M = (Z,$,1,0,q, E) heift linear beschriinkt
(kurz: M ist ein LBA), falls M fiir jedes Wort x € ¥* ausgehend
von der Startkonfiguration K; nur Konfigurationen K = ugav
mit |uav| < n erreichen kann:

r=e,

xte

VreX': K; v ugav = |uav| < |z|.

c¢) Die von einem LBA akzeptierte oder erkannte Sprache ist
L(M) ={xeX*| M(Z) akzeptiert}.
Beispiel 119. Es ist nicht schwer, die 1-DTM M = (Z,%.T',6,qo, E)
aus Beispiel 117 mit der Uberfihrungsfunktion
d: goa > AR (1) qa—-qaR (2) ¢B->¢BR (3)
@b »@BL (4)  qa —»gal (5) ¢B-g@BL (6)
©A>qAR (7)  @B-¢@BR (8) ¢B-¢BR (9)
g3l —>Q4|_|N (10)
in einen deterministischen LBA (kurz DLBA) M’ fir die Sprache
{a"b™|n > 1} umzuwandeln. Ersetze hierzu
e X durch 3 = {a,b,&,ls},
e I durchT"=3u {A, B, B, U} sowie
e die Anweisung qsu - quUN (10) durch ¢sB — uBN (10"
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und fiige die Anweisungen qib — g2 BL (4a) und gB » BN (8a)
hinzu. Dann erhalten wir den DLBA M'=(Z,%,17,¢',qo, E) mit der
Uberfiihrungsfunktion

qlg ~q,BL (4a)
Gpa —qal  (5)
@B —-q@BL (6)
@A —=>qAR (7)

8 qga > AR (1)
qa »qaR  (2)
@nB->q@BR (3)
@b - @BL (4)

0B > @3 BR (8)
qoB—q@BN (8a)
@B—-q@BR (9)
qgé —>q4éN (10")

Das Wort aabb wird nun von M' bei Eingabe aabb durch folgende
Rechnung akzeptiert:

qoaabb +* AABqlﬁ(:)AAquB -* AABgB (»—)AABq4§
a 10/
<

Definition 120. Die Klasse der deterministisch kontextsensi-
tiven Sprachen ist definiert als

DCSL = {L(M) | M ist ein DLBA}.

Der DLBA M’ fir die Sprache A = {a™" | n > 1} aus dem letzten
Beispiel lésst sich leicht in einen DLBA fiir die Sprache B = {a"b"c" |
n > 1} transformieren (siehe Ubungen), d.h. B € DCSL \ CFL. Die
Inklusion von CFL in DCSL wird in den Ubungen gezeigt.

Als néchstes beweisen wir, dass LBAs genau die kontextsensitiven
Sprachen erkennen.

Satz 121. CSL = {L(M) | M st ein LBA}.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Inklusion von links nach rechts. Sei
G = (V,X, P,S) eine kontextsensitive Grammatik. Dann wird L(G)
von folgendem LBA M akzeptiert (0.B.d.A. sei € ¢ L(G)):
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Arbeitsweise von M bei Eingabe x =z ... 2,12, mit n > 0:

I Markiere das erste Eingabezeichen z;

> Wahle eine beliebige Regel @ - 3 aus P

3 Wahle ein beliebiges Vorkommen von /3 auf dem Band (falls

nicht vorkommt, halte ohne zu akzeptieren)

i Ersetze die ersten |a| Zeichen von 3 durch «

Falls das erste (oder letzte ) Zeichen von (5 markiert war,
markiere auch das erste ( letzte ) Zeichen von «

i Verschiebe die Zeichen rechts von /3 um |§| - |«| Positionen nach
links und Uberschreibe die frei werdenden Bandfelder mit Blanks

Enthalt das Band auBer Blanks nur das (markierte) Startsymbol,
so halte in einem Endzustand

s Gehe zuriick zu Schritt 2

wt

-~

Nun ist leicht zu sehen, dass M wegen |§] > |a| tatsichlich ein LBA
ist. M akzeptiert eine Eingabe z, falls es gelingt, eine Ableitung fiir
z in G zu finden (in umgekehrter Reihenfolge, d.h. M ist ein nichtde-
terministischer Bottom-Up Parser). Da sich genau fiir die Wérter in
L(G) eine Ableitung finden lésst, folgt L(M) = L(G).

Fir den Beweis der umgekehrten Inklusion sei ein LBA M =
(Z,%.,T,6,q, E) gegeben (0.B.d.A. sei e ¢ L(M)). Betrachte die kon-
textsensitive Grammatik G = (V, X, P,S) mit

V = {S,A} U (ZT UT)xZ,

die fiir alle a,b e X und c¢,d € I' folgende Regeln enthélt:

P: S — A(a,a), (qoa,a) S) ,Startregeln®

(
A- A(av CL), (CIOG’ (I) (A) ,,A—Regeln“
(c,;a) —a (F) ,Finale Regeln“
(ge,a) = a, falls ge E (E) ,E-Regeln®
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(qe,a) = (4’ a), falls g¢ >y ¢/’N (N) ,N-Regeln“
(qe,a)(d,b) — (c;a)(¢d,b), falls gc »pr ¢¢R  (R) ,R-Regeln®
(dv a’)(qca b) - (q,da a)(cl7 b)7 falls gc - q’C,L (L> »L-Regeln®

Durch Induktion iiber m lasst sich nun leicht fiir alle aq, ..
und ¢ € Z die folgende Aquivalenz beweisen:

Sap €1

A m
qox1 ... Tp-1Typ =" Q1...0;-1QC; ...Qp <

(qox1,21) ... (Zp, ) (NzL) (a1, 21) ... (qai, ;) ... (apn, zy)

Ist also qoxy ... 2,12, F™aq...a;_1qa;...a, mit q € E/ eine akzeptie-
rende Rechnung von M(zy...x, 1%,), so folgt

=" (qox1,21)(22,22) ... (Tp-1, Tn-1)(Tn, Tn)

(S,A)
(N,:L>,R) (alyxl) ce (ai—la xi—l)(qai,xi) e (an7$n)
=" T1...Tp
(F.E)
Die Inklusion L(G) ¢ L(M) folgt analog. .

Eine einfache Modifikation des Beweises zeigt, dass 1-NTMs genau
die Sprachen vom Typ 0 akzeptieren (siche Ubungen).

Beispiel 122. Betrachte den LBA M = (Z,%,T,0,q0, E) mit Z =
{qo,---q1}, X ={a,b}, T ={a,b,a,b, A, B, B,u} und E ={q}, sowie

d: goa > AR 6118 - QQBL qoB—q@BR
G1a —>qraR G20 — qaal qoB - qBN
@ B—-qBR @B —q¢BL @3B —qBR
q1b —»qBL @A = qAR qsB - qBN

Die zugehorige kontextsensitive Grammatik G = (V, %, P,S) enthdlt
dann neben den Start- und A-Regeln
S - A(a,a), A(b,b), (90, a), (gob,b)
A A(a> Cl), A(b> b)’ (qoa, a)7 (qob7 b)

(51-54)
(A1-Ag)
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fir jedes Zeichen c € I folgende F- und E-Regeln (wegen E = {q4}):

(c,a) > a und (¢,b) = b
(qsc,a) - a und (q4c,b) - b

(F1-Fig)
(E1-Erg)

Daneben enthdlt P beispielsweise fir die Anweisung Q3B - q4l§N
folgende zwei N-Regeln:

(Q3§)a) g (Q4B7a)7 (Q3E)b) - (Q4E;b)

Fiir die Anweisung ¢1b — quBL kommen fiir jedes d € I' die vier
L-Regeln

(d7 a)(leaa) - (QQda a)(B>a)>
(d7 a)(lea b) - (QQd7 CL)(B,Z)),

(d> b)(lea CL) - (QZda b)(B’ Cl)
(d7 b)(Q1b7 b) - (QQd, b)(B7 b)

zu P hinzu und die Anweisung qoa - q1 AR bewirkt fiir jedes d € I' die
Hinzunahme folgender vier R-Regeln:

(qoa,a)(d,a) = (A,a)(qid,a), (qa,a)(d,b) - (A, a)(q:d,b)
(C_I()CL, b)(d’ a) - (A’ b)(qlda a)v (qu, b)(d7 b) - (A7 b)(Qlda b)

<

Folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Abschlusseigenschaften
der Klassen REG, DCFL, CFL, DCSL, CSL und RE. In der Vorlesung
Komplexitétstheorie wird gezeigt, dass die Klasse CSL unter Komple-
mentbildung abgeschlossen ist. Im nachsten Kapitel werden wir sehen,
dass die Klasse RE nicht unter Komplementbildung abgeschlossen ist.
Die tibrigen Abschlusseigenschaften in folgender Tabelle werden in
den Ubungen bewiesen.
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Vereinigung Schnitt Komplement Produkt Sternhiille

REG ja ja ja ja ja

DCFL nein nein ja nein nein . . .

CFL ja nein nein a a 5 Entscheidbare und semi-entscheidbare
DCSL ja ja ja ja ja Sprachen

CSL ja ja ja ja ja

RE ja ja nein ja ja

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit der Klasse RE der re-
kursiv aufzahlbaren Sprachen, die identisch mit den Typ-0 Sprachen
sind. Wir werden eine Reihe von Charakterisierungen fiir diese Klasse
mittels Turingmaschinen beweisen, wodurch auch die Namensgebung
(rekursiv aufzahlbar) verstédndlich wird. Eine wichtige Teilklasse von
RE bildet die Klasse REC der entscheidbaren (oder rekursiven) Spra-
chen, in der bereits alle kontextsensitiven Sprachen enthalten sind.

Definition 123.

a) Eine NTM M halt bei Fingabe x, falls alle Rechnungen von
M (x) eine endliche Linge haben. Falls M (x) nicht halt, schrei-
ben wir auch kurz M(x) =1.

b) Eine NTM M entscheidet eine Eingabe x, falls M(x) hdlt
oder eine Konfiguration mit einem Endzustand erreichen kann.

c) Eine Sprache L € X* heif$t entscheidbar, falls eine DTM M
mit L(M) = L existiert, die jede Fingabe x € ¥.* entscheidet.

d) Jede wvon einer DTM M erkannte Sprache heif$t semi-
entscheidbar.

Bemerkung 124.

e Die von einer DTM M akzeptierte Sprache L(M) wird als semi-
entscheidbar bezeichnet, da M zwar alle (positiven) Eingaben
x € L entscheidet, aber mdglicherweise nicht alle (negativen)
Eingaben x € L.

o Wir werden spdter sehen, dass genau die Typ-0 Sprachen semi-
entscheidbar sind.

20
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Wir wenden uns nun der Berechnung von Funktionen zu.

Definition 125.  Eine k-DTM M = (Z,%,T',0,qo, ) berechnet
eine Funktion f:X* - T'*, falls M bei jeder Fingabe x € ¥X* in einer
Konfiguration

K = (q,uy,a1,v1, ..., u a,v;) € Z x (D" x T x )k

mit uy, = f(x) halt (d.h. K, +* K und K hat keine Folgekonfiguration,).
Hierfiir sagen wir auch, M gibt bei Eingabe x das Wort f(z) aus und
schreiben M (x) = f(x). f heifft Turing-berechenbar (oder einfach
berechenbar), falls es eine k-DTM M mit M (x) = f(x) fir alle
x €X* gibt.

Um eine Funktion f:>* — I'* zu berechnen, muss M also bei jeder
Eingabe = den Funktionswert f(x) auf das k-te Band schreiben und
danach halten. Falls M nicht bei allen Eingaben halt, berechnet M
keine totale, sondern eine partielle Funktion.

Definition 126.
a) Fine partielle Funktion hat die Form f:¥* - T u{1}.
b) Fir f(x) =1 sagen wir auch f(x) ist undefiniert.

¢) Der Definitionsbereich (engl. domain) von f ist
dom(f) ={zeX*|f(x)#1}.

d) Das Bild (engl. image) von f ist
img(f) = {f(z) |z e dom(f)}.

e) f heifit total, falls dom(f) =X* ist.

f) Eine DTM M = (Z,%,T,6,q0,E) berechnet eine partielle
Funktion f :¥* - I'*u {1}, falls M(x) fir alle x € dom(f)
das Wort f(x) ausgibt und fir alle x ¢ dom(f) keine Ausgabe
berechnet (d.h. M(x) =1).

o1

Aus historischen Griinden werden die berechenbaren Funktionen und
die entscheidbaren Sprachen auch rekursiv (engl. recursive) genannt.
Wir fassen die entscheidbaren Sprachen und die (partiellen) berechen-
baren Funktionen in folgenden Klassen zusammen:

REC = {L(M) | M ist eine DTM, die jede Eingabe entscheidet},
FREC = {f | f ist eine berechenbare (totale) Funktion},
FREC, = {f | f ist eine berechenbare partielle Funktion}.

Dann gilt FREC ¢ FREC,, und
REG ¢ DCFL ¢ CFL ¢ DCSL ¢ CSL ¢ REC ¢ RE.

Wir wissen bereits, dass die Inklusionen REG ¢ DCFL ¢ CFL ¢ DCSL
echt sind. In diesem Abschnitt werden wir die Echtheit der Inklusion
REC ¢ RE zeigen. Dass CSL eine echte Teilklasse von REC ist, wird in
den Ubungen gezeigt.

Beispiel 127. Bezeichne x* den lexikografischen Nachfolger von
x e X*. Fir X ={0,1} ergeben sich beispielsweise folgende Werte:

z|e 0 1 00 01 10 11 000
z+10 1 00 01 10 11 000 001

Betrachte die auf X* definierten partiellen Funktionen fi, fa, f3, fa mit
fi(z) =0,
fo(z) =z,
fa(x) =a*

Da diese vier partiellen Funktionen alle berechenbar sind, gehdren die
totalen Funktionen fi, fa, f3 2zu FREC, wdhrend fy zu FREC, gehdrt<

T, x=e¢,

Yy, x=y*.

und  fa(x) :{

Wie der néchste Satz zeigt, lasst sich jedes Entscheidungsproblem auf
ein funktionales Problem zurtckfiihren.
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Satz 128.

(i) Eine Sprache A ¢ ¥* ist genau dann entscheidbar, wenn ihre
charakteristische Funktion x  : ¥* — {0, 1} berechenbar ist.
Diese ist wie folgt definiert:

1, zeA,

xa(@) = {0, z ¢ A

(it) Eine Sprache A € ¥* ist genau dann semi-entscheidbar, falls
die partielle charakteristische Funktion X :YX* - {1,1}
berechenbar ist. Letztere ist wie folgt definiert:

1, xeA,

fale) = {T, x¢ A

Beweis. Siehe Ubungen. n

Definition 129. Eine Sprache A € ¥* heifst rekursiv aufzahlbar,
falls A entweder leer oder das Bild img(f) einer berechenbaren Funk-
tion f:1'* — X* fiir ein beliebiges Alphabet T" ist.

Satz 130. Folgende Eigenschaften sind dquivalent:
1. A ist semi-entscheidbar (d.h. A wird von einer DTM akzeptiert),
A wird von einer 1-DTM akzeptiert,
A wird von einer 1-NTM akzeptiert,
A ist vom Typ 0,
A wird von einer NTM akzeptiert,

S G o e

A ist rekursiv aufzdhlbar.

Beweis. 1) = 2): Sei M = (Z,%,1',4,qy, E) eine k-DTM, die A ak-
zeptiert. Wir konstruieren eine 1-DTM M’ = (Z',3,T",0', 2o, F)

52

mit L(M'") = A. M’ simuliert M, indem sie jede Konfiguration
K von M der Form

[alb]c]d]
K
BN
t

durch eine Konfiguration K’ folgender Form nachbildet:

RIRIEIE

Das heifit, M’ arbeitet mit dem Alphabet
I"=Tu(Tu{a|lael})"

und erzeugt bei Eingabe z =z ...x, € X* zuerst die der Start-
konfiguration K, = (qo,&,%1,%2...2n,&,U,&,...,&,U,¢) von M
bei Eingabe x entsprechende Konfiguration

Z; T2 Tn

ro_ I:I LI L
Kx—% E 3 B
O U U

Dann simuliert M’ jeweils einen Schritt von M durch folgende
Sequenz von Rechenschritten:

Zuerst geht M’ solange nach rechts, bis sie alle mit
" markierten Zeichen (z.B. ay,...,d;) gefunden hat.
Diese Zeichen speichert M’ zusammen mit dem aktuel-
len Zustand ¢ von M in ihrem Zustand. Anschliefend
geht M’ wieder nach links und realisiert dabei die
durch 6(q,aq,...,a;) vorgegebene Anweisung von M.

Sobald M in einen Endzustand tibergeht, wechselt M’ ebenfalls

in einen Endzustand und hélt. Nun ist leicht zu sehen, dass
L(M") = L(M) ist.
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2) = 3): Klar.

3) = 4) = 5): Diese beiden Implikationen lassen sich ganz dhnlich wie
die Charakterisierung der Typ-1 Sprachen durch LBAs zeigen
(siehe Ubungen).

5)=6): Sei M = (Z,%,1,6,q0,E) eine k-NTM, die eine Spra-
che A # @& akzeptiert. Kodieren wir eine Konfiguration K =
(q,u1,ay,vy,...,uk,a,vx) von M durch das Wort

code(K) = #q#ui#a1 #0i# ... HFupFHFap#o#

iiber dem Alphabet I' = Z uT U {#} und eine Rechnung
Ko + -+ + K; durch code(K))...code(K,), so lassen sich die
Wérter von A durch folgende Funktion f:T* - X* aufzihlen
(dabei ist zg ein beliebiges Wort in A):

Yy, x kodiert eine Rechnung Ky + --- + K; von M
mit K=K, und K; € Ex (I xI' xI'*)k

T, sonst.

fx) =

Da f berechenbar ist, ist A = img(f) rekursiv aufzahlbar.
6) = 1): Sei f:I'* > X* eine Funktion mit A = img(f) und sei M eine
k-DTM, die f berechnet. Dann akzeptiert folgende (k+1)-DTM
M’ die Sprache A.
M’ berechnet bei Eingabe x auf dem 2. Band der Rei-
he nach fir alle Woérter y € I'* den Wert f(y) durch
Simulation von M (y) und akzeptiert, sobald sie ein
y mit f(y) = x findet. -

Satz 131. A ist genau dann entscheidbar, wenn A und A semi-
entscheidbar sind, d.h. REC = RE nco-RE.

Beweis. Sei A entscheidbar. Es ist leicht zu sehen, dass dann auch A
entscheidbar ist. Also sind dann A und A auch semi-entscheidbar. Fir
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5.1 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

die Riickrichtung seien fi, fo : I'* - ¥* Turing-berechenbare Funk-
tionen mit img(f,) = A und img(f,) = A. Wir betrachten folgende
k-DTM M, die bei Eingabe z fir jedes y € I'* die beiden Werte fi(y)
und f>(y) bestimmt und im Fall

e fi(y) = = in einem Endzustand
e fo(y) = z in einem Nichtendzustand

hilt. Da jede Eingabe 2 entweder in img(f,) = A oder in img(f) = A
enthalten ist, halt M bei allen Eingaben. [

5.1 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Eine fiir die Programmverifikation sehr wichtige Fragestellung ist,
ob ein gegebenes Programm bei allen Eingaben nach endlich vielen
Rechenschritten stoppt. In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass
es zur Losung dieses Problems keinen Algorithmus gibt, nicht einmal
dann, wenn wir die Eingabe fixieren. Damit Turingmaschinen die
Eingabe fiir Turingmaschinenprogramme bilden kénnen, miissen wir
eine geeignete Kodierung von Turingmaschinen vereinbaren (diese
wird auch Gédelisierung genannt).

Sei M = (Z,%,1,0,q0, F) eine 1-DTM mit Zustandsmenge Z =
{qo,---,qn} (0.B.d.A. sei E = {q,}) und Eingabealphabet > =
{0,1,#}. Das Arbeitsalphabet sei I" = {ay, ..., a;}, wobei wir 0.B.d.A.
ap = 0, a; = 1, ay = #, ag = U annehmen. Dann konnen wir jede
Anweisung der Form ¢;a; — gya;;D durch das Wort

#bin (i) #bin(j)#bin (i) #bin(j") #bp 7

kodieren. Dabei ist bin(n) die Binardarstellung von n und by = 0,
by, = 1, sowie br = 10. M lasst sich nun als ein Wort iiber dem Alphabet
{0,1,#} kodieren, indem wir die Anweisungen von M in kodierter
Form auflisten. Kodieren wir die Zeichen 0,1, # binér (z.B. 0 ~ 00,
1~ 11, # ~ 10), so gelangen wir zu einer Bindrkodierung wy,; von M.
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Die Binérzahl w,; wird auch die Gédel-Nummer von M genannt
(tatséachlich kodierte Kurt Godel Turingmaschinen durch natiirliche
Zahlen und nicht durch Binarstrings). Die Maschine M,, ist durch die
Angabe von w bis auf die Benennung ihrer Zustidnde und Arbeitszei-
chen eindeutig bestimmt. Ganz analog lassen sich auch DTMs mit
einer beliebigen Anzahl von Bandern (sowie NTMs, Konfigurationen
oder Rechnungen von TMs) kodieren.

Umgekehrt kénnen wir jedem Binéarstring w € {0,1}* eine DTM M,
wie folgt zuordnen:

Mo - {M, falls eine DTM M mit wj; = w existiert,

My, sonst.

Hierbei ist M eine beliebige DTM.

XH‘% Tg XT3 -+

Definition 132.

w1 1 0 -
a) Das Halteproblem ist die Sprache wy|0 O 1 -
wy| 1 1 1 -
w,z €{0,1}* und die DTM Plror i
H — ) )
{w#xMw hdlt bei Eingabe x }
] . XK‘
b) Das spezielle Halteproblem ist
w1 1
die DTM M, Wo 0
K= 0,1}*
{w €{0.1} hdlt bei Eingabe w} w3 I

Der Werteverlauf der charakteristischen Funktion yx von K stimmt
also mit der Diagonalen der als Matrix dargestellten charakteristischen
Funktion yg von H iiberein.

Satz 133. K € RE \ co-RE.

Beweis. Wir zeigen zuerst K € RE. Sei wy die Kodierung einer DTM,

o4

5.1 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

die bei jeder Eingabe (sofort) hilt und betrachte die Funktion

w, x ist Kodierung einer haltenden Berechnung einer
DTM M, bei Eingabe w,

wWp, sonst.

f(x) =

Da f berechenbar und img(f) = K ist, folgt K € RE. Um zu zeigen,
dass K nicht semi-entscheidbar ist, fiihren wir die Annahme K € RE
auf einen Widerspruch.

Wir erklaren zuerst die Beweisidee. Da K € RE ist, gibt es in der
Matrixdarstellung von xpy eine Zeile (sprich DTM M), die mit der
Diagonalen der Matrix tibereinstimmt. Beispielsweise konnen wir fiir
M eine DTM wahlen, die die partielle charakteristische Funktion
Lk von K berechnet. Wire auch K € RE, so wiirde eine DTM M
existieren, so dass die zugehorige Zeile in der Matrix invers zur Zeile
von M und damit zur Diagonalen ist. Beispielsweise konnen wir fiir M
eine DTM wahlen, die die partielle charakteristische Funktion yz von
K berechnet. Da in keiner Matrix eine Zeile existieren kann, die invers
zur Diagonalen ist, fiihrt dies auf den gewiinschten Widerspruch.

Nehmen wir also an, die Sprache

K = {w | M,(w) hilt nicht} (%) XH|¥1 T2 T3 -
w1l 1 0 -
wére segni—entscheidbar. Dann existiert eine wel 0 0 1 -
DTM M, die die partielle charakteristische wil1 1 1
Funktion x5z von K berechnet, d.h. es gilt A
M(w) hilt < weK (*%)
w|0 1 0

Fiir die Kodierung @ von M folgt dann aber

_ ™ (%) _
WeK < Mg(w) halt nicht < @ ¢ K 4 (Widerspruch!) ®

Die Methode in obigem Beweis wird als Diagonalisierung bezeich-
net. Mit dieser Beweistechnik lasst sich auch eine entscheidbare Spra-
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che definieren, die sich von jeder kontextsensitiven Sprache unterschei-
det (siche Ubungen).

Korollar 134. REC ¢ RE.

Beweis. Klar da K € RE ~\ REC. ]

Definition 135.

a) Eine Sprache A ¢ ¥* heifst auf B ¢ I'* reduzierbar (kurz:
A < B), falls eine berechenbare Funktion f:¥* - T'* ex., so
dass gilt:

VeeX*:xe A< f(x)eB.

b) Eine Sprachklasse C heifit unter < abgeschlossen, wenn fiir
alle Sprachen A, B gilt:

A<BABeC= AcC.

c¢) Eine Sprache A heifit hart fir eine Sprachklasse C (kurz: C-
hart oder C-schwer), falls jede Sprache L € C auf A reduzierbar
18t:

VLeC:L<A.
d) Eine C-harte Sprache A, die zu C gehort, heifit C-vollstdndig.

Beispiel 136. Es gilt K < H mittels f : w » w#w, da fir alle
we{0,1}* gilt:

we K < M, ist eine DTM, die bei Eingabe w halt
< wH#w e H.

Das Halteproblem H ist sogar RE-hart, da sich jede semi-entscheidbare
Sprache A auf H reduzieren ldisst. Die Reduktion A < H leistet bei-
spielsweise die Funktion x — w#x, wobei w die Kodierung einer
DTM M, ist, die die partielle charakteristische Funktion X von A
berechnet. <

%)

5.1 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Satz 137. Die Klasse REC ist unter < abgeschlossen.

Beweis. Gelte A < B mittels f und sei M eine DTM, die x g berechnet.
Betrachte folgende DTM M":

o M’ berechnet bei Eingabe x zuerst den Wert f(z) und
o simuliert dann M bei Eingabe f(x).

Wegen
reA< f(x)eB
folgt
M'(x) = M(f(x)) = xB(f(2)) = xa(z).
Also berechnet M’ die Funktion x4, d.h. A € REC. ]

Der Abschluss von RE unter < folgt analog (siche Ubungen).

Korollar 138.

1. A<BAA¢REC= B¢REC.
2. A<BAA¢RE= B¢RE.

Beweis. Aus der Annahme, dass B entscheidbar (bzw. semi-
entscheidbar) ist, folgt wegen A < B, dass dies auch auf A zutrifft
(Widerspruch). [ |

Wegen K < H tibertragt sich die Unentscheidbarkeit von K auf H.

Korollar 139. H ¢ REC.

Definition 140. Das Halteproblem

bei leerem Band ist die Sprache XTo ‘ n (=¢)
w1 1
die DTM M., hdlt
H, = 1} v wy | 1
0 {w 10,1} bei Eingabe € }

ws 0
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Satz 141. Hy ist RE-vollstindig.

Beweis. Da die Funktion w — w+#e¢ die Sprache Hy auf H reduziert
und da H € RE ist, folgt Hy € RE.

Fir den Beweis, dass Hy RE-hart ist sei A € RE beliebig und sei w die
Kodierung einer DTM, die x4 berechnet. Um A auf H, zu reduzieren,
transformieren wir z € {0,1}* in die Kodierung w, einer DTM M,
die zunéchst ihre Eingabe durch z ersetzt und dann M, (x) simuliert.
Dann gilt

reA<ew, e H

und somit A < Hy mittels der Reduktionsfunktion x — w,. [

Insbesondere folgt also K < Hy, d.h. Hy ist unentscheidbar.

5.2 Der Satz von Rice

Frage. Kann man einer beliebig vorgegebenen TM ansehen, ob die
von ihr berechnete Funktion (bzw. die von ihr akzeptierte Sprache)
eine gewisse Eigenschaft hat? Kann man beispielsweise entscheiden,
ob eine gegebene DTM eine totale Funktion berechnet?

Antwort. Nur dann, wenn die fragliche Eigenschaft trivial ist (d.h.
keine oder jede berechenbare Funktion hat diese Figenschaft).

o6

5.2 Der Satz von Rice

Definition 142. Zu einer Klasse F von Funktionen definieren wir
die Sprache

Ly = {w €{0,1}* |die DTM M,, berechnet eine Funktion in .7:}.
Die Eigenschaft F heift trivial, wenn Ly =@ oder Ly ={0,1}* ist.

Der Satz von Rice besagt, dass Lz nur fir triviale Eigenschaften
entscheidbar ist:

L]:i@/\L]:#{O,l}*ﬁLy:ﬁéREC.

Satz 143 (Satz von Rice).
Fiir jede nicht triviale Eigenschaft F ist Ly unentscheidbar.

Beweis. Wir reduzieren Hy auf Lz (oder auf Lz). Die Idee besteht
darin, fiir eine gegebene DTM M,, eine DTM M, zu konstruieren
mit

w € Hy < M, berechnet (k)eine Funktion in F.

Hierzu lassen wir M, bei Eingabe x zunachst einmal die DTM M,
bei Eingabe ¢ simulieren. Falls w ¢ Hy ist, berechnet M, also die
iiberall undefinierte Funktion u mit u(x) =1 fir alle x € X*.

Fiir das Folgende nehmen wir 0.B.d.A. an, dass u ¢ F ist. (Andernfalls
konnen wir F durch die komplementéire Eigenschaft —F ersetzen.
Wegen L_z = Ly ist L genau dann unentscheidbar, wenn L_z un-
entscheidbar ist.)

Damit die Reduktion gelingt, miissen wir nur noch dafiir sorgen, dass
M, im Fall w e Hy eine Funktion f € F berechnet.

Da F nicht trivial ist, gibt es eine DTM My, die eine partiel-
le Funktion f € F berechnet. Betrachte die Reduktionsfunktion
h:{0,1}* - {0,1}* mit

h(w) = w', wobeiw’ die Kodierung einer DTM ist, die bei
Eingabe z zunéchst die DTM M, (¢) simuliert
und im Fall, dass M, halt, mit der Simulation
von My (x) fortféhrt.
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Dann ist h:w ~ w’ eine totale berechenbare Funktion und es gilt

w e Hy = M, berechnet [ = w' € Ly,
w ¢ Hy = M, berechnet u = w' ¢ L.

Dies zeigt, dass h das Problem H, auf Lz reduziert, und da Hy
unentscheidbar ist, muss auch Lz unentscheidbar sein. [

Beispiel 144. Die Sprache
L={we{0,1}*| M,(0") =0"*" fiir alle n >0}

ist unentscheidbar. Dies folgt aus dem Satz von Rice, da die Eigen-
schaft

F={f {0} cdom(f) A f(O") = 0™ fiir alle n >0}

nicht trivial und L = Lx ist. F ist nicht trivial, da z.B. die berechenbare
partielle Funktion

f(x) = {0

T, sonst

x=0" fir eilnn>0

in F und die konstante Funktion g(x) =0 nicht in F enthalten ist. <

In den Ubungen wird folgende Variante des Satzes von Rice fiir
Spracheigenschaften bewiesen, wonach wir einer gegebenen TM nicht
ansehen konnen, ob die von ihr akzeptierte Sprache eine gewisse
Eigenschaft hat oder nicht.

Satz 145. Fiir eine beliebige Sprachklasse S sei
Ls={we{0,1}" | L(M,) € S}.

Dann ist Ls unentscheidbar, aufer wenn Ls € {@,{0,1}*} ist.
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5.3 Das Postsche Korrespondenzproblem

5.3 Das Postsche Korrespondenzproblem

Definition 146. Sei X ein beliebiges Alphabet mit # ¢ 3. Das Post-
sche Korrespondenzproblem iiber . (kurz PCPy) ist wie folgt
definiert.

Gegeben: k Paare (x1,vy1), ..., (Tk, yr) von Wortern tber 3.

Gefragt: Gibt es eine Folge o = (iy,...,1,), n > 1, von Indizes
ije{l,... k}y mit xyy .o x, =Yy YT

Das modifizierte PCP iiber ¥ (kurz MPCPs) fragt nach einer

Losung o = (iy,...,i,) mit iy = 1.

xlxk)

Wir notieren eine PCP-Instanz meist in Form einer Matrix (y1 "

und kodieren sie durch das Wort x1#y1# . . . #xr#Hyx.

Beispiel 147. Die Instanz I = (gc1 2 m3) = ( o ab C“a) besitzt wegen

Y1 Y2 Y3 aca be aa

T1T3ToT3 = acaaabcaa
Y1Y3Y2Yy3 = acaaabcaa

die PCP-Losung o = (1,3,2,3), die auch eine MPCP-Losung ist. <
Lemma 148. Fiir jedes Alphabet X gilt PCPy, < PCPyg 4.

Beweis. Sei ¥ = {aq,...,a,}. Fir ein Zeichen a; € 3 sei a; = 01! und

fir ein Wort w = wy...w, € X* mit w; € ¥ sei W = W ...w,. Dann
folgt PCPyx < PCPy, 4y mittels der Reduktionsfunktion
Y- Yk Y- Yk -

[ reduziert z.B. die PCPyq; 9;-Instanz I = (030 (g 20%0) auf die dquiva-

lente PCPy, yy-Instanz f(I) = (aa‘;’)ba a‘;’)‘fl%b “bfza).
Im Folgenden lassen wir im Fall ¥ = {a,b} den Index weg und schrei-
ben einfach PCP (bzw. MPCP).
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Satz 149. MPCP < PCP.

Beweis. Wir zeigen MPCP < PCPy, fir ¥ = {a,b,(,|,)}. Fir ein
Wort w =w; ... w, sei

<~ «— — —
w w w w

(wn .. |wa|  (wi] . Jw,  Junl|.w, wrl. . |wy

Wir reduzieren MPCP mittels folgender Funktion f auf PCPy:
Ui Uk TR
Beispielsweise ist

N b babbb\ [ (ala| ala| b blalb] blb] )
aabbb a b ) \(alalb |alalb |66 |a |b |))
Da jede MPCP-Losung « = (1,1is,...,4,) fir I auf eine PCP-Lésung
o =(1yig+1,... i, + 1,k +2) fir f(I) fithrt, folgt

I ¢ MPCP = f(I) € PCPs.

Fir die umgekehrte Implikation sei o/ = (iy,...,4,) eine PCP-Losung
fir .
F(I) = (fl L >).

Yi Y Yk |)
Dann muss i, = 1 sein, da (Z;,%;) das einzige Paar in f(I) ist, bei
dem beide Komponenten mit demselben Buchstaben anfangen. Zudem
muss i, = k+2 sein, da nur das Paar (},])) mit demselben Buchstaben

aufhort. Wahlen wir o/ von minimaler Léange, so ist i; € {2,...,k+ 1}
fiir y=2,...,n—1. Dann ist aber

o= (il,ig—l,...,in_l —1)
eine MPCP-Losung fiir 1. ]

5.3 Das Postsche Korrespondenzproblem

Satz 150. PCP ist RE-volistindig und damit unentscheidbar.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass PCP € RE ist. Um zu zeigen,
dass PCP RE-hart ist, sei A eine beliebige Sprache in RE und
sei M = (Z,%,T,6,2p,E) eine 1-DTM mit L(M) = A. Wir zeigen
A<MPCPy fir 3 =TuZu{{,],)}. Wegen MPCPy, < PCP folgt
hieraus A < PCP.

Idee: Transformiere eine Eingabe w € ¥* in eine Instanz
g(w) = (ziz}’:), so dass a = (i1,...,4,) genau dann eine
MPCP-Losung fir g(w) ist, wenn das zugehoérige Losungs-
wort x;, ... T; =Y -..Y;, eine akzeptierende Rechnung

von M (w) kodiert.

Um dies zu erreichen, bilden wir g(w) aus folgenden Wortpaaren:

L ((,(]zw), Lotartregel
2. fur alle a e T U {|}: (a,a), ,Kopierregeln*
3. fir alle a,a’,bel’, 2,2/ € Z: ,Uberfithrungsregeln“

(za,z'a’),  falls 6(z,a) = (2,a’,N),

(za,a'z"), falls 6(z,a) = (#/,d', R),

(bza,z'ba’), falls 6(z,a) = (2',d’, L),

(|za,|z'ua’), falls 6(z,a) = (2',a’, L),

(bz|,2'ba’|), falls §(z,u)=(2",a,L),

(z|,2'a'|), falls 6(z,u) =(2",a’,N),

(z|,a’2"]), falls 6(z,u) =(2',a', R),
4. fur alleee E, a el (ae,e), (ea,e), ,Loschregeln®
5. sowie fiir alle e € E: (e]),)). »~Abschlussregeln®

Ist nun
Ko=z2pwr Ki+--+ K; =uev

eine akzeptierende Rechnung von M (w) mit e € F, so lasst sich aus
dieser leicht eine MPCP-Losung o mit dem Losungswort

(| Kol Kyl [ K| Ky | | Kyvig-1 |)

o8
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gewinnen, wobei K,;,; aus K; durch Loschen von ¢ Zeichen in der
Nachbarschaft von e entsteht.

Zudem ist leicht zu sehen, dass auch umgekehrt jedes Losungswort
Tiy - T4, = Yiy - - - Vi, eine akzeptierende Rechnung von M bei Eingabe
w beinhaltet. Somit gilt

we L(M) < g(w) e MPCPyy,

und da g offensichtlich berechenbar ist, folgt A < MPCPy.

Der Satz lasst sich alternativ auch unter Verwendung einer Typ-0
Grammatik G = (V, X, P,S) fir A beweisen. Sei I' =V uX u{(,|,)}.
Dann kénnen wir eine Eingabe w € ¥* in eine MPCPp-Instanz f(w) =
(ziz:) transformieren, so dass a = (i1, .. .,1,) genau dann eine Losung
fiur f(w) ist, wenn das zugehorige Lisungswort x;, ...x; =i, ..V,
eine Ableitung von w in G kodiert. Dies erreichen wir, indem wir
f(w) aus folgenden Wortpaaren bilden:

L ((,(]S), Lotartregel
2. fir jede Regel [ - r in P: (I,r), »Ableitungsregeln*
3. fur alle a e VU X u{|}: (a,a), ,Kopierregeln*“
4. sowie das Paar (w]),)) »Abschlussregel

Nun lésst sich leicht aus einer Ableitung S = oy = - = a,,, = w von
w in G eine MPCP-Losung mit dem Losungswort

(laolar].. Jam])

angeben. Zudem lasst sich auch umgekehrt aus jeder MPCP-Losung
eine Ableitung von w in G' gewinnen, womit

weL(M) < f(w) e MPCPr

gezeigt ist. [

5.3 Das Postsche Korrespondenzproblem

Beispiel 151. Betrachte die 1-DTM M = (Z,%,1,0,q0, E) mit
Z ={q,-.-q4}, ¥ = {a,b}, T' = {a,b,A,B,u}, E = {q4} und den

Anweisungen

0: qoa AR (1) qa—-qaR (2) gB-qBR (3)
@b »@BL (4) @qa —»qal (5) ¢B-@BL (6)
@A=@AR (7) qB-@BR (8) ¢B-g¢BR (9)
gsu—qsuN (10)

Dann enthdlt die MPCP-Instanz g(ab) fir uwel die Wortpaare

Startregel Kopierregeln Loschregeln Abschlussregel
((7 < ‘(]()Cbb) (U, U), (|7 |) ((]41% q,4)¢ (U(]q, (]1) (qi ’ >7 >)

sowie folgende Uberfiihrungsregeln.:

Anweisung zugehdrige Uberfiihrungsregeln

gpoa > AR (1) (

qa > qaR  (2) (

nB->qBR (3) (01B,Bq)

@b > @BL  (4) (uqb,quB), (|g1b,|qeuB)

@a = qal  (5) (ugpa,qua), (|ga,|gpua)
(
(
(
(
(

doa, Afh)
G a, aCh)

@B —->@BL (6) (ugB,quB), (|¢2B,|g:uB)
@A = q@AR (7)) (g4, Ago)

@B —qBR (8) (qB,Bg)

@B—>q@BR (9) (438, Bgs)

gsU > qUN (10)  (g3u,qav), (gs],qav])

Der akzeptierenden Rechnung

ab - Agib - 2 AB + AqyB - AB ~ ABguu
qo 0 q1 i q2 0 qo & q3- (10) q4
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von M (ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(lgoab| Aqib| g2 AB| AqoB | ABgs| ABqsu| Agqsu|qau|qal)
( ’ qoab | Aqib | @AB | AqyB | ABgs | ABquu | Aquu | G | 44 | >

Betrachte die Grammatik G = ({S},{a,b},{S - aSbS,c},S) und die
Ableitung

S = aSbS = aaSbSbS = aaSbbS = aabbS = aabb
Die MPCP-Instanz f(aabb) enthdlt dann fir u e {S,a,b, |} die Paare

Startregel Ableitungsregeln Kopierregeln Abschlussregel
((,([5) (5,a565),(S,)  (u,u) (aabbl),))

Obiger Ableitung entspricht dann folgendes Léosungswort fir f(aabb):

(1S]aS S S S| aabb|)
(|S1aSbS|aaSbsS )

Das kiirzeste MPCP-Lésungswort fir f(aabb) ist

(|S]aSbS|aaSbSb|aabb|)
(| S]aSbS|aaSbsS )

Dieses entspricht der ,parallelisierten Ableitung

S = aSbS =2 aaSbSbh =2 aabb

5.4 Weitere Unentscheidbarkeitsresultate

In diesem Abschnitt leiten wir aus der Unentscheidbarkeit des Post-
schen Korrespondenzproblems eine Reihe von weiteren Unentscheid-
barkeitsresultaten her. Wir zeigen zuerst, dass das Schnittproblem
fiir kontextfreie Grammatiken unentscheidbar ist.
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5.4 Weitere Unentscheidbarkeitsresultate

Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken

Gegeben: Zwei kontextfreie Grammatiken G; und Gs.
Gefragt: Ist L(Gy) n L(Gs) # @7

Satz 152. Das Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken ist RE-
vollstindig.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass das Problem semi-entscheidbar
ist. Um PCP auf dieses Problem zu reduzieren, betrachten wir fiir
eine Folge s = (z1,...,2x) von Strings z; € {a,b}* die Sprache

Ls = {znzllexln |77/2 1,1 S’il,...,in < k}
L wird von der Grammatik G, = ({S},{a,b,1,...,k}, P, S) erzeugt
mit

Psi S—>15231,...,/{S$k,1$1,...,kl‘k

Zu einer PCP-Instanz I = (21;:) bilden wir das Paar (G, G;), wobei
s=(x1,...,x) und t = (y1,...,yx) ist. Dann ist L(G,) n L(Gy) die
Sprache

{in . iy x| 1<n, @y oo @) = Yiy - Y, -

Folglich ist o = (iy,...,4,) genau dann eine Losung fir I/, wenn

Qn .. 01 ...y, € L(Gs) N L(Gy) ist. Also vermittelt f: I+ (G, Gy)
eine Reduktion von PCP auf das Schnittproblem fiir CFL. [ ]

Beispiel 153. Die PCP-Instanz

j (xl T Ig) _ ( a  aab abbaa)
- Y1 Y2 Y3 ~ \aabba ababb aa
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wird auf das Grammatikpaar (G4, Gy) mit folgenden Regeln reduziert:

P;: S - 15a, 2Saab, 3Sabbaa, 1a, 2aab, 3abbaa,
P,: S - 1Saabba, 25ababb, 3Saa, laabba, 2ababb, 3aa.

Der PCP-Lésung o = (1,3,2,3) entspricht dann das Wort

3231aabbaaaababbaa
3231aabbaaaababbaa = 3231y1y3y2y3

3231$1$31L’2I3

in L(Gy) n L(Gy). 4

Des weiteren erhalten wir die Unentscheidbarkeit des Schnitt- und
des Inklusionsproblems fiir DPDAs.

Inklusionsproblem fiir DPDAs

Gegeben: Zwei DPDAs M; und Ms.
Gefragt: Ist L(M;) € L(Ms)?

Korollar 154.
(i) Das Schnittproblem fiir DPDAs ist RE-vollstindig.
(it) Das Inklusionsproblem fiir DPDAs ist co-RE-vollstindig.

Korollar 154 wird in den Ubungen bewiesen. Die Idee dabei ist, die
kontextfreie Grammatik G, im Beweis von Satz 152 in DPDAs M,
und M, zu iiberfithren mit L(M,) = L(G,) und L(M,) = L(G,).
Schliellich ergeben sich fiir CFL noch folgende Unentscheidbarkeitsre-
sultate.

Korollar 155. Fir kontextfreie Grammatiken sind folgende Frage-
stellungen unentscheidbar:

(i) Ist L(G) =5+ ?
(ii) Ist L(Gy) = L(G2)?
(i1i) Ist G mehrdeutig?

(Ausschiopfungsproblem,)

(Aquivalenzproblem)

ehrdeutigkeitsproblem
Mehrd k bl
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5.4 Weitere Unentscheidbarkeitsresultate

Beweis.

(i) Wir reduzieren das Komplement von PCP auf das Ausschop-
fungsproblem fiir CFL. Es gilt

I¢PCP = L,nL =@« L,ulL,=%",

wobei L, und L; die im Beweis von Satz 152 definierten Spra-
chen sind. Diese sind sogar in DCFL und in den Ubungen wird
gezeigt, dass sich DLBAs (und damit auch kontextfreie Gram-
matiken) fiir L, und L, aus I berechnen lassen. Daher vermittelt
die Funktion f: 1 — G, wobei G eine kontextfreie Grammatik
mit
L(G)=Lyu L,
ist, die gewiinschte Reduktion.

(ii) Wir zeigen, dass das Aquivalenzproblem fiir CFL ebenfalls co-RE-
vollstandig ist, indem wir das Ausschopfungsproblem fir CFL
darauf reduzieren. Dies leistet beispielsweise die Funktion

[:Gw(G,Gan),

wobei Gy eine kontextfreie Grammatik mit L(Ggy) = X% ist.

(iti) SchlieBlich zeigen wir, dass das Mehrdeutigkeitsproblem RE-
vollsténdig ist, indem wir PCP darauf reduzieren. Betrachte die
Funktion f: (mlm’“) — G mit

Y1 Yk
G= ({S,A,B},{a,b,l,...,k},P1UPQU{S—>A,S—>B},S)
und den Regeln

P1: A—>1A£IT1,..

P: B - 1By, ..

kA, 1xq, ... kxy,
: 7kByk7 1y17 . 7kyk

Da alle von A oder B ausgehenden Ableitungen eindeutig sind,
ist G genau dann mehrdeutig, wenn es ein Wort w € L(G) gibt
mit

S=A="w und S= B="w.
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Wie wir im Beweis der Unentscheidbarkeit des Schnittproblems
fiir CFL gesehen haben, ist dies genau dann der Fall, wenn die
PCP-Instanz [ = (“'*) eine PCP-Losung hat.
Y1---Yk
|

Als weitere Folgerung erhalten wir die Unentscheidbarkeit des Leer-
heitsproblems fiir DLBAs.

Leerheitsproblem fiir DLBAs

Gegeben: Ein DLBA M.
Gefragt: Ist L(M) = @7

Satz 156. Das Leerheitsproblem fiir DLBAs ist co-RE-vollstindig.

Beweis. Wir reduzieren das Ausschopfungsproblem fur CFL auf das
Leerheitsproblem fiir DLBAs. Eine kontextfreie Grammatik G lasst
sich wie folgt in einen DLBA M mit L(M) = L(G) iiberfithren (siche
Ubungen):

Bestimme zunéchst einen DLBA M mit L(M) = L(G).

Konstruiere daraus einen DLBA M mit L(M) = L(M).
Dann gilt L(G) = ¥* < L(M) = @, d.h. die Funktion f : G ~» M
berechnet die gewtlinschte Reduktion. ]

Dagegen ist es nicht schwer, fiir eine kontextfreie Grammatik G zu
entscheiden, ob mindestens ein Wort in G ableitbar ist. Ebenso ist es
moglich, fiir eine kontextsensitive Grammatik G und ein Wort = zu
entscheiden, ob x in G ableitbar ist.

Satz 157.
(i) Das Leerheitsproblem fiir kfr. Grammatiken ist entscheidbar.

(ii) Das Wortproblem fir kontextsensitive Grammatiken ist ent-
scheidbar.
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Mit Hilfe der arithmetischen Hierarchie lassen sich unentscheidbare
Probleme entsprechend dem Grad ihrer Unentscheidbarkeit einordnen.

Definition 158.

: A,
a) Sei A € ¥* eine Sprache und K eine
Sprachklasse. Dann ist I, PO
JA={xeX*|Iye{0,1}* :a#yc A} As
Iy )
und A,
I =Ku{FA|AecK}. 1, =co-RE Y, =RE
b) Weiter sei g = REC, sowie I1; = co-%;, Ay=REC

A; =301l und ;4 = 31, firi > 0.
c¢) Die Sprachklassen ¥;,11;, AA;, i > 0, bilden die Stufen der arith-
metischen Hierarchie.
Proposition 159.
(i) ¥1 =RE, II; = co-RE.
(i1) Ag=%0=1lp=A; =REC.
(iti) 3; UIl; € Ayyq firi > 0.

Beweis.

(i) Wir zeigen zuerst die Inklusion 3; € RE. Sei A € ¥; und sei
A = 3B fir eine Sprache B € REC. Dann wird A von einer DTM
akzeptiert, die bei Eingabe x systematisch nach einem String
y € {0,1}* mit z#y € B sucht. Folglich ist A € RE.

Fiir die umgekehrte Inklusion sei A € 3* eine Sprache in RE und
sei A= L(M) fir eine DTM M. Dann ist A = 3B fiir die Spra-
che B = {z#vy | y kodiert eine akz. Rechnung von M (x)}. Da
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B entscheidbar ist, folgt A € 3REC. Die Gleichheit II; = co-RE
folgt wegen II; = co->; direkt aus ¥; = RE.
(ii) Die Gleichheiten Ag =Yg =11 = A = REC ergeben sich unmit-
telbar aus REC = co-REC und REC = RE n co-RE.
(iti) Die Inklusion ¥; ¢ Il ist klar, da 3; ¢ 3%; = I1;,; ist.
Die Inklusionen ¥; € 3J;,; lassen sich induktiv wie folgt zeigen.
i =0: Es gilt ¥p =RECc RE =3%;.
1~ i+ 1: Nach IV gilt ¥, ; € ;. Folglich ist II;,_; ¢ II;, was
wegen der Monotonie des 3-Operators (d.h. £ c K’ = 3K ¢
3K") wiederum ¥; = ;4 ¢ 31I; = ;4 impliziert.
Durch Ubergang zu den co-Klassen erhalten wir auch die Inklu-
sionen II; € II,.; und II; € >,
|

Mittels Diagonalisierung kann man zeigen, dass die Klassen >; und
II; fiir 7 > 1 verschieden sind. Dies impliziert, dass die Inklusionen
Zi c AHI c Zi+1 und Hz c Aﬂl c Hﬂl fur alle ¢ > 1 echt sind.

Die betrachteten Entscheidungsprobleme fiir die verschiedenen Stufen
der Chomsky-Hierarchie lassen sich nun wie folgt in die arithmetische
Hierarchie einordnen.

Wort- Leerheits-  Aus-  Aquivalenz- Inklusions- Schnitt-
problem problem schépfung problem  problem  problem
zel? L=g? L=%%7 Li=Ly7 LicLy LlﬁLQ#ﬁ?

REG REC REC REC REC REC REC
DCFL REC REC REC REC“ co -RE RE
CFL REC REC co -RE co -RE co -RE RE
DCSL REC co -RE co -RE co -RE co -RE RE
CSL REC co -RE co -RE co -RE co -RE RE
RE RE co -RE Iy 11, 11, RE

“Bewiesen in 1997 von Géraud Sénizergues (Univ. Bordeaux).

5.6 GOTO-Berechenbarkeit

Tatséchlich sind alle betrachteten Entscheidungsprobleme sogar voll-
standig fiir die angegebenen Sprachklassen.

5.6 GOTO-Berechenbarkeit

In diesem Abschnitt fithren wir das Rechenmodell der Registerma-
schine (random access machine, RAM) ein und zeigen, dass es die
gleiche Rechenstéarke wie das Modell der Turingmaschine besitzt. Das
Modell der RAM ist an die realen Rechenmaschinen angelehnt, die
iiber einen Prozessor mit einem vorgegebenen Befehlssatz verfiigen.

OIIO

Programm
1: Il
2: 12
: o
m: I
"
v Speicher
I
Steuereinheit E
Die Registermaschine
e fithrt ein Programm P = Iy,..., [, aus, das aus einer endlichen

Folge von Befehlen (instructions) I; besteht,

« hat einen Befehlszahler (instruction counter) IC, der die Num-
mer des niachsten Befehls angibt (zu Beginn ist /C' = 0),

o verfiigt tiber einen frei adressierbaren Speicher (random access
memory) mit unendlich vielen Speicherzellen (Registern) r;, die
beliebig grofle natiirliche Zahlen aufnehmen koénnen.

Auf Registermaschinen lassen sich GOTO-Programme ausfiihren,
die tiber folgenden Befehlssatz verfiigen (i, 7, c € N):
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Befehl Semantik

rii=Tj+cC setzt Register r; auf den Wert r; +c
rii=T setzt Register r; auf max(0,r; —c)
GOTO ; setzt den Befehlszahler IC' auf j

IF r,=c THEN GOTO j setzt IC auf j, falls r; = ¢ ist

HALT beendet die Programmausfithrung

Falls nichts anderes angegeben ist, wird zudem I'C' auf den Wert IC'+1
gesetzt.

Eine partielle Funktion f : N*¥ > Nu{1} heiit GOTO-berechenbar,
falls es ein GOTO-Programm P = ([,...,I,) mit folgender Eigen-
schaft gibt:

Wird P auf einer RAM mit den Werten r; =n; fiir i =1,..., k, sowie
IC=0und r;=0firi=0,k+1,k+2,... gestartet, so gilt:
o P halt genau dann, wenn (ng,...,ng) € dom(f) ist, und
o falls P halt, hat ry nach Beendigung von P den Wert
f(ng, ... ,ng).
Beispiel 160. Folgendes GOTO-Programm berechnet die Funktion
f(xy) = zy:

o IFr,=0THEN GOTO 4
1 r=r - 1

2 To:=Tg+T2

3 GOTOO

1 HALT

Dabei ist der Befehl ro := ro+19 in Zeile 2 zwar unzuldssig. Wir konnen
ihn jedoch durch den Befehl GOTO 5 ersetzen und folgende Befehle

hinzufiigen.

5 s =79

¢ IFr3=0THEN GOTO 3
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7 r3i=rz=1
8 ro=ro+1
9 GOTOG6

<

Um mit einem GOTO-Programm auch Wortfunktionen berechnen zu
konnen, miissen wir Woérter numerisch reprasentieren.

Sei 3 = {ag,...,am-1} ein Alphabet. Dann koénnen wir jedes Wort

T =ay ...a;, €X* durch eine natiirliche Zahl numsy(w) kodieren:

n—1 ) n ) mr -1
nums(z) = > m/ + Y i;m"7 =
=0 =1 m-1

Da die Abbildung numsy : ¥* - N bijektiv ist, konnen wir umgekehrt
jede natirliche Zahl n durch das Wort strs,(n) = numy *(n) kodieren.
Fiir das Alphabet X = {a,b,c} erhalten wir beispielsweise folgende
Kodierung:

W e abcaa ab ac ba bb be ca cb cc aaa ...
numg(w)|0 123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Ist ¥ = {0,1}, so lassen wir den Index weg und schreiben einfach
num und str anstelle von nums, und strs. Zudem erweitern wir die
Kodierungsfunktion str : N - {0,1} zu einer Kodierungsfunktion
stry, : NF > {0,1,#} wie folgt:

Sng) = str(ng)# ... #str(ng).

Nun kénnen wir eine partielle Funktion f : N¥ — Nu{t} durch folgende
partielle Wortfunktion f:{0,1,#}* — {0,1}* u {1} reprasentieren:

A {str(n),

flw) = T, sonst.

stri(ng, . .

w = stri(ny,...,n,) und f(ny,...,n,) =neN,

Es ist klar, dass f durch f eindeutig bestimmt ist. Wir nennen f die
numerische Reprdsentation von f.
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Satz 161. Sei f die numerische Reprdsentation einer partiellen Funk-
tion f Dann ist f genau dann GOTO-berechenbar, wenn f berechen-
bar ist.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Simulation eines GOTO-Programms
durch eine DTM. Sei f eine partielle Funktion, deren numerische
Représentation f von einem GOTO-Programm P auf einer RAM R
berechnet wird. Dann existiert eine Zahl k', so dass P nur Register r;
mit ¢ < K’ benutzt. Daher lasst sich eine Konfiguration von R durch
Angabe der Inhalte des Befehlszahlers IC' und der Register rg, ..., 7w
beschreiben. Wir konstruieren eine (k' +2)-DTM M, die

e den Inhalt von IC' in ihrem Zustand,
, k" und
e den Wert von r¢ auf dem Ausgabeband k' + 2 speichert.

o die Registerwerte ry,...,7rp auf den Béndern 1, ...

Ein Registerwert r; wird hierbei in der Form str(r;) gespeichert. Band
k' + 1 wird zur Ausfithrung von Hilfsberechnungen benutzt.

Die Aufgabe von M ist es, bei Eingabe w = stry(ny,...,n;) das Wort
str(f(ny,...,ng)) auszugeben, wenn (ny,...,ng) € dom(f) ist, und
andernfalls nicht zu halten.

Zuerst kopiert M die Teilworter str(n;) fur i = 2,..., k auf das i-te
Band und 16scht auf dem 1. Band alle Eingabezeichen bis auf str(nq).
Da das leere Wort den Wert num(e) = 0 kodiert, sind nun auf den
Béandern 1,. .., k" und auf Band k’+2 die der Startkonfiguration von R
bei Eingabe (nq,...,n;) entsprechenden Registerinhalte gespeichert.
Danach fiihrt M das Programm P Befehl fiir Befehl aus.

Es ist leicht zu sehen, dass sich jeder Befehl [ in P durch eine Folge
von Anweisungen realisieren lasst, die die auf den Béndern gespei-
cherten Registerinhalte bzw. den im Zustand von M gespeicherten
Wert von IC' entsprechend modifizieren. Sobald P stoppt, halt auch
M und gibt das Wort str(rg) = str(f(ny,...,nx)) aus.

Nun betrachten wir die Simulation einer DTM durch ein GOTO-
Programm. Sei f : N* > Nu {1} eine partielle Funktion und sei
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M= (Z,%.T,6,q, F) eine DTM mit Eingabealphabet 3 = {0,1, #},
die die zugehorige Wortfunktion f: 2* — {0,1}* U {1} berechnet. M
gibt also bei Eingabe stry(ni,...,n;) das Wort str(f(ni,...,nx))
aus, falls f(nq,...,n) definiert ist, und hélt andernfalls nicht.

Wir konstruieren ein GOTO-Programm P, das bei Eingabe
(ni,...,n;) die DTM M bei Eingabe w = stri(ng,...,n;) simuliert
und im Fall, dass M (w) halt, den Wert num (M (w)) = f(ni,...,nx)
berechnet. Wir kénnen annehmen, dass M eine 1-DTM ist. Sei
Z ={q0,---,¢} und T = {ayg,...,an_1}, wobei wir annehmen, dass
agp=U, a1 =0, ap =1 und a3 = # ist.

Eine Konfiguration K = ug;v von M wird wie folgt in den Registern
r0,71,72 gespeichert. Sei u =a;, ...a;, und v=aqa;, ...a; ,.

L Toz(il...in)m,
[ ] ’]"1:7:7
® TQ:(jn’--'jl)m'

P besteht aus 3 Programmteilen P = Py, P», P3. P, berechnet in Re-
gister ry die Zahl (j,...J1)m, wobei (ji,...,7,) die Indexfolge der
Zeichen von stry(ny,...,nk) = aj, .. .a;, ist. Die iibrigen Register setzt
P, auf den Wert 0. P; stellt also die Startkonfiguration K, = gow von
M bei Eingabe w = stry(nq,...,n;) in den Registern rq, 1,79 her.
Anschliefend fuhrt P eine schrittweise Simulation von M aus. Hier-
zu uberfithrt P, solange die in rq, 1,79 gespeicherte Konfiguration
von M in die zugehorige Nachfolgekonfiguration, bis M halt. Das
Programmstiick P, hat die Form

My T3 =19 MOD m
IF 1 ZO/\T‘g =0 THEN GOTO M0,0
IF ri=rArs=m-1THEN GOTO M, ,,,

Die Befehle ab Position M, ; hingen von §(g¢;,a;) ab. Wir betrachten
exemplarisch den Fall 6(¢;,a;) = {(gir,aj,L)}:

A\];_/ 7”1 - Z
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re =19 DIV.m
roi=Trom+j’

ro :=1rom + (ro MOD m)
ro =19 DIV m

GOTO M,

Die hierbei benutzten Makrobefehle r3 := ro MOD m, ry := ro DIV
m etc. konnen leicht durch GOTO-Programmstiicke ersetzt werden
(siehe Ubungen).

Im Fall §(¢;,a;) = @ erfolgt ein Sprung an den Beginn von P;. P;
transformiert den Inhalt 79 = (j1 ... j,)m von Register rq in die Zahl
num(a;, ...a;,) und halt. u

5.7 WHILE- und LOOP-Berechenbarkeit

Die Syntax von WHILE-Programmen ist induktiv wie folgt defi-
niert (7,j,c e N):
« Jede Wertzuweisung der Form z; := x; + ¢ oder z; := x; = ¢ ist
ein WHILE-Programm.
e Falls P und Q WHILE-Programme sind, so auch
— P; @ und
— IF z; =c¢ THEN P ELSE Q END
— WHILE z; + c DO P END

Die Syntax von LOOP-Programmen ist genauso definiert, nur
dass Schleifen der Form LOOP z; DO P END an die Stelle von
WHILE-Schleifen treten. Die Semantik von WHILE-Programmen ist
selbsterklarend. Eine LOOP-Schleife LOOP z; DO P END wird sooft

ausgefithrt, wie der Wert von x; zu Beginn der Schleife angibt.
Eine partielle Funktion f : Nt — N u {1} heilt WHILE-

berechenbar, falls es ein WHILE-Programm P mit folgender Eigen-
schaft gibt: Wird P mit den Werten x; =n; fir ¢ =1,...,k gestartet,
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so gilt:
., ng) € dom(f) ist, und
o falls P halt, hat xy; nach Beendigung von P den Wert
flny,....ng).
Die LOOP-Berechenbarkeit von f ist entsprechend definiert.

o P hilt genau dann, wenn (ng, ..

Beispiel 162. Die Funktion f(x1,22) = 129 wird von dem WHILE-
Programm
WHILE z; + 0 DO
X = Tg + To;
ry:=x1+1

END

sowie von folgendem LOOP-Programm berechnet:

LOOP z; DO
o =T+ T2
END

<

Als néchstes beweisen wir die Aquivalenz von WHILE- und GOTO-
Berechenbarkeit.

Satz 163. Fine partielle Funktion f:NF - Nu {1} ist genau dann
GOTO-berechenbar, wenn sie WHILE-berechenbar ist.

Beweis. Sei P ein WHILE-Programm, das f berechnet. Wir tiberset-
zen P wie folgt in ein dquivalentes GOTO-Programm P’. P’ speichert
den Variablenwert x; im Register r;. Damit lassen sich alle Wertzuwei-
sungen von P direkt in entsprechende Befehle von P’ transformieren.
Eine Schleife der Form WHILE z; #+ ¢ DO Q@ END simulieren wir
durch folgendes GOTO-Programmstiick:

M; IF Ti:CTHEN GOTO M2
Ql
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GOTO M,

Mo

Ahnlich ldsst sich die Verzweigung IF z; = ¢ THEN @, ELSE Q,
END in ein GOTO-Programmstiick transformieren. Zudem fiigen wir
ans Ende von P’ den HALT-Befehl an.

Fiir die umgekehrte Implikation sei nun P = (I, ..., I;,) ein GOTO-
Programm, das f berechnet, und sei r,, z > k, ein Register, das in P
nicht benutzt wird. Dann kénnen wir P wie folgt in ein dquivalentes
WHILE-Programm P’ iibersetzen:

x, = 0;
WHILE 2. #m+1 DO
IF 2, =0 THEN Fj END;

IF 2. = m THEN P! END
END

Dabei ist P; abhangig vom Befehl I; folgendes WHILE-Programm:
o IiISTELHC X=X+ C T, =X, + ],
o IISTESCI X=X TC Ty =X, + 1,

GOTO k: z, =k,

IF r,=c THEN GOTO &:

IF 2; =c THEN z, :=k ELSE 2, :=2,+1 END

HALT: z,:=m + 1.
Man beachte, dass P’ nur eine WHILE-Schleife enthélt. [

Es ist leicht zu sehen, dass sich jedes LOOP-Programm durch ein
WHILE-Programm simulieren lasst. Offensichtlich konnen LOOP-
Programme nur totale Funktionen berechnen. Daher kann nicht jedes
WHILE-Programm durch ein LOOP-Programm simuliert werden.
Mittels Diagonalisierung lésst sich eine totale WHILE-berechenbare
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Funktion f angeben, die nicht LOOP-berechenbar ist. Ein bekann-
tes Beispiel einer totalen WHILE-berechenbaren Funktion, die nicht
LOOP-berechenbar ist, ist die Ackermannfunktion a(x,y), die
induktiv wie folgt definiert ist:

y+1, x =0,
a(m,y)= a(x_lﬂl)a T2
a(z-1,a(z,y-1)),
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6.1 Zeitkomplexitit

Die Laufzeit timey;(x) einer NTM M bei Eingabe x ist die maximale
Anzahl an Rechenschritten, die M (z) ausfiihrt.

Definition 164.
a) Die Laufzeit einer NTM M bei Eingabe x ist definiert als

timey () =sup{t >0 |3IK : K, +' K},

wobet sup N = oo ist.
b) Seit:N - N eine monoton wachsende Funktion. Dann ist M
t(n)-zeitbeschrankt, falls fir alle Eingaben x gilt:

timep, () < t(|z]).

Die Zeitschranke t(n) beschréankt also die Laufzeit bei allen Eingaben
der Lénge n (worst-case Komplexitét).

Wir fassen alle Sprachen und Funktionen, die in einer vorgegebenen
Zeitschranke t(n) entscheidbar bzw. berechenbar sind, in folgenden
Komplexitatsklassen zusammen.

Definition 165.

a) Die in deterministischer Zeit t(n) entscheidbaren Sprachen bil-
den die Sprachklasse

DTIME(t(n))={L(M)|M ist eine t(n)-zeitbeschrankte DTM}.
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b) Die in nichtdeterministischer Zeit t(n) entscheidbaren Sprachen
bilden die Sprachklasse

NTIME(t(n))={L(M)|M ist eine t(n)-zeitbeschrankte NTM}.

c) Die in deterministischer Zeit t(n) berechenbaren Funktionen
bilden die Funktionenklasse

FTIME(t(n))={f|3 t(n)-zeitb. DTM M, die f berechnet}.

Die wichtigsten deterministischen Zeitkomplexitétsklassen sind

LINTIME = Ul DTIME(cn +c¢) ,Linearzeit
P = L_Jl DTIME(n® + ¢) ,Polynomialzeit*

E = UIDTIME(QCT”C) ,Lineare Exponentialzeit*

EXP = L_JlDTIME(2”C*C) ,Exponentialzeit®

Die nichtdeterministischen Klassen NLINTIME, NP, NE, NEXP und die
Funktionenklassen FP,FE, FEXP sind analog definiert.

Fiir eine Funktionenklasse F sei DTIME(F) = Usex DTIME(#(n)) (die
Klassen NTIME(F) und FTIME(F) seien analog definiert).

Asymptotische Laufzeit und Landau-Notation

Definition 166. Seien f und g Funktionen von N nach R*. Wir
schreiben f(n) =0(g(n)), falls es Zahlen ng und ¢ gibt mit

Vn2ng: f(n)<c-g(n).

Die Bedeutung der Aussage f(n) = O(g(n)) ist, dass f ,nicht wesent-
lich schneller” als g wéchst. Formal bezeichnet der Term O(g(n)) die
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Klasse aller Funktionen f, die obige Bedingung erfiillen. Die Gleichung
f(n) = O(g(n)) drickt also in Wahrheit eine Element-Beziehung
f€0(g(n)) aus. O-Terme kénnen auch auf der linken Seite vorkom-
men. In diesem Fall wird eine Inklusionsbeziehung ausgedriickt. So

steht n?2 + O(n) = O(n?) fir die Aussage {n?+ f | f € O(n)} c O(n?).

Beispiel 167.
e Tlog(n)+n?=0(n3) ist richtig.
e Tlog(n)n®=0(n3) ist falsch.
o 20+0() = O(27) st richtig.
o 20(n) = O(2m) ist falsch (siehe Ubungen). 4

Unter Benutzung der O-Notation lassen sich die wichtigsten Komple-
xitatsklassen wie folgt definieren: L = DSPACE(O(logn)), LINTIME =
DTIME(O(n)), P = DTIME(n°M), E = DTIME(2°(™)) und EXP =
DTIME(27°") etc.

6.2 Das P-NP-Problem

Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben (siehe Satz 130), sind NTMs
nicht machtiger als DTMs, d.h. jede NTM kann von einer DTM si-
muliert werden. Die Frage, wieviel Zeit eine DTM zur Simulation
einer NTM benotigt, ist eines der wichtigsten offenen Probleme der
Informatik. Wegen NTIME(¢) € DTIME(29()) erhoht sich die Lauf-
zeit im schlimmsten Fall exponentiell. Insbesondere die Klasse NP
enthalt viele fiir die Praxis tiberaus wichtige Probleme, fiir die kein
Polynomialzeitalgorithmus bekannt ist. Da jedoch nur Probleme in P
als effizient losbar gelten, hat das so genannte P-INP-Problem, also
die Frage, ob alle NP-Probleme effizient l6sbar sind, eine immense
praktische Bedeutung.

Definition 168. Seien A< ¥* und B € I'* Sprachen.
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a) A ist auf B in Polynomialzeit reduzierbar (A <P B), falls
eine Funktion f:3* - I'* in FP existiert mit

VeeX*:xe A< f(x)eB.

b) A heifit <P-hart fir eine Sprachklasse C (kurz: C-hart oder
C-schwer), falls gilt:

VLeC:L<PA.

c) Eine C-harte Sprache, die zu C gehért, heifst C-vollstandig.
Die Klasse aller NP-vollstandigen Sprachen bezeichnen wir mit
NPC.

Aus A <P B folgt offenbar A < B und wie die Relation < ist auch <P
reflexiv und transitiv (s. Ubungen). In diesem Kapitel verlangen wir
also von einer C-vollstandigen Sprache A, dass jede Sprache L € C auf
A in Polynomialzeit reduzierbar ist. Es ist leicht zu sehen, dass alle
im letzten Kapitel als RE-vollsténdig nachgewiesenen Sprachen (wie

z.B. K, H, Hy, PCP etc.) sogar <P-vollstandig fiir RE sind.
Satz 169. Die Klassen P und NP sind unter <P abgeschlossen.

Beweis. Sei B € P und gelte A <P B mittels einer Funktion f € FP.
Seien M und 7" DTMs mit L(M) = B und T'(z) = f(x). Weiter seien
p und ¢ polynomielle Zeitschranken fiir M und T'. Betrachte die DTM
M’ die bei Eingabe x zuerst T simuliert, um f(x) zu berechnen, und
danach M bei Eingabe f(z) simuliert. Dann gilt

reAs f(x)eB< f(r)e L(M) < xeL(M).
Also ist L(M') = A und wegen
timenr () < timer(x) + timeyn (f (x)) < q(|z]) + p(q(|x]))

ist M" polynomiell zeitbeschrénkt und somit A in P. Den Abschluss
von NP unter <P zeigt man vollkommen analog. [
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Satz 170.
(i) A<P B und A ist NP-schwer = B ist NP-schwer.
(it) A<P B, A ist NP-schwer und B e NP = B eNPC.
(iii)) NPCAP @ = P=NP.

Beweis.
(i) Sei L € NP beliebig. Da A NP-schwer ist, folgt L <P A. Da zudem
A <P B gilt und <P transitiv ist, folgt L <P B.
(it) Klar, da mit (i) folgt, dass B NP-schwer und B nach Voraus-
setzung in NP ist.
(i1i) Sei A € P eine NP-vollstandige Sprache und sei L € NP beliebig.

Dann folgt L < A und da P unter <P abgeschlossen ist, folgt
LeP. ]

Eine einfache Moglichkeit, ein vollstandiges Problem fiir NP und
andere Komplexitatsklassen zu erhalten, besteht darin, als Eingabe
beliebige TMs M zuzulassen, und zu fragen, ob M ein gegebenes
Wort in einer vorgegebenen Zeit- oder Platzschranke akzeptiert.

Um die Komplexitit einer solchen Sprache nach oben abschatzen zu
konnen, miissen wir eine Schranke fiir die Laufzeit einer universellen
TM herleiten.

Lemma 171. Es gibt eine NTM U fiir die Sprache

{w#az

mit der Laufzeit

we{0,1}*, 2 €{0,1,#}* und M,
ist eine NTM, die x akzeptiert

timey (w#z) = O(|w| - timeyy, (7)?).

Bewets. Betrachte die 3-NTM U die bei Eingabe w#x zunachst den
Binarstring w auf das 2. Band verschiebt und anschlieend die Binér-
kodierung des Startzustands von M,, auf das 3. Band schreibt. Sodann

6.2 Das P-NP-Problem

ersetzt U jedes Zeichen a; des auf dem Eingabeband verbliebenen
Strings = durch bin(i) und trennt diese durch #. Hierbei benutzt
U Binarzahlen einer festen Lénge, die ausreicht, alle Arbeitszeichen
von M, darstellen zu konnen. Schliellich ergénzt U das 1. Band
um k — 1 Bandinschriften (getrennt durch #+), die jeweils nur das
Zeichen U enthalten. Die aktuellen Kopfpositionen speichert U durch
Markierung des vorangehenden #-Zeichens.

Nun simuliert U jeden einzelnen Rechenschritt von M, in jeweils
O(|w| - timeypy, (x)) Schritten, was auf die gewtlinschte Gesamtlaufzeit
fiihrt. ]

Satz 172. Folgende Sprache ist NP-vollstindig:

L= {w#x#om

w,x €{0,1}* und M, ist eine NTM,
die x in <m Schritten akzeptiert

Beweis. Wir modifizieren die NTM U im Beweis von Lemma 171
wie folgt zu einer NTM U’ mit L(U’) = L. U’ simuliert bei Eingabe
wH#x#0™ die NTM M,,(z) und zahlt dabei die simulierten Schritte.
U’ verwirft, falls der Zahler den Wert m tiberschreitet und akzeptiert
nur dann, wenn M,,(x) nach héchstens m Schritten akzeptiert. Da U’
hierzu O(|w|(|z| + m)?) Zeit bendtigt, ist entscheidet U’ die Sprache
L in Polynomialzeit.

Sei nun A eine beliebige NP-Sprache. Dann ist A in Polynomialzeit
auf eine Sprache B ¢ {0,1}* in NP reduzierbar (siche Ubungen). Sei
M, eine durch ein Polynom p zeitbeschrankte NTM fiir B. Dann
reduziert folgende FP-Funktion f die Sprache B auf L:

fa e wa#or,
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6.3 Platzkomplexitat

Als néchstes definieren wir den Platzverbrauch von NTMs. Intuitiv
ist dies die Anzahl aller wihrend einer Rechnung benutzten Bandfel-
der. Wollen wir auch sublinearen Platz sinnvoll definieren, so diirfen
wir hierbei das Eingabeband offensichtlich nicht beriicksichtigen. Um
sicherzustellen, dass eine NTM M das Eingabeband nicht als Speicher
benutzt, verlangen wir, dass M die Felder auf dem Eingabeband nicht
verandert und sich nicht mehr als ein Feld von der Eingabe entfernt.

Definition 173. Eine NTM M heifit Offline-NTM (oder NTM
mit Eingabeband), falls fiir jede von M bei Eingabe x erreichbare
Konfiguration

K =(q,u1,a1,v1, ..., U, Qg, V)
qilt, dass uia,vy ein Teilwort von UxU ist.

Definition 174. Der Platzverbrauch einer Offline-NTM M bei
FEingabe x ist definiert als

1K = (Q7u17a17U17 s ,Uk,ak,vk)

spacer(x) =supis>1 k
pacey (z) P mit K, +* K und s =Y, |uza;v4
i=2

Sei s: N - N eine monoton wachsende Funktion. Dann ist M s(n)-
platzbeschrankt, falls fiir alle Fingaben x gilt:

spacey () < s(|x]) und timep(x) < oo.

Wir fassen alle Sprachen, die in einer vorgegebenen Platzschranke
s(n) entscheidbar sind, in folgenden Platzkomplexitétsklassen
zusammen.

Definition 175. Die auf deterministischem Platz s(n) entscheidbaren
Sprachen bilden die Klasse

DSPACE(s(n))={L(M)|M ist eine s(n)-platzb. Offline-DTM}.

71

6.3 Platzkomplexitat

Die auf nichtdeterministischem Platz s(n) entscheidbaren Sprachen
bilden die Klasse

NSPACE(s(n)) ={L(M)|M ist eine s(n)-platzb. Offline-NTM}.
Die wichtigsten deterministischen Platzkomplexitéitsklassen sind

L = DSPACE(O(logn))
LINSPACE = DSPACE(O(n))
PSPACE = DSPACE(n0()

,Logarithmischer Platz*
,Linearer Platz“

,Polynomieller Platz*

Die nichtdeterministischen Klassen NL, NLINSPACE und NPSPACE
sind analog definiert.

Dass nichtdeterministische Berechnungen nicht sehr viel Platz gegen-
iiber deterministischen Berechnungen einsparen kénnen, wurde von
Savitch 1970 bewiesen (siche Vorlesung Komplexitétstheorie).

Satz 176. Jede s(n)-platzbeschrinkte NTM kann von einer s*(n)-
platzbeschrinkten DTM simuliert werden (ohne Beweis).

Als Konsequenz hiervon fallen die Klassen NPSPACE und PSPACE zu-
sammen. Zwischen den verschiedenen Zeit- und Platzklassen bestehen
die folgenden elementaren Inklusionsbeziehungen. Fir jede Funktion
s(n) > logn gilt

DSPACE(s) € NSPACE(s) ¢ DTIME(29())
und fiir jede Funktion ¢(n) >n + 2 gilt
DTIME(t) € NTIME(¢) < DSPACE(?).
Eine unmittelbare Konsequenz hiervon sind folgende Inklusionen:

L < NL <P c NP c PSPACE c EXP ¢ EXPSPACE.
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Die Klassen der Chomsky-Hierarchie lassen sich wie folgt einordnen
(eine dicke Linie deutet an, dass die Inklusion als echt nachgewiesen
werden konnte):

REG=DSPACE(O(1)) = NSPACE(O(1)) & P RE
DCFL ¢ LINTIME n CFL ¢ LINTIME ¢ P,
CFLgNLINTIME n DTIME(n?) ¢ P,
DCSL =LINSPACE ¢ CSL, PSPACE
CSL=NLINSPACE < PSPACE N E,
REC =| JDSPACE(f(n)) DCSL
= JNSPACE(f(n)) |

N
- UDTIME(f(n))

DCFL
= NTIME(f(n)), \/

wobei f alle berechenbaren (oder dquivalent: alle) Funktionen f: N —
N durchlauft.

Die Klasse L ist nicht in CFL enthalten, da beispielsweise die Sprache
{a™b"c™|n > 0} in logarithmischem Platz (und linearer Zeit) entscheid-
bar ist. Ob P in CSL enthalten ist, ist nicht bekannt. Auch nicht ob
DCSL c P gilt. Man kann jedoch zeigen, dass CSL # P # DCSL ist.
Ahnlich verhilt es sich mit den Klassen E und PSPACE: Man kann
zwar zeigen, dass sie verschieden sind, aber ob eine in der anderen
enthalten ist, ist nicht bekannt.
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7.1 Aussagenlogische Erfiillbarkeitsprobleme

Definition 177.

a) Die Menge der booleschen (oder aussagenlogischen) For-
meln dber den Variablen x, ..., x, ist induktiv wie folgt defi-
niert:

e Jede Variable x; ist eine boolesche Formel.
e Mit G und H sind auch die Negation -G von G und die
Konjunktion (G A H) von G und H boolesche Formeln.

b) Eine Belegung von x1,...,x, ist ein Wort a = ay...a, €
{0,1}". Der Wert F(a) von F unter a ist induktiv iber den
Aufbau von F definiert:

F | -G (GAH)
F(a) |a; 1-G(a) G(a)H(a)

c¢) Durch eine boolesche Formel F' wird also eine n-stellige boole-
sche Funktion F :{0,1}" - {0,1} definiert, die wir ebenfalls
mit F' bezeichnen.

d) F heifst erfiillbar, falls es eine Belegung a mit F(a) =1 gibt.

e) Gilt dagegen fir alle Beleqgungen a, dass F(a) =1 ist, so heifit
I Tautologie.

Beispiel 178 (Erfiillbarkeitstest mittels Wahrheitswerttabelle).
Da die Formel F = ((x1 v x3) - (-xo A x3)) fiir die Belegungen
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a €{000,001,101} den Wert F(a) =1 animmt, ist sie erfillbar:

a (r1vay) (~waaxs) ((x1Vam)— (mx2Az3))

000 0 0 1
001 0 1 1
010 1 0 0
011 1 0 0
100 1 0 0
101 1 1 1
110 1 0 0
111 1 0 0

N

Notation. Wir verwenden die Disjunktion (Gv H) und die Im-
plikation (G — H) als Abkiirzungen fir die Formeln —-(-G A —H)
bzw. (-G v H).

Um Klammern zu sparen, vereinbaren wir folgende Prazedenzregeln:
e Der Junktor A bindet starker als der Junktor v und dieser
wiederum starker als der Junktor —.
o Formeln der Form (x1 0 (zg0 (xg30--0x,)))), o € {A,V,—}
kiirzen wir durch (zq0---0x,) ab.

Beispiel 179. Die Formel

G(x1,..cyxn)=(x1v--va) A N =(x;Axy)
1<i<j<n
nimmt unter einer Belequng a = ay ...a, genau dann den Wert 1 an,
wenn Y, a; =1 ist. D.h. es gilt genau dann G(a) =1, wenn genau
eine Variable x; mit dem Wert a; = 1 belegt ist. Diese Formel wird im
Beweis des ndchsten Satzes bendtigt. <

Bei vielen praktischen Anwendungen ist es erforderlich, eine erfillende
Belegung fiir eine vorliegende boolesche Formel zu finden (sofern es ei-
ne gibt). Die Bestimmung der Komplexitit des Erfiillbarkeitsproblems
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(engl. satisfiability) fiir boolesche Formeln hat also grofie praktische
Bedeutung.

Aussagenlogisches Erfiillbarkeitsproblem (SAT):

Gegeben: Eine boolesche Formel F' in den Variablen zq,...,z,.
Gefragt: Ist F erfiillbar?

Dabei kodieren wir boolesche Formeln F' durch Binarstrings wg und
ordnen umgekehrt jedem Binarstring w eine Formel F,, zu. Um die
Notation zu vereinfachen, werden wir jedoch meist F' anstelle von wg
schreiben.

Satz 180 (Cook, Karp, Levin). SAT ist NP-vollstindig.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass SAT € NP ist, da eine NTM
zundchst eine Belegung a fir eine gegebene booleschen Formel F
nichtdeterministisch raten und dann in Polynomialzeit testen kann,
ob F(a) =1 ist (guess and verify Strategie).

Es bleibt zu zeigen, dass SAT NP-hart ist. Sei L eine beliebige NP-
Sprache und sei M = (Z,%,T,4,qy) eine durch ein Polynom p zeitbe-
schrankte k-NTM mit L(M) = L. Da sich eine t(n)-zeitbeschrankte
k-NTM in Zeit t?(n) durch eine 1-NTM simulieren lasst, konnen wir
k =1 annehmen. Unsere Aufgabe besteht nun darin, in Polynomi-
alzeit zu einer gegebenen Eingabe w = w; ... w, eine Formel F,, zu
konstruieren, die genau dann erfiillbar ist, wenn w € L ist,

we L < F, €SAT.

Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass Z = {qo, ..., qm}, E = {gm} und
I'={ay,...,q} ist. Zudem koénnen wir annehmen, dass ¢ fir jedes
Zeichen a € I' die Anweisung ¢,,a = ¢,alN enthalt.

Die Idee besteht nun darin, die Formel F,, so zu konstruieren, dass
sie unter einer Belegung a genau dann wahr wird, wenn a eine akzep-
tierende Rechnung von M (w) beschreibt. Hierzu bilden wir F, tiber
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den Variablen

Tyq, fir0<t<p(n),qeZ,

i, fir 0<t<p(n),—p(n) <i<p(n),
Ztia, fur0<t<p(n),-p(n)<i<p(n),acel,

die fiir folgende Aussagen stehen:

T4 zum Zeitpunkt ¢ befindet sich M im Zustand g,
Yrit zur Zeit t besucht M das Feld mit der Nummer ¢,

Ztiq: zur Zeit t steht das Zeichen a auf dem i-ten Feld.

Konkret sei nun F,, = RAS A U; A Uy A E. Dabei stellt die Formel
R = /\f:(g 'R, (Randbedingungen) sicher, dass wir jeder erfiillenden
Belegung eindeutig eine Folge von Konfigurationen Ky, ..., Ky, zu-
ordnen konnen:

Rt = G($t7q0, ..

p(n)

A /\ G(Zt,i,ala ..

i=—p(n)

. 7$t,qm) A G(yt,—p(n)7 cee 7yt,p(n))

© Zt,i,al ) .

Die Teilformel R, sorgt also dafiir, dass zum Zeitpunkt ¢

,qm} eingenommen wird,

,p(n)} besucht wird und

e genau ein Zustand ¢ € {qo, . ..
 genau ein Bandfeld i € {-p(n),...

o auf jedem Feld ¢ genau ein Zeichen a € I" steht.

Die Formel S (wie Startbedingung) stellt sicher, dass zum Zeitpunkt
0 tatsdchlich die Startkonfiguration

-p(n) -1 0 n-1 n p(n)
L cee L wl cee wn L cee L
1
do

vorliegt:
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-1 n-1 p(n)
S=20g A0 A N\ 2050 I\ 20500 AN /\ 2040
i=—p(n) =0 i=n

Die Formel U; sorgt dafiir, dass der Inhalt von nicht besuchten Feldern
beim Ubergang von K, zu K,,; unverindert bleibt:

p(n)-1  p(n)

U1 = /\ /\ /\ <_‘yt,i A Ztia = Zt+1,i,a)

t=0 i:—p(n) ael’

Die Formel U, achtet darauf, dass sich bei jedem Ubergang der Zu-
stand, die Kopfposition und das gerade gelesene Zeichen geméfl einer
Anweisung in ¢ verdndern:

p(n)-1  p(n)

U2 = /\ /\ /\ /\ (xt,p ANYti N Ztia =

t=0 i:—p(n) acl’ pGZ

\/ Ti+1,q N Yts1,i+D N Zt+1,z',b)>
(g,b,D)ed(p,a)
wobei
1—1, D=1L
i+ D =11, D=N
1+1, D=R

ist. Schlielich tiberpriift E, ob M zur Zeit p(n) den Endzustand g,
erreicht hat:
B = pn).qm
Da der Aufbau der Formel f(w) = F,, einem einfachen Bildungsgesetz
folgt und ihre Lange polynomiell in n ist, folgt f € FP. Es ist klar,
dass Fy, im Fall w e L(M) erfiillbar ist, indem wir die Variablen von
F,, geméaB einer akz. Rechnung von M (w) belegen. Umgekehrt fiihrt
eine Belegung a mit F,(a) = 1 wegen R(a) = 1 eindeutig auf eine
Konfigurationenfolge Ky, ..., Kpy), so dass gilt:
» Ky ist Startkonfiguration von M (w) (wegen S(a) =1),
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o Ki+ Ky fiiri=0,...,p(n) -1 (wegen Ui(a) = Uy(a) =1),
e M nimmt spatestensin der Konfiguration K, den Endzustand

gm an (wegen E(a) =1).

Also gilt fiir alle w € ¥* die Aquivalenz w € L(M) < F,, € SAT, d.h.
die FP-Funktion f:w ~ F, reduziert L(M) auf SAT. |

Korollar 181. SAT ¢ P < P =NP.

Gelingt es also, einen Polynomialzeit-Algorithmus fiir SAT zu fin-
den, so lasst sich daraus leicht ein effizienter Algorithmus fiir jedes
NP-Problem ableiten. Als néchstes betrachten wir das Erfiillbarkeits-
problem fiir boolesche Schaltkreise.

Definition 182.

a) Ein boolescher Schaltkreis iiber den Variablen x4, ..
eine Folge s = (g1,-..,9m) von Gattern

.y Ty 18T

gl e {07]‘72717"‘7‘/1;77/7 (_|7.])?(A7]7k:)7(v7j7k)}

mit 1 < g,k <.

b) Die am Gatter g, berechnete n-stellige boolesche Funktion ist
induktiv wie folgt definiert:

gi 0 1xz (_‘7j) (Avjvk) (Vajak)

91(a)|0 1 a; 1-g;(a) gj(a)gr(a) gj(a)+gr(a) - gj(a)gr(a)

¢) s berechnet die boolesche Funktion s(a) = gm(a).
d) s heifit erfiillbar, wenn eine Eingabe a € {0,1}" mit s(a) =1
existiert.

Beispiel 183. Der Schaltkreis
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(M)
S = (Il,l’g,l’g,l’;;,(/\,1,2),(/\,2,3), Q @
(Va374)a(_'75)7(_'a6)’(_'77)7 a a 6
(v,6,8),(v,9,10),(/\,11,12)) ° ° 0

ist nebenstehend graphisch dargestellt. Ty Ty T3 Ty 4

Bemerkung 184.

e Die Anzahl der Fingdnge eines Gatters g wird als Fanin von g
bezeichnet, die Anzahl der Ausginge von g (d.h. die Anzahl der
Gatter, die g als Fingabe benutzen) als Fanout.

e Boolesche Formeln entsprechen also booleschen Schaltkreisen
mit Fanout <1 und umgekehrt.

Erfiillbarkeitsproblem fiir boolesche Schaltkreise (CIRSAT):
Gegeben: Ein boolescher Schaltkreis s.
Gefragt: Ist s erfiillbar?

Da eine boolesche Formel F' leicht in einen dquivalenten Schaltkreis
s mit s(a) = F(a) fir alle Belegungen a transformiert werden kann,
folgt SAT <P CIRSAT.

Korollar 185. CIRSAT ist NP-vollstindig.

Bemerkung 186. Da SAT NP-wvollstindig ist, ist CIRSAT in Po-
lynomialzeit auf SAT reduzierbar. Dies bedeuted jedoch nicht, dass
sich jeder Schaltkreis in Polynomialzeit in eine dquivalente Formel
tberfiihren ldsst, sondern nur in eine erfillbarkeitsiquivalente Formel.

CIRSAT ist sogar auf eine ganz spezielle SAT-Variante reduzierbar.

Definition 187.

a) FEin Literal ist eine Variable z; oder eine negierte Variable —x;,
die wir auch kurz mit x; bezeichnen.
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b) Eine Klausel ist eine Disjunktion C = \/é‘?=1 l; von Literalen.
Hierbei ist auch k =0 zuldssig, d.h. die leere Klausel reprisen-
tiert die Konstante 0 und wird ublicherweise mit O bezeichnet.

c) Eine Formel F ist in konjunktiver Normalform (kurz
KNF), falls F' eine Konjunktion

F= NG

~:

~
Il
—_

von m > 0 Klauseln ist. Im Fall m = 0 reprasentiert ' die
Konstante 1.

d) Enthdlt jede Klausel hichstens k Literale, so heifst F' in k-KNF.

Notation. Klauseln werden oft als Menge C' = {ly,...,l;} threr Li-
terale und KNF-Formeln als Menge F = {C,...,Cy,} ihrer Klauseln
dargestellt. Enthalt F' die leere Klausel, so ist F' unerfillbar, wogegen
die leere KNF-Formel immer wahr (also eine Tautologie) ist.

Erfiillbarkeitsproblem fiir k-KNF Formeln (k-SAT):

Gegeben: Eine boolesche Formel F' in k-KNF.
Gefragt: Ist F' erfiillbar?

Folgende Variante von 3-SAT ist fiir den Nachweis weiterer NP-
Vollstédndigkeitsresultate sehr niitzlich.

Not-All-Equal-SAT (NAESAT):

Gegeben: Eine Formel F' in 3-KNF.
Gefragt: Hat F' eine (erfiillende) Belegung, unter der in keiner
Klausel alle Literale denselben Wahrheitswert haben?

Beispiel 188. Die 3-KNF Formel F' = (x1VZ2)A(Z1Vas)A(ToVTzVTy)
ist alternativ durch folgende Klauselmenge darstellbar:

F = {{I’l,fg}, {fil,l'g}, {-1'2, x3, x4}}
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Offenbar ist F'(1111) =1, d.h. F € 3-SAT. Da unter dieser Belegung in
jeder Klausel von F' nicht nur mindestens ein Literal wahr, sondern
auch mindestens ein Literal falsch wird, ist F' auch in NAESAT. <

Satz 189. 3-SAT st NP-vollstindig.

Beweis. Es ist nicht schwer zu sehen, dass 3-SAT in NP entscheid-
bar ist. Wir zeigen, dass 3-SAT NP-hart ist, indem wir CIRSAT
auf 3-SAT reduzieren. Hierzu transformieren wir einen Schaltkreis
s=(g1,---,9m) mit n Eingdngen in eine 3-KNF Formel Fj tiber den
Variablen x1,..., 2, y1,...,Ym- Fs enthdlt neben der Klausel {y,,}
fiir jedes Gatter g; die Klauseln folgender Formel F; enthalt:

Gatter g; Semantik von F; Klauseln von F;

0 yi=0 {vi}

1 yi=1 {vi}

T Vi =1Tj {9,253, {75, v}

(=) Yi =Yj {9,953 Ay, i

(NG k) Y=y A o, y5 b AW, ye } A5 Uns i}
(V,J k) Y=y vV {5 yids AUk Y} i Vs, Ye }

Nun ist leicht zu sehen, dass fiir alle a € {0,1}" folgende Aquivalenz
gilt:
s(a)=1<3be{0,1}": Fy(ab) = 1.

Ist ndmlich a € {0,1}" eine Eingabe mit s(a) = 1. Dann erhalten wir
mit
by=ga) firl=1,....,m

eine erfiillende Belegung ab, .. .b,, fir Fj. Ist umgekehrt ab, ...0b,, eine
erfiillende Belegung fiir Fj, so folgt durch Induktion iiber ¢ =1,...,m,
dass

gi(a) = b;
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ist. Insbesondere muss also g,,,(a) = by, gelten, und da {y,,} eine Klau-
sel in Fy ist, folgt s(a) = gm(a) = by, = 1. Damit haben wir gezeigt, dass
der Schaltkreis s und die 3-KNF-Formel Fj erfiillbarkeitsiquivalent
sind, d.h.

s € CIRSAT < F, € 3-SAT.

Zudem ist leicht zu sehen, dass die Reduktionsfunktion s — F§ in FP
berechenbar ist, womit CIRSAT <P 3-SAT folgt. [ ]

7.2 Entscheidungsprobleme fiir regulare
Sprachen

In diesem Abschnitt betrachten wir verschiedene Entscheidungspro-
bleme fiir reguldre Sprachen, die als DFA, NFA oder als regulérer
Ausdruck (RA) gegeben sind. Wir werden sehen, dass das Wortpro-
blem sowohl fiir NFAs als auch fiir regulare Ausdriicke effizient l6sbar
ist. Dagegen wird sich das Aquivalenzproblem fiir regulire Ausdriicke
als co-NP-hart herausstellen. Dies gilt sogar fiir sternfreie regulére
Ausdriicke (kurz sfRAs), also fir reguldre Ausdriicke, die keinen Stern
enthalten und daher nur endliche Sprachen beschreiben koénnen.

Satz 190. Das Wortproblem fiir NFAs,
WPnpa = {N#zx | N ist ein NFA und x € L(N)},
ist in P entscheidbar.

Beweis. Um die Zugehorigkeit von x zu L(N) zu testen, simulieren
wir den Potenzmengen-DFA bei Eingabe x:
P-Algorithmus fiir WP xpa
1 Input: NFA N = (Z,%,6,Q0, F) und ein Wort z =x;...x,
> Q=0
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3 for i:=1ton do

I Q = Ugeq 0(q, ;)
5 if Qn E + @ then accept else reject

Es ist klar, dass dieser Algorithmus korrekt arbeitet und auch in eine
polynomiell zeitbeschrankte DTM fiir die Sprache WP ypa transfor-
miert werden kann. [

Korollar 191. Das Wortproblem fiir requlire Ausdriicke ist in P
entscheidbar:

WPRra = {a#x | a ist ein reqularer Ausdruck und x € L(a)} € P.

Beweis. Ein regularer Ausdruck « lasst sich in Polynomialzeit in einen
aquivalenten NFA N, transformieren. Daher gilt WPgra <P WPypa
mittels f: (a#z) = (Ny#x). Da nach vorigem Satz WPyga € P ist,
und da P unter <P abgeschlossen ist, folgt WPgra € P. [ ]

Ganz ahnlich folgt auch, dass das Leerheits- und das Schnittproblem
fir NFAs in Polynomialzeit 16sbar sind (siche Ubungen). Als nichstes
zeigen wir, dass die Probleme APgra und IPgra co-NP-vollstindig
sind. Hierzu beweisen wir folgendes Lemma.

Lemma 192. Die Sprache
SF = {a#O”‘ o ist ein SFRA und es gibt ein v € {0,1}":x ¢ L(a)}
ist NP-vollstindig.

Beweis. Folgender NP-Algorithmus entscheidet die Sprache SF.

NP-Algorithmus fiir die Sprache SF
I Input: sfRA « und eine unar kodierte Zahl n
> guess z€{0,1}"
5 if x ¢ L(«) then accept else reject
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Als nachstes reduzieren wir 3-SAT auf SF. Sei eine 3-KNF For-

mel F = {C4,...,C,,} gegeben. Betrachte den reguldren Ausdruck
ap=(o|...|ay,) mit a; = Fj1 ... 5, und
O, X; € Cj,
Bij =41, z; € Cj,

sonst.

(0[1),

Dann ist L(«a;) = {a € {0,1}" | C;(a) = 0} und daher folgt

Fe3-SAT < 3Jae{0,1}":F(a)=1
< Jae{0,1}"Vj=1,.... m:Cj(a)=1
o Jae{0,1}"Vj=1,....m:atL(a;)
< Jae{0,1}":a¢ L(ap)
< ap#0" e SF.

Korollar 193. Das Aquivalenzproblem fiir sternfreie requlire Aus-
driicke,

AP ra = {a#B | a, 8 sind sfRAs mit L(a) = L(B3)},
ist co-NP-vollstindig.

Beweis. Wir zeigen, dass das Inaquivalenzproblem fiir sfRAs NP-
vollstandig ist. Sei « ein sternfreier regularer Ausdruck der Linge m
tiber einem Alphabet ¥. Es ist leicht zu zeigen (durch Induktion iiber
den Aufbau von «), dass L(«) ¢ 3™ gilt, wobei

ist. Daher entscheidet folgender NP-Algorithmus das Indquivalenzpro-
blem fiir sfRAs:
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NP-Algorithmus fiir das Indquivalenzproblem fiir sfRAs

I Input: sfRAs o und 3
> m:=max{lal, |5]}

3 guess r€{0,1}=m

i if x e L(a)AL(S) then accept else reject

Zudem lasst sich SF leicht auf dieses Problem reduzieren:

a#0™ o> a (0[1) ... (0[1).
n-mal

Es ist nicht schwer, das Komplement von SF auch auf das Inklu-
sionsproblem fiir sternfreie reguldre Ausdriicke zu reduzieren, d.h.
IP.ma ist ebenfalls co-NP-vollstéindig (siehe Ubungen). Daher sind
das Aquivalenz- und Inklusionsproblem fiir regulére Ausdriicke (und
somit auch fiir NFAs) co-NP-hart. Diese Probleme sind sogar PSPACE-
vollstéandig (ohne Beweis).

Wort- Leerheits- Schnitt- Aquivalenz- Inklusions-

problem problem problem problem problem
zel? L=g? LlﬂLQ#Q? Li=Ly7 Licly
DFA P P P P P
sfRA P P P co-NP-vollstandig
RA P P P PSPACE-vollstiandig
NFA P P P PSPACE-vollstindig

Die Tabelle gibt die Komplexititen der wichtigsten Entscheidungs-
probleme fir durch DFAs, NFAs oder (sternfreie) reguldre Ausdriicke
gegebene regulare Sprachen an.
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Definition 194. Ein (ungerichteter) Graph ist ein Paar G =
(V,E), wobei
V' - eine endliche Menge von Knoten/Ecken und
E - die Menge der Kanten ist.
Hierber gilt
Ec(y)={{uv}cV]uzv}.
a) Die Knotenzahl von G ist n(G) = ||V|.
b) Die Kantenzahl von G ist m(G) = | E|.
¢) Die Nachbarschaft von veV ist

Ng(v) ={ueV |{u,v} e E}

und die Nachbarschaft von U €V ist Ng(U) = Uyer Na(u).
d) Der Grad von v ist deg.(v) = | Ng(v)|.

e) Der Minimalgrad von G ist 6(G) = min,cy deg(v) und der
Maximalgrad von G ist A(G) = max,ey degq(v).

Falls G aus dem Kontext ersichtlich ist, schreiben wir auch einfach n,

m, N(v), N(U), deg(v), 6 usw.

Beispiel 195.

e Der vollstindige Graph (V. E) auf n Knoten, d.h. |V| =n
und E = (‘2/), wird mit K,, und der leere Graph (V, @) aufn
Knoten wird mit E,, bezeichnet.

Kl.'. KQ.’H Kg.' ﬁ K4.' K5.' @

e Der vollstindige bipartite Graph (A, B, E) auf a+b Kno-
ten, d.h. AnB =@, |A| =a, |B| =bund E={{u,v}|ueAuve
B} wird mit K, bezeichnet.
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Kia:, K1,2-’<‘ K2,23>—< Ky3: g Ks3: %
. DS

e Der Pfad der Linge m wird mit P, bezeichnet.
Pi: o—o Py: o—e— P;: o—e—e—e Py: e—e—e—e—e

e Der Kreis der Linge n wird mit C,, bezeichnet.

Co: A O Cy: Q Cy: O

7.3.1 Cliquen, Stabilitdt und Kanteniiberdeckungen

Definition 196. Sei G = (V, E) ein Graph.

a) Ein Graph G' = (V',E") heifit Sub-/Teil-/Untergraph von
G, falls V' €V und E' € E ist. Ein Subgraph G' = (V' E") heifit
(durch V') induziert, falls E' = En (‘g’) ist. Hierfir schreiben
wir auch H = G[V'].

b) Ein Weg ist eine Folge von (nicht notwendig verschiedenen)
Knoten vy, ... v mit {v;,v;;1} € E firi=0,...,0-1. Sind alle
Knoten auf dem Weg paarweise verschieden, so heifst der Weg
einfach oder Pfad. Die Lange des Weges ist die Anzahl der
Kanten, also {. Im Fall { =0 heifit der Weqg trivial. Fin Weg
Vo, - - -, Ve heifit auch vy-v,- Weg.

c) Ein Zyklus ist ein u-v-Weg der Linge € >2 mit u =v.

d) FEin Kreis ist ein Zyklus vg,v1 .. .,ve-1,v9 der Linge £ >3, fiir
den vy, v1,. ..,V paarweise verschieden sind.

e) G heiffit zusammenhéngend, wenn es von jedem Knoten u in
G zu jedem Knoten v in G einen Weg gibt.

f) Eine Knotenmenge U < V heifit stabil oder unabhingig,
wenn keine Kante in G beide Endpunkte in U hat, d.h. es gilt
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En () =o. Die Stabilitéitszahl ist
a(G) =max{|U| | U ist stabile Menge in G}.

g) FEine Knotenmenge U ¢V heifst Clique, wenn jede Kante mit
beiden Endpunkten in U in E ist, d.h. es gilt ([2]) c E. Die
Cliquenzahl ist

w(@) =max{|U|| | U ist Clique in G}.

h) Eine Knotenmenge U €'V heifst Kanteniiberdeckung (engl.
vertex cover), wenn jede Kante e € E mindestens einen End-
punkt in U hat, d.h. es gilt enU # @ fir alle Kanten e € E. Die
Uberdeckungszahl ist

B(G) =min{|U| | U ist eine Kanteniberdeckung in G}.

Fiir einen gegebenen Graphen G und eine Zahl k > 1 betrachten wir
die folgenden Fragestellungen:

Clique: Hat G eine Clique der Grofie k7?7

Matching: Hat GG ein Matching der Grofe £7

Independent Set (IS): Hat GG eine stabile Menge der Grofe k7
Vertex Cover (VC): Hat G eine Kanteniiberdeckung der Grofie k7

Satz 197.
e CLIQUE, IS und VC sind NP-vollstindig.
e MATCHING ist in P entscheidbar (ohne Beweis).

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass IS NP-hart ist. Hierzu reduzieren
wir 3-SAT auf IS. Sei F'={C},...,Cpy} mit C; ={l;1,...,li,} firi=
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1,...,m eine 3-KNF-Formel iiber den Variablen z,..
den Graphen G = (V, E') mit

., Tn. Betrachte

V= {vj|1<i<m,1<j<k} und

E = {{v&t,vuw} € (‘2/) ‘ s = u oder I ist komplementar zu luv}.

Dabei heiflen zwei Literale komplementir, wenn das eine die Nega-

tion des anderen ist. Nun gilt
F e3-SAT < es gibt eine Belegung, die in jeder Klausel C;

mindestens ein Literal wahr macht

< es gibt m Literale [y j,,..., 1y, , die paarwei-
se nicht komplementér sind

< es gibt m Knoten vy j,,...,vpn;,, die nicht
durch Kanten verbunden sind

< (G besitzt eine stabile Knotenmenge der Gro-
Be m.

Als néchstes reduzieren wir IS auf CLIQUE. Es ist leicht zu sehen,
dass jede Clique in einem Graphen G = (V| E') eine stabile Menge in
dem zu G komplementéiren Graphen G = (V, E) mit E = (g) \FE ist
und umgekehrt. Daher lasst sich IS mittels

f:(G k) = (G, k)
auf CLIQUE reduzieren. SchlieBlich ist eine Menge I offenbar genau
dann stabil, wenn ihr Komplement V' \ I eine Kanteniiberdeckung ist.
Daher lédsst sich IS mittels

(G k) (G,n(G)-k)

auf VC reduzieren. ]
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7.3.2 Farbung von Graphen

Definition 198. Sei G = (V, E) ein Graph und sei k € N.
a) FEine Abbildung f:V — N heifst Farbung von G, wenn f(u) #
f(w) fir alle {u,v} € E gilt.
b) G heift k-farbbar, falls eine Farbung f:V — {1,...,k} exis-
tiert.
c¢) Die chromatische Zahl ist

X(G) =min{k e N| G ist k-farbbar}.

k-Farbbarkeit (k-COLORING):

Gegeben: Ein Graph G.
Gefragt: Ist G k-farbbar?

Um zu zeigen, dass 3-COLORING NP-vollstandig ist, reduzieren wir
NAESAT auf 3-COLORING. Die Reduktion von CIRSAT auf 3-SAT
lasst sich ndmlich leicht zu einer Reduktion von CIRSAT auf NAESAT
modifizieren, weshalb NAESAT (wie 3-SAT) NP-vollsténdig ist.

Satz 199. NAESAT ist NP-vollstindig.

Beweis. Es ist klar, dass NAESAT € NP liegt. Die Reduktion s+ Fj
von CIRSAT auf 3-SAT aus vorigem Beweis erfiillt bereits die folgen-
den Bedingungen:

o Ist s(a) =1, so kénnen wir a zu einer erfiillenden Belegung ab
von Fy erweitern, d.h. unter ab wird in jeder Klausel von Fj ein
Literal wahr.

o Tatsachlich wird unter der Belegung ab in jeder Dreierklausel
von F, auch bereits ein Literal falsch.

Letzteres ist leicht zu sehen, da ab fiir jedes Und-Gatter g; nicht nur
die Dreierklausel {#;,v;,yx}, sondern auch die Klauseln {y;,y;} und
{yr,y;} erfiillt. Diese verhindern nédmlich, dass ab alle Literale der
Dreierklausel {¥;, y;,yx } erfiillt. Entsprechend verhindern die zu einem
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Oder-Gatter g; gehorigen Klauseln {y;,v;} und {yx,y;}, dass ab alle
Literale der Dreierklausel {v;,y;,yx} erfillt.

Um zu erreichen, dass auch in den iibrigen Klauseln C' mit |C] < 3
ein Literal falsch wird, konnen wir einfach eine neue Variable z zu
diesen Klauseln hinzufiigen und z mit dem Wert 0 belegen. Sei also
F! die 3-KNF Formel iiber den Variablen z1,...,z,,91,...,Ym, 2, die
die Klausel {y,,,z} und fir jedes Gatter g; die Klauseln folgender
Formel F} enthalt:

Gatter g; Klauseln von FY

0 {givz}
{yivz}
Lj {givxﬁz}?{jjayiaz}

(_‘7 ])

(A J, k)

(V.4 k)
Wie wir gesehen haben, lasst sich dann jede Belegung a € {0,1}" der
x-Variablen mit s(a) = 1 zu einer Belegung abc € {0, 1}+m+! fir F!

erweitern, unter der in jeder Klausel von F! mindestens ein Literal
wahr und mindestens ein Literal falsch wird, d.h. es gilt

{96, v, 23, {ys, vis 2}
{givyja Z}a {giaylﬁ Z}? {gjvgkayi}
{gjayia Z}a {gkayh 2}7 {giaijyk}

s € CIRSAT = F e NAESAT.

Fiir den Nachweis der umgekehrten Implikation sei nun F? € NAESAT
angenommen. Dann existiert eine Belegung abe € {0, 1} fir F|
unter der in jeder Klausel ein wahres und ein falsches Literal vorkom-
men. Da dies auch unter der komplementéren Belegung abe der Fall
ist, konnen wir ¢ = 0 annehmen. Dann erfiillt aber die Belegung ab
die Formel F; und damit folgt s(a) =1, also s € CIRSAT. ]

Satz 200.
(i) 1-COLORING und 2-COLORING sind in P entscheidbar.



7 NP-vollstindige Probleme

(it) 3-COLORING ist NP-vollstindig.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass 1-COLORING und 2-COLORING
in P und 3-COLORING in NP entscheidbar sind. Zum Nachweis, dass
3-COLORING NP-hart ist, reduzieren wir NAESAT auf 3-COLORING.
Sei eine 3-KNF-Formel F' = {Cy,...,C,,} tber den Variablen
x1,...,r, mit Klauseln

Cj = {lj71, ‘e 7lj,kj}7 kj < 3

gegeben. Wir konnen annehmen, dass F' keine Einerklauseln ent-
halt. Wir konstruieren einen Graphen G = (V, E), der genau dann
3-farbbar ist, wenn F' € NAESAT ist. Wir setzen

V:{S,.’L’l,...,LCn,jll,...,J_in}U{Ujk|1 S]Sm,lﬁkﬁkj}

und

E :{{3, v}, s, @ (w3 |1 < < n} U {{s,vjk} | ki = 2} U
{{wiovid [k = 1} o {{op 2} | n = 2 o {{o, 23} | 1n = 2.

Sei a = a;...a, eine Belegung fiir F', unter der in jeder Klausel
Cj=1{lj1,...,ljx,} ein Literal wahr und eines falsch wird. Wir kénnen
annehmen, dass [j;(a) =0 und lj5(a) = 1 ist. Dann lédsst sich Gp wie
folgt mit den 3 Farben 0, 1,2 farben:

Knoten v
Farbe c¢(v)

s ® T vj1 v vjs(falls k; =3)

Ist umgekehrt ¢ : V' - {0,1,2} eine 3-Farbung von G, dann koén-
nen wir annehmen, dass c¢(v) = 2 ist. Dies hat zur Folge, dass
{c(z;),e(z;)} = {0,1} fur ¢ = 1,...,n ist. Zudem miissen die Kno-
ten vj1,..., v, im Fall k; =2 mit 0 und 1 und im Fall k; = 3 mit
allen drei Farben 0, 1 und 2 gefirbt sein. Wir kdnnen annehmen, dass
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c(vj1) = 0 und c(vjp) = 1 ist. Wegen {v;i, [} € E muss c(vji,) # c(ljx)
fir £ = 1,...,k; und daher c(vj;) = c(l;;) fiir k = 1,2 gelten. Also
macht die Belegung a = ¢(z1)...c(x,) die Literale [;;, = 1,...,m,
falsch und die Literale lj5, j = 1,...,m, wahr. Insgesamt gilt also

F e NAESAT < G € 3-COLORING.

7.3.3 Euler- und Hamiltonkreise

Definition 201. Sei G = (V, E) ein Graph und sei s = (vg,v1,...,0;)
eine Folge von Knoten mit {v;,vi1} € E firi=0,...,1-1.

a) s heifst Eulerlinie (auch Eulerzug oder Eulerweg) in G,
falls s jede Kante in E genau einmal durchlauft, d.h. es gilt
{{vi,vi}]i=0,...,l-1} =E und | = | E|.

b) Gilt zudem v = vy, so heifit s Eulerkreis (auch Eulerzyklus
oder Eulertour).

c¢) s heifft Hamiltonpfad in G, falls s jeden Knoten in V' genau
einmal durchliuft, d.h. es gilt {vo,...,v;} =V und = |V| -1.

d) Ist zudem {vo,v;} € E, d.h. s" = (vg,v1, ..
so heifit s Hamiltonkreis.

.U, vg) ist ein Kreis,

Die angegebenen Definitionen lassen sich unmittelbar auf Digraphen
tbertragen, indem wir jede darin vorkommende ungerichtete Kante
{u,v} durch die gerichtete Kante (u,v) ersetzen.

Beispiel 202 (Das Kénigsberger Briickenproblem).

Gibt es einen Spaziergang tber alle 7 a

Briicken, bei dem keine Briicke mehrmals A
tberquert wird und der zum Ausgangs- ..‘-“. d
punkt zurickfihrt? c
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Diese Frage wurde von Euler (1707 — 1783)
durch Betrachtung des nebenstehenden Gra-
phen beantwortet. Dieser Graph hat offenbar
genau dann einen Eulerkreis, wenn die Ant-
wort ,ja“ ist. (Wir werden gleich sehen, dass

Beispiel 203.

Der nebenstehende Graph besitzt die Eulerlinie
(4,1,2,3,5,7,6,4,5,2,4,7), aber keinen FEuler-
kreis.

Der nebenstehende Digraph besitzt den Fuler-
kreis s = (1,4,5,2,3,5,7,4,7,6,4,2,1).

Es folgen ein Hamiltonkreis in einem Graphen
sowie ein a-d-Hamiltonpfad in einem Graphen
und ein m-p-Hamiltonpfad in einem Digraphen:

<

Wir betrachten fiir einen gegebenen Graphen (bzw. Digraphen) G
und zwei Knoten s und t folgende Entscheidungsprobleme:

Das Eulerlinienproblem (EULERPATH bzw. DIEULERPATH)
Hat G eine Eulerlinie von s nach ¢7

Das Hamiltonpfadproblem (HAMPATH bzw. DIHAMPATH)
Hat G einen Hamiltonpfad von s nach ¢?

die Antwort ,nein“ ist.) <
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Zudem betrachten wir fir einen gegebenen Graphen (bzw. Digraphen)
G die folgenden Probleme:

Das Eulerkreisproblem (EULERCYCLE bzw. DIEULERCYCLE)
Hat G einen Eulerkreis?

Das Hamiltonkreisproblem (HAMCYCLE bzw. DIHAMCYCLE)
Hat G einen Hamiltonkreis?

Satz 204 (Euler, 1736). Sei G ein zusammenhdngender Graph.

(i) G besitzt genau dann einen Eulerkreis, wenn alle seine Knoten
geraden Grad haben.

(it) G besitzt im Fall s #t genau dann eine Eulerlinie von s nach t,

wenn s und t ungeraden Grad und alle ibrigen Knoten geraden
Grad haben.

Beweis.

(i) Falls G einen Eulerkreis s besitzt, existiert zu jeder Kante, auf
der s einen Knoten erreicht, eine weitere Kante, auf der s den
Knoten wieder verlasst. Daher hat jeder Knoten geraden Grad.

Ist umgekehrt G zusammenhéngend und hat jeder Knoten gera-
den Grad, so konnen wir wie folgt einen Eulerkreis s konstruie-
ren:

Berechnung eines Eulerkreises in G = (V, E)

1 Wahle u € V' beliebig und initialisiere s zu s = (u)

> Wahle einen beliebigen Knoten u auf dem Weg s, der mit
einer unmarkierten Kante verbunden ist.

3 Folge ausgehend von u den unmarkierten Kanten auf einem
beliebigen Weg 2 solange wie moglich und markiere
dabei jede durchlaufene Kante. (Da von jedem
erreichten Knoten v # u ungerade viele markierte Kanten
ausgehen, muss der Weg z zum Ausgangspunkt u
zuriickfiihren.)
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i Fiige den Zyklus z an der Stelle u in s ein.
5 Wenn noch nicht alle Kanten markiert sind, gehe zu 2.
6 Output: s

(it) Da G im Fall s # t genau dann eine Eulerlinie von s nach ¢
hat, wenn der Graph G’ = (V U{tpnen }, EU{{t, Unew }, {Uneu, S} })
einen Eulerkreis hat, folgt dies aus Teil (i) des Satzes.

Ganz ahnlich léasst sich ein entsprechender Satz fiir Digraphen bewei-
sen. Zuvor iibertragen wir die Begriffe Weg, Pfad usw. von Graphen
auf Digraphen.

Definition 205. Sei G = (V,E) ein Digraph, d.h. E ¢V xV =
{(u,v) |u,v eV}, wobei E auch Schlingen (u,u) enthalten kann, und
set v €V ein Knoten.

a) Die Nachfolgermenge von v ist N*(v) ={ueV | (v,u) € E}.

b) Die Vorgidngermenge von v ist N-(v) ={ueV | (u,v) € E}.

¢) Die Nachbarmenge von v ist N(v) = N*(v) u N=(v).

d) Der Ausgangsgrad von v ist deg (v) = |[N*(v)].

e) Der Eingangsgrad von v ist deg (v) = |[N=(v)|.

f) Der Grad von v ist deg(v) = deg™(v) + deg (v).

g) Ein (gerichteter) vy-v;-Weg in G ist eine Folge von Knoten
(vo,...,v5) mit (v;,v;41) € E firi=0,...,5-1.

h) Ein (gerichteter) Zyklus in G ist ein gerichteter u-v-Weg
der Linge 7 >1 mit u=v.

i) Ein gerichteter Weq heif$t einfach oder (gerichteter) Pfad,
falls alle durchlaufenen Knoten paarweise verschieden sind.

j) Ein (gerichteter) Kreis in G ist ein gerichteter Zyklus
(vo, ..., v-1,00), fiir den vy, ..., v;_1 paarweise verschieden sind.

k) G heifit stark zusammenhangend, wenn es von jedem Kno-
ten u in G zu jedem Knoten v in G einen Weg gibt.
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Satz 206 (Euler, 1736). Sei G = (V, E) ein stark zusammenhdngender
Digraph.
(i) G besitzt genau dann einen Eulerkreis, wenn fir jeden Knoten
w in 'V der Ein- und Ausgangsgrad tbereinstimmen.

(i) G besitzt genau dann eine Eulerlinie von s nach t, wenn fir
jeden Knoten u eV \{s,t} der Ein- und Ausgangsgrad tiberein-
stimmen und deg”(s) —deg (s) = deg™ (t) — deg™ (¢) = 1 ist.

Korollar 207. Die Probleme EULERPATH, EULERCYCLE, DI-
BEULERPATH und DIEULERCYCLE sind alle in P entscheidbar.

Beim Problem des Handlungsreisenden sind die Entfernungen d;;
zwischen n Stédten i,j € {1,...,n} gegeben. Gesucht ist eine Rund-
reise (i1,...,0,) mit minimaler Lange d;, ;, + -+ d;,_ 4, + d;,, 4, die
jede Stadt genau einmal besucht. Die Entscheidungsvariante dieses
Optimierungsproblems ist wie folgt definiert.

1

Problem des Handlungsreisenden (TSP; traveling-salesman-
problem)
Gegeben: Eine n xn Matrix D = (d; ;) € N und eine Zahl k.
Gefragt: Existiert eine Permutation 7 : {1,...,n} - {1,...,n},
so dass die Rundreise (7(1),...,m(n)) die Linge < k
hat?

Wir zeigen nun, dass die Probleme DIHAMPATH, HAMPATH, D1I-
HaMCycrLE, HAMCYCLE und TSP alle NP-vollstandig sind. Es ist
leicht zu sehen, dass diese Probleme in NP entscheidbar sind. Zum
Nachweis der NP-Harte zeigen wir folgende Reduktionen:

HAMPATH,

<’H <P TSP.
DIHAMCYCLE ~ AMCYCLE <7 T3

3-SAT <P DIHAMPATH <P

Wir reduzieren zuerst HAMCYCLE auf TSP.

Satz 208. HAMCycLE <P TSP.
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Beweis. Sei ein Graph G = (V, E) gegeben. Wir koénnen annehmen,
dass V ={1,...,n} ist. Dann ldsst sich G in Polynomialzeit auf die
TSP Instanz (D,n) mit D = (d; ;) und

1,
dij = {2’

transformieren. Diese Reduktion ist korrekt, da G genau dann einen
Hamiltonkreis hat, wenn es in dem Distanzgraphen D eine Rundreise
(7(1),...,m(n)) der Lange L(7) <n gibt. m

falls {i,j} € E,

sonst,

Als nachstes reduzieren wir DIHAMCYCLE auf HAMCYCLE.

Satz 209. DIHAMCYCLE <» HAMCYCLE.

Beweis. Wir transformieren wir einen Digraphen G auf einen Graphen
G', indem wir lokal fiir jeden Knoten u € V' die folgende Ersetzung
durchfiihren:

=> (W)~

Dann ist klar, dass die Funktion G — G’ in FP berechenbar ist, und
G genau dann einen Hamiltonkreis enthalt, wenn dies auf G’ zutrifft.
Ahnlich lisst sich auch DIHAMPATH auf HAMPATH reduzieren. m

Satz 210. DiIHAMPATH <P DIHAMCYCLE.

Beweis. Um DIHAMPATH auf DIHAMCYCLE zu reduzieren, trans-
formieren wir einen gegebenen Digraphen G = (V, E') mit zwei ausge-
zeichneten Knoten s,t € V in den Digraphen G’ = (V' E’) mit

V"=V U{tpe,} und
E, = E U {(t, uneu)a (unem 8)}
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Offenbar ist G’ in Polynomialzeit aus G berechenbar und besitzt genau
dann einen Hamiltonkreis, wenn G einen s-t-Hamiltonpfad besitzt.
Ahnlich lisst sich auch HAMPATH auf HAMCYCLE reduzieren. m

Satz 211. 3-SAT <? DIHAMPATH.

Beweis. Sei I'={C,...,Cp} mit Cj = {lj1,... [y, } fir j=1,...,m
eine 3-KNF-Formel tiber den Variablen z4,...,x,. Wir transformie-
ren F' in Polynomialzeit in einen Digraphen Gp = (V, E) mit zwei
ausgezeichneten Knoten s und ¢, der genau dann einen hamiltonschen
s-t-Pfad besitzt, wenn F erfillbar ist.

Jede Klausel C; reprasentieren wir durch einen Knoten ¢; und jede
Variable x; reprasentieren wir durch folgenden Graphen X;.

Die Knotenmenge V' von G ist also

V :{Cl, ..

- Ty T}

S CmtU{st, .y Sna1 U {xy, T, -

n
U J{ti0s lits ity tits e oo s Lims Tioms tim }-
i1

Dabei haben die Graphen X; ; und X; den Knoten s; gemeinsam. Als
Startknoten wahlen wir s = s; und als Zielknoten ¢ = s,,,1.

Ein Pfad von s nach ¢ kann ausgehend von jedem Knoten s;
(1 =1,...,n) entweder zuerst den Knoten z; oder zuerst den Kno-
ten z; besuchen. Daher konnen wir jedem s-t-Pfad P eine Belegung
bp = by...b, zuordnen mit b; = 1 gdw. P den Knoten z; vor dem
Knoten z; besucht.
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Die Klauselknoten c¢; verbinden wir mit den Teilgraphen X; so, dass
ein s-t-Pfad P genau dann einen ,,Abstecher” nach ¢; machen kann,
wenn die Belegung bp die Klausel C; erfiillt.

Hierzu fiigen wir zu E fiir jedes Literal [ € C; im Fall [ = z; die beiden
Kanten (l;;,¢;) und (¢;,7i;), und im Fall [ = z; die Kanten (75, ¢;)
und (c¢;, ;) hinzu:

®
Oete®e - ™ 2=

Man beachte, dass einem s-t-Pfad P genau dann ein Abstecher iiber
diese Kanten zu c¢; moglich ist, wenn die Belegung bp das Literal [
wahr macht.

Nun ist klar, dass die Reduktionsfunktion F' — (G, s,t) in Polyno-
mialzeit berechenbar ist. Es bleibt also zu zeigen, dass F’ genau dann
erfiillbar ist, wenn in G ein Hamiltonpfad von s = s; nach t = s,,.1
existiert.

Falls F'(b) =1 ist, so lasst sich der zu b gehorige s-t-Pfad P wie folgt
zu einem Hamiltonpfad erweitern. Wir wahlen in jeder Klausel C;
ein wahres Literal [ = x; bzw. [ = x; und bauen in den Pfad P einen
Abstecher vom Knotenpaar [;;,7;; zum Klauselknoten ¢; ein.

Ist umgekehrt P ein s-t-Hamiltonpfad in Gz, so miissen der Vorgénger-
und Nachfolgerknoten jedes Klauselknotens c¢; ein Paar [;;, r;; bilden,
da P andernfalls nicht beide Pufferknoten ¢; ;_; und ¢; ; besuchen kann.
Da aber P alle Klauselknoten besucht und ausgehend von dem Paar

lij,ri; nur dann ein Abstecher zu ¢; moglich ist, wenn die Belegung
bp die Klausel C; erfiillt, folgt F'(bp) = 1. |
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Beispiel 212. Die 3-SAT-Instanz
F=(x1vazvay) A(zyVvasvay) A(TyViy)

lasst sich auf oben abgebildeten Digraphen G mit Startknoten s = s;
und Zielknoten t = s5 reduzieren. Der erfillenden Belequng b= 0110
entspricht beispielsweise der Hamiltonpfad, der von sy tber x1, ¢y, x1,
So, Tg, Co, Ty, S3, T3, T3, S4, T4, C3 und x4 nach ss geht. <
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7.4 Das Rucksack-Problem

Wie schwierig ist es, einen Rucksack der Gréfle w mit einer Auswahl
aus k Gegenstanden der Grofle ug, ..., ur moglichst voll zu packen?
Dieses Optimierungsproblem lésst sich leicht auf folgendes Entschei-
dungsproblem reduzieren.

Rucksack-Problem (Rucksack):

Gegeben: Eine Folge (u,...,u,v,w) von natiirlichen Zahlen.
Gefragt: Ex. cine Auswahl S c{1,...,k} mit v <) u; <w?
€S
Beim SubsetSum-Problem mochte man dagegen nur wissen, ob der
Rucksack randvoll gepackt werden kann.

SubsetSum:

Gegeben: Eine Folge (ug,...,u, w) von natiirlichen Zahlen.
Gefragt: Ex. eine Auswahl S c{1,... &k} mit ) u; = w?
€S

Satz 213. RUCKSACK und SUBSETSUM sind NP-vollstandig.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass beide Probleme in NP enthalten

sind. Zum Nachweis der NP-Hérte zeigen wir die folgenden Reduktio-

Hem 3-SAT <P SUBSETSUM <P RUCKSACK.

Da SUBSETSUM einen Spezialfall des RUCKSACK-Problems darstellt,

lésst es sich leicht darauf reduzieren:

(U, up,w) = (U, ..., ug,w,w).

Es bleibt also 3-SAT <P SUBSETSUM zu zeigen. Sei F'={C1,...,C,}

eine 3-KNF-Formel tber den Variablen zi,...,z, mit C; =

{lj1, ... L} fir j =1,...,m. Betrachte die Reduktionsfunktion
f:F v (u,..

! ! !
Uy Wy e UL VT ey Uy VY e ey Up s W),
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wobei u; und ] die Dezimalzahlen

ui = byt ... by, 07110 und wf = by ... b}, 071107
mit
1 i € Cl? 17 _Z' € C'a
bij=1 v 77 und bi; = v J
0, sonst, 0, sonst,

und v; = v;. = (9-110m-3-10" sind. Die Zielsumme w setzen wir auf den
Wert w=3...31...1.

N——
m-mal n-mal

Sei nun a = a; ...a, eine erfiilllende Belegung fiir F'. Da a in jeder
Klausel mindestens ein und hochstens drei Literale wahr macht, hat

die Zahl
2 Ui+ DU
a;=1 a;=0

eine Dezimaldarstellung der Form b;...b0,,1...1 mit 1 <b; < 3 fiir
j=1,...,m. Durch Addition von

DU 2
bj=1

bjSQ

erhalten wir den gewiinschten Wert w. Dies zeigt, dass F' € 3-SAT
die Zugehorigkeit von f(F') € SUBSETSUM impliziert. Fiir die umge-
kehrte Implikation sei S = Pu N uluJ eine Auswahlmenge fiir die
SubsetSum-Instanz f(F') mit

u; + w4+ Y v+ yoi=3...31...1.
7,'EZP Z;V ¢ Jze; J ; J ~——

m-mal n-mal
Da die Teilsumme .y v; + Y ey v; die Form ¢p ..., 0...0 mit ¢; <2
hat, muss die Teilsumme Y ;.pu; + Yy u; die Form b;...5,1...1
mit b; > 1 haben. Da keine Ubertrige auftreten, muss also P =

{1,...,n} = N gelten und jede Klausel C; mindestens ein Literal aus
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der Menge {z; |i € P} u{z; |7 e N} enthalten. Folglich wird F' von
folgender Belegung a = a; . .. a,, erfillt:

L,

a; =
0,

Damit haben wir die Korrektheit von f gezeigt. Da f zudem in
Polynomialzeit berechenbar ist, folgt 3-SAT <P SUBSETSUM. ]

1€ P,
1€ N.

Beispiel 214. Betrachte die 3-KNF Formel
F=(xivazvay) A(zyvasvay)A(TaVTy).
Die zu F gehérige SUBSETSUM-Instanz f(F') ist

! l4 A A ! 4 4
(Ul, Ug, U3, Uyg, Uy, Ug, Ug, Uy, V1, V2, V3, V1, Vs, Vs, U))

mit
u; = 0101000, wj =1001000, wv; =] =1000000,
us = 0100100, wf =0010100, w9 =) =0100000,
uz = 0000010, w5 =1000010, wv3=wv%=0010000,
uy = 1100001, wj = 0010001,

sowie w = 3331111. Der erfiillenden Belegqung a = 0100 entspricht
dann die Auswahl (u}, ug, ufy, u), v1,v2, vy, v3,V5). N

7.5 Ganzzahlige lineare Programmierung

In vielen Anwendungen tritt das Problem auf, eine ganzzahlige Losung
fiir ein System linearer Ungleichungen zu finden.

Ganzzahlige Programmierung (IP; integer programming)

Gegeben: Eine ganzzahlige m xn Matrix A = (a;;) € Z™™ und ein
ganzzahliger Vektor b e Z™.
Gefragt: Existiert ein ganzzahliger Vektor € Z" mit Ax > b
wobei > komponentenweise zu verstehen ist.
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Satz 215. IP ist NP-hart.

Beweis. Wir reduzieren 3-SAT auf IP. Sei F' = {C},...,C,,} mit C; =
{lir, - Ly} fir j=1,...,m eine 3-KNF-Formel iiber den Variablen

Z1,...,Z,. Wir transformieren F' in ein Ungleichungssystem Ax > b
fiir den Losungsvektor @ = (1,..., Ty, T1, ..., Ty ), das
o fliri=1,...,n die vier Ungleichungen
i+, 21, —v;-r;>2-1, 2,20, ;>0 (%)

o und fiir jede Klausel C; = {l;1,..
enthalt:

-, Lj,; } folgende Ungleichung

iy + -+ L, 2 1. (*%)
Die Ungleichungen () sind fiir ganzzahlige x;, Z; genau dann er- fiillt,
wenn x; den Wert 0 und z; den Wert 1 hat oder umgekehrt. Die
Klauselungleichungen (*x) stellen sicher, dass mindestens ein Literal
in jeder Klausel C; wahr wird. Nun ist leicht zu sehen, dass jede
Losung  von Ax > b einer erfiillenden Belegung von F' entspricht
und umgekehrt. [ ]

Bemerkung 216.
e Fs ist nicht leicht zu sehen, dass IP in NP entscheidbar ist.

e Ein nichtdeterministischer Algorithmus kann zwar eine Losung
raten, aber a priori ist nicht klar, ob eine Losung x ex., deren
Bindgrkodierung polynomiell in der Linge der Eingabe (A, b) ist.

e Mit Methoden der linearen Algebra ldsst sich jedoch zeigen, dass
jede losbare IP-Instanz (A,b) auch eine Losung ® hat, deren
Kodierung polynomiell in der Linge von (A,b) ist.

e Wenn wir nicht verlangen, dass die Lésung x der IP-Instanz
ganzzahlig ist, dann spricht man von einem linearen Pro-
gramm.
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e [ir LP (Lineare Programmierung) gibt es Polynomialzeitalgo-
rithmen (von Khachiyan 1979 und von Karmarkar 1984).

7.6 Max-Sat Probleme

In manchen Anwendungen geniigt es nicht, festzustellen, dass eine
KNF-Formel F' nicht erfullbar ist. Vielmehr mochte man wissen, wie-
viele Klauseln in /' maximal erfiillbar sind. Die Schwierigkeit dieses
Optimierungsproblems lasst sich durch folgendes Entscheidungspro-
blem charakterisieren.

MAX-k-SAT:

Gegeben: Eine Formel F' in k-KNF und eine Zahl [.
Gefragt: Existiert eine Belegung a, die mindestens [ Klauseln in
F erfillt?

Man beachte, dass hierbei die Klauseln in F' auch mehrfach vorkom-
men konnen (d.h. F' ist eine Multimenge von Klauseln).

Satz 217.
(i) MAX-1-SAT € P.
(i1) MAX-2-SAT € NPC.

Beweis. Wir reduzieren 3-SAT auf MAX-2-SAT. Fur eine Dreier-

klausel C' = {ly,[3,l3}, in der die Variable v nicht vorkommt, sei
G(ly,l3,15,v) die 2-KNF Formel, die aus folgenden 10 Klauseln be-
steht:

{ll}v {l2}7 {l3}7 {U}> {Ev E}? {E;E}’ {E,E}v {llvi}v {ZQaE}a {l?n@}

Dann lassen sich folgende 3 Eigenschaften von G leicht verifizieren:
o Keine Belegung von G erfiillt mehr als 7 Klauseln von G.

« Jede Belegung a von C' mit C(a) =1 ist zu einer Belegung o’
von G erweiterbar, die 7 Klauseln von G erfillt.
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o Keine Belegung a von C' mit C'(a) = 0 ist zu einer Belegung a’
von G erweiterbar, die 7 Klauseln von G erfiillt.

Ist nun F' eine 3-KNF-Formel iiber den Variablen z4,...,z, mit m
Klauseln, so kénnen wir annehmen, dass C; = {lj1,l;2,{;3}, j=1,...,k,
die Dreier- und Cj,q,...,C,, die Einer- und Zweierklauseln von F
sind. Wir transformieren F' auf das Paar g(F') = (F’,m + 6k), wobei
die 2-KNF Formel F’ wie folgt aus I’ entsteht:

Ersetze jede Dreierklausel C; = {l;1,;2,1;3} in F durch die

10 Klauseln der 2-KNF-Formel Gj = G(ljh ljg, ljg,’l}j).
Dann ist leicht zu sehen, dass g in FP berechenbar ist. Aulerdem gilt
folgende Aquivalenz:

F € 3-SAT < (F',m + 6k) € MAX-2-SAT.

Die Vorwértsrichtung ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, dass je-
de erfiillende Belegung a fiir F' zu einer Belegung o’ fiir F’ erweiterbar
ist, die 7k + m — k = m + 6k Klauseln von F" erfiillt.

Fiir die Riickwértsrichtung sei a eine Belegung, die mindestens m + 6k
Klauseln von F” erfiillt. Da a in jeder 10er-Gruppe Gj, j =1,...,k,
nicht mehr als 7 Klauseln erfiillen kann, muss a in jeder 10er-Gruppe

genau 7 Klauseln und zudem alle Klauseln C; fir j = k+1,...,m
erfiillen. Dies ist aber nur moglich, wenn a alle Klauseln C; von F'
erfullt. [}

7.7 Matchings und der Heiratssatz

Beim Heiratsproblem ist eine Gruppe V' von heiratswilligen Personen
gegeben, wobei u,w € V durch eine Kante verbunden sind, falls aus
Sicht von u und w die Mdoglichkeit einer Heirat zwischen u und w
besteht. Sind Vielehen ausgeschlossen, so lasst sich jedes mogliche
Heiratsarrangement durch ein Matching beschreiben.

Definition 218. Sei G = (V, E) ein Graph.
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a) Zwei Kanten e e’ € E heiffen unabhéngig, falls ene’ = & ist.

b) Eine Kantenmenge M ¢ E heifit Matching in G, falls die
Kanten in M paarweise unabhdngig sind.

c) Analog lassen sich d-dimensionale Matchings M € E in einem
d-uniformen Hypergraphen G = (V,E) mit E ¢ (Z) defi-

nieren.

d) Die Matchingzahl von G ist
u(G) = max{| M| | M ist ein Matching in G}

e) Ein Matching M der Grifle | M| = u(G) heifit optimal.

f) Ein Matching M heifit geséttigt, falls M u{e} fir keine Kante
ee B~ M ein Matching ist.

g) Ein d-dimensionales Matching M heifst perfekt, falls | M| =
LIVII/d] ist.

Beispiel 219. Ein gesdttigtes Matching muss nicht optimal sein:

y /

M M

Das Matching M = {{v,w}} ist gesdttigt, da es sich nicht zu einem
grofferen Matching erweitern ldsst. M ist jedoch nicht optimal, da
M'" = {{v,z},{u,w}} gréfer ist. Die Greedy-Methode, ausgehend von
M = @& solange Kanten zu M hinzuzufiigen, bis sich M nicht mehr zu
einem grofferen Matching erweitern ldsst, funktioniert also nicht. <

In vielen Anwendungen geht es darum, ein moéglichst grofies Matching
zu finden. Falls beim Heiratsproblem Homoehen ausgeschlossen sind,
ist der resultierende Graph G = (V, E) bipartit.

Definition 220. Sei G = (V, E) ein Graph.
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a) Fir UW cV bezeichne
E(UW)={{u,w} e E|uelUweW}

die Menge aller Kanten zwischen U und W in G.

b) G heifit bipartit, falls sich V in zwei Teilmengen U und W
mit E(U,W) = E zerlegen ldsst.

¢) In diesem Fall notieren wir G auch in der Form G = (U, W, E).
d) Fir eine Knotenmenge AV und ein Matching M bezeichne

A&z{ueAhveV:{u,v}eM}

die Menge aller von M in A dberdeckten Knoten und Aj, =
A- A3, bezeichne die Menge aller von M in A nicht tiberdeckten
Knoten.

d-dimensionales Matching (d-Matching)

Gegeben: Ein d-uniformer Hypergraph G = (V| E) und eine Zahl
k>1.
Gefragt: Gibt es in G ein Matching M der Groe |M|| > k7

d-dimensionales perfektes Matching (d-PerfectMatch)
Gegeben: Ein d-uniformer Hypergraph G = (V. E).
Gefragt: Gibt es in G ein perfektes Matching M7

Im Fall d = 2 schreiben wir auch einfach MATCHING bzw.
PERFECTMATCH.

Bipartites Matching (BiMatch; bipartite matching)

Gegeben: Ein bipartiter Graph G und eine Zahl £ > 1.
Gefragt: Gibt es in G ein Matching M der Grofle | M|| > k7

Satz 221.

(i) d-MATCHING, d-PERFECTMATCH und BIMATCH sind fir d < 2
in P entscheidbar.
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(i1) Fir d > 3 sind d-MATCHING und d-PERFECTMATCH NP-
vollstindig.

Beispiel 222. Der bipartite Graph G hat
ein Matching M = {{uy,w}, {ug,ws}, @ @

{ug,ws}, {us,ws}} der Gréfle 4. Die @ @

Nachbarschaft von A = {ug,uq,us} ist

N(A) = {wy, ws). x@

Daher kann jedes Matching hochstens 2 @ @
der 3 Knoten in A und somit hochstens /
der 5 Knoten in U dberdecken. Dies zeigt, ¢y = (U,W,E)

dass M optimal ist.
<

Sei A € U beliebig und sei M ein beliebiges Matching. Da M hochstens
|N(A)| Knoten in A iiberdecken kann, gilt
M) < U= Al + INCA)| = U] - ([A] = INCA)]).
Folglich ist
(@) < U] =max (JA] = [N(A]) -
Frage. Ist diese Schranke in jedem bipartiten Graphen scharf?

Anders ausgedriickt: Léasst sich die Optimalitdt von M immer durch
Angabe einer Menge A c U mit |U|| - | M| = |A| - [|N(A)| beweisen?
Eine positive Antwort auf diese Frage gibt folgender Satz von Hall.

Satz 223 (Heiratssatz von Hall).
Fiir einen bipartiten Graphen G = (U, W, E) ist

(@) = U] =max (JA] = [N(A]) -

Insbesondere hat G genau dann ein Matching M der Grifle | M| = |U],
wenn fir alle Teilmengen Ac U gilt: [N(A)| > ||A].
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