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1 Einfiihrung

In der Komplexitéatstheorie werden algorithmische Probleme darauthin
untersucht, welche Rechenressourcen zu ihrer Losung benotigt werden.
Naturgeméf bestehen daher enge Querbeziige zu

e Algorithmen (obere Schranken)
e Automatentheorie (Rechenmodelle)
Berechenbarkeit (Was ist iiberhaupt algorithmisch l6sbar?)

Logik (liefert viele algorithmische Probleme, mit ihrer Hilfe kann
auch die Komplexitéit von Problemen charakterisiert werden)

Kryptografie (Wieviel Rechenressourcen benétigt ein Gegner,
um ein Kryptosystem zu brechen?)

Zur weiteren Motivation betrachten wir eine Reihe von konkreten
algorithmischen Problemstellungen.

Erreichbarkeitsproblem in Digraphen (REACH):
Gegeben: Ein gerichteter Graph G = (V, E) mit V = {1,...,n}
und ECV x V.
Gefragt: Gibt es in G einen Weg von Knoten 1 zu Knoten n?

Zur Erinnerung: Eine Folge (vy,...,v;) von Knoten heifst Weg in G,
falls fir j =1,...,k — 1 gilt: (vj,vj41) € E.

Da als Antwort nur “ja” oder “nein” moglich ist, handelt es sich um
ein Entschetdungsproblem. Ein solches lédsst sich formal durch eine

Sprache beschreiben, die alle positiven (mit “ja” zu beantwortenden)
Problemeingaben enthélt:

REACH = {G|in G ex. ein Weg von 1 nach n}.

Hierbei setzen wir eine Kodierung von Graphen durch Woérter iiber

einem geeigneten Alphabet > voraus. Wir konnen G beispielsweise
durch eine Binirfolge der Linge n? kodieren, die aus den n Zeilen der
Adjazenzmatrix von G gebildet wird.

Wir entscheiden REACH durch einen Wegsuche-Algorithmus. Dieser
markiert nach und nach alle Knoten, die vom Knoten 1 aus erreichbar
sind. Hierzu speichert er jeden markierten Knoten solange in einer
Menge S bis er siamtliche Nachbarknoten markiert hat. Genaueres ist
folgendem Algorithmus zu entnehmen:

Algorithmus suche-Weg(G)
input: Digraph G =(V,E) mit V ={1,...,n}

1

2 S:={1}

3 markiere Knoten 1

1 repeat

5 waehle einen Knoten u e S
6 S =8 —{u}

7 for all (u,v) € E do

8 if v ist nicht markiert then
9 markiere v
10 S :=SU{v}
11 until S =0

12 if n ist markiert then accept else reject

Es ist iiblich, den Ressourcenverbrauch von Algorithmen (wie z.B.
Rechenzeit oder Speicherplatz) in Abhéngigkeit von der Grofse der
Problemeingabe zu messen. Falls die Eingabe aus einem Graphen
besteht, kann beispielsweise die Anzahl n der Knoten (und/oder
die Anzahl m der Kanten) als Bezugsgrofe dienen. Der Ressourcen-
verbrauch hangt auch davon ab, wie wir die Eingabe kodieren. So
fiihrt die Repréasentation eines Graphen als Adjazenzliste oftmals zu
effizienteren Losungsverfahren.

Komplexitatsbetrachtungen:
e REACH ist in Zeit O(n?) entscheidbar.
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e REACH ist nichtdeterministisch in Platz O(logn) entscheidbar
(und daher deterministisch in Platz O(log® n); Satz von Savitch).

Als néachstes betrachten wir das Problem, einen maximalen Fluss in
einem Netzwerk zu bestimmen.

Maximaler Fluff (MAXFLOW):
Gegeben: Ein gerichteter Graph G = (V, E) mit V = {1,...,n},
E CV x V und einer Kapazitéitsfunktion ¢ : £ — N.
Gesucht: Ein Fluss f : E — N von 1 nach n in G, d.h.

e Vec E: f(e) < c(e) und

eweV—{ln}: ¥ fouw= ¥ fluw).

(viu)eE (u,v)EE
mit max. Wert w(f) = > f(l,u)— > f(u,1).
(1u)eE (u,1)eE

Da hier nach einer Losung (Fluss) mit optimalem Wert gesucht wird,
handelt es sich um ein Optimierungsproblem (genauer: Maximie-
rungsproblem). Im Gegensatz hierzu wird bei vielen Entscheidungspro-
blemen nach der Existenz einer Losung (mit gewissen Eigenschaften)
gefragt.

Komplexitatsbetrachtungen:
e MAXFLOW ist in Zeit O(n?) lésbar (Algorithmus von Dinitz).
e MAXFLOW ist in Platz O(n?) 16sbar.

Das folgende Problem scheint zwar auf den ersten Blick nur wenig mit
dem Problem MAXFLOW gemein zu haben. In Wirklichkeit entpuppt
es sich jedoch als ein Spezialfall von MAXFLOW.

Perfektes Matching in bipartiten Graphen (MATCHING):
Gegeben: Ein bipartiter Graph G = (U, W, E) mit UNW = (
und e NU # () # e N W fiir alle Kanten e € E.
Gefragt: Besitzt G ein perfektes Matching?

Zur Erinnerung: Fine Kantenmenge M C FE heilst Matching, falls
fiir alle Kanten e,/ € M mit e # ¢ gilt: eNe’ = 0. Gilt zudem
| M| =n/2, so heit M perfekt (n ist die Knotenzahl von G).

Komplexitiatsbetrachtungen:
e MATCHING ist in Zeit O((n 4+ m)+/n entscheidbar (Algorithmus
von Dinitz).
e MATCHING ist in Platz O(n?) entscheidbar.

Die bisher betrachteten Probleme konnen in deterministischer Poly-
nomialzeit gelost werden und gelten daher als effizient 16sbar. Zum
Schluss dieses Abschnitts betrachten wir ein Problem, fiir das vermut-
lich nur ineffiziente Algorithmen existieren. Wie iiblich bezeichnen
wir die Gruppe aller Permutationen auf der Menge {1,...,n} mit S,.

Travelling Salesman Problem (TSP):
Gegeben: Eine symmetrische n x n-Distanzmatrix D = (d;;) mit
di; € N.
Gesucht: Eine kiirzeste Rundreise, d.h. eine Permutation 7w € S,

mit minimalem Wert w(r) = Z d(i),m(i+1), Wobei wir

m(n+1) = m(1) setzen.

Komplexitatsbetrachtungen:
e TSP ist in Zeit O(n!) l6sbar (Ausprobieren aller Rundreisen).
e TSP ist in Platz O(n) losbar (mit demselben Algorithmus).

e Durch dynamisches Programmieren® lasst sich TSP in Zeit
O(n?2") 16sen, der Platzverbrauch erhoht sich dabei jedoch auf
O(n2") (siche Ubungen).

*Hierzu berechnen wir fiir alle Teilmengen S C {2,...,n} und alle j € S die Lange [(S, j) eines kiirzesten Pfades von 1 nach j, der alle Stadte in S genau einmal besucht.
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2.1 Deterministische Turingmaschinen

Definition 1 (Mehrband-Turingmaschine).
Eine deterministische k-Band-Turingmaschine (k-DTM oder
einfach DTM ) ist ein 5-Tupel M = (Q, %, 1,6, qo). Dabei ist

e () eine endliche Menge von Zustdnden,

e 3 eine endliche Menge von Symbolen (das Eingabealphabet)
mit L, > ¢ ¥ (U heifit Blank und > heiffit Anfangssymbol,

e I' das Arbeitsalphabet mit ¥ U {L,>} C T,

e 5: QxT* = (QU{agn Ga, Gnein}) X (I x {L, R, N})F die Uber-
fihrungsfunktion (g, heifft Haltezustand, g;, akzeptieren-
der und ¢nein verwerfender Endzustand

e und qy der Startzustand.

Befindet sich M im Zustand ¢ € ) und stehen die Schreib-Lese-
Kopfe auf Feldern mit den Inschriften aq,...,a; (a; auf Band i),
so geht M bei Ausfithrung der Anweisung 0 : (q,a1,...,a;) —
(¢',ay,Dy,...,a;,Dy) in den Zustand ¢’ iber, ersetzt auf Band i
das Symbol a; durch a] und bewegt den Kopf geméaf D; (im Fall
D; = L um ein Feld nach links, im Fall D; = R um ein Feld nach
rechts und im Fall D; = N wird der Kopf nicht bewegt).

Auferdem verlangen wir von 9, dass fiir jede Anweisung
(q,a1,...,a;) — (¢,d},Dy,...,a,, Dy) mit a; = > die Bedingung
a; = > und D; = R erfiillt ist (d.h. das Anfangszeichen > darf nicht
durch ein anderes Zeichen iiberschrieben werden und der Kopf muss
nach dem Lesen von > immer nach rechts bewegt werden).

Definition 2. Eine Konfiguration ist ein (2k + 1)-Tupel K =
(q,u1,v1, ..., up, ) € Q x (T* x TH)* und besagt, dass

e ¢ der momentane Zustand und

e w;v; LUU--- die Inschrift des i-ten Bandes ist, und dass

e sich der Kopf auf Band i auf dem ersten Zeichen von v; befindet.
Definition 3. Eine Konfiguration K' = (¢, u}, vy, ..., u,v,) heifst
Folgekonfiguration von K = (q,uy,a1vy,. .., ug, agvy) (kurz: K -
K'), falls eine Anweisung (q,aq, ... ,ax) — (¢',a}, D1,...,a}, Dy) in
0 und by,...,by € I' existieren, so dass firi=1,...,k jeweils eine
der folgenden drei Bedingungen gilt:

1. D; = N, u} = u; und v} = alv;,

2. D; = L, u; = u;b; und v, = b;alv;,

3. D; = R, v}, = w;a} und v, = {I_I, e

v;, Sonst,

FEine Rechnung von M bei Eingabe x ist eine Folge von Konfigura-
tionen Ko,Kl,KQ... mat KO = Km und KO H K1 7 KQ .

Wir schreiben K 7'5 K, falls Konfigurationen Ky, ..., K; existieren
mit Ko = K und K; = K’, sowie K; 7 K firi=0,...,t— 1.
Die reflexive, transitive Hiille von 7 bezeichnen wir mit 7*, d.h.

K V* K’ bedeutet, dass ein t > 0 existiert mit K Vt K'.

Definition 4. Sei x € ¥* eine Fingabe. Die zugehérige Startkonfi-
guration ist
K, = (qo,&,>x,e,>, ..., 6,>).
(k—1)-mal

Definition 5. Fine Konfiguration K = (q,uy,vq,..., Uk, vg) mit
q € {qh Ga, Guein} heift Endkonfiguration. Im Fall ¢ = g (bzw.
4 = Gnein) heifit K akzeptierende (bzw. verwerfende) Endkonfi-
guration.
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Definition 6.

Eine DTM M halt bei Eingabe x € ¥* (kurz: M(x) hdlt), falls es
eine Endkonfiguration K = (q,uy,v1,. .., ug, vg) gibt mit

K, —"K.
M

Weiter definieren wir das Ergebnis M(x) der Rechnung von M bei
Eingabe x,

ja, M(z) halt im Zustand g,
M(2) nein, M (z) halt im Zustand Guein,
€Tr) =
Y, M (z) halt im Zustand qp,

1 (undefiniert), sonst.

Dabei ergibt sich y aus ugvy, indem das erste Symbol > und sdamtliche
Blanks am Ende entfernt werden, d. h. uyv, = >yl fir eini > 0. Fiir
M (z) = ja sagen wir auch ,M(x) akzeptiert* und fir M(x) = nein
SM () verwirft,

Definition 7. Die von einer DTM M akzeptierte Sprache ist
L(M) = {x € ¥*|M(z) akzeptiert}.

Eine DTM, die eine Sprache L akzeptiert, darf also bei Eingaben x ¢ L
unendlich lange rechnen. In diesem Fall heifft L semi-entscheidbar
(oder rekursiv aufzdhlbar). Dagegen muss eine DTM, die eine Spra-
che L entscheidet, bei jeder Eingabe halten.

Definition 8. Sei L C ¥*. Fine DTM M entscheidet L, falls fir
alle x € X* qult:

x € L = M(x) hdlt und akzeptiert
x & L = M(x) halt und akzeptiert nicht.

In diesem Fall heifft L entscheidbar (oder rekursiv).

2.2 Nichtdeterministische Berechnungen

Definition 9. Sei f : ¥* — ¥* eine Funktion. Fine DTM M be-
rechnet f, falls fir alle x € ¥* gilt:

M(z) = f(z).
f heifst dann berechenbar (oder rekursiv).

Aus dem Grundstudium wissen wir, dass eine nichtleere Sprache
L C ¥* genau dann semi-entscheidbar ist, wenn eine berechenbare
Funktion f : ¥* — ¥* existiert, deren Bild range(f) = {f(x)|z € ¥*}
die Sprache L ist.

2.2 Nichtdeterministische Berechnungen

Anders als eine DTM, fiir die in jeder Konfiguration hochstens eine
Anweisung ausfiihrbar ist, hat eine nichtdeterministische Turingma-
schine in jedem Rechenschritt die Wahl unter einer endlichen Anzahl
von Anweisungen.

Definition 10. Fine nichtdeterministische k-Band-Turing-
maschine (kurz k-NTM oder einfach NTM) ist ein 5-Tupel M =
(Q,%,T,0,q0), wobei Q, X, T', qo genau wie bei einer k-DTM definiert
sind und

0 Q X Fk — P(Q U {Qh;QjaQnein} X (F X {R7 L7 N})k)

die Figenschaft hat, dass fir (¢',a}, Dy, ..., a,, Dg) € §(q, a1, ..., ax)
im Fall a; = > immer a; = > und D; = R gilt.

Die Begrifte Konfiguration, Start- und Endkonfiguration iiber-
tragen sich unmittelbar von DTMs auf NTMs. Der Begriff der Fol-

gekonfiguration lasst sich ibertragen, indem wir d(q, ay,...,a;) =
(¢,a’, D,...,a}, Dy) durch (¢,a}, Dy,...,a}, Dy) € 6(q,a1,...,ax)
ersetzen. In beiden Fillen schreiben wir auch (q,aq,...,a;) +—

(q,>a,17D17 .. '7a/;<;7Dk’)'
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Wir werden NTMs nur zum Erkennen von Sprachen (d.h. als Akzep-
toren) und nicht zum Berechnen von Funktionen benutzen.

Definition 11. Sei M eine NTM.

a) M(zx) hdlt (kurz M(x) ), falls M(x) nur endlich lange Rech-
nungen ausfihrt. Andernfalls schreiben wir M (x) 1.

b) Eine Rechnung von M (x) heifit akzeptierend (bzw. verwer-
fend), falls sie K, in eine akzeptierende (bzw. verwerfende)
Endkonfiguration tberfihrt.

c) M(z) akzeptiert, falls M(x) mindestens eine akzeptierende
Rechnung ausfiihrt.

d) Die von M akzeptierte Sprache ist
L(M) ={x € ¥*|M(x) akzeptiert}.
e) M entscheidet L(M), falls M bei allen Eingaben hdlt.

2.3 Zeitkomplexitat

Der Zeitverbrauch timey(x) einer Turingmaschine M bei Eingabe x
ist die maximale Anzahl von Rechenschritten, die M ausgehend von
der Startkonfiguration K, ausfiihren kann (bzw. oo, falls unendlich
lange Rechnungen existieren).

Definition 12.
a) Sei M eine TM (d.h. eine DTM oder NTM) und sei x € ¥*
eine Eingabe. Dann ist

timey(z) = sup{t > 0|3IK : K, ="' K}

die Rechenzeit von M bei Fingabe x, wobei sup N = oo ist.

b) Seit:N — N eine monoton wachsende Funktion. Dann ist M
t(n)-zeitbeschrinkt, falls fir alle x € ¥* gilt:

time s (x) < t(]x]).

2.3 Zeitkomplexitat

Alle Sprachen, die in (nicht-)deterministischer Zeit ¢(n) entscheidbar
sind, fassen wir in den Komplexitatsklassen

DTIME(t(n)) = {L(M)| M ist eine t(n)-zeitbeschrankte DTM}
bzw.
NTIME(t(n)) = {L(M)| M ist eine t(n)-zeitbeschriankte NTM}

zusammen. Ferner sei

f wird von einer t(n)-zeitbe- }

FTIME(¢ =
(t(n) {f schrankten DTM berechnet

Fiir eine Klasse F' von Funktionen ¢ : N — N sei DTIME(F) =
U,er DTIME(f(n)). NTIME(F) und FTIME(F') sind analog definiert.
Die Klasse aller polynomiell beschréankten Funktionen bezeichnen wir
mit poly(n). Die wichtigsten Zeitkomplexitétsklassen sind

LINTIME = DTIME(O(n)) = | JDTIME(cn + c) ,Linearzeit*,
c>1
P = DTIME(poly(n)) = U DTIME(n® +¢) ,Polynomialzeit®,
c>1
E = DTIME(2°™) = | JDTIME(2"*)
c>1

EXP = DTIME(2*V™) = | JDTIME(2"") ,Exponentialzeit*.

c>1

Die Klassen NP, NE, NEXP und FP, FE, FEXP sind analog definiert.

,Lineare Exponentialzeit®,
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2.4 Platzkomplexitat

Zur Definition von Platzkomplexitdtsklassen verwenden wir so ge-
nannte Offline-Turingmaschinen und Transducer. Diese haben die
Eigenschaft, dass sie das erste Band nur als Eingabeband (also nur
zum Lesen) bzw. das k-te Band nur als Ausgabeband (also nur zum
Schreiben) benutzen. Der Grund fiir diese Einschréankungen liegt darin,
sinnvolle Definitionen fiir Komplexitatsklassen mit einem sublinearen
Platzverbrauch zu erhalten.

Definition 13. Eine TM M heifit Offline-TM, falls fiir jede An-
weisung (q,ay, . ..,ax) — (¢',a}, Dy, ..., a,, Dy) die Bedingung

a'lzal/\[alzl_l = DlzL]

gilt. Gilt weiterhin immer Dy # L und ist M eine DTM, so heifst M
Transducer.

Dies bedeutet, dass eine Offline-TM nicht auf das Eingabeband schrei-
ben darf (read-only). Beim Transducer dient das letzte Band als
Ausgabeband, auch dieses kann nicht als Speicher benutzt werden
(write-only).

Der Zeitverbrauch timep () von Offline-TMs und von Transducern
ist genauso definiert wie bei DTMs. Als néchstes definieren wir den
Platzverbrauch einer TM als die Anzahl aller wihrend der Rechnung
besuchten Bandfelder.

Definition 14.

a) Sei M eine TM und sei x € ¥* eine Eingabe mit timey(z) < oo.
Dann ist

space y(x) = sup{s > 1|3K = (q,u, v1, ..., U, vx)

k
mit K, —* K und s =) Juv;|}
i=1

2.4 Platzkomplexitat

der Platzverbrauch von M bei Fingabe x. Fiir eine Offline-
TM ersetzen wir S5, luv;| durch 3%, luvs| und fiir einen
Transducer durch 3} |ugv;|. Man beachte, dass space(x) im
Fall timey(x) = oo undefiniert ist.

b) Sei s : N — N monoton wachsend. Dann ist M s(n)-platzbe-
schrankt, falls fir alle x € ¥ gilt:

spacey(x) < s(|x|) und timey (z) < 0.

Alle Sprachen, die in (nicht-) deterministischem Platz s(n) entscheid-
bar sind, fassen wir in den Komplexitétsklassen

DSPACE(s(n)) = { L(ary| M st eime s(n)-platzbe- }

schrankte Offline-DTM

bzw.

NSPACE(s(n)) = {L(M) M ist eine s(n)-platzbe- }

schrankte Offline-NTM
zusammen. Ferner sei

FSPACE(s(n)) = {f f wird von einem s(n)-platzbe- } .

schrankten Transducer berechnet

Die wichtigsten Platzkomplexitatsklassen sind

L = LOGSPACE = DSPACE(O(logn))
L = DSPACE(O(log“n))
LINSPACE = DSPACE(O(n))
PSPACE = DSPACE(poly(n))
ESPACE = DSPACE(20(™)
EXPSPACE = DSPACE(2pr°¥ (™))
Die Klassen NL, NLINSPACE und NPSPACE, sowie FL, FLINSPACE

und FPSPACE sind analog definiert, wobei NPSPACE mit PSPACE
zusammenféllt (wie wir bald sehen werden).
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3 Grundlegende Beziehungen

In diesem Kapitel leiten wir die wichtigsten Inklusionsbeziehungen
zwischen deterministischen und nichtdeterministischen Platz- und
Zeitkomplexitétsklassen her. Zuerst befassen wir uns jedoch mit Ro-
bustheitseigenschaften dieser Klassen.

3.1 Robustheit von Komplexititsklassen

Wir zeigen zuerst, dass platzbeschriankte TMs nur ein Arbeitsband
benotigen.

Lemma 15 (Bandreduktion).

Zu jeder s(n)-platzbeschrinkten Offline-k-DTM M mit k > 3 ex. eine
s(n)-platzbeschrinkte Offline-2-DTM M’ mit L(M') = L(M).

Beweis. Sei M = (Q,%,1,6,qy) eine Offline-k-DTM mit & > 3. Be-
trachte die Offline-2-DTM M’ = (Q',%,17,d,¢)) mit IV = ¥ U
{U, >} U (T UD)* 1, wobei I fiir jedes a € T' die markierte Variante
a enthéalt. M’ hat dasselbe Eingabeband wie M, speichert aber die
Inhalte von (k — 1) {ibereinander liegenden Feldern der Arbeitsbén-
der von M auf einem Feld ihres Arbeitsbandes. Zur Speicherung der
Kopfpositionen von M werden Markierungen benutzt.
Initialisierung: In den ersten beiden Rechenschritten erzeugt M’ auf
ihrem Arbeitsband (Band 2) k — 1 Spuren, die jeweils mit dem
markierten Anfangszeichen & initialisiert werden:

>
Km = (q67€’[>x’67‘>) ? (qa’[>7x7‘>’ U) W (QQ7€7‘>I‘7‘>’ <))

s

Simulation: )M’ simuliert einen Rechenschritt von M, indem sie den
Kopf auf dem Arbeitsband soweit nach rechts bewegt, bis sie
alle (k — 1) markierten Zeichen ay, ..., a; gefunden hat. Diese
speichert sie neben dem aktuellen Zustand ¢ von M in ihrem
Zustand. Wahrend M’ den Kopf wieder nach links bewegt,
fithrt M’ folgende Aktionen durch: Ist a; das von M’ (und
von M) gelesene Eingabezeichen und ist (g, a, as, ..., a;) =
(¢ a1, Dy,ay, Dy, ..., a, D), so bewegt M’ den Eingabekopf
gemal Dy, ersetzt auf dem Arbeitsband die markierten Zeichen
a; durch @} und verschiebt deren Marken geméf D;, i =2,..., k.

Akzeptanzverhalten: )M’ akzeptiert genau dann, wenn M akzeptiert.
Offenbar gilt nun L(M') = L(M) und space,; (z) < spacey,(z). W

In den Ubungen wird gezeigt, dass die Sprache der Palindrome
durch eine 2-DTM zwar in Linearzeit entscheidbar ist, eine 1-DTM
hierzu jedoch Zeit Q(n?) bendtigt. Tatsdchlich ldsst sich jede t(n)-
zeitbeschréinkte k-DTM M von einer 1-DTM M’ in Zeit O(t(n)?)
simulieren. Bei Verwendung einer 2-D'TM ist die Simulation sogar
in Zeit O(t(n)logt(n)) durchfiihrbar (sieche Ubungen). Als nichstes
wenden wir uns wichtigen Robustheitseigenschaften von Platz- und
Zeitkomplexitatsklassen zu.

Satz 16 (Lineare Platzkompression und Beschleunigung).
Fiir alle ¢ > 0 gilt
i) DSPACE(s(n)) C DSPACE(2 + ¢s(n)), (lin. space compression)

it) DTIME(t(n)) € DTIME(2 4+ n + ¢ - t(n)). (linear speedup)

Beweis. i) Sei L € DSPACE(s(n)) und sei M = (Q,%,T',4,q) eine
s(n)-platzbeschrankte Offline-k-DTM mit L(M) = L. Nach vorigem
Lemma konnen wir £ = 2 annehmen. O.B.d.A. sei ¢ < 1. Wéhle
m = [1/c] und betrachte die Offline-2-DTM

M =(@Qx{1,... m} X, 2U{U, >} U™, (q,m))
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mit

(((¢,1),a. Dy, R),

falls b = > und (¢, a,>) = (¢, a, D1,>, R),
6,<<qji)7a7 b) - (((]/,j),a, Dla(blw"vbi—lvb;?bi-i-la"'7bm)7Dé)7
falls [b = (by,...,by) oder b = U = by =

L ... =by]und d(q,a,b;) = (¢, a, D1,b}, Ds),
wobei
(i Dy= N
i+1, Dy=Ri<m L Dy=Li=1
J=11, Dy=Ryi=m und Dy,=<R Dy=R,i=m

m, DQIL,Zzl
1—1, Dy=1L1>1

=

sonst

ist. Identifizieren wir die Zusténde (gja,?) mit g und (gnein,?) mit
(nein, SO st leicht zu sehen, dass L(M') = L(M) = L gilt. Zudem gilt

space,; < 1+ [(spacey () —1)/m]
< 2+ spacey(x)/m
< 2+ c- space(x) (wegen m = [1/c] > 1/c).
it) Sei L € DTIME(t(n)) und sei M = (Q,%,I',4d,q) eine t(n)-
zeitbeschriankte A-DTM mit L(M) = L, wobei wir k& > 2 an-
nehmen. Wir konstruieren eine k-DTM M’ mit L(M’') = L und
timeyy (x) < 2+ || + ¢ - timey (). M' verwendet das Alphabet
I"=YU{U,>} Ul mit m = [8/c] und simuliert M wie folgt.
Initialisierung: M’ kopiert die Eingabe x = x7 ...z, in Blockform auf
das zweite Band. Hierzu fasst M’ je m Zeichen von x zu einem
Block (Zim+1s - -+ Zt1ym), @ = 0,..., 1 = [n/m] — 1, zusammen,
wobei der letzte Block (241, ..., @, U, ..., U) mit ({+1)m—n

3.1 Robustheit von Komplexitétsklassen

Blanks auf die Lange m gebracht wird. Sobald M’ das erste
Blank hinter der Eingabe z erreicht, ersetzt sie dieses durch das
Zeichen >, d.h. das erste Band von M’ ist nun mit >a> und das
zweite Band mit

D(Z1s s Tm) - (Bt 1s - - o Tim) (Tl 1s - o Ty Ly L)

beschriftet. Hierzu benotigt M’ genau n+ 2 Schritte. In weiteren
[ +1 = [n/m] Schritten kehrt M’ an den Beginn des 2. Bandes
zuriick. Von nun an benutzt M’ das erste Band als Arbeitsband
und das zweite als Eingabeband.

Simulation: M’ simuliert jeweils eine Folge von m Schritten von M
in 6 Schritten:

M’ merkt sich in ihrem Zustand den Zustand ¢ von M vor
Ausfiihrung dieser Folge und die aktuellen Kopfpositionen
i; € {1,...,m} von M innerhalb der gerade gelesenen Blocke
auf den Bandern j = 1,..., k. Die ersten 4 Schritte verwendet
M’ um die beiden Nachbarblécke auf jedem Band zu erfassen
(LRRL). Mit dieser Information kann M’ die néchsten m Schrit-
te von M vorausberechnen und die entsprechende Konfiguration
in 2 weiteren Schritten herstellen.

Akzeptanzverhalten: )M’ akzeptiert genau dann, wenn M dies tut.
Es ist klar, dass L(M’) = L ist. Zudem gilt fiir jede Eingabe = der
Léange |z| =n
timeyy () <n+24+ [n/m] +6[t(n)/m]

<n+2+T7[t(n)/m]

<n+2+T7ct(n)/8+7

<n+2+ct(n), fallsc-t(n)/8 > 7.
Da das Ergebnis der Rechnung von M (x) im Fall ¢(n) < 56/c nur
von konstant vielen Eingabezeichen abhéngt, kann M’ diese Eingaben

schon wéhrend der Initialisierungsphase (durch table-lookup) in Zeit
n + 2 entscheiden. [ ]
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Korollar 17.
i) DSPACE(O(s(n))) = DSPACE(s(n)), falls s(n) > 2.
it) DTIME(O(t(n))) = DTIME(t(n)), falls t(n) > (1 +¢e)n + 2 fir
ein € > 0 ust.
ii7) DTIME(O(n)) = () DTIME((1 + £)n + 2).
e>0

Beweis. i) Sei L € DSPACE(cs(n) + ¢) fiir eine Konstante ¢ > 0. Ist
s(n) < 6 fiir alle n, so folgt L € DSPACE(O(1)) = DSPACE(0). Gilt
dagegen s(n) > 6 fiir alle n > ny, so existiert fiir ¢ = 1/2¢ eine Off-
line-k-DTM M, die L fiir fast alle Eingaben in Platz 2+ c’cs(n)+c'c <
3+ s(n)/2 < s(n) entscheidet. Wegen s(n) > 2 konnen wir M leicht
so modifizieren, dass sie auch die endlich vielen Ausnahmen in Platz
s(n) entscheidet.

i1) Sei L € DTIME(ct(n) + ¢) fiir ein ¢ > 0. Nach vorigem Satz exis-
tiert fir ¢ = ¢/(2 4 2¢)c eine DTM M, die L in Zeit timey(x) <
2+ n+ d(ct(n) + ¢) entscheidet. Wegen t(n) > (1 4 ¢)n und da fiir
alle n > ng := [(4+2cc)/e] die Ungleichung 2+ ¢ < en/2 gilt, folgt

timepy () <2+ n+det(n)+de=dct(n)+ 2+ de+n <t(n)
N , —_—

_ et(n)

< (e+2)n < (e+2)t(n)
~232e - 2

— 2+42¢

fiir alle n > ng. Zudem konnen wir M im Beweis des vorigen Satzes
so konstruieren, dass M (x) auch alle Eingaben = mit |z| < ng in Zeit
n + 2 < t(n) entscheidet.

i1i) Klar, da DTIME(O(n)) = DTIME(O((1 + €)n + 2)) und diese
Klasse nach 1) fiir jedes ¢ > 0 gleich DTIME((1 4+¢)n +2) ist. W

3.2 Deterministische Simulationen von
nichtdeterministischen Berechnungen

In diesem Abschnitt betrachten wir moglichst platz- und zeiteffiziente
deterministische Simulationen von nichtdeterministischen TMs.

3.2 Deterministische Simulationen von nichtdeterministischen Berechnungen

Satz 18.
i) NTIME(t(n)) C
i1) NSPACE(s(n))

DSPACE(O(t(n))),
C DTI ME(QO(S(”)HOg n))‘

Beweis. i) Sei L € NTIME(¢(n)) und sei N = (Q,%,T,0,q0) eine
k-NTM, die L in Zeit t(n) entscheidet. Weiter sei

d = max g g)cqxr+|6(q, @)
der maximale Verzweigungsgrad von N. Dann ist jede Rechnung

K,=Ky— K — ... = K,
N N N

der Léange t von N(z) eindeutig durch eine Folge (iy,...,4;) €
{1,...,d} beschreibbar. Betrachte die Offline-(k+2)-DTM M, die
auf ihrem 2. Band fiir ¢t = 1,2,... der Reihe nach alle Folgen
(i1,...,1;) € {1,...,d}" generiert. Fiir jede solche Folge kopiert M
die Eingabe auf Band 3 und simuliert die zugehorige Rechnung von
N(z) auf den Béndern 3 bis k + 2. M akzeptiert, sobald N bei einer
dieser Simulationen in den Zustand ¢, gelangt. Wird dagegen ein ¢
erreicht, fiir das alle d* Simulationen von N im Zustand gpen oder gy
enden, so verwirft M. Nun ist leicht zu sehen, dass L(M) = L(N)
und der Platzverbrauch von M durch

spacey () < timey(x) + spacey(x) < (k+ 1)(timey(x) + 1)

beschrankt ist.
i1) Sei L € NSPACE(s(n)) und sei N = (Q, %, T, 0, qo) eine Offline-2-
NTM, die L in Platz s(n) entscheidet. Da N bei einer Eingabe = der
Lange n

e hichstens |Q| verschiedene Zustédnde annehmen,

e die Kopfe des Eingabe- bzw. Arbeitsbandes auf héchstens n + 2
bzw. s(n) verschiedenen Bandfeldern positionieren,
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e und das Arbeitsband mit hochstens |T'|*™ verschiedenen Be-
schriftungen versehen kann,

kann N(z) ausgehend von der Startkonfiguration K, hochstens
t(n) = (n + 2)s(n)|[L["™M|Q| < ¢ Then

verschiedene Konfigurationen erreichen, wobei ¢ eine von N abhéngige
Konstante ist. Um N zu simulieren, testet M fiir s = 1,2,..., ob N(z)
eine akzeptierende Endkonfiguration K = (gj,, u1, v, u2, v2) der Grofle
|ugvse| = s erreichen kann. Ist dies der Fall, akzeptiert M. Erreicht
dagegen s einen Wert, so dass N(x) keine Konfiguration der Grofse
s erreichen kann, verwirft M. Hierzu muss M fir s = 1,2,...,s(n)
jeweils alle von der Startkonfiguration K, erreichbaren Konfiguratio-
nen der Gréfe s bestimmen, was in Zeit (¢ +108n)0(1) = 90(s(n)+logn)
moglich ist. [

Es gilt somit fiir jede Funktion s(n) > logn,
DSPACE(s) € NSPACE(s) € DTIME(2°®))
und fiir jede Funktion ¢(n) > n + 2,
DTIME(#) C NTIME() C DSPACE(?).

Insbesondere erhalten wir somit die Inklusionskette

L € NL C P C NP C PSPACE C NPSPACE
C EXP C NEXP C EXPSPACE C ...

Des weiteren impliziert Satz 16 fiir ¢(n) > n + 2 und s(n) > logn die
Inklusionen

NTIME(¢) € DTIME(2°)) und NSPACE(s) C DTIME(2°®)),

was wiederum NSPACE(s) C DSPACE(2°®) impliziert. Wie wir im
nichsten Abschnitt sehen werden, lasst sich dies noch erheblich ver-
bessern.

10

3.3 Der Satz von Savitch

3.3 Der Satz von Savitch

Praktisch relevante Komplexitétsklassen werden durch Zeit- und Platz-
schranken ¢(n) und s(n) definiert, die sich mit relativ geringem Auf-
wand berechnen lassen.

Definition 19. FEine monotone Funktion f : N — N heifst echte
(engl. proper) Komplexitdtsfunktion, falls es einen Transducer M
gibt mit

o M(z)= 1/ (=D,

o spacey(x) = O(f(|a])) und

e timen(x) = O(f(jz]) + |al).

Beispiele fiir echte Komplexititsfunktionen sind k, [logn], [og* n],
[n-logn], n* +k, 2" n!- |/n] (siche Ubungen).

Satz 20 (Savitch, 1970).
Fiir jede echte Komplexititsfunktion s(n) > logn gilt

NSPACE(s) C DSPACE(s?).

Beweis. Sei L € NSPACE(s) und sei N eine Offline-2-NTM, die L in
Platz s(n) entscheidet. Wie im Beweis von Satz 18 gezeigt, kann N
bei einer Eingabe x der Linge n hochstens ¢*™ verschiedene Konfi-
gurationen einnehmen. Daher muss im Fall x € L eine akzeptierende
Rechnung der Linge < ¢*™ existieren.

Sei Ki,...,K.m eine Aufzihlung aller Konfigurationen von N(z)
die Platz hochstens s(n) bendtigen. Dann ist leicht zu sehen, dass
fiir je zwei solche Konfigurationen K, K’ und jede Zahl i folgende
Aquivalenz gilt:

K—K o3K, K=" K,ANK; == K.
N N N

Diese Beobachtung fiihrt sofort auf folgende Prozedur reach (K, K', i),
um die Giiltigkeit von K 7321 K’ zu testen.
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Prozedur reach(K, K’ 1)

1 if i =0 then return(K = K’ or K - K')

> for each Konfiguration K; do

if reach(K, K;,i—1) and reach(K;, K’,i — 1) then
return(true)

5 return(false)

-~ W

Nun koénnen wir N durch folgende Offline-3-DTM M simulieren. M
benutzt ihr 2. Band als Laufzeitkeller zur Verwaltung der Inkarnatio-
nen der rekursiven Aufrufe von reach. Hierzu speichert M auf ihrem
2. Band eine Folge von Tripeln der Form (K, K’,i). Das 3. Band wird
zum Kopieren von Tripeln auf dem 2. Band und zur Berechnung von
K1 aus K; benutzt.

Initialisierung: M (z) schreibt das Tripel (K,, K,, [s(|n|)logc]) auf
das 2. Band, wobei fiir das Eingabeband nur die Kopfpo-
sition, nicht jedoch die Beschriftung notiert wird (also z.B.
K, = (qo,1,e,>)) und jede akzeptierende Endkonfiguration mit
der Konfiguration K, = (¢jar 1, €,>) identifiziert wird.

Simulation: Sei (K, K’ i) das am weitesten rechts auf dem 2. Band

stehende Tripel (also das oberste Kellerelement). Im Fall i = 0
testet M direkt, ob K ﬁgl K’ gilt und gibt die Antwort zuriick.

Andernfalls fiigt M beginnend mit j = 1 das Tripel (K, K;,i—1)
hinzu und berechnet (rekursiv) die Antwort fiir dieses Tripel.

Ist diese negativ, so wird das Tripel (K, K;,i — 1) durch das
nichste Tripel (K, K; 1,7 — 1) ersetzt (solange j < ¢*(™ ist,
andernfalls erfahrt das Tripel (K, K',i) eine negative Antwort).
Erhélt (K, K;,7 — 1) eine positive Antwort, so ersetzt M das
Tripel (K, Kj,i — 1) durch das Tripel (K;, K',i — 1) und be-
rechnet die zugehorige Antwort. Bei einer negativen Antwort
fahrt M mit dem néchsten Tripel (K, K41, — 1) fort. Bei einer
positiven Antwort erhélt auch (K, K',7) eine positive Antwort.
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Akzeptanzverhalten: )M akzeptiert, falls die Antwort auf das Start-
tripel (K., K, [s(|n])logc]) positiv ist.

Da sich auf dem 2. Band zu jedem Zeitpunkt hochstens [s(|n|) logc|

Tripel befinden und jedes Tripel O(s(|z|)) Platz benotigt, besucht M

nur O(s(|z])?) Felder. [ |

Korollar 21.
i) NL C L,
it) NPSPACE = (J,.,NSPACE(n*) C J,., DSPACE(n?)
PSPACE,
i11) NPSPACE ist unter Komplement abgeschlossen,
iv) CSL = NSPACE(n) C DSPACE(n?) NE.

Eine weitere Folgerung aus dem Satz von Savitch ist, dass das Kom-
plement L einer Sprache L € NSPACE(s) in DSPACE(s?) und so-
mit auch in NSPACE(s?) liegt. Wir werden gleich sehen, dass L so-
gar in NSPACE(s) liegt, d.h. die nichtdeterministischen Platzklassen
NSPACE(s) sind unter Komplementbildung abgeschlossen.

3.4 Der Satz von Immerman und Szelepcsényi

Wir wir gesehen haben, impliziert der Satz von Savitch den Abschluss
von NPSPACE unter Komplementbildung. Dagegen wurde die Frage
ob auch die Klasse CSL = NSPACE(n) der kontextsensitiven Sprachen
unter Komplementbildung abgeschlossen ist, erst in den 80ern von Neil
Immerman und unabhéngig davon von Robert Szelepcsényi gelost.

Definition 22. Fiir eine Sprachklasse C bezeichne co-C = {L|L €Ct
die zu C komplementdare Sprachklasse. Dabei bezeichnet L =
¥* — L das Komplement einer Sprache L C ¥*.

Die zu NP komplementire Klasse ist co-NP = {L|L € NP}. Ein
Beispiel fiir ein co-NP-Problem ist TAUT:
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Gegeben: Eine boolsche Formel F' iiber n Variablen x4,.. ., x,.

Gefragt: Ist I’ eine Tautologie, d.h. erfiillen alle Belegungen d €
{0,1}™ die Formel F?

Die Frage ob NP unter Komplementbildung abgeschlossen ist (d.h.,

ob NP = co-NP gilt), ist dhnlich wie das P = NP-Problem ungelost.

Deterministische Rechnungen lassen sich leicht komplementieren
(durch Vertauschen der Zusténde gj, und gpein). Daher sind determinis-
tische Komplexitatsklassen unter Komplementbildung abgeschlossen.

Proposition 23.
i) co-DSPACE(s(n)) = DSPACE(s(n)),
i1) co-DTIME(t(n)) = DTIME(t(n)).

Damit ergibt sich folgende Inklusionsstruktur:

NTIME(f) U co-NTIME(f)
co-NTIME(f)
NTIME(f) N co-NTIME(f)

DTIME()

NTIME(f)

Dagegen erfordert die Komplementierung von nichtdeterministischen
Berechnungen das Vorliegen gewisser Zusatzeigenschaften.

Definition 24. Eine NTM N heifit strong bei Eingabe x, falls N(x)
mindestens eine akzeptierende oder mindestens eine verwerfende Rech-
nung ausfihrt, aber nicht beides.

Proposition 25.
i) NTIME(t(n)) N co-NTIME(t(n)) = {L(M) | M ist eine t(n)-
zeitbeschrinkte NTM, die bei allen Eingaben strong ist},
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i) NSPACE(s(n)) N co-NSPACE(s(n)) = {L(M)| M ist eine s(n)-
platzbeschr. Offline-NTM, die bei allen Eingaben strong ist}.

Beweis. Siehe Ubungen. [ |

Satz 26 (Immerman und Szelepcsényi, 1987).
Fiir jede echte Komplexititsfunktion s(n) > logn gilt

NSPACE(s) = co-NSPACE(s)).

Beweis. Sei L € NSPACE(s) und sei N eine s(n)-platzbeschriankte
Offline-NTM mit L(N) = L. Wir konstruieren eine O(s(n))-
platzbeschrankte Offline-NTM N’ mit L(N') = L, die bei allen
Eingaben strong ist. Hierzu zeigen wir zuerst, dass die Frage, ob
N(z) eine Konfiguration K in hochstens ¢ Schritten erreichen kann,
durch eine O(s(n))-platzbeschréankte Offline-NTM N, entscheidbar
ist, die bei Kenntnis der Anzahl

r(et —1) = {K|K, == K}|

aller in hochstens ¢ — 1 Schritten erreichbaren Konfigurationen strong
ist. Betrachte die Sprache

Lo = {{z,rt, K)1 <7t < ) und K, - K}.

Behauptung 27. Es existiert eine Offline-NTM Ny mit L(Ny) = Lo,
die O(s(|z])) Felder besucht und bei allen Fingaben w = (x,r,t, K)
mit r = r(z,t — 1) strong ist (d.h. No(w) hat genau im Fall w & Ly
eine verwerfende Rechnung).

Beweis der Behauptung. No({z,r,t, K)) benutzt einen mit dem Wert
0 initialisierten Zahler z und rat der Reihe nach fiir jede Konfiguration
K' der Grofe < s(n) eine Rechnung von N(x) der Lénge < t — 1,
die in K’ endet. Falls dies gelingt, erhoht Ny den Zahler z um 1 und
testet, ob K’ 731 K gilt. Falls ja, so hilt Ny im Zustand gj,.
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Nachdem Nj alle Konfigurationen K’ der Grofe < s(n) durchlaufen
hat, hélt Ny im Zustand ¢uein, wenn z den Wert r hat, andernfalls im
Zustand qy,.

Pseudocode fiir Ny({x,r,t, K))
1 if t=0 then halte im Zustand g¢pein
2 z:=0
3 for each Konfiguration K’ der GroBe < s(n) do
4

rate eine Rechnung « der Laenge <t—1 von N(z)
if a« endet in K’ then
6 z=z4+1

7 if K’ Vgl K then
8 halte im Zustand gj,

9 1if z =17 then
10 halte im Zustand gnein
11 else

1 halte im Zustand ¢,

[N}

Da Ny genau dann eine akzeptierende Rechnung hat, wenn eine
Konfiguration K’ mit K, 73_1 K' und K’ 751 K existiert, ist

klar, dass Ny die Sprache L, entscheidet. Da Ny zudem O(s(n))-
platzbeschrankt ist, bleibt nur noch zu zeigen, dass Ny bei allen
Eingaben w = (x,r,t, K) mit r = r(x,t — 1) strong ist, also No(w)
genau im Fall w ¢ Ly eine verwerfende Rechnung hat.

Um bei Eingabe w = (x,r,t, K) eine verwerfende Endkonfiguration
zu erreichen, muss Ny r = r(z,t — 1) Konfigurationen K’ finden, fiir
die zwar K, 79*1 K' aber nicht K’ 7§1 K gilt. Dies bedeutet

jedoch, dass K von keiner der r(x,t — 1) in ¢ — 1 Schritten erreich-
baren Konfigurationen in einem Schritt erreichbar ist und somit w
tatséchlich nicht zu Ly gehort. Die Umkehrung folgt analog. [

Betrachte nun folgende NTM N’, die fiir ¢ = 1,2,... die Anzahl
r(z,t) der in hochstens ¢ Schritten erreichbaren Konfigurationen in
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der Variablen r berechnet (diese Technik wird induktives Zahlen,
engl. inductive counting, genannt). Die Kenntnis der Anzahlen r(x,t)
versetzt N’ in die Lage, fir alle Eingaben x ¢ L zu verifizieren, dass
N(zx) keine akzeptierende Endkonfiguration erreichen kann.

Pseudocode fiir N'(x)

1 t:=0

2 r:=1

3 repeat

A t:=1t+1

5 roi=r

6 r:=0

7 for each K’ der GroBe < s(n) do

8 simuliere N, bei Eingabe (x,r™,t, K;)
9 if Ny akzeptiert then

10 r=r+1

11 if K’ ist akzeptierende Endkonfiguration then
12 halte im Zustand gj,

13 if Ny haelt im Zustand ¢, then

14 halte im Zustand g,

15 until (r=1r")

16 halte im Zustand gnein

Behauptung 28. Im t-ten Durchlauf der repeat-Schleife wird r— in
Zeile 5 auf den Wert r(x,t — 1) gesetzt. Folglich wird Ny von N’ in
Zeile 8 nur mit Eingaben der Form (x,r(x,t — 1),t, K;) aufgerufen.

Beweis der Behauptung. Wir fithren Induktion iiber ¢:

t = 1: Im ersten Durchlauf der repeat-Schleife erhélt r— in Zeile 5
den Wert 1 = r(z,0).

t ~»t+1: Dar~ zu Beginn des (¢ + 1)-ten Durchlaufs auf den Wert
von r gesetzt wird, miissen wir zeigen, dass r im ¢-ten Durch-
lauf auf r(z,t) hochgezdhlt wird. Nach Induktionsvorausset-
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zung wird Ny im ¢-ten Durchlauf nur mit Eingaben der Form
(x,r(x,t — 1),t, K;) aufgerufen. Da Ny wegen Beh. 1 auf all
diesen Eingaben strong ist und keine dieser Simulationen im
Zustand ¢, endet (andernfalls wiirde N’ sofort stoppen), wer-
den alle in < ¢ Schritten erreichbaren Konfigurationen K; als
solche erkannt und somit wird r tatséchlich auf den Wert r(z, t)
hochgezéhlt. |

Behauptung 29. Bei Beendigung der repeat-Schleife in Zeile 15 gilt
r=r-=|NK|K, 7* K}|.

Beweis der Behauptung. Wir wissen bereits, dass im t-ten Durchlauf
der repeat-Schleife » den Wert r(x,t) und r~ den Wert r(z,t — 1)
erhélt. Wird daher die repeat-Schleife nach ¢, Durchlédufen verlassen,
sogilt r =r~ =r(x,t.) =r(z,t. —1).

Angenommen r(z,t.) < |{K|K, 7* K}|. Dann gibt es eine Konfigu-
ration K, die fiir ein ¢’ > ¢, in ¢’ Schritten, aber nicht in ¢, Schritten

erreichbar ist. Betrachte eine Rechnung K, = Kj —> K N e —>

Ky = K minimaler Lange, die in K endet. Dann gllt K, —> Kte,

aber nicht K, 7“6 ! K;, und daher folgt r(z,t.) > r(x,t 1).
Widerspruch! O

Da N’ offenbar die Sprache L in Platz O(s(n)) entscheidet, bleibt nur
noch zu zeigen, dass N’ bei allen Eingaben strong ist. Wegen Behaup-
tung 29 hat N’(z) nur dann eine verwerfende Rechnung, wenn im
letzten Durchlauf der repeat-Schleife alle erreichbaren Konfigurationen
K gefunden wurden und sich darunter keine akzeptierende Endkonfi-
guration befand. Dies impliziert « ¢ L. Die Umgekehrung, dass N'(x)
fiir alle x ¢ L eine verwerfende Rechnung hat, folgt analog. [

Korollar 30.
1. NL = co-NL,

3.4 Der Satz von Immerman und Szelepcsényi

2. CSL = NLINSPACE = co-CSL.

Damit ergibt sich folgende Inklusionsstruktur fiir (nicht)deterministische
Platz- und Zeitklassen:

DSPACE(20())

co-NTIME(29(9)) DSPACE(s?)

DTIME(29¢))
NSPACE(s) = co-NSPACE(s)
® DSPACE(s)

Angewandt auf die wichtigsten bisher betrachteten Komplexitétsklas-
sen erhalten wir folgende Inklusionsstruktur:

EXP
PSPACE = NPSPACE

NP U co-NP
NLINSPACE = CSL = co-CSL

LINSPACE = DCSL
L2

NP
NP N co-NP

NL = co-NL
L

Eine zentrale Fragestellung der Komplexitatstheorie ist, welche dieser
Inklusionen echt sind. Dies untersuchen wir im néachsten Kapitel.

14
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4.1 Unentscheidbarkeit mittels Diagonalisierung

Wir benutzen folgende Kodierung (Godelisierung) von 1-DTMs
M=(Q,%,T,0,q). O.B.d.A. sei Q@ ={q0,q1,---,9m}, {0,1,#} C X
und T' = {aq,...,a;} (also z.B. ay = U, ag =, a3 =0, ay = 1 etc.).
Dann kodieren wir jedes av € Q U T U {¢qn, gja; @nein, L, R, N } wie folgt
durch eine Binérzahl c(a) der Lénge b = [log,(|Q| + |I'| +6)] =
[logy(m + 1+ 7)]:

o | (o) |
gi,1=0,...,m biny(7)
aj,j=1,...,1 bing(m + 7)
Qhs Gias Gneins Ly Ry N | bing(m + 1+ 1), ..., biny(m + 1 + 6)

M wird nun durch eine Folge von Binérzahlen, die durch # getrennt
sind, kodiert:

#(qm)#c(ar)FEc(Pm,) F(bm,p)F(Dim,)#
wobei
5(%%) = (pi,j7bi,jaDi,j)
firi=1,...,mund j =1,...,[ ist. Kodieren wir die Zeichen 0, 1, #

binér (z.B. 0+ 00, 1 — 11, # — 10), so gelangen wir zu einer Binér-
kodierung von M. Diese Kodierung lasst sich auch auf DTM’s und
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NTM’s mit mehreren Béndern erweitern. Die Kodierung einer TM M
bezeichnen wir mit (M). Umgekehrt kénnen wir jedem Binérstring w
eine TM M, wie folgt zuordnen:

M

M, = ’
MOa

wobei M eine beliebig aber fest gewéhlte TM ist (z.B. eine, die nach
einem Schritt im Zustand @pe, hélt). Fiir M, schreiben wir auch M;,
wobei ¢ die Zahl mit der Bindrdarstellung lw ist. Ein Paar (M, z)

bestehend aus einer TM M und einer Eingabe x € {0, 1}* kodieren
wir durch das Wort (M, z) = (M)#x.

(M) =w

sonst,

Satz 31. Die Diagonalsprache
D = {x;|M; ist eine DTM und akzeptiert die Fingabe x;}

1st semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar. Hierbei ist x1 = €,
o =0, x3=1, x4 =00,... die Folge aller Bindrstrings in lexiko-
grafischer Reihenfolge.

Beweis. Esist klar, dass D semi-entscheidbar ist, da es eine DTM gibt,
die bei Eingabe x; die Berechnung von M; bei Eingabe x; simuliert
und genau dann akzeptiert, wenn dies M;(z;) tut.

Dass D nicht semi-entscheidbar (und damit D nicht entscheidbar) ist,
liegt daran, dass die charakteristische Funktion von D ,komplementar“
zur Diagonalen der Matrix ist, deren Zeilen die charakteristischen
Funktionen aller semi-entscheidbaren Sprachen L(M;) C {0,1}* auf-
listen. Wir zeigen durch einen einfachen Widerspruchsbeweis, dass
keine Zeile der Matrix mit dem Komplement ihrer Diagonalen iiber-
einstimmen kann. Wire D semi-entscheidbar, gibe es also eine DTM
M,, die D akzeptiert,

L(Mg) =D (%),
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T1 Ty T3 Ty
Miy|1 0 0 O
My O 1 0 O
Ms| 1 0 O O
Myl O O O 1

(M0 0 1 0 -]

so fiihrt dies wegen

xq €D (Def'zvgn D) My(z4) akzeptiert (:*2 xq ¢ D 4
xrq & D (Def'gn D) My(x4) akz. nicht g rqg €D 4
zu einem Widerspruch. [ |

Satz 32. Fir jede berechenbare Funktion g : N — N existiert eine
entscheidbare Sprache Dy ¢ DTIME(g(n)).

Beweis. Betrachte die Diagonalsprache
D, = {z; € {0,1}"| M; ist eine DTM und akzeptiert
die Eingabe z; in < g(|x;|) Schritten} (%)

Offensichtlich ist D, entscheidbar. Unter der Annahme, dass D, €
DTIME(g(n)) ist, existiert eine DTM Mj,, die das Komplement von
D, in Zeit g(n) entscheidet, d.h.

M, ist g(n)-zeitbeschrénkt (s«x) und L(My) = D, (x%x)

Dies fiihrt jedoch auf einen Widerspruch:

zq € D, 8 My(x4) akzeptiert () xq ¢ Dy 4
zq ¢ D, (g*) My(z4) verwirft (g) xg € Dy 4
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4.2 Das Gap-Theorem

Eine interessante Frage ist nun, wieviel Zeit eine DTM bend6tigt, um
die Sprache D, zu entscheiden. Im nachsten Abschnitt werden wir
sehen, dass D, eine sehr hohe Komplexitidt haben kann.

4.2 Das Gap-Theorem

Satz 33 (Gap-Theorem).
Es gibt eine berechenbare Funktion g : N — N mit

DTIME(2¢") = DTIME(g(n)).

Beweis. Wir definieren g(n) > n+2 so, dass fiir jede 29 -zeith. DTM
M gilt:
timey () < g(|z]) fur fast alle Eingaben x.

Betrachte hierzu das Pradikat

P(n,t): t>n+2und fir k=1,...,n und alle x € ¥" gilt:
timen, (x) ¢ [t + 1,21,

wobei Y das Eingabealphabet von M}, ist. Da P entscheidbar ist und
alle Paare (n,t) mit

t > max{timey (z)|]1 <k <n,z € X", M (x) halt}

das Priadikat P(n,t) erfiillen, ist die induktiv definierte Funktion

n =20,

m=1>
A= min{t > g(n — 1) +n|P(n,t)}, n>0.

berechenbar und erfiillt P(n, g(n)) fiir alle n.

Um zu zeigen, dass jede Sprache L € DTIME(29™) bereits in
DTIME(g(n)) enthalten ist, sei M, eine beliebige 29(")-zeitbeschrinkte
DTM mit L(My) = L. Dann muss M, alle Eingaben z der Lén-
ge n > k in Zeit timey, (r) < g(n) entscheiden, da andernfalls
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P(n,g(n)) wegen timey, (z) € [g(n) + 1,290] verletzt wire. Folg-
lich ist L € DTIME(g(n)), da die endlich vielen Eingaben x der Lénge
n < k durch table-lookup in Zeit n + 2 < g(n) entscheidbar sind. W

Es ist leicht zu sehen, dass der Beweis des Gap-Theorems fiir jede
berechenbare Funktion h eine berechenbare Zeitschranke g liefert, so
dass DTIME(h(g(n))) = DTIME(g(n)) ist. Folglich ist die im Beweis
von Satz 32 definierte Sprache Dy nicht in Zeit h(g(n)) entscheidbar.

4.3 Zeit- und Platzhierarchiesatze

Um D, zu entscheiden, miissen wir einerseits die Zeitschranke g(|z;|)
berechnen und andererseits M;(z;) simulieren. Wenn wir voraussetzen,
dass g eine echte Komplexitatsfunktion ist, lasst sich g(|z;|) effizi-
ent berechnen. Fiir die zweite Aufgabe bendtigen wir eine moglichst
effiziente universelle TM.

Satz 34. FEs gibt eine universelle 3-DTM U, die fiir jede DTM M
und jedes x € {0,1}* bei Eingabe (M,x) eine Simulation von M bei
Eingabe x in Zeit O(|(M)|(timeys(z))?) und Platz O(|{M)|space p;(z))
durchfiihrt und dasselbe Ergebnis wie M (x) liefert:

U((M,x)) = M(x)

Beweis. Wir nehmen an, dass M eine Sprache entscheidet und niemals
im Zustand g, hélt. Betrachte folgende Offline-3-DTM U

Initialisierung: U iiberpriift bei Eingabe w#x zuerst, ob w die Kodie-
rung (M) einer k-DTM M = (Q, %, T, 0, qo) ist. Falls ja, erzeugt
U die Startkonfiguration K, von M bei Eingabe x, wobei sie die
Inhalte von k iibereinander liegenden Feldern der Béander von M
auf Band 2 in je einem Block von kb, b = [log,(|Q| + |T'| + 6)],
Feldern speichert und den aktuellen Zustand von M zusammen
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mit den gerade von M gelesenen Zeichen auf dem 3. Band no-
tiert (letztere werden zudem auf dem 2. Band markiert). Hierfiir
benotigt M’ Zeit O(kbn) = O(|(M)| - n).

Simulation: U simuliert jeden Rechenschritt von M wie folgt: Zu-
néchst inspiziert U die auf dem 1. Band gespeicherte Kodie-
rung von M, um die durch den Inhalt des 3. Bandes bestimm-
te Aktion von M zu ermitteln. Diese fiihrt sie sodann auf
dem 2. Band aus und aktualisert dabei auf dem 3. Band den
Zustand und die gelesenen Zeichen von M. Insgesamt bendo-
tigt U fiir die Simulation eines Rechenschrittes von M Zeit
O(kb - timep(z)) = O(|(M)] - timens(x))).

Akzeptanzverhalten: Sobald die Simulation von M zu einem Ende
kommt, hilt U im gleichen Zustand wie M.

Nun ist leicht zu sehen, dass U({M, x)) genau dann akzeptiert, wenn
dies M (x) tut, und O(|(M)|(timey(z))?) Rechenschritte macht sowie
auf den Arbeitsbandern O(|(M)|space,;(z)) Felder besucht. [

Korollar 35. (Zeithierarchiesatz)
Fiir jede echte Komplexitdtsfunktion g(n) > n+ 2 gilt

DTIME(n - g(n)?) — DTIME(g(n)) #

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass D, fiir jede echte Komplexitats-
funktion g(n) > n + 2 in Zeit O(ng*(n)) entscheidbar ist. Betrachte
folgende 4-DTM M’. M’ iiberpriift bei einer Eingabe z der Lénge n
zuerst, ob x die Kodierung (M) einer k-DTM M ist. Falls ja, erzeugt
M’ auf dem 4. Band den String 190" in Zeit O(g(n)) und simuliert
M (z) wie im Beweis von Theorem 34. Dabei vermindert M’ die An-
zahl der Einsen auf dem 4. Band nach jedem simulierten Schritt
von M(z) um 1. M’ bricht die Simulation ab, sobald M stoppt oder
der Zahler auf Band 4 den Wert 0 erreicht. M’ hélt genau dann im
Zustand g¢j,, wenn die Simulation von M im Zustand gj, endet. Nun
ist leicht zu sehen, dass M’ O(n - g(n)?)-zeitbeschrinkt ist und die
Sprache D, entscheidet. |
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Korollar 36.
PCECEXP

Beweis.

P = JDTIME(n® + ¢) C DTIME(2""")

c>0
C DTIME(n2*"*2) C E = |_ DTIME(2"") C DTIME(2"*?)
c>0
C DTIME(n2?""+*) C | J DTIME(2"*¢) = EXP
c>0 [}

Fir Platzklassen erhalten wir eine noch feinere Hierarchie.

Satz 37 (Platzhierarchiesatz). Ist f(n) > 2 eine echte Komplezitits-
funktion, so gilt fir jede Funktion g mit liminf, ., g(n)/f(n) =0,

DSPACE(f(n))\DSPACE(g(n)) # 0.

Beweis. Sei My, M, . ..
x € {0,1,#}* sei

i(x) = { 1”

Betrachte folgende Offline-DTM M:

I input: z € {0,1,#}*

> markiere auf dem 2. Band f(|z|) Felder zur Benutzung

5 simuliere M;y)(x) auf dem 2. Band und akzeptiere
genau dann, wenn M, (z) auf dem markierten
Platz nicht akzeptiert

eine Aufziahlung aller Offline-2-DTMs. Fiir

x = 0F#(M;) kiir ein k >0

sonst
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Per Konstruktion von M ist L = L(M) € DSPACE(f(n)).

Angenommen, es ex. eine DTM M; mit L(M;) = L und space,, (v) <
g(Jx]). Wihlen wir nun & > 0 so, dass fiir z = O0*4(M;) die
Ungleichung [(M;)|spacey, (z) < f(|z|) gilt (dies ist mdglich, da
liminf, . g(n)/f(n) = 0 ist), so hat M(x) geniigend Platz, um
M;(z) zu simulieren, d.h. z € L(M) < « ¢ L(M;). Widerspruch. W

Damit ldsst sich im Fall 2 < g(n) < f(n) die Frage, ob die Inklusion
von DSPACE(g(n)) in DSPACE(f(n)) echt ist, eindeutig beantwor-

ten: Sie ist genau dann echt, wenn liminf,, . g(n)/f(n) = 0 ist, da
andernfalls f(n) = O(g(n)) ist und somit beide Klassen gleich sind.

Korollar 38.
LC L2 C DCSL C CSL € PSPACE ¢ ESPACE ¢ EXPSPACE.

Durch Kombination der Beweistechnik von Satz 37 mit der Technik
von Immerman und Szelepcsényi erhalten wir auch fiir nichtdeter-
ministische Platzklassen eine sehr fein abgestufte Hierarchie (ohne
Beweis).

Satz 39 (Nichtdeterministischer Platzhierarchiesatz). Ist f(n) > 2
eine echte Komplexitdtsfunktion, so gilt fir jede Funktion g mit

liminf, . g(n)/f(n) =0,
NSPACE(f(n))\NSPACE(g(n)) # 0.

Wir bemerken, dass sich mit Hilfe einer aufwéndigeren Simulations-
technik von g(n)-zeitbeschréankten k-DTMs durch eine 2-DTM in Zeit
O(g(n) - log g(n)) folgende schirfere Form des Zeithierarchiesatzes
erhalten lasst (ohne Beweis).

Satz 40. Ist f(n) > n+ 2 eine echte Komplexititsfunktion, so gilt
fiir jede Funktion g mit liminf, . (g(n)logg(n))/f(n) =0,

DTIME(f(n))\DTIME(g(n)) # 0.
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Fiir g(n) = n? erhalten wir beispielsweise die echten Inklusionen
DTIME(g(n)) € DTIME(f(n)) fiir die Funktionen f(n) = n3, n?log”n
und n?logn loglog n.

Ob sich auch der Zeithierarchiesatz auf nichtdeterministische Klassen
iibertragen lasst, ist dagegen nicht bekannt. Hier gilt jedoch folgender
Hierarchiesatz.

Satz 41 (Nichtdeterministischer Zeithierarchiesatz). Ist f(n) > n+2
eine echte Komplexitdtsfunktion, so gilt fir jede Funktion g mit

g(n+1) = o(f(n)),
NTIME(g(n)) € NTIME(f(n)).

Beweis. Sei My, M, ...
{0,1, #}* sei

eine Aufzdhlung aller 2-NTMs. Fiir = €

T = Ok#(MZ)
sonst

und =z (z7) sei der lexikografische Nachfolger (bzw. Vorginger)
von z in {0, 1, #}*. Wir ordnen jedem x € {0,1,#}* ein Intervall
I, = [s(x), s(z) — 1] € Ny zu, wobei die Funktion s induktiv durch

r =&

sonst

b

s(r) = o
h(s(z™) +|z~),
definiert ist. Hierbei ist hA(n) > 2™ eine monotone Funktion mit fol-

genden Eigenschaften:

e die Sprache
D = {0°#(M;) | M;(0°) akz. nicht in < f(s) Schritten}

ist von einer NTM in Zeit h(n) entscheidbar.

e die Funktion 0" — 0" ist von einem Transducer T in Zeit
h(n)+1 berechenbar, d.h. T'(0™) schreibt in jedem Rechenschritt
(aufer dem ersten) eine weitere Null auf’s Ausgabeband.
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Betrachte folgende NTM M:

| input: 0"

2 r:=¢; s:=0

3 while h(s+|z]) <n do
4 s:=h(s+ |z|)

5 x=xa

6 if n<h(s+]z|])—1 then (x s=s(zx) <n<s(zt)—1 %)

7 akz. falls M) (0"*!) in < ‘<Af;§?))>| Schritten akz.
8 else (x s=s(x) <n=s(z") -1 %)
9 akz. falls 0°#(M;y,)) € D ist

Es ist leicht zu sehen, dass M O(f(n))-zeitb. und somit L = L(M) €
NTIME(f(n)) enthalten ist. Dies liegt daran, dass

e die Berechnung von = und s = s(x) mit n € I, in der while-
Schleife wegen h(n) > 2" und der Eigenschaften von 7" in Zeit
O(n) ausfithrbar, sowie

e die Frage, ob M;)(0"*!) in < |<AJ;EZ))>‘
O(f(n)) und

e im Fall n = s(z™) — 1 die Frage, ob 0°#(M;(,)) € D enthalten
ist, in Zeit h(|0°#(M;w))|) < h(s+ |z]) = n + 1 entscheidbar
ist.

Schritten akz., in Zeit

L kann aber nicht in NTIME(g(n)) enthalten sein, da sonst eine
Konstante ¢ und eine 2-NTM M; ex. wiirden mit L(M;) = L und
timear, (0") < cg(n) (siehe Ubungen; Simulation von NTMs durch
2-NTMs). Wihlen wir nun & > 0 so grof, dass fiir x = 0*#(M;) und
alle n > s(x)

[(M;) [timen, (0MF) < [(M;)]eg(0™) < f(n)
gilt, so folgt fiir alle n € [s(x), s(zT) — 2[:

0" € L(M) & 0" € L(M;),
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was 0°) e L & 0%@)-1 ¢ [ impliziert. Zudem gilt wegen
timen, (0°)) < f(s(z))

0°@)1 e L(M) & 0°@#(M,;) € D & 0°©®) & L(M,),
was wegen L(M) = L = L(M;) ein Widerspruch ist. [

Satz 41 liefert fiir langsam wachsende Zeitschranken eine feinere Hier-
archie als Satz 40. Beispielsweise impliziert Satz 41, dass NTIME(n*)
fiir jede unbeschrankte monotone Funktion A echt in der Klasse
NTIME(n*h(n)) enthalten ist, da (n + 1)¥ = O(n*) = o(n*h(n)) ist.

Fiir schnell wachsende Zeitschranken liefert dagegen Satz 40 eine
feinere Hierarchie. So impliziert Satz 40 zum Beispiel, dass die Klas-
se DTIME(2%") fiir jede unbeschrinkte monotone Funktion % echt
in DTIME(h(n)2"2%") enthalten ist, wihrend sich NTIME(22") mit
Satz 41 nur von NTIME(h(n)22""") = NTIME(h(n)22"2%") separieren

lasst.

20

4.3 Zeit- und Platzhierarchiesiatze



5 Reduktionen

5 Reduktionen

5.1 Logspace-Reduktionen

Um zwei Probleme A und B bzgl. ihrer Komplexitit zu vergleichen,
konnen wir versuchen, die Frage, ob x € A ist, auf eine Frage der Form
y € B zuriickzufiihren. Lasst sich hierbei y leicht aus x berechnen,
so kénnen wir jeden Algorithmus fiir B in einen Algorithmus fiir A
umwandeln, der vergleichbare Komplexitat hat.

Definition 42. Seien A und B Sprachen mit A C ¥*. A ist auf B
logspace-reduzierbar (in Zeichen: A <19 B oder einfach A < B),
falls eine Funktion f € FL existiert, so dass fiir alle x € ¥* gilt,

reAs f(x) e B.

Ein zentraler Begriff in der Komplexitatstheorie ist die Vollstandigkeit
einer Sprache fiir eine Komplexitétsklasse.

Definition 43.

a) Sei C eine Sprachklasse. Eine Sprache L heifst C-hart (bzgl. <),
falls fiir alle Sprachen A € C gilt, A < L.

b) Eine C-harte Sprache L, die zu C gehort, heifst C-vollstandig.

¢) C heifst abgeschlossen unter <, falls fir alle Sprachen A, B
qgilt:
A<BANBeC=AeC.

Lemma 44.

1. Die gf;;g -Reduzierbarkeit ist reflexiv und transitiv.

21

2. Die Klassen L,NL,NP,co-NP, PSPACE, EXP und EXPSPACE
sind unter < abgeschlossen.

3. Sei L wvollstindig fiir eine Klasse C, die unter < abgeschlossen
1st. Dann gilt
C={A|A<L L}

Beweis. Siehe Ubungen. |
Lemma 45. FL C FP.

Beweis. Sei f € FL und sei M ein logarithmisch platzbeschrankter
Transducer (kurz: FL-Transducer), der f berechnet. Da M bei einer
Eingabe = der Linge n nur 2°0°¢™ verschiedene Konfigurationen
einnehmen kann, ist M dann auch polynomiell zeitbeschrankt. W

Im néchsten Beispiel reduzieren wir das Hamiltonkreisproblem fiir
Digraphen auf das Erfiillbarkeitsproblem fiir boolesche Formeln.

Hamiltonkreisproblem fiir Digraphen (D1HAM):

Gegeben: Ein Digraph G = (V, F).
Gefragt: Hat GG einen Hamiltonkreis?

Erfiillbarkeitsproblem fiir boolesche Formeln (SAT):

Gegeben: Eine boolesche Formel F' iber n Variablen.
Gefragt: Ist F erfiillbar?

Beispiel 46. Um DIHAM auf SAT zu reduzieren, bendtigen wir eine
Funktion f € FL, die einen Digraphen G = (V, E) so in eine Formel
f(G) = Fg transformiert, dass Fg genau dann erfillbar ist, wenn G
hamiltonsch ist.

Wir konstruieren Fg tiber den Variablen x11, %12, ..., Typpn, wobei x;
fiir die Aussage steht, dass j € V = {1,...,n} deri-te Knoten auf
dem Hamiltonkreis ist. Die folgenden Klauseln stellen dann sicher,
dass die Relation m = {(i,j) | z;; = 1} eine Permutation in S, ist,
die eine Rundreise in G beschreibt:
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i) An der i-ten Stelle wird mindestens ein Knoten besucht:
TitVxioV...VTip t=1,...,n
it) An der i-ten Stelle wird hichstens ein Knoten besuchit:
VT, t=1,...,n, 1 <j<k<n,
iii) Jeder Knoten j wird mindestens einmal besucht:

.l’l’j\/...\/l'nd‘, jzl,,n

iv) Fir (i,j) ¢ E wird Knoten j nicht unmittelbar nach Knoten i
besucht:

X1 V LGy ey Wn—1 vV gy Ty V T4, (Z,j) ¢ E.
Die Klauseln in a) und b) verifizieren, dass m eine Funktion 7 :
{1,...,n} = {1,...,n} ist. Bedingung c) besagt, dass 7 surjektiv
(und damit auch bijektiv) ist, und d) sorgt dafiir, dass der durch
beschriebene Kreis entlang der Kanten von G wverlduft. Bilden wir
daher Fg(xy11,...,2Tn,) als Konjunktion dieser

nn(3) +ntn[(Q) - 1] = 0@)

Klauseln, so ist leicht zu sehen, dass die Reduktionsfunktion f in FL
berechenbar ist und G genau dann einen Hamiltonkreis besitzt, wenn
Fq erfiillbar ist. <

5.2 Polynomielle Schaltkreiskomplexitat

Definition 47. FEin boolescher Schaltkreis ¢ mit n Eingdingen
1y ..., Ty ist eine Folge ¢ = (g1, ..., 9m) von Gattern

ge € {07 17-1'17 ey T,y (_‘7j)7 (A7j7 k)a (\/,j, k)}
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5.2 Polynomielle Schaltkreiskomplexitét

mit 1 < j,k < (. Der am Gatter g, berechnete Wert g,(a) bei
Eingabe a = ay + - - a, € {0,1}" ist induktiv wie folgt definiert:

(_‘73) (/\7]7k) (v7j7k)
ge(a)|| 0|1 | a; |1 —g;(a)|gj(a)grla)]gj(a) + grla) — gj(a)gr(a)

197/ 01131

Der Schaltkreis ¢ berechnet die boolesche Funktion ¢ : a +— gm(a).
Er heif$it erfillbar, wenn es eine Eingabe a € {0,1}" mit c(a) = 1
qibt.

Ein Schaltkreis ¢ = (g1, .. ., gm) lésst sich graphisch durch den Digra-
phen G. = (V, E) mit V = {¢1,...,gm} und

E= {(gjvge) ‘ 3k g € {(_‘7]‘)? (/\aja k)? (\/,j, k)}}

darstellen. Im Fall (g;, g/) € E wird g; als auch Eingang des Gat-
ters gy bezeichnet.

Beispiel 48.

Q \O O
ry T2 T3 T4
Aus dieser Darstellung lassen sich die Kantenrichtungen und die Rei-
henfolge der Gatter rekonstruieren, sofern wir g; im Fall (gj, 9¢) € E
unterhalb von g, platzieren und die Gatter von unten nach oben und
von links nach rechts durchnummerieren. Der obige Graph reprdsen-

tiert also den Schaltkreis ¢ = (x1, s, T3, x4, (N, 1,2), (A, 2,3), (V,3,4),
(—,5), (—,6), (—,7), (V,6,8), (V,9,10), (A, 11,12)). q
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Bemerkung: Die Gréfie size(c) eines Schaltkreises ¢ ist die Anzahl
m seiner Gatter. Die Anzahl der Eingénge eines Gatters g wird als
Fan-in von g bezeichnet, die Anzahl der Ausgénge (also die Anzahl
der Gatter, die g als Eingang benutzen) als Fanout. Boolesche For-
meln entsprechen also den booleschen Schaltkreisen mit (maximalem)
Fan-out 1 und umgekehrt. Die Tiefe eines Schaltkreises ¢ ist die
maximale Lange eines Pfades in G..

Mit Schaltkreisen lassen sich nicht nur boolesche Funktionen berech-
nen, sondern auch Sprachen entscheiden.

Definition 49.

a) Fine Sprache L C {0,1}* hat polynomielle Schaltkreiskom-
plexitat (kurz: L € PSK), falls es ein ¢ > 1 und eine Folge
von booleschen Schaltkreisen c,, n > 0, mit n Fingdngen der
Grifle size(c,) < n®+ c gibt, so dass fir alle x € {0, 1}* gilt:

el & cplr)=1

b) Eine Sprache L dber einem Alphabet ¥ = {ay,...,ar—1} hat po-
lynomielle Schaltkreiskomplexitdt (kurz: L € PSK), falls
die Bindrsprache

bin(L) = {bin(x)|z € L} € PSK

ist. Hierber kodieren wir ein Wort x = x1---x,, € X" durch
den Bindrstring bin(z) = bin(xq) - - - bin(z,), wobei wir die Zei-
chen a; € ¥ fir m = max{l, [log, k|} durch die m-stellige
Bindrdarstellung bin(i) € {0,1}™ der Zahl i kodieren.

Die Turingmaschine ist ein uniformes Rechenmodell, da alle Instan-
zen eines Problems von einer einzigen Maschine entschieden werden.
Im Gegensatz hierzu stellen Schaltkreise ein nichtuniformes Berech-
nungsmodell dar, da fiir jede Eingabegrofe n ein anderer Schaltkreis
¢, verwendet wird. Um mit Schaltkreisen eine unendliche Sprache
entscheiden zu konnen, wird also eine unendliche Folge ¢,,, n > 0, von
Schaltkreisen benétigt.
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5.3 P-vollstandige Probleme

Ahnlich wie bei booleschen Formeln sind auch fiir Schaltkreise die
beiden folgenden Entscheidungsprobleme von Interesse.

Auswertungsproblem fiir boolesche Schaltkreise (CIRVAL):

Gegeben: Ein boolescher Schaltkreis ¢ mit n Eingdngen und eine
Eingabe a € {0,1}".
Gefragt: Ist der Wert von c(a) gleich 17

Erfiillbarkeitsproblem fiir boolesche Schaltkreise (CIRSAT):

Gegeben: Ein boolescher Schaltkreis ¢ mit n Eingéngen.
Gefragt: Ist c erfiillbar?

Im folgenden Beispiel fithren wir die Losung des Erreichbarkeitspro-
blems in gerichteten Graphen auf die Auswertung von booleschen
Schaltkreisen zuriick. In den Ubungen werden wir sehen, dass REACH
NL-vollstandig ist.

Beispiel 50. Fiir die Reduktion REACH < CIRVAL bendtigen wir

eine Funktion f € FL mat der Eigenschaft, dass fiir alle Digraphen
G=WV,E)mitV={1,...,n} gilt:

G € REACH & f(G) € CIRVAL.
Der Schaltkreis f(G) besteht aus den Gattern
Gija und hijp mit 1 <i, 5.k <nund0 <k <n.

Dabei soll gelten:

Gijw =1 & in G emistiert ein Pfad von i nach j, der kei-
nen Knoten | > k' durchlduft,
hijk =1 & 1in G existiert ein Pfad von i nach j, der den

Knoten k und keinen Knoten | > k durch-
lauft.
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Die Gatter g; ;o sind also die booleschen Konstanten

L,
9i5,0 = 0,

und firk=1,2,...,n gilt

i=j oder (i,j) € E,

sonst

Gikk—1/\ Gk jk—15
Gijk = Gijk—1V hijp.

hi ik

Wihlen wir nun g1 ,, als Ausgabegatter, so hat der resultierende
Schaltkreis ¢ = f(G) mit 0 Fingangen genau dann den Wert 1, wenn
es in G einen Weg von Knoten 1 zu Knoten n gibt. Zudem ist leicht
zu sehen, dass ¢ bei Eingabe G in FL berechenbar ist. <

Der in Beispiel 50 konstruierte Schaltkreis hat Tiefe 2n. In den Ubun-
gen werden wir sehen, dass sich REACH auch auf die Auswertung
cines Schaltkreises der Tiefe O(log® n) reduzieren lisst. Als néchstes
leiten wir Vollstandigkeitsresultate fiir CIRVAL und CIRSAT her.

Satz 51. CIRVAL ist P-vollstindig.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass CIRVAL € P ist. Um zu zeigen,
dass CIRVAL hart fiir P ist, miissen wir fiir jede Sprache L € P eine
Funktion f € FL finden, die L auf CIRVAL reduziert, d.h. es muss fiir
alle Eingaben x die Aquivalenz z € L < f(z) € CIRVAL gelten.

Zu L € P existiert eine 1-DTM M = (Q, %,T, 0, qo), die L in Zeit n°+c
entscheidet. Wir beschreiben die Rechnung von M (z), |z| = n, durch
eine Tabelle T' = (T; ), (4,5) € {1,...,n°+c} x {1,...,n° + c+ 2},
mit

T — {<Qi7ai,j)a

;. j, sonst,

nach ¢ Schritten besucht M das j-te Bandfeld,
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wobei ¢; der Zustand von M (z) nach ¢ Rechenschritten ist und a; ;
das nach ¢ Schritten an Position j befindliche Zeichen auf dem Ar-
beitsband ist. T' = (7} ;) kodiert also in ihren Zeilen die von M (x) der
Reihe nach angenommenen Konfigurationen. Dabei

e iiberspringen wir jedoch alle Konfigurationen, bei denen sich
der Kopf auf dem ersten Bandfeld befindet (zur Erinnerung: In
diesem Fall wird der Kopf sofort wieder nach rechts bewegt)
und

e behalten die in einem Schritt ¢ < n®+ ¢ erreichte Endkonfigura-
tion bis zum Zeitpunkt i = n® 4+ ¢ bei.

Da M in n®+ ¢ Schritten nicht das (n¢+ ¢+ 2)-te Bandfeld erreichen
kann, ist T;; = > und T peyeyo = U fiir i = 1,...,n° + c. Auferdem
nehmen wir an, dass M bei jeder Eingabe x auf dem zweiten Bandfeld
auf einem Blank halt, d.h. es gilt

T € L = Tn0+c72 = (Qja, |_|)

Da T nicht mehr als [ = |I'| + |(Q U {an, Gja, nein }) X I'| verschiedene
Tabelleneintrége besitzt, kénnen wir jeden Eintrag 7;; durch eine
Bitfolge ¢; ;1 - - t; jm der Léange m = [log, (] kodieren.

Dader Eintrag T; ; im Fall i € {2,... ,n+c}und j € {2,... ,n+c+1}
eine Funktion E,j = g(ﬂ—l,j—l;ﬂ—l,ﬁﬂ—l,j—s—l) der drei Emtrage
Ti1j-1, Ti—1; und T;_; ;4 ist, existieren fir £ = 1,...,m Schalt-
kreise ¢, mit

tijk =
Ce(ticijm11 tictjmtmy tic1g1 - it joms tic1 41,0 7 tist it 1m)-

Die Reduktionsfunktion f liefert nun bei Eingabe = folgenden Schalt-
kreis ¢, mit 0 Eingdngen.
e Fiir jeden der n°+c+2+2(n°+c—1) = 3(n°+ ¢) Randeintrige
T;; mit ¢ = 1 oder j € {1,n°+ ¢+ 2} enthélt c, m konstante
Gatter ¢; jr =tijr, k=1,...,m, die diese Eintrége kodieren.
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e Fiir jeden der (n® + ¢ — 1)(n® + ¢) tbrigen Eintrdge T, ;
enthilt ¢, fir k = 1,...,m je eine Kopie ¢;;; von c,
deren 3m FEingdnge mit den Ausgidngen der Schaltkreise
Ci—1,5-1,1 """ Ci—1,j—1,m> Ci—1,4,1 " " " Ci—1,5,m, Ci—1,j+1,1 = * * Ci—1 j+1,m
verdrahtet sind.

e Als Ausgabegatter von ¢, fungiert das Gatter cpeic 21, wobei
wir annehmen, dass das erste Bit der Kodierung von (g, L)
eine Eins und von (gyein, ) eine Null ist.

Nun lésst sich induktiv iiber ¢« = 1,...,n°+ c zeigen, dass die von den
Schaltkreisen ¢; jx, 7 =1,...,n°+¢, k =1,...,m berechneten Werte
die Tabelleneintriage 7T; ;, j = 1,...,n° + ¢, kodieren. Wegen

rel & Tnc—i-c,Q = (Qjaa |_|) Sce,=1

folgt somit die Korrektheit der Reduktion. Aufserdem ist leicht zu se-
hen, dass f in logarithmischem Platz berechenbar ist, da ein O(logn)-
platzbeschrankter Transducer existiert, der bei Eingabe x

e zuerst die 3(n°+c) konstanten Gatter von ¢, ausgibt und danach

e die m(n®+ ¢ — 1)(n° + ¢) Kopien der Schaltkreise c1,..., ¢
erzeugt und diese Kopien richtig verdrahtet. [ |

Eine leichte Modifikation des Beweises von Satz 51 liefert folgendes
Resultat.

Korollar 52. Sei L C {0,1}* eine beliebige Sprache in P. Dann
existiert eine Funktion f € FL, die bei Eingabe 1™ einen Schaltkreis
¢, mit n Eingdngen berechnet, so dass fir alle x € {0,1}" gilt:

rel & cu(r)=1.

Korollar 52 besagt insbesondere, dass es fiir jede Sprache L C {0, 1}*
in P eine Schaltkreisfamilie (¢, ),>0 polynomieller Gréfse gibt, so dass
¢y, fiir alle Eingaben = € {0,1}" die charakteristische Funktion von L
berechnet.
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Korollar 53 (Savage 1972).
Es gilt P C PSK.

Ob auch alle NP-Sprachen polynomielle Schaltkreiskomplexitét haben,
ist ein beriihmtes offenes Problem. Gelingt es nédmlich, fiir ein NP-
Problem superpolynomielle untere Schranken fiir die Schaltkreisgrofse
zu zeigen, so folgt mit dem Resultat von Savage P # N P.

Selbst fiir NEXP ist die Inklusion in PSK offen. Dagegen zeigt ein
einfaches Diagonalisierungsargument, dass in EXPSPACE Sprachen
mit superpolynomieller Schaltkreiskomplexitét existieren. Wir werden
spater sehen, dass bereits die Annahme NP C PSK schwerwiegende
Konsequenzen fiir uniforme Komplexitéatsklassen hat.

Es ist nicht schwer zu sehen, dass die Inklusion P C PSK echt ist.
Hierzu betrachten wir Sprachen iiber einem einelementigen Alphabet.

Definition 54. FEine Sprache T' heifst tally (kurz: T € TALLY), falls
jedes Wort x € T die Form x = 1" hat.

Es ist leicht zu sehen, dass alle tally Sprachen polynomielle Schalt-
kreiskomplexitéit haben.

Proposition 55. TALLY C PSK.

Andererseits wissen wir aus der Berechenbarkeitstheorie, dass es tally
Sprachen T gibt, die nicht einmal semi-entscheidbar sind (etwa wenn
T das Komplement des Halteproblems unér kodiert). Folglich sind
in PSK beliebig schwierige Sprachen (im Sinne der Berechenbarkeit)
enthalten.

Korollar 56. PSK g RE.
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5.4 NP-vollstandige Probleme

Wir wenden uns nun der NP-Vollstandigkeit von CIRSAT zu. Hierbei
wird sich folgende Charakterisierung von NP als niitzlich erweisen.

Definition 57. Fir k > 1 sei I'y = {0,...,k — 1} das Alphabet, das
die Ziffern 0, ...,k —1 als Zeichen enthdlt. Zudem sei ¥ ein Alphabet,
das fiir ein k > 1 das Alphabet Ty, und nicht das Zeichen k enthdlt.

a) Fir B C ¥* ist die Sprache 3B definiert durch
B ={z e ¥* |3y € I'}, : a#y € B}

Jedes y € I'y mit x#y € B wird auch als Zeuge (engl. witness,
certificate) fir die Zugehirigkeit von x zu 3B bezeichnet.

b) Sei q ein Polynom. B heifst (k,q)-balanciert (oder einfach
g-balanciert bzw. balanciert), falls B nur Strings der Form
xH#Hy mity € FZ(LTD enthdlt. Falls B balanciert ist, schreiben wir
fiir 3B auch *B.

¢) Fir eine Sprachklasse C seien 3-C und 3* - C definiert durch
3-C={3B|B€C} und F-C ={3F’B|B € C ist balanciert}
Satz 58. NP =37 . P.

Beweis. Zu jeder NP-Sprache A C ¥* existiert eine NTM M, die A
in Zeit g(n) fiir ein Polynom ¢ entscheidet. Sei k > 1 der maximale
Verzweigungsgrad von N. Dann konnen wir jeder Eingabe x € >* der
Léange n und jedem String y = yi - - - Yg(n) € Fz(n) eindeutig eine Rech-
nung M, (z) von M (z) zuordnen, indem wir im i-ten Rechenschritt aus
den ¢; > 1 zur Auswahl stehenden Folgekonfigurationen Ko, ..., K. 1
diejenige mit dem Index y; wéhlen (in den Féllen y; > ¢; > 1 und
y; > ¢; = 0 sei My(x) = nein). Nun ist leicht zu sehen, dass

B = {a#y|r € 2%,y € T und M, (z) = ja}
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eine (k, g)-balancierte Sprache in P mit L = 3B ist.

Gilt umgekehrt A = 3B fiir eine (k, ¢)-balancierte Sprache B € P,
dann kann A in Polynomialzeit durch eine NTM M entschieden
werden, die bei Eingabe z einen String y € FZ(M) rit und testet,
ob x#y € B ist. Diese Vorgehensweise von nichtdeterministischen
Algorithmen wird auch als “guess and verify-Strategie” bezeichnet. W

Satz 59. CIRSAT ist NP-vollstindig.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass CIRSAT € NP ist. Um zu zeigen,
dass CIRSAT hart fiir NP ist, miissen wir fiir jede Sprache L € NP
eine Funktion f € FL finden, die L auf CIRSAT reduziert, d.h. es muss
fiir alle Eingaben z die Aquivalenz » € L < f(z) € CIRSAT gelten.

Im Beweis von Satz 58 haben wir gezeigt, dass fiir jede NP-Sprache
A eine (k, g)-balancierte Sprache B C ¥* in P mit
cx#y € B.

Sei m = max{1, [log, |X||}. Da die Binérsprache bin(B) in P ent-
scheidbar ist, existiert nach Korollar 52 eine FL-Funktion f, die einen
Schaltkreis f(1™) = ¢, mit m(n + 1 + ¢(n)) Eingéngen berechnet, so
dass fiir alle 2z € {0, 1}m(+1+a) it

z € bin(B) < c,(z) = 1.

x€A<:>EIy€FQ|z|

Betrachte nun die Funktion g, die bei Eingabe x den Schaltkreis ¢,
mit mq(n) Eingédngen ausgibt, der sich aus ¢, dadurch ergibt, dass die
ersten m(n + 1) Input-Gatter durch konstante Gatter mit den durch
bing, (x1) « - - bing, (z,) bin, (#) vorgegebenen Werten ersetzt werden.
Dann ist auch g in FL berechenbar und es gilt fiir alle Eingaben x,
’1" =mn,

reA & Jye Fq s en(bin(x# ))
& el e (bin(y)) =
&y e {01} ¢ (y ):1
& ¢, € CIRSAT m
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Als néchstes zeigen wir, dass auch SAT NP-vollstandig ist, indem wir
CIRSAT auf SAT reduzieren. Tatséchlich konnen wir CIRSAT sogar
auf ein Teilproblem von SAT reduzieren.

Definition 60. FEine boolesche Formel F iber den Variablen
T, ..., %, ist in konjunktiver Normalform (kurz KNF), falls F

ewne Konjunktion
m

F=N\C
i=1
von Disjunktionen C; = \/f:l li; wvon Literalen [;; €
{z1,.. ., 2n, Ty, ..., Ty} ist. Hierber verwenden wir T als abkiirzen-
de Schreibweise fiir —x. Gilt k; < k firi=1,...,m, so heifit F' in
k-KNF.

Eine Disjunktion C' = \/f:1 l; von Literalen wird auch als Klausel
bezeichnet. Klauseln werden meist als Menge C' = {l,...,[;} der
zugehorigen Literale und KNF-Formeln als Menge F' = {C},...,C,,}
ihrer Klauseln dargestellt.

Erfiillbarkeitsproblem fiir k-KNF Formeln (k-SAT):

Gegeben: Eine boolesche Formel in k-KNF.
Gefragt: Ist F' erfiillbar?

Beispiel 61. Die Formel F' = (x1 V Z2) A (Z1 V x3) A (29 V T3 V
xy) ist in 3-KNF und ldsst sich in Mengennotation durch F =
{{z1, T2}, {Z1, 23}, {x2, T3, 24} } beschreiben. F ist offensichtlich er-
fullbar, da in jeder Klausel ein positives Literal vorkommdt. <

Satz 62. 3-SAT ist NP-vollstindig.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass 3-SAT € NP ist. Um 3-SAT als
hart fiir NP nachzuweisen, reicht es aufgrund der Transitivitdt von <
CIRSAT auf 3-SAT zu reduzieren.
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Idee: Wir transformieren einen Schaltkreis ¢ = {¢1,...,¢n} mit
n FEingidngen in eine 3-KNF-Formel F. mit n + m Variablen
T1yeves Ty Y1, - -5 Ym, wobel y; den Wert des Gatters g; wiedergibt.
Konkret enthélt F, fiir jedes Gatter g; folgende Klauseln:

Gatter g; | zugeh. Klauseln Semantik

0 {w:} y; =0

1 {vi} v =1

T {9i, x5}, {25, vi} Yi < T

(=, 4) {9, 95 Awso vid Yi < Uj
(NG k) | 00 v A8 vk A5, O wid | v < w5 A
(Vo5 k) [ {950 vid A0 yid A9,y et | 9 < 45 V e

Auferdem fiigen wir noch die Klausel {y, } zu F hinzu. Nun ist leicht
zu sehen, dass fiir alle x € {0,1}" die Aquivalenz

clx)y=13Fye{0,1}": F.(zx,y) =1

gilt. Dies bedeutet jedoch, dass der Schaltkreis ¢ und die 3-KNF-
Formel F, erfiillbarkeitsaquivalent sind, d.h.

¢ € CIRSAT < F,. € 3-SAT.

Zudem ist leicht zu sehen, dass die Reduktion ¢ — F. in FL berechen-
bar ist. |

3-SAT ist also nicht in Polynomialzeit entscheidbar, aufser wenn
P = NP ist. Am Ende dieses Abschnitts werden wir sehen, dass
dagegen 2-SAT effizient entscheidbar ist. Zunéchst betrachten wir
folgende Variante von 3-SAT.

Not-All-Equal-Satisfiability (NAESAT):

Gegeben: Eine Formel F' in 3-KNF.
Gefragt: Existiert eine Belegung fiir F', unter der in jeder Klausel
beide Wahrheitswerte angenommen werden?
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Satz 63. NAESAT € NPC.

Beweis. NAESAT € NP ist klar. Wir zeigen CIRSAT < NAESAT
durch eine leichte Modifikation der Reduktion C(zy,...,z,) —
Fo(z1,.. ., Zn, Y1, .-, Ym) von CIRSAT auf 3-SAT:

Sei Fl(x1,...,Tn, Y1, -+ Ym, 2) die 3-KNF Formel, die aus

F. dadurch entsteht, dass wir zu jeder Klausel mit < 2

Literalen die neue Variable z hinzufiigen.

Dann ist die Reduktion f : ¢+ F. in FL berechenbar. Es bleibt also
nur noch die Korrektheit von f zu zeigen, d.h.

¢ € CIRSAT < F. € NAESAT.

Ist ¢ = (g1, .,9m) € CIRSAT, so existiert eine Eingabe x € {0,1}"
mit c(x) = 1. Wir betrachten die Belegung a = zyz € {0,1}"**!
mit y = 41 ...Ym, wobei y; = g;(z) und z = 0. Da F.(xy) = 1 ist,
enthélt jede Klausel von F,. (und damit auch von F!) mindestens ein
wahres Literal. Wegen z = 0 miissen wir nur noch zeigen, dass nicht
alle Literale in den Dreierklauseln von F,. unter a wahr werden. Da a
jedoch fiir jedes oder-Gatter ¢g; = (V, j, k) die drei Klauseln

{gia Yjs yk}a {gja yz}7 {gka yz}

und fiir jedes und-Gatter g; = (A, j, k) die drei Klauseln
{yia gja gk}a {yj7 gz}v {yk7 g]}

erfiillt, kann weder y; = Ound y; = y», = 1nochy; = lundy; =y, =0
gelten, da im ersten Fall die Klausel {g;,y;} und im zweiten Fall die
Klausel {y;, y;} falsch wire.

Ist umgekehrt F. € NAESAT, so existiert eine Belegung zyz €
{0, 1}t unter der in jeder Klausel von F! beide Wahrheitswerte
vorkommen. Da dies dann auch auf die Belegung zyZz zutrifft, konnen
wir z = 0 annehmen. Dann erfiillt aber die Belegung xy die Formel
F.,. [ |
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Definition 64. Sei G = (V| E) ein ungerichteter Graph.
a) Eine Menge C C 'V heifst Clique in G, falls fir alle u,v € C
mit w # v gilt: {u,v} € E.
b) I CV heifit unabhédngig (oder stabil), falls fir alle u,v € 1
gilt: {u,v} & E.
¢) K CV heifst Kanteniiberdeckung, falls fir alle e € E gilt:
eNK # (.

Fiir einen gegebenen Graphen GG und eine Zahl k& betrachten wir die
folgenden Fragestellungen:

Clique: Besitzt G eine Clique der Grofke k7

Independent Set (IS): Besitzt G eine stabile Menge der
Grofe k7

Vertex Cover (VC): Besitzt G eine Kanteniiberdeckung
der Grofe k7

Satz 65. IS ist NP-vollstindig.

Beweis. Wir reduzieren 3-SAT auf IS. Sei

F= {C’l,...,C'm} mit Oz = {li,lv"'yli,ki} und kz S 3 fir ¢ = 1,...,m
eine 3-KNF-Formel iiber den Variablen z,...

Graphen G = (V, E) mit

, T,. Betrachte den

Vo= {v;[1<i<m, 1 <5<k}
E = {{vijuip}1<i<m,1<j<j <k}

U{{vst, Vu} |lst und I, sind komplementér}.

Dabei heifen zwei Literale komplementéar, wenn das eine die Nega-



5 Reduktionen

tion des anderen ist. Nun gilt

F € 3-SAT & es gibt eine Belegung, die in jeder Klausel

C; mindestens ein Literal wahr macht

& es gibt m Literale [y, ...,y ,,, die paar-
weise nicht komplementér sind

& es gibt m Knoten vy j,, ..., U, ., die nicht
durch Kanten verbunden sind

& (G besitzt eine stabile Knotenmenge der
Grofe m. m

Korollar 66. CLIQUE ist NP-vollstindig.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass jede Clique in einem Graphen
G = (V, F) eine stabile Menge in dem zu G komplementéren Graphen
G = (V,E') mit E' = (‘2/) \ £ ist und umgekehrt. Daher ldsst sich IS
mittels der Reduktionsfunktion

f(G k)= (G, k)
auf CLIQUE reduzieren. [ |

Korollar 67. VC ist NP-vollstindig.

Beweis. Offensichtlich ist eine Menge I genau dann stabil, wenn ihr
Komplement V' \ I eine Kanteniiberdeckung ist. Daher ldsst sich IS
mittels der Reduktionsfunktion

f:(Gk)— (G,n—k)

auf VC reduzieren, wobei n = |V/| die Anzahl der Knoten in G ist. W
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5.5 NL-vollstandige Probleme

In diesem Abschnitt préasentieren wir einen effizienten Algorithmus
fiir das 2-SAT-Problem.

Satz 68. 2-SAT ¢ NL.

Beweis. Sei F' eine 2-KNF-Formel iiber den Variablen x4, ...
trachte den Graphen G = (V, E) mit

V:{Zl’}l,..

, Tp. Be-

'7xnaf1a"'7jn}7

der fiir jede Zweierklausel {l1,l>} von F die beiden Kanten (I, 13) und
(I3,11) und fir jede Einerklausel {/} die Kante (I,1) enthélt. Hierbei
sei T; = x;. Aufgrund der Konstruktion von G ist klar, dass

(¥) eine Belegung a genau dann F' erfiillt, wenn fiir jede Kante
(I,I') € E mit a(l) = 1 auch «a(l') = 1 ist, und

(#*) 1’ von [ aus genau dann erreichbar ist, wenn [ von I’ aus erreich-
bar ist.

Behauptung 69. I ist genau dann erfillbar, wenn fir keinen Kno-
ten x; in G ein Pfad von x; tber X; zurick nach x; existiert.

Eine NL-Maschine kann bei Eingabe einer 2-KNF Formel F' eine Va-
riable z; und einen Pfad von z; iiber Z; zuriick nach z; raten. Daher

folgt aus der Behauptung, dass das Komplement von 2-SAT in NL ist.
Wegen NL = co-NL folgt auch 2-SAT € NL.

Nun zum Beweis der Behauptung. Wenn in G ein Pfad von x; iiber z;
nach z; existiert, kann F' nicht erfiillbar sein, da wegen (x) jede erfiil-
lende Belegung, die x; (bzw. Z;) den Wert 1 zuweist, auch z; (bzw. x;)
diesen Wert zuweisen miisste. Existiert dagegen kein derartiger Pfad,
so lasst sich fiir F' wie folgt eine erfiillende Belegung o konstruieren:

1) Wéhle einen beliebigen Knoten [ aus G, fiir den «(l) noch unde-

finiert ist. Falls livon | aus erreichbar ist, ersetze [ durch [ (dies
garantiert, dass [ von [ aus nun nicht mehr erreichbar ist).
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2) Weise jedem von [ aus erreichbaren Knoten I’ den Wert 1 (und
l" den Wert 0) zu.

3) Falls a noch nicht auf allen Knoten definiert ist, gehe zu 1).
Wegen (k) treten bei der Ausfiihrung von 2) keine Konflikte auf:
e Hitte I’ in einer fritheren Runde den Wert 0 erhalten, dann

hiitte in dieser Runde I’ und somit auch [ den Wert 1 erhalten,
was der Wahl von [ widerspricht.

e Wiire von [ aus auch [’ erreichbar, dann wiirde ein Pfad von [
iiber I’ nach [ existieren, was durch die Wahl von [ ebenfalls
ausgeschlossen ist.

Zudem erfiillt a die Formel F, da fiir jede Kante (I,I') € E mit
a(l) =1 auch o(l') =1 ist. |

In den Ubungen werden wir sehen, dass 2-SAT und REACH NL-
vollstéandig sind.
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Eine probabilistische Turingmaschine (PTM) M ist genau so de-
finiert wie eine NTM. Es wird jedoch ein anderes Akzeptanzkriterium
benutzt. Wir stellen uns vor, dass M in jedem Rechenschritt zufal-
lig einen Konfigurationsiibergang wéhlt. Dabei wird jeder mogliche
Ubergang K —); K’ mit derselben Wahrscheinlichkeit

’{K”|K —M K”}|_1, K —M K’

PI‘[K — M K,] = {
0, sonst

gewahlt. Eine Rechnung o = (Ki, Ks,..., K,,) wird also mit der

Wahrscheinlichkeit
m—1

Prla] = Pr(Ki =y Ky =y - =y K] =[] PrlK; =u Kig]
=1

ausgefiihrt. Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit von M (z) ist
Pr[M(x) akz] = ) Pr[a],

wobei sich die Summation iiber alle akzeptierenden Rechnungen «
von M (z) erstreckt. Wir vereinbaren fiir PTMs M, dass sie nur in
einem der drei Zustdnde g, gnein 0der ¢, halten (hierfiir schreiben
wir auch M (z) =1, M(x) =0 bzw. M(z) = 7). Die von einer PTM
M akzeptierte Sprache ist

L(M) = {x € X |Pr[M(z) = 1] = 1/}

In den Ubungen werden wir sehen, dass jede Sprache in RE U co-RE
von einer PTM akzeptiert wird.
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6.1 Die Klassen PP, BPP, RP und ZPP

Eine Sprache A C ¥* gehort zur Klasse PP (probabilistic polynomial
time), falls eine polynomiell zeitbeschrankte PTM (kurz PP-TM) M
mit L(M) = A existiert.

Satz 70. co-NP C PP.

Beweis. Sei A € co-NP und sei N eine polynomiell zeitbeschriankte
NTM mit L(N) = A. Sei N’ die PP-TM, die sich aus N ergibt, wenn
wir den Zustand g, durch gnein und die beiden Zustande guein, Gn
durch g, ersetzen. Dann gilt fiir alle z € X*:

re€A = N(x)akz nicht = Pr[N'(z)
r¢ A = N(z) akz. = Pr[N'(z)

=1
1] <1

Betrachte folgende PP-TM M, die bei Eingabe x zufillig eine der
beiden folgenden Moglichkeiten wéhlt:

e M verwirft sofort,
e M simuliert N’ bei Eingabe x.
Dann gilt fiir alle x € ¥*,

Pr[M(z) = 1] = Pr[N'(z) = 1]/2
und somit

r€A = Pr[M(z)=1]= 1),
r¢ A = Pr[M(z)=1] < 1. -

Als néchstes zeigen wir, dass PP unter Komplementbildung abge-
schlossen ist. Das folgende Lemma zeigt, wie sich eine PP-TM, die
sich bei manchen Eingaben indifferent verhélt (also genau mit Wahr-
scheinlichkeit 1/, akzeptiert) in eine dquivalente PP-TM verwandeln
lasst, die dies nicht tut.
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6.1 Die Klassen PP, BPP, RP und ZPP

Sei M eine PTM und sei L(M) = A. Die Fehlerwahrscheinlichkeit
von M bei Eingabe z ist

Pr[M(z) = A(x)],

wobei A(z) die charakteristische Funktion von A ist.

Da eine PTM M bei jeder Eingabe x € L(M) mit Wahrscheinlichkeit
> 1/2 den Wert 1 (also mit Wahrscheinlichkeit < 1/, den Wert 0)
und bei jeder Eingabe € L(M) mit Wahrscheinlichkeit < 1/, den
Wert 1 liefert, ist die Fehlerwahrscheinlichkeit jeder PTM M fiir alle
x € L(M) < 1/, und fiir alle x € L(M) sogar < 1/,.

Lemma 71. Fir jede Sprache A € PP existiert eine PP-TM M mit
L(M) = A, die nie mit Wahrscheinlichkeit 1/, akzeptiert und somit
bei allen Eingaben eine Fehlerwahrscheinlichkeit < 1/, hat.

Beweis. Sei A € PP und sei N eine PP-TM mit L(N) = A. Weiter
sei p eine polynomielle Zeitschranke und ¢ > 2 der maximale Verzwei-
gungsgrad von N. Da Pr[N(z) = 1] nur Werte der Form 4 /kP(2] fiir
k =kgV(2,...,c) annehmen kann, folgt fiir e(z) = k~P(2D)

r € A= Pr[N(z)=1] > 1),
r ¢ A= Pr[N(z) =1] < 14— €(x).
Sei N’ eine PP-TM mit Pr[N'(z) = 1] = 1/, + €(x)/2 und betrachte

die PP-TM M, die bei Eingabe x zufillig wahlt, ob sie N oder N’
bei Eingabe x simuliert. Dann gilt

Pr[N(z) = 1] + Pr[N'(x) = 1]

Pr[M(z) =1] = 5

und somit

Yo+ 1o+ €(x) /2 .
5 > 1/

oo o)+ )2

re€A = Pr[M(z)=1]>

r¢ A = Pr[M(x)=1]< 5
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Eine direkte Folgerung von Lemma 71 ist der Komplementabschluss
von PP.

Korollar 72. NP C PP = co-PP.

Tatséchlich liefert Lemma 71 sogar den Abschluss von PP unter sym-
metrischer Differenz.

Satz 73. PP st unter symmetrischer Differenz abgeschlossen, d.h.

Ll, L, € PP = LlALQ = (L1 \ Lg) U (LQ \ Ll) € PP.

Bewers. Nach obigem Lemma existieren PP-TMs M; und M5 mit

reL; = Pr[Mx)=
x ¢ L; = Pr[M(z)

1] = 1/ +¢,
1] = 1/2 — €,

wobei €1,e5 > 0 sind und von x abhéngen diirfen. Dann hat die
PP-TM M, die bei Eingabe z zunéchst M;(z) und dann Ms(x) si-
muliert und nur dann akzeptiert, wenn dies genau eine der beiden
Maschinen tut, eine Akzeptanzwahrscheinlichkeit von

Pr[M;(z) = 1] - Pr[My(x) = 0] + Pr[M;(z) = 0] - Pr[Ms(z) = 1].
Folglich akzeptiert M alle Eingaben x € L1/ L, mit Wahrscheinlich-
keit

Pr{M(2) = 1] = (th + ex) (1o + ) +
= (1 + 2606) > 1/

(Vo —€1)(1y — €2)

und alle Eingaben € LiALy = (L; N Ly) U
scheinlichkeit

(Ly N Ly) mit Wahr-

Pr(M(z) =1] = (1o + @)1 — &) + (1o — 1) (1o + &)
= (1/2 — 26162) < 1/2. u
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6.1 Die Klassen PP, BPP, RP und ZPP

Anfang der 90er Jahre konnte auch der Abschluss von PP unter Schnitt
und Vereinigung bewiesen werden. In den Ubungen werden wir sehen,
dass folgendes Problem PP-vollstandig ist.

MajoritySat (MAJSAT):

Gegeben: Eine boolsche Formel F(xy, ..., x,).
Gefragt: Wird F' von mindestens 2" Belegungen erfiillt?

Definition 74. Sei M eine PP-TM und sei A = L(M). M heifit
e BPP-TM, falls fiir alle x gilt: Pr[M(z) = A(x)] > 2/,
e RP-TM, falls fiir alle x ¢ A gilt: Pr[M(z) = 0] =1,

e ZPP-TM, falls fir alle x gilt: Pr[M(z) = A(x)] > 1/ und
Pr[M(z) = A(z)] = 0.
Die Klasse BPP (bounded error probabilistic polynomial time) enthdlt
alle Sprachen, die von einer BPP-TM akzeptiert werden. Entspre-
chend sind die Klassen RP (random polynomial time) und ZPP (zero
error probabilistic polynomial time) definiert.

Man beachte, dass wir im Falle einer RP-TM oder BPP-TM M
0.B.d.A. annechmen konnen, dass M niemals ? ausgibt (indem wir
z.B. 7 durch 0 ersetzen). Allerdings ist nicht ausgeschlossen, dass
M ein falsches Ergebnis M(z) = A(xz) liefert. Probabilistische Al-
gorithmen mit dieser Eigenschaft werden auch als Monte Carlo
Algorithmen bezeichnet. Im Unterschied zu einer BPP-TM, die
bei allen Eingaben z  liigen” kann, ist dies einer RP-TM nur im
Fall x € A erlaubt. Man spricht hier auch von zwei- bzw. einsei-
tigem Fehler. Eine ZPP-TM darf dagegen iiberhaupt nicht liigen.
Algorithmen von diesem Typ werden als Pp

Las Vegas Algorithmen bezeichnet.
Aus Definition 74 folgt sofort, dass BPP NP ‘ BPP co-NP
und ZPP unter Komplement abgeschlos- ’

sen sind. Zudem ist leicht zu sehen, dass RP co-RP

P C ZPP C RP C NP gilt. ZPP
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Satz 75. ZPP = RP N co-RP.

Beweis. Die Inklusion von links nach rechts ist klar, da

e wir eine ZPP-TM leicht in eine RP-TM verwandeln koénnen,
indem wir ¢, durch ¢, ersetzen, und da

o /PP = co-ZPP ist.

Fiir die umgekehrte Richtung sei A eine Sprache in RPN co-RP. Dann
existieren RP-TMs M4 und Mj; fiir A und A, wobei wir annehmen,
dass M4 und Mz niemals 7 ausgeben. Dann gilt

re€A = Pr[My(z) =
r¢ A = Pr[Mj(x)=

12 1y A PrMs(e) = 0] = 1,
1> 1, A Pr[Ma(z) =0] = 1.

Da M4 nur Eingaben z € A und Mz nur Eingaben = ¢ A akzeptieren

kann, tritt die Kombination Ma(x) = 1 und Mjz(x) = 1 nicht auf.

Zudem ergeben sich fiir die PP-TM M, die bei Eingabe x die beiden
PP-TMs M(z) und M 4(x) simuliert und sich geméfs der Tabelle
| EAGETIRIAL

M A(x) =0 ? 1

1 0 -

_1‘

verhilt, folgende Aquivalenzen:

M:L’)Zl ~ MA(
M(z)=0 < Mj(

—

STERS
S~— —
1l
—_ =

Somit erhalten wir die folgenden Implikationen:

reA = Pr[M(z
Pr|
r¢ A = Prf
Pr|

() =
() =
() =
() =

X
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6.2 Anzahl-Operatoren

Dies zeigt, dass M eine ZPP-TM fiir A ist, da
Pr[M(x) = A(z)] > 1/, und Pr[M(x) = A(z)] =0

fiir alle Eingaben x gilt. |

6.2 Anzahl-Operatoren

Viele Beweise iiber probabilistische Komplexitéatsklassen lassen sich
sehr elegant filhren (und auch verallgemeinern), wenn wir sie als
Anzahlklassen charakterisieren.

Definition 76 (Anzahlklassen). Zu einer (k,q)-balancierten Sprache
B C ¥* und fiir Op € {37,v?, 322 @} definieren wir die Sprachen
OpB C ¥* sowie die Funktion #B : X* — N wie folgt:

#B(z) = [{y € T{" |24y € B}
FB={x € X|#B(z) > 0}
VB ={z € O |#B(z) = ka(lx\)}
32123 = {2z € ©*|#B(z) > k1D /21
®B ={z € ¥ |#B(x) ist ungerade}
B heifit einseitig, falls #B(x) fir keine Fingabe x im (halboffenen)
Intervall [1, k%™ /2) liegt, und zweiseitig, falls #B(x) fiir kein x im

(offenen) Intervall (k9™ /3,2 - k4™ /3) liegt. Fiir eine Sprachklasse C
und Op € {#,37,v?, 3712 @} sei

Op-C ={O0pB|B € C ist balanciert}
Zudem definieren wir die Operatoren R und BP durch
R-C={32'2B|B € C ist einseitig}

und
BP . C = {32Y2B|B € C ist zweiseitig}
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Wie wir bereits wissen, gilt 37 - P = NP, was ¥* - P = co-NP impli-
ziert. Als néchstes zeigen wir die Charakterisierungen R - P = RP,
321/2. P = PP und BP - P = BPP. Als Hilfsmittel benutzen wir

folgendes Lemma.

Lemma 77. Fir jede PP-TM M existiert eine (k,q)-balancierte
Sprache B € P, so dass fiir alle Fingaben x € X*, |x| = n, gilt:

Pr(M(z) = 1] = #B(x)/k"™

Beweis. Sei g eine polynomielle Zeitschranke fiir M und sei k =
kegV(1,2,...,¢), wobei ¢ > 1 der maximale Verzweigungsgrad von
M ist. Wir benutzen Strings der Lénge ¢(n) tiber dem Alphabet
'y ={0,...,k— 1}, um die Rechnungen von M bei Eingabe x € X"
zu beschreiben. Hierzu ordnen wir dem String y = y; -+ - y4n) € Fz(n)
diejenige Rechnung von M (x) zu, bei der M im i-ten Rechenschritt
in die Konfiguration K; mit Index j = y; mod ¢; iibergeht, wobei
Ky, ..., K., die ¢; > 1 moglichen Folgekonfigurationen in diesem
Schritt sind. Das Ergebnis der durch y beschriebenen Rechnung von
M (x) bezeichnen wir mit M, (x). Nun ist leicht zu sehen, dass die
Sprache
B={agty|xexyeTi M,(2) =1}

sowohl (k, g)-balanciert als auch in P entscheidbar ist und die Glei-
chung

Pr[M(x) =1] =Pr M,(z) = 1] = #B(z)/k*™

yeRFZ(”)[
erfillt. [

Beweis. Die Inklusionen 32'/2.P C PP, BP-P C BPP und R-P C RP
sind klar.
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6.3 Verstirkung der Korrektheit

Zum Nachweis der umgekehrten Inklusionen sei A € PP und sei M
eine PP-TM mit L(M) = A. Nach Lemma 77 existiert eine (k, q)-
balancierte Sprache B € P, so dass fiir alle Eingaben z, |z| = n, die
Gleichheit

Pr{M(z) = 1] = #B(x) /K1

gilt. Wegen
ze€AsPr[M(z)=1]> 1, o #B(z) > k7™ /2

folgt somit A = 3/2B € 321/2. P. Ist M eine BPP-TM, so gilt
€ A= Pr[M(z)=1] > 2/; = #B(z) > 2k9"/3,
¢ A= Pr[M(z)=1] < 13 = #B(z) < k1" /3,

also ist #B(x) ¢ (k% /3,2- k1™ /3) d.h. B ist zweiseitig und es folgt
A=322B € BP - P. Ist M eine RP-TM, so gilt

reA = Pr[M(z)=1]>1/2 = #B(z) > k1™ /2,
r¢ A= PrlM(z)=1=0 = #B(x)=0,

also ist #B(z) ¢ [1,k"™/2), d.h. B ist einseitig und es folgt
A=F2BcR-P. |

6.3 Verstiarkung der Korrektheit

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass sich die Korrektheitswahr-
scheinlichkeit Pr[M (z) = A(x)] fur RP-, ZPP- und BPP-Maschinen
M auf einen Wert > 1 — 27702 vergréfern lisst, wobei r ein beliebig
wahlbares Polynom ist.

Definition 79. A ist auf B disjunktiv reduzierbar (in Zeichen:
A <4 B), falls eine Funktion f € FL existiert, die fir jedes Wort x
eine Liste (yi,...,ym) von Wortern y; berechnet mit

reAedie{l,...,m}:y; €B.
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Der Begriff der konjunktiven Reduzierbarkeit A <. B ist analog
definiert. Gilt dagegen

veAs|fie{l, .., m}ye B > mh,

so heifst A majority-reduzierbar auf B, wofir wir auch kurz
A <,4j B schreiben.

Es ist leicht zu sehen, dass die Klassen P, NP und co-NP unter diesen
Reduktionen abgeschlossen sind. Als néchstes zeigen wir, wie sich die
Korrektheit von RP-TMs verstérken lésst.

Satz 80. Fulls C unter disjunktiven Reduktionen abgeschlossen ist,
existiert fir jede Sprache A € R-C und jedes Polynom r eine (k,p)-
balancierte Sprache C' € C, so dass fir alle z, |x| = n, gilt:

re€ A= #C(x) > (1 - 2*7"(71))/#7(”)7
r¢ A= #C(x) =0.

Beweis. Sei A € R-C und sei B € C eine (k, q)-balancierte Sprache
mit

z € A= #B(zx) > k1D /2
r¢ A= #B(z) =0.

Dann ist die Sprache

C= {x#yl © Yr(n) ’yl, <oy Yr(n) € FZ(M)a di: x#yz € B}

disjunktiv auf B reduzierbar und somit in C. Sei p(n) das Polynom
p(n) = q(n)r(n). Dann ist C' (k, p)-balanciert und es gilt

r€EA= PryERFz(") [x#y & B] < 1/, = PrzeRFz(n) [x#2 &€ O] < 9—r(n)
ngA:>Pry [t#y € B] = 0 = Pr [z#2z € C] = 0.

ERFz(n) ZERFi(n)
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6.3 Verstarkung der Korrektheit

Korollar 81. Fir jedes Polynom r und jede Sprache A € RP existiert
eine RP-TM M mat

reA = PrMx)=1]>1
r¢ A = Pr[M(z)=0]=1

Als Folgerung erhalten wir die Inklusion RP C BPP. Ganz analog lésst
sich die Zuverléssigkeit einer ZPP-TM M verbessern, indem wir sie
r(n)-mal laufen lassen und nur dann 7 ausgeben, wenn M (z) jedesmal
? ausgibt.

Korollar 82. Fir jedes Polynom r und jede Sprache A € ZPP exis-
tiert eine ZPP-TM M mit L(M) = A und Pr[M(z) = ?] < 277D
fiir jede Eingabe x.

Um die Korrektheit von BPP-TMs zu verstéirken, benotigen wir das
folgende Lemma.

Lemma 83. Sei E ein Ereignis, das mit Wahrscheinlichkeit 1/, — €
fiir ein € > 0 auftritt. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich E
bei m = 2t + 1 unabhdingigen Wiederholungen mehr als t-mal ereignet,
hichstens 1/5(1 — 4€?)t.

Beweis. Firt=1,...,m sei X; die Indikatorvariable

1
X, = {7
0,

und X sei die Zufallsvariable X = >, X;. Dann ist X binomial

Ereignis £ tritt beim i-ten Versuch ein,

sonst,
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verteilt mit Parametern m und p = 1/, — €. Folglich gilt fir i > m/2,

m

pix =i = () (- (oo

= (m) (Yo — )™ (1 + €)™ (E)zm/i

i 1o+ €
<1
m m/2
- (5) e
Wegen
m 4m/2
> ()=
1 2
i=t+1

erhalten wir somit

] < (1/4—62)m/2 i (T)

i=t+1

PrX >t] = i Pr[X =

1=t+1

(1 — 4e2)ym/2 . a- ik
2 - 2 |

Satz 84. Sei C unter majority-Reduktionen abgeschlossen. Dann

ezistiert fir jede Sprache A € BP - C und jedes Polynom r eine (k,p)-

balancierte Sprache C' € C, so dass fir alle z, |x| = n, gilt:

Pr. oo [A(2) = Claftz)] 21— 2770
Beweis. Sei A € BP - C und sei B € C eine (k, g)-balancierte Sprache
mit

Pr [A(z) # Bla#y)] < Vs = 1o — Vs

yerld™
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6.3 Verstirkung der Korrektheit

Sei t(n) = [(r(n) — 1)/ logy(9/5)] und sei p(n) das Polynom p(n) =
q(n)(2t(n) + 1). Dann ist die (k,p)-balancierte Sprache

Y1y -+ Yat(n)+ 1€F()
[{i : z#y; € B}| > t(n)

auf B majority-reduzierbar und somit in C. Weiter folgt nach Lem-
ma 83 fiir ein zuféllig gewahltes 2 = y1 -+ - ya(n)+1 €R Fz(”)’

C = {I#yl “Y2(n)+1

Pr[A(z) # C(z#2)] = Pr[|{i : A(z) # B(z#y;)}| > t(n)]
< (11— 4/36)t(n) < 27t
—_——
8/9:2710&(9/8) B

Korollar 85. Fiir jede Sprache A € BPP und jedes Polynom r ex.
etne BPP-TM M mait

Pr[M(z) = A(x)] > 1 — 27D,

Satz 86. BPP C PSK.

Beweis. Sei A € BPP. Dann ist auch die Sprache B = bin(A) in
BPP = BP - P. Nach Satz 84 existiert fiir das Polynom r(n) =n+ 1
eine (k,p)-balancierte Sprache C' € C, so dass fiir alle x € {0,1}",
|z| = n, gilt:

Przeerm) [B(z) # Caftz)] <27
Daher folgt fiir ein zufillig gewédhltes z € FZ(")

B(z) # Cla#z)] < S Pr[B(z) # Cla#z)] < 1

z€{0,1}"

Pr[3z € {0,1}":

Also muss fiir jede Eingabeldnge n ein String z, mit B(z) = C'(z#z,)
fir alle + € {0,1}" existieren. Da mit C' auch die Binérsprache
= {xbin(#z2) | 2#=z € C} € P ist, existiert nach Korollar 52 eine
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Funktion f € FL die bei Eingabe 1™ einen Schaltkreis f(1") = ¢,
ausgibt mit

¢ (whin(#2z)) = C'(zbin(#2)) fiir alle z € {0,1}" und z € 7™
Folglich sind auch die n-stelligen booleschen Funktionen
for i @ o (xbin(#2,)) = B(x)

durch Schaltkreise ¢, polynomieller Groke berechenbar, d.h. B und
damit auch A sind in PSK. [ |

Man beachte, dass zwar die Schaltkreisfamilie (c),),>0 logspace uni-
form ist (mittels f € FL), aber nicht die Familie (¢,),>0, da das
Auffinden von z, u.U. sehr aufwéndig sein kann.

6.4 Abschlusseigenschaften von Anzahl-Klassen

In diesem Abschnitt gehen wir der Frage nach, unter welchen Reduk-
tionen und Operatoren Anzahl-Klassen abgeschlossen sind.

Lemma 87. Fiir jede unter <9 abgeschlossene Sprachklasse C gilt
(i) co-F-C =WVP - co-C,
(ii) co-BP-C = BP - co-C,
(iii) ®-C=®-co-C und ®-C = co-& - C.

Beweis. Wir zeigen nur die Inklusionen von links nach rechts. Die
umgekehrten Inklusionen folgen analog.

(i) Sei A C ¥* eine Sprache in co-3* - C und sei B eine (k,q)-
balancierte Sprache in C mit A = 9P B. Betrachte die Sprache

B={a#ylze ye Fz(u'),l’#y ¢ B}.
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Diese ist ebenfalls (k, g)-balanciert und wegen B <,, B in co-C.
Da zudem #B(z) = k9™ — # B(xz) ist, folgt

r€As #B(x) =0« #B(z) = k1™

und somit A = V7B € ¥ - co-C.

(ii) Sei A C X* eine Sprache in co-BP - C und sei B € C eine (k, g)-
balancierte zweiseitige Sprache mit A = 32/2B. Dann ist die
(k, q)-balancierte Sprache

B={a#ylz e ye Fz(\xl)’x#y ¢ B}

in co-C ebenfalls zweiseitig und es gilt A = 3=1/2B € BP - co-C.

(iii) Sei A C ¥* eine Sprache in & - C und sei B € C eine (k, q)-
balancierte Sprache mit A = @&B. Betrachte die (k,q + 1)-
balancierte Sprache

B’ = {ax#0y|z#y € B} U {a#190D+ 1z € ¥ € C.
Dann gilt #B'(z) = #B(z) + 1, d.h. #B(z) und #B’(z) haben
unterschiedliche Paritét. Dies zeigt A = ®B’ € co-&® - C.

Da wir 0.B.d.A. annehmen koénnen, dass ¢ > 1 (da C unter
<!o9 abgeschlossen ist) und k (und somit auch k%™) gera-

de ist, haben #B(x) und #B(z) gleiche Paritit und es folgt
A=®B=®B ¢ ®-coC. |

Lemma 88. Sei C unter <! abgeschlossen und sei B € C eine
(k, q)-balancierte Sprache. Dann ezistieren fir jede Funktion f € FL
(k,p)-balancierte Sprachen B', B" € C mit

#B'(x) = #B(f(x)) und #B"(x)/k*1) = #B(f(x)) /K@D

Beweis. Sei p ein Polynom mit ¢(|f(x)|) < p(|z|) fiir alle z. Betrachte
die Sprachen

B' = {az#y'y"| f(x)#y' € B,y" = P -1I@D}
B" = {a#y'y" | f(2)#y € B,y" e D@y
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Dann gilt B, B” <99 B, also B, B” € C. Da jedes Priifix 3 mit
f(z)#y € B genau eine Verlangerung y” mit x#y'y” € B’ und genau
kpleN=a(f@)) Verlingerungen y” mit z#y'y” € B" hat, folgt

#B'(x) = #B(f(z)) und #B"(x) = #B(f(z))krleh-alF@D, =

Mit obigem Lemma ist es nun leicht, folgende Abschlusseigenschaften
Zu zeigen.

Satz 89. Sei C eine unter <! abgeschlossene Sprachklasse und sei
Op € {@,3,v?,R,BP, 322}, Dann ist auch die Klasse Op - C unter
<!99 gbgeschlossen.

Beweis. Sei A € Op-C mittels einer (k, g)-balancierten Sprache B € C
und gelte A’ <99 A mittels einer Reduktionsfunktion f € FL. Nach

obigem Lemma existieren ein Polynom p und (k, p)-balancierte Spra-
chen B’, B” € C mit

#B'(x) = #B(f(x)) und #B"(z) /K" = #B(f(x)) /KD
Dann folgt fiir Op = &,
reA e flr)e A #B(f(x)) =2 1< #B'(x) =2 1,
weshalb A" = @B’ € @ - C ist. Weiter folgt fiir Op = 37,
red s f(z)e As #B(f(x)/KV@D > 0o #B"(z)/kP1=D > 0,
weshalb A’ = FPB"” € 37 - C ist. Entsprechend folgt fiir Op = R,

relA & fx)ed
& #B(f (@)K =172
& #B"(x)/kP1D > 1/2.
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Da zudem mit B auch B” einseitig ist, folgt A’ = 321/2B’ € R-C. Die
Fille Op € {v?, BP,32!/2} folgen analog, wobei fiir Op = BP noch zu
beachten ist, dass mit B auch B” zweiseitig ist. [ |

Satz 90. Sei C eine unter Sﬁ?ﬂ abgeschlossene Sprachklasse. Dann
qit - F.C=PF.C, VW -YVP.C=V-Cund ®-&-C=&-C.

Beweis. Siehe Ubungen. |

Das néchste Lemma zeigt, dass mit C auch die Klassen 37 - C, VP - C
und BP - C unter majority-Reduktionen abgeschlossen sind.

Satz 91. Sei C eine unter majority-Reduktionen abgeschlossene
Sprachklasse und sei Op € {3, VP BP}. Dann ist auch Op - C un-
ter majority- Reduktionen abgeschlossen.

Beweis. Sei A € Op - C mittels einer (k,q)-balancierten Sprache
B € C und und gelte A" <,,,,; A mittels einer FL-Funktion f : x —
(Y1, - - Ym(lz)))- Da C unter majority-Reduktionen (und damit auch
unter gf;;g) abgeschlossen ist, ist nach Satz 89 auch Op - C unter gl;;g
abgeschlossen. Daher konnen wir annehmen, dass alle Strings y; in der
Liste f(z) die gleiche Lange r(|x|) fiir ein Polynom r haben. Betrachte
die (k,m(n)q(r(n)))-balancierte Sprache

B = {x#zl...zm

Z1y-+-y2m € FZ(T(R))’f(x) = yl# s #ym
und [{i|y;#z; € B}| > m/2

Da B’ auf B majority-reduzierbar ist, folgt B’ € C. Nun folgt fiir
Op € {3, v?} sofort A’ € Op-C, da A" = OpB’ ist.

Da C unter majority-Reduktionen abgeschlossen ist, konnen wir im
Fall Op = BP zusétzlich annehmen, dass

Pr_ paron [Blyittz) # A(y)] < 27
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ist. Daher gilt fiir alle x,

—m(n)— 1
Pr_ pmmatron [B'(x#2) # A'(2)] < m(n)27 ™71 < 3

und somit ist B’ zweiseitig und A’ = 32'/2B’ ¢ BP - C. [ |

Nun folgt auch leicht der Abschluss von BP-C unter dem BP-Operator,
falls C unter majority-Reduktionen abgeschlossen ist.

Satz 92. Fliir jede Klasse C, die unter majority-Reduktionen abge-
schlossen 1st, gilt
BP-BP-C=BP-C.

Beweis. Sei A € BP - BP - C. Da mit C auch BP - C unter majority-
Reduktionen abgeschlossen ist, existiert eine (k1, ¢;)-balancierte Spra-
che B € BP - C, so dass fiir alle x, |z| = n, gilt

Pr,c pa [Ble#ty) # A@)] < 1fs

Zudem existiert eine (ks, go)-balancierte Sprache B’ € C, so dass

Pr_ oo [Bla#ty) # B (v#y#e)] < s

fir alle z und y € lel(") gilt. Sei ¢ das Polynom ¢(n) = ¢1(n) +
@(qi(n) +n+ 1) und k = kgV(ky, ko). Mit B’ ist auch die (k, q)-

balancierte Sprache
B" = {z#yz|y e TP 2 e 72000 (i € By

in C, wobei § = §1 ... g (n) US Y = Y1 . . . Yq, (n) Mittels §; = y; mod k;
und Z aus z mittels z; = z; mod k5 entsteht. Wegen

Pr, ¢ raon [A(2) # B (z#tu)] < Vs + 1fs = 1/

folgt dann A € BP - C. |
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Korollar 93. Sei C eine unter majority-Reduktionen abgeschlossene
Sprachklasse. Dann sind die Klassen BP - 37 - C und BP - VP - C unter
dem BP-Operator abgeschlossen.

Insbesondere sind also die Klassen BPP, BP - NP und BP - co-NP unter
dem BP-Operator abgeschlossen. Analog folgt fiir jede Sprachklasse C,

die unter disjunktiven Reduktionen abgeschlossen ist, die Gleichheit
R-R-C=R-C.



7 Die Polynomialzeithierachie

7 Die Polynomialzeithierachie

Die Polynomialzeithierachie extrapoliert den Ubergang von P zu den
beiden Klassen 37 - P = NP und V? - P = co-NP. Sie besteht aus den
Stufen X¥ und II7, k > 0, welche induktiv wie folgt definiert sind:

SP =P, I = P,
P =T, M, =V°-5P k>0

Die Vereinigung aller Stufen der Polynomialzeithierachie bezeichnen

wir mit PH,
PH=J=p =

k>0 k>0

Es ist leicht zu sehen, dass ¥} = co-II} ist. Es ist nicht bekannt, ob
die Polynomialzeithierachie echt ist, also X} # X}, fiir alle & > 0
gilt. Die Annahme X} = 37, ist mit einem Kollaps von PH auf die
k-te Stufe dquivalent. Es gilt allerdings als unwahrscheinlich, dass
die Polynomialzeithierachie kollabiert, schon gar nicht auf eine kleine
Stufe.

Satz 94. Fir alle k > 1 gilt: ¥} = X}, & ¥] =11} & PH =37,

Beweis. Wir zeigen die drei Implikationen X} = ¥}, = X} =1I} =
PH =X = X} = X}, ,. Wegen II} C ¥} _ | impliziert die Gleichheit

¥, = X, sofort II} C X7, was mit X} = II} gleichbedeutend ist.

Fiir die zweite Implikation sei ¥} = II} angenommen. Wir zeigen
durch Induktion iiber [, dass dann ¥, = ¥ fiir alle [ > 0 gilt. Der
Induktionsanfang [ = 0 ist klar. Fiir den Induktionsschritt setzen wir
die Gleichheit ¥, = 37 (bzw. II}_, = II}) voraus und folgern

Shorp =3y =3 1 =3 - ) =X,
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Die Implikation PH = ¥} = 37 = ¥}, ist klar. [ |

Als Folgerung hieraus ergibt sich, dass eine NP-vollsténdige Sprache
nicht in P (bzw. co-NP) enthalten ist, aufer wenn PH auf P (bzw.
NP) kollabiert. In den Ubungen werden wir sehen, dass unter der Vor-
aussetzung PH # Y keine NP-vollstandige Sprache in PSK enthalten
ist. Allgemeiner liefert die Polynomialzeithierarchie eine Folge von
stérker werdenden Hypothesen der Form PH # X} fir £ =0,1,2,.. .,
die mit 3§ € X7 C--- C ¥} € ¥}, also fiir £ = 0 mit P # NP und
fiir kK = 1 mit NP # co-NP &quivalent sind.

Als néichstes zeigen wir, dass BPP in der zweiten Stufe der Polynomi-
alzeithierarchie enthalten ist.

Satz 95 (Lautemann 1983, Sipser 1983). Fir jede Klasse C, die
unter majority-Reduktionen abgeschlossen ist, gilt

BP-CCR-V.C.

Beweis. Sei A € BP -C. Dann existiert eine (k, p)-balancierte Sprache
B € C, so dass fiir alle z, |z| = n, gilt:

Pr o[ A(z) # Blagty)] < k7"

Setzen wir B, = {y € FZ(") |z#y € B}, so folgt #B(z) = |B,| und

z€A=#B(z) > (1 -k ")kP™

¢ A= #B(x) < kM
Wir koénnen 0.B.d.A. p(n) > 1 und k > 2 annehmen. Sei & die Addi-
tion modulo k£ auf I'y, d.h. i & j = (i + j) mod k, und fiir zwei Strings
y,z € I'; derselben Léange |y| = |z| = sei

yl---yg®21---z@:v1~--vg€Fic mit v; = y;Pz fire=1,...,1
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Fiir v € I sei B, ®v = {y®v | y € B,}. Dann hat die Menge
B, @ v die gleiche Méchtigkeit wie B,. Zudem gilt

UuEB, v JyeB,: u=y®vsvEeEuUO By,
N——

SV=uQy

wobei der Operator & analog zu & definiert ist und auch die Menge
uS B, ={usy|ye B,} die gleiche Machtigkeit wie B, hat.

Betrachte die Sprachen
B' = {x#u; .. Cy Up(n )EFP("),EIZ':ZGBI@UZ-} und
B" = {x#tu .. x#ul Upmy#2 € B'}.

Wir zeigen fiir alle x mit || = n > 2 und £ > p(n) die Implikationen

Up(n) #z]ul,..

Sp(ny | V2 € F

€ A= #B"(z) > k"’ /2
r ¢ A= #B"(z) =0

Dies beweist A = 32Y/2B” € R-V? - C, da dann die (k, p?)-balancierte
Sprache B” einseitig und wegen
r#u € B & Vz e Fi(") cx#uH#z € B

in V7 - C ist (wegen B’ <; B folgt B’ <

SelalsoxeAmlt z| = n > 2 und sci z € 7™

<imaj B, also B' € C).
beliebig. Da #B(x) >

(1 — k~™)kP(™) ist, gilt fiir zufillig gewdhlte uy, . .., Up(n) ER I’i( ),
Prizdfu; ... upm#z ¢ B') = Pr[Vi : 2 ¢ B,®u;) < kP
Su;¢z0B,
Daher gilt fiir ein zufillig gewihltes u €x FZ(")Q,
Pr[#B'(z#u) < k*™] = Pr[3z € Fp CxHUL L Upn) 2 € B
< gpm—me(n) <1 /2
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und somit #B"(z) > kP’ /2.

Fiir den Nachweis der 2. Implikation nehmen wir an, dass #B”(z) > 0
fiir ein « der Lange n mit £™ > p(n) ist. Dann existiert eine Folge von
Wortern uy, . . ., upym) € FZ("), so dass jedes z € FZ(") in mindestens
einer der Mengen B, & u; enthalten ist. Da die Mengen B, & u; die

gleiche Grofke wie B, haben, folgt
p(n) - #B(x) > k'
also #B(x) > kP™ /p(n) > kP~ Daher muss = zu A gehéren. W

Insbesondere liefert Satz 95 fiir C = co-NP die Inklusion BP - co-NP C
R-VP.co-NP =R - co-NP. Wegen R - co-NP C BP - co-NP fiihrt dies
auf die folgende Inklusionen.

Korollar 96. BP - co-NP = R - co-NP C ¥¥ und BPP C ¥ N II5.

NI
BP - NP BP co-NP
co-NP
RP co-RP
ZPpP
°p

Zum Schluss des Kapitels fassen wir bekannte Kollapskonsequenzen
unter verschiedenen Annahmen iiber die Zugehorigkeit eines NP-
harten Entscheidungsproblems A zu bestimmten Komplexitatsklassen
zusamimen.
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Annahme | Konsequenz

AeP PH =P (Satz 94)

A € co-NP | PH = NP (Satz 94)

A€ BPP |PH =X} =BPP (siche Ubungen)
A €PSK | PH =X} (siche Ubungen)
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In diesem Kapitel betrachten wir Berechnungen, die Zugriff auf eine
Orakelsprache A haben, d.h., die Information, ob bestimmte Worter
in A enthalten sind oder nicht, kann durch Fragen an das Orakel A,
deren Beantwortung jeweils nur einen Rechenschritt kostet, abgerufen
werden. Auf diese Weise erhalten wir zu jeder Komplexitatsklasse C
eine relativierte Version C4, in der alle Probleme enthalten sind, die
relativ zum Orakel A innerhalb der durch C vorgegebenen Ressourcen
losbar sind.

Definition 97. Fine Orakel- Turingmaschine (OTM) M st eine
TM, die zusdtzlich ein Orakelalphabet sowie ein spezielles write-only
Orakelfrageband besitzt. Auflerdem hat M drei spezielle Zustinde
42,9+, q—. Als Orakel kann eine beliebige Sprache A ‘iber dem Ora-
kelalphabet verwendet werden. Geht M in den Fragezustand q-, so
hingt der Folgezustand q davon ab, ob das aktuell auf dem Orakelband
stehende Wort y zu A gehort (in diesem Fall ist ¢ = q4) oder nicht
(q = q_). In beiden Fillen wird das Orakelband geléscht und der Kopf
an den Anfang zurickgesetzt (dies geschieht innerhalb eines einzigen
Rechenschritts). Die unter dem Orakel A arbeitende OTM wird mit
M* bezeichnet und die von M* akzeptierte Sprache ist L(M?%).

Anstelle von Sprachorakel kénnen funktionale Orakel f benutzt werden.
In diesem Fall ist M mit einem zusdtzlichen read-only Orakelant-
wortband ausgestattet, auf dem jede Orakelfrage y innerhalb eines
Rechenschrittes mit f(y) beantwortet wird (in diesem Fall gilt immer
q = q+ ). Wir nennen M nichtadaptiv, falls die Fragen von M nicht
von den Antworten auf zuvor gestellte Fragen abhdngen.

Wir verlangen, dass OTMs vorgegebene Ressourcenschranken unab-
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héngig vom benutzten Orakel einhalten.

Definition 98. Die Rechenzeit einer OTM M bei Eingabe x € ¥*
18t

timey (z) = sup{t > 0|3K : K, =" K},
wobei augehend von einer Fragekonfiguration K, alle moglichen Ant-
wortkonfigurationen als Folgekonfiguration zuldssig sind.
M st t(n)-zeitbeschrankt, falls fir alle Eingaben x gilt:

timen (z) < t(]z|)

Wir fassen alle Sprachen, die von einer (nicht-)deterministischen OTM
(kurz ODTM bzw. ONTM) M mit Orakel A in Zeit ¢(n) entscheidbar
sind, in den relativierten Komplexitétsklassen

DTIME(t(n)) = {L(M#)| M ist eine t(n)-zeitbeschréinkte ODTM}
und
NTIME?(t(n)) = {L(M*)| M ist eine t(n)-zeitbeschriinkte ONTM}

zusammen. Die Klassen DTIME#(¢(n)) und NTIME®(¢(n)) werden
auch als Relativierungen von DTIME(¢(n)) und NTIME(#(n)) zum
Orakel A bezeichnet. Beispielsweise enthéalt die relativierte Klasse
P4 alle Sprachen, die von einer polynomiell zeitbeschrankten ODTM
(kurz P-OTM) M mit Orakel A entschieden werden,

pA _ {L(M™)| M ist eine P-OTM}

Entsprechend erhalten wir die Klasse NP, Ebenso wie DTMs und
NTMs lassen sich auch PTMs (also probabilistische TMs) oder Trans-
ducer mit einem Orakelmechanismus ausstatten, wodurch wir OPTMs
bzw. Orakeltransducer erhalten. Ist die Rechenzeit dieser Maschinen
polynomiell beschrankt, so bezeichnen wir sie als PP-OTMs bzw.
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FP-OTMs. Entsprechend erhalten wir dann die relativierten Kom-
plexitatsklassen PPA, FPA, BPPA, RPA, ZPP# usw. Lassen wir nur
nichtadaptive Orakelmaschinen zu, so notieren wir dies durch den
Index || und schreiben Pﬁ‘, FP“‘4 usw. Falls wir dagegen die Anzahl der
Fragen durch eine Funktion g(n) begrenzen, wobei n die Eingabeldnge
bezeichnet, so schreiben wir PA9™] ysw. Fiir eine Sprachklasse C sei

Pe=JP!

AeC

Fiir P¢ (bzw. P?) schreiben wir auch P(C) (bzw. P(A)). Diese Nota-
tionen verwenden wir auch fiir alle iibrigen relativierten Komplexi-
tatsklassen.

Satz 99.

(i) P? =P und NP” = NP,

(ii) PNPMNP = NP N co-NP und NPNPPONP — NP,
(iii) NPNP = %% und NP = X2 fir k > 0.

Beweis. (i) Die Inklusion P C PP ist klar. Fiir die umgekehrte
Richtung sei L eine Sprache in P?. Dann existiert eine P-OTM
M und ein Orakel A € P mit L(M*) = L. Sei M’ eine P-TM
mit L(M') = A. Betrachte die DTM M”, die bei Eingabe z
die OTM M (z) simuliert und jedesmal, wenn M eine Orakel-
frage y stellt, M’'(y) simuliert, um die Zugehorigkeit von y zu
A zu entscheiden. Dann gilt L(M") = L(M#) = L und da die
Beantwortung einer Orakelfrage hochstens Zeit

= laf®

max  timeyy(y)

y,ly|<timens (x)

erfordert, ist M"” polynomiell zeitbeschrankt. Die Gleichheit von
NP und NP liisst sich vollkommen analog zeigen.
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(i)

(iii)

Wir zeigen zuerst die Inklusion NPNPTONP C NP, Sei I =
L(M*) fiir eine NP-OTM M und sei A ein Orakel in NPNco-NP.
Dann existieren NP-TMs M’ und M” mit L(M') = A und
L(M") = A. Betrachte folgende NP-TM M*:

M*(z) simuliert M (x) und sobald M eine Orakelfrage

y stellt, entscheidet sich M* nichtdeterministisch da-

fiir, entweder M'(y) oder M”(y) zu simulieren. Falls

M'(y) (bzw. M"(y)) akzeptiert, fithrt M* die Simula-

tion von M im Zustand ¢y (bzw. ¢_) fort. Andernfalls

bricht M* die Simulation von M ab und verwirft.

Nun gilt L(M*) = L(M#) = L und daher ist L € NP. Dies
zeigt NPNPOoNP . NP Da PNPNP ynter Komplementbildung
abgeschlossen ist, folgt auch sofort PN""<NP € NP M co-NP. Die
umgekehrten Inklusionen sind trivial.

Wir zeigen zuerst die Inklusion von 3% in NPNP. Zu jeder Spra-
che L € ¥ = 37 co-NP existiert eine (k, p)-balancierte Sprache
A € co-NP mit

rel e IyerPlel: pdyec A

Dann ist A € NP und L wird von der NP-OTM M relativ zum
Orakel A akzeptiert, die bei Eingabe z ein Wort y € (D) rt
und bei negativer Antwort auf die Orakelfrage x#y akzeptiert.
Mit demselben Argument folgt auch ¥} , C NPZi, da nun
A €Il bazw. A € ¥ ist und daher L = L(M*) € NP*% folgt.
Fiir die Inklusion von NPN" in ¥ sei L = L(M#) fiir eine NP-
OTM M und ein NP-Orakel A. Zu A existieren ein Polynom ¢
und eine (k, g)-balancierte Sprache B € P mit

yeAeJzeltW .yt e B

Zudem sei p eine polynomielle Zeitschranke fiir M und sei
k=kgV(1,2,...,c), wobei ¢ > 1 der maximale Verzweigungs-
grad von M ist. Nun kénnen wir jede Rechnung a von M(z)

durch ein Wort r = 7y -1y € e kodieren, wobei r; im
Fall, dass

e M,(x) im i-ten Rechenschritt nichtdeterministisch ver-
zweigt, die Richtung und im Fall, dass

e M,(x) im i-ten Rechenschritt eine Orakelfrage stellt, die
Antwort

angibt.
Dann gilt

rel & FIrelP™Iz | Zp(n) € rae®) .
THTZ1 .. 2pn) € C,

wobei C alle Strings x#7r2; ... z,;n) enthélt, so dass

e 7 € I'"™ eine akzeptierende Rechnung o von M (z) be-
schreibt, bei der m Orakelfragen vy, ..., vy, gestellt und
mit ay,...,a, € {0,1} beantwortet werden, sowie

® 21,...,2pm) € [9®(™M) sind und fiir i = 1, ..., m gilt:

(@i = 1A yi#(2)<q(uil) € B)V (ai = 0 Ayi ¢ A),

wobei (2)<; das Préfix der Lange k von z bezeichnet.
Wegen A € NP liegt C'in co-NP und es folgt L € 3P-co-NP = XF.

Mit demselben Argument folgt auch die Inklusion NP>k C it
da nun A in ¥} (bzw. A in II}) und B in II} , liegen. Folg-
lich liegt C' nun in I} und somit ist L = L(M*) = F*C in

F I = Ziﬂ enthalten. [ |

Der vorige Satz liefert folgende Charakterisierung fiir die k-te Stufe
der Polynomialzeithierachie (k > 1):
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. NP

P — NP1 = NPV

. NP

I} = co-NP¥i-1 = co-NPNP

wobel die Ttirme die Hohe £ haben. Zu-
dem erhalten wir noch die neuen Stufen

NP
p B
AP = P¥-1 = pNP
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Satz 100 (Baker, Gill und Solovay, 1975). Es gibt entscheidbare
Orakel A und B mit

PA = NP* und PP £ NP%.
Beweis. Wihlen wir fiir A eine PSPACE-vollstdndige Sprache (etwa
QBF), so gilt
NP* C NPSPACE = PSPACE C P*.

Fiir die Konstruktion eines Orakels B C {0,1}* mit P® # NP”
betrachten wir die Testsprache

L(B) = {0"| BN {0,1}" # 0}.

Da L(B) € NP® fiir jedes Orakel B gilt, geniigt es, mittels Diagonali-
sierung ein Orakel B mit L(B) ¢ P? zu konstruieren.

Sei M, My, .. .eine Aufzihlung von P-OTMs, so dass {L(MF)|i > 1}
alle Sprachen in P® iiber dem Alphabet {0} enthlt. Dabei nehmen
wir an, dass die Funktion 0 — (M;) berechenbar und die Laufzeit
von M; durch das Polynom n! + i beschrinkt ist:

timen, (v) < |o|" + 1.

Wir konstruieren B als Vereinigung von Sprachen B;, wobei B; aus
B;_1 durch Hinzufiigen maximal eines Wortes y € {0, 1}" entsteht
und die Zahlenfolge n;, ¢+ > 0, induktiv wie folgt definiert ist:

0, i=0
n; = . .
min{n > (n,_1)"" +i|ni +i <27}, i>1
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Die Bedingung (n;)" + i < 2" stellt sicher, dass M; bei Eingabe 0™
nicht alle Worter der Lange n; als Orakelfrage stellen kann. Zudem
garantieren die Bedingungen n; > (n;_1)""' + i, dass n; > (n;)" +
fir alle j > 7+ 1 gilt und somit M;(0™) das Orakel fiir kein j > 7+ 1
iber ein Wort y der Lénge n; befragen kann.

Stufenkonstruktion von B = J,., B;:

Stufe 0: By = 0. B

Stufe ¢ > 1: Falls MiB"‘l(Om) akzeptiert, setze B; = B;_;. Andern-
falls setze B; = B;—1 U{y}, wobei y das lexikografisch kleinste

Wort der Liinge n; ist, das von M,”~'(0™) nicht als Orakelfrage
gestellt wird.

Fiir i > 1 wird B; in Stufe i so definiert, dass 0™ in L(M")AL(B)
enthalten ist. Da M (0™) zudem keine Orakelfrage in B; \ B;_;
und wegen n; > (n;)" + i fiir alle j > ¢ + 1 auch keine Orakelfrage
in B; \ B; stellt, folgt 0" € L(MP)AL(B) fiir alle ¢ > 1 und somit
L(B) ¢ PE. u

Es gibt sogar relativierte Welten, in denen alle Stufen der Polynomi-
alzeithierarchie verschieden sind.

Satz 101. Es existiert ein Orakel C, so dass 3t (C) # X, (C) fiir
alle k >0 (und somit PHY # PSPACE®) gilt.

Da die Antwort auf die Frage, ob P* % NP# (oder allgemeiner, ob PH#
echt) ist, von der Wahl des Orakels A abhéngt, lassen sich diese Fragen
nicht mit relativierbaren Beweismethoden beantworten. Andererseits
wurden alle bisher bekannten Separierungen zwischen Komplexitéts-
klassen mit relativierbaren Beweistechniken erzielt. Beispiele hierfiir
sind die Zeit- und Platzhierarchiesétze

DTIME*(g(n)) € DTIME?(f(n)),
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falls g(n) -log g(n) = o(f(n)), und

DSPACE*(g(n)) € DSPACE*(f(n)),
falls g(n) = o(f(n)). Auch die Inklusionen

DTIME®(f) € NTIME”(f) C DSPACE*(f) C NSPACE™(f)
gelten relativ zu einem beliebigen Orakel. Dagegen sind die Inklusionen
NSPACE(f) C DTIME(20))

und der Satz von Savitch

NSPACE(s(n)) € DSPACE(s*(n)),
sowie der Satz von Immerman /Szelepczényi

NSPACE(s(n)) = co-NSPACE(s(n))

nicht relativierbar (siche Ubungen).

Im Jahr 1981 zeigten Bennet und Gill, dass bei zufalliger Wahl des Ora-
kels A (d.h. A enthélt jedes Wort « € {0, 1}* mit Wahrscheinlichkeit
1/2) die Separierungen

P4 £ NP £ co-NP4

sogar mit Wahrscheinlichkeit 1 gelten, d.h. die Klassen P, NP und
co-NP sind unter fast allen Orakeln verschieden. Die Frage, ob PH
auch relativ zu einem Zufallsorakel echt ist, ist dagegen noch offen.
Andererseits gilt
Pr[P* = BPP4] = 1.

Die in den 80ern aufgestellte Zufallsorakelhypothese besagt, dass
eine relativierte Aussage wie P4 #£ NP# genau dann relativ zu einem
Zufallsorakel mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt, wenn sie unrelativiert
gilt. Diese Hypothese wurde mehrfach widerlegt. Bekanntestes Bei-
spiel ist die Gleichheit IP = PSPACE, obwohl IP* # PSPACE" mit
Wabhrscheinlichkeit 1 gilt.
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In diesem Kapitel zeigen wir, dass PH in der Klasse BP - &P enthalten
ist. Da diese Klasse im Turing-Abschluss P(PP) von PP enthalten ist,
folgt PH C P(PP).

Definition 102.

a) Die Anzahl der akzeptierenden Rechnungen einer NTM M bei
Fingabe x bezeichnen wir mit #M (z).

b) Die Funktionenklasse {#M | M ist eine NP-TM} bezeichnen
wir mit #P.

c) Fine Sprache L C X* gehort zu ®P, falls eine NP-TM M
existiert mat

L ={x € X" |#M(x) ist ungerade }.

d) FEine Sprache L C X* gehirt zu UP, falls die charakteristische
Funktion L(z) von L in #P ist, d.h. es gibt eine NP-TM M mit

rel = #M(x)

]'7
r¢ L = #M(z)=0.

Unter Verwendung von NP-OTMs erhalten wir die relativierten Klas-
sen #P4, @P* und UP?. Es ist nicht schwer zu sehen, dass folgendes
Entscheidungsproblem @&SAT @P-vollstindig ist (siehe Ubungen).

Gegeben: Eine boolsche Formel F'(z1,...,z,).
Gefragt: Ist die Anzahl der erfiillenden Belegungen von F' unge-
rade?

Folgende Proposition wird ebenfalls in den Ubungen bewiesen.
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Proposition 103.
i) #P = 4P,
it) ® OP =@ P = oP.

10.1 Der Satz von Valiant und Vazirani

Bei manchen Anwendungen ist der Bereich der tatsdchlich auftreten-
den Probleminstanzen eingeschrénkt. Daher ist es unerheblich, wenn
ein Algorithmus aufserhalb dieses Bereichs inkorrekt arbeitet.

Definition 104. FEin Promise-Problem ist ein Paar (A, B) von
Sprachen A, B C ¥*, wobei A das Promise-Pradikat genannt wird.
FEine Sprache L heifst Lésung fiir (A, B), falls fiir alle Eingaben x € A
qilt:

rel < xeB.

Eine Losung fiir (A, B) muss also zumindest alle Eingaben in AN B
und kann dariiber hinaus noch beliebige Eingaben in A enthalten, d.h.
L ist genau dann eine Losung fiir (A4, B), wenn ANB C L C (ANB)UA
gilt. Im Fall A = ¥* gibt es also nur eine Losung L = B.

Beispiel 105. Sei USAT die Menge aller booleschen Formeln, die
genau eine erfiillende Belequng haben, und sei 1SAT die Menge aller
booleschen Formeln, die hochstens eine erfillende Belegung haben.

Um das Promise-Problem (1SAT, SAT) zu losen, geniigt es, die Erfill-
barkeit fiir alle Fingaben F' € 1SAT richtig zu entscheiden. Somit ist
jede Sprache L mit USAT C L C SAT eine Ldosung fiir (1SAT, SAT).
Neben USAT und SAT ist z.B. auch G&SAT eine Losung. N

Als néchstes zeigen wir, dass SAT (und damit jedes NP Problem) auf
jede Losung von (1SAT, SAT) randomisiert reduzierbar ist.
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Definition 106. Fine Sprache A heifit randomisiert reduzierbar
auf eine Sprache B, falls es eine Funktion f € FL und Polynome p,q
gibt, so dass fiir alle Fingaben x gilt:

reAd = Pl"yeR{o,l}‘1<”) [f(x#y) € B] > 1/p(n),
x g A = PI'yGR{071}q(n) [f(x#y) € B] = 0.

Beispiel 107. Flir jede einseitige (2, q)-balancierte Sprache B ist
A =3B auf B randomisiert reduzierbar mittels f : v#y — r#y:
g A = Pryc, o1m[r#y € Bl =0.

Dies gilt auch, wenn B nur schwach einseitig ist.

Ist umgekehrt eine Sprache A auf B randomisiert reduzierbar, so folgt
A =3B € R -{B'} fir die schwach einseitige Sprache

B' = {a#y | y € {0,1}"™), f(a#y) € B}. 4

Fiir die randomisierte Reduktion von SAT auf das Promise-Problem
(1SAT, SAT) benutzen wir lineare Hashfunktionen.

Definition 108. Lin(n, k) bezeichne die Menge aller linearen Funktio-
nen von FY nach FX, wobei Fy = ({0,1},®,-,0,1) der zweielementige
Korper ist.

Bemerkung 109. Jede Funktion h € Lin(n,k) ldsst sich einein-
deutig durch eine Matriz Ay, = (a;;) € {0, 1}F*" beschreiben, d.h. es
gilt

aip - Qip 21 n
) =yrcye S | : L=

ag1 - Qgp Tn Yk

hz: -

Bezeichnen wir also die Abbildung x1 - - - x, — a1 D - -+ D a;pr, mit
hi, so gilt y; = hi(xy---x,) firi=1,... k.
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10.1 Der Satz von Valiant und Vazirani

Lemma 110. Fiir x,2' € {0,1}"\ {0"} und y,y' € {0,1}* gilt im
Fall x # 2’ fiir eine zufillig unter Gleichverteilung gewdhlte Funktion
h €r Lin(n, k),

Prh(z) = y] = 27 und Pr[h(z) =y, h(2') = ¢/] = 272"

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass h(x) im Fall 2 # 0" auf dem Werte-
bereich {0, 1}* gleichverteilt ist, falls h zufillig aus Lin(n, k) gewiihlt
wird. In diesem Fall existiert namlich ein Index j mit z; = 1. Da sich
der Wert von h;(x) dndert, falls wir das Bit a;; in A, flippen, haben
die beiden Mengen Hy = {h|h;(x) = 0} und Hy = {h|h;(z) = 1} die
gleiche Méchtigkeit, was

Pr(h;(z) = 0] = Pr[h;i(z) = 1] = 1,

impliziert. Da die einzelnen Zeilen von A; unabhéngig gewahlt werden,
sind auch die Bitwerte hi(x), ..., hx(z) unabhingig, und es folgt fiir

jedes y = y1 - yp € {0, 1}F,

Prih(x) = y] = [ [ Prlhi(z) = v:] = 27",
= T

Als néchstes zeigen wir, dass die beiden Werte h(z) und h(z) im Fall
x # o' stochastisch unabhéingig sind. Sei j eine Position mit 2, = 0 und
x; = 1 (falls notig, vertauschen wir z und z’). Dann &ndert sich durch
Flippen von a;; zwar der Wert von h;(x), aber h;(x’) bleibt unverén-
dert. Folglich sind die beiden Mengen Hy = {h|h;(z") = y;Ahi(z) = 0}
und H| = {h|h;(2") = y; A hi(x) = 1} gleich grofs, woraus

Prfis() = 0l ha(a') = v =
folgt. Daher ist
Prihi(x) = yi A hi(z') = y] = Pr[hi(2’) = y;] Prlhi(x) = @ﬁ!hi(ﬁ«“’) =y,

-~

o I
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was fiir beliebige Strings y,y’ € {0, 1}* die Gleichheit
HPr —yl/\h( ) =yl =27
1/4

impliziert. [ |

Pr[h(z) =y A h(z'

Lemma 111. Fir xz € {0,1}" und fir eine zufdllig unter Gleichver-
teilung gewdhlte Funktion h € Lin(n, k) sei Z, die ZV

7z - 1, h(x) = 1%,
0, sonst
und fir B C {0,1}" sei Sp die ZV S = >
Fall ) # B C {0,1}" —
Pr[Sp =1] > 2/9.

vep Zz- Dann gilt im
{0"} und k = |logy(3|B])] die Abschitzung

Beweis. Nach Lemma 110 sind die ZVen Z,, x € {0, 1}", paarweise
unabhiingig und wegen 0" ¢ B gilt Pr[Z, = 1] = 27* fiir alle z € B.
Setzen wir b = |B|, so folgt

Pr[Sp >2] < Z f’r[h(x) = h(2) = 1I<:l _ (g) .92k

{x,m’}é(?) Z:Ek
und
Pr[Sg > 1] > Pr[h(z) = 1% — Pr(h(z) = h(z') = 1F
[Sp>1] > ) Prf > [h(z) = h(z') ]

zeB

o—k {ac,ac’}E(E)

= 27Fp — b 92k
) .

Pr[Sp = 1] = Pr[Sp > 1] — Pr[Sp > 2] > 27%b — 2(;’) 22k

Somit gilt

=27"p(1 —27F(b—1)) > 27Fb(1 — 27"b).
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10.1 Der Satz von Valiant und Vazirani

Da k = [log,(3b) | im Intervall (log,(3b) — 1,log,(3b)] liegt, muss 27*b
im Intervall [1/3, %) liegen. Da aber die Funktion f(z) = z(1 — )
auf diesem Intervall nach unten durch 2/9 beschrankt ist, folgt
Pr[Sp = 1] > 2/9. n

Satz 112 (Valiant, Vazirani 1986). SAT ist auf jede Ldésung von
(1SAT, SAT) randomisiert reduzierbar.

Beweis. Sei F' eine boolesche Formel iiber n Variablen zq, ..., z,,
wobei wir 0.B.d.A. annehmen, dass F'(0") = 0 ist. Betrachte die
Reduktionsfunktion

k2
fiF#es F.=FAN\EP s

i=1 (lijzl

wobei die ersten m = [logy(n + 1)] Bit von z € {0, 1}"F(+1" ¢ine
Zahl

k,=1+%" 227 e{1,...,2m}
und die restlichen (n + 1)n Bit von z eine Matrix

Ah _ (aij> c {071}(n+1)><n

z
kodieren.

Dann wird F, unter einer Belegung a € {0,1}" genau dann wahr,
wenn F'(a) =1 ist und die ersten k, Bit von h,(a) den Wert 1 haben.

Sei nun L eine Losung von (1SAT,SAT) und sei b die Anzahl
der erfiillenden Belegungen von F. Im Fall ' € SAT ist dann
be {l,---,2" — 1} und somit k = |log,(3b)] € {1,---,2™} (da
k< |logy(3-2")] <n+1 < 2Mes+Dl = 9m jst) Wegen USAT C L
und 2™ < 2n + 1 gilt daher fiir z €5 {0, 1} 7+,
Pr[f(F,) € L] > Pr[f(F,) € USAT]
> Prlk, = k| - Pr[F, € USAT |k, = k]
2-m > 1/2(n+1)
>1/9(n + 1).

~
>2/9 (nach Lemma 111)
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Andererseits ist die Formel f(F#z) im Fall F ¢ SAT fiir kein z
erfiillbar. Daher folgt in diesem Fall wegen L C SAT

Pr[f(F#z) € L] < Pr[f(F+4z2) € SAT] = 0 u

Korollar 113. SAT ist auf USAT und @SAT randomisiert reduzier-
bar.

Korollar 114. Falls das Promise-Problem (1SAT, SAT) eine Losung
i C hat und C unter disjunktiven Reduktionen abgeschlossen ist, folgt

NP CR-CCBP-C.

Beweis. Sei B € C eine Losung von (1SAT,SAT) und f € FL ei-
ne randomisierte Reduktion von SAT auf B. Dann ist die Sprache

= {a#y | y € {0,1}9) f(z#y) € B} eine schwach einseitige Spra-
che in C und es folgt SAT = B € R'-C. Da C unter disjunktiven
Reduktionen abgeschlossen ist, folgt NP CR"-C=R-CCBP-C. R

Korollar 115. Fualls C unter gf;;g und @ - C unter disjunktiven Re-
duktionen abgeschlossen ist, gilt 3 -C CR-&-C CBP- & -C.

Beweis. Sei A =3B € 3P.C fiir eine balancierte Sprache B. Wir kon-
struieren eine balancierte Sprache B’ <% B, so dass A auf ®B’ € &-C
randomisiert reduzierbar und somit A € R"- @ - C ist. Wir konnen
O.B.d.A. annehmen, dass B (2, ¢)-balanciert fiir ein Polynom ¢ und
2409 fiir kein x in B ist. Sei B’ die Sprache

B, z = bin,(k)A, € {0,1}m+a)(a)+1)

B/ — x#y e 5

{x#z#y und 1%t ist ein Prifix von h(y) ’
wobei m = [logy(¢(n) 4+ 1)] und h € Lin(gq(n)+1,¢(n)) ist. Dann gilt

B’ Sfflg B und es folgt fiir z € {0, 1}m+q(n)(q(n)+1)’

| >1/9(q(n) + 1),
] =0.

r €A = Pr[#B'(z#z2)
r ¢ A = Pr[#B'(a#z)

1
1

v

20

10.1 Der Satz von Valiant und Vazirani

Folglich gilt fiir jede Losung L des Promise-Problems
({z#z |48 (a#2) <1} {a#z [ #B (v42) 2 1})
wegen {a#z | #B (v#2) =1} C L C {atz | #B (v#2) 21},

re€A = Prla#ze€ L] >1/9(¢(n) + 1),
g A = Prla#ze L] =0,

d.h. L ist schwach einseitig und es gilt A = 3B = I L. Insbesondere
folgt fiir L = @B, dass A=F @B € R-&-CCR-®-CCBP-&-C,
wobei die Inklusionen R'- @ -C C R-@®-C C BP- @ -C aus der
Abgeschlossenheit von @ - C unter disjunktiven Reduktionen folgen
(sieche Ubungen). [ |

Der folgende Satz zeigt, dass die Klasse & - C tatséchlich sehr robust
ist, sofern C unter konjunktiven Reduktionen abgeschlossen ist. Als
Folge davon geniigt in vorigem Korollar die Voraussetzung, dass C
unter konjunktiven Reduktionen abgeschlossen ist.

Satz 116. Fir jede Klasse C, die unter konjunktiven Reduktionen
abgeschlossen ist, qult

BPYC =P¥C =g . C.

Beweis. Es reicht, die Inklusion ®PC C @ - C zu zeigen. Sei

L € ®P%C via einer NP-OTM M und einem Orakel A € & - C. Da
mit C auch & - C unter <!%9 abgeschlossen ist, kénnen wir annehmen,
dass M (z) fiir ein Polynom ¢ auf jedem Pfad genau g(n) Orakelfragen
der Lénge ¢(n) stellt. Sei r(n) eine polynomielle Zeitschranke fiir
M und ¢ der maximale Verzweigungsgrad von M. Sei B eine (k,p)-
balancierte Sprache in C mit A = @B, wobei wir k > kgV(1,2,...,¢)
annehmen, und seien By und By (p + 1)-balancierte Sprachen in C

mit # B, (y) =2 A(y) und #By(y) =2 A(y), also z.B.

By = {y#1z|y#2 € B} und By = By U {y#0P¥D*1 ]y € ¥*}.



10 PP und die Polynomialzeithierarchie

Betrachte nun die (k,7(n) + q(n)p(¢(n)))-balancierte Sprache

a kodiert eine akz. Rechnung von M (x)
mit Orakelfragen y, ...,y und fiir
i=1,...,q9(n) gilt y;#z; € B,,, wobei q;
die Antwort auf y; ist (1 =ja, 0 =nein)

B' =S aftaz ... zym)

Dann ist B’ konjunktiv auf B reduzierbar und somit in C. Zudem gilt

#B'(z) = > {z...

a akz. Rechnung von M (x)

Zq(n) ‘33#0421 S Zg(n) € B/}‘

und fiir jede akzeptierende Rechnung o von M (z) mit Orakelfragen
Y1, - - Yq(n) und zugehorigen Antworten ay, ..., aqn) ist die Anzahl

q(n)
= H #Bai (:%)
=1

genau dann ungerade, wenn alle Antworten korrekt sind. Daher folgt

{z1 ... 2qm) | 2# 0z ... 24n) € B'}|

re€L & #MA(z)ist ungerade
& #B'(x) ist ungerade

und somit L = @B € @ -C. [ |

10.2 Der Satz von Toda

In diesem Abschnitt beweisen wir den Satz von Toda. Er besagt, dass
PH C BP - ®P C PP®P C PPP gilt. Fiir die erste Inklusion bendtigen
wir noch folgendes Lemma.

Lemma 117. Fiir Op € {37,¥?, 32 @} und jede unter majority-
Reduktionen abgeschlossene Klasse C gilt Op-BP-C CBP-Op-C.

o1

10.2 Der Satz von Toda

Beweis. Zu L € Op - BP - C existiert eine (k, ¢)-balancierte Sprache
A € BP-C mit L = OpA. Zu A existiert eine (k’,p)-balancierte
Sprache B € C mit

Pr__, oo [Ale#ty) # Bla#ty#2)] < 1 /3K
Da auch die Sprache B’ = {a#z#vy | v#y#z € B} in C ist, folgt

TEE [L(z) # OpB'(x#2)] < Pr.[#A(x) # #B'(v#2)]
< Prz By € T - A(z#ty) # B (z#2#y)]
< k13K = 1/3,

dass OpB’ zweiseitig und somit L = 371/20pB’ € BP-Op-Cist. W
Satz 118 (Toda, 1992). PH C BP - &P.

Beweis. Wir zeigen induktiv iiber k, dass X} C BP - &P gilt.

k = 0: Kklar.
k~k+1: Mit 3 -BP - ®P C BP - 37 - ®P (Lemma 117), 37 - P C
BP - &P (Kor. 115) und BP BP - ®P = BP - &P (Kor. 92) folgt
Yeo = P10 C F.BP-@®P CBP-3-@®P
C BP-BP.@P=BP.@P -

Zum Beweis der Inklusion PP®F C PPP benotigen wir eine Reihe von

grundlegenden Abschlusseigenschaften der Funktionenklasse #P.

Lemma 119. Seien fi, fo € #P, t € FP, p ein Polynom und A € P
eine (k, q)-balancierte Sprache. Dann sind folgende Funktionen in #P:

(i) fi+ f2
(i) f1- f2
(ili) Zy wtiyen J1 (z#y)
(iv) :chl( )P
)

(v



	1 Einführung
	2 Rechenmodelle
	2.1 Deterministische Turingmaschinen
	2.2 Nichtdeterministische Berechnungen
	2.3 Zeitkomplexität
	2.4 Platzkomplexität

	3 Grundlegende Beziehungen
	3.1 Robustheit von Komplexitätsklassen
	3.2 Deterministische Simulationen von nichtdeterministischen Berechnungen
	3.3 Der Satz von Savitch
	3.4 Der Satz von Immerman und Szelepcsényi

	4 Hierarchiesätze
	4.1 Unentscheidbarkeit mittels Diagonalisierung
	4.2 Das Gap-Theorem
	4.3 Zeit- und Platzhierarchiesätze

	5 Reduktionen
	5.1 Logspace-Reduktionen
	5.2 Polynomielle Schaltkreiskomplexität
	5.3 P-vollständige Probleme
	5.4 NP-vollständige Probleme
	5.5 NL-vollständige Probleme

	6 Probabilistische Berechnungen
	6.1 Die Klassen PP, BPP, RP und ZPP
	6.2 Anzahl-Operatoren
	6.3 Verstärkung der Korrektheit
	6.4 Abschlusseigenschaften von Anzahl-Klassen

	7 Die Polynomialzeithierachie
	8 Turing-Operatoren
	9 Das relativierte P/NP-Problem
	10 PP und die Polynomialzeithierarchie
	10.1 Der Satz von Valiant und Vazirani
	10.2 Der Satz von Toda


