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Kontextfreie Sprachen 156

Bemerkung

@ Wie wir gesehen haben, ist folgende Sprache nicht regular:
L={a"b" | n>0}.

@ Wir kdnnen aber eine kontextfreie Grammatik fiir L angeben:
G=({S},{a,b},P,S) mit P={S - aSh,S - ¢}.

@ Damit ist klar, dass die Klasse der regularen Sprachen echt in der

Klasse der kontextfreien Sprachen enthalten ist:

REG ¢ CFL.

@ Als nachstes wollen wir zeigen, dass die Klasse der kontextfreien

Sprachen wiederum echt in der Klasse der kontextsensitiven Sprachen
enthalten ist:

CFL g CSL.




Kontextfreie Sprachen sind auch kontextsensitiv 157

@ Kontextfreie Grammatiken sind dadurch charakterisiert, dass sie nur
Regeln der Form A — v haben.

@ Dies lasst die Verwendung von beliebigen e-Regeln der Form A — ¢ zu.

@ Eine kontextsensitive Grammatik darf dagegen hochstens die e-Regel
S — ¢ haben.

@ Voraussetzung hierfiir ist, dass S das Startsymbol ist und dieses nicht
auf der rechten Seite einer Regel vorkommt.

@ Dabher sind nicht alle kontextfreien Grammatiken kontextsensitiv.

o Beispielsweise ist die Grammatik G = ({S},{a, b},{S - aSbh,S - ¢},5)
nicht kontextsensitiv, da sie die Regel S — ¢ enthalt, obwohl S auf der
rechten Seite der Regel S — aSb vorkommt.

@ Wir werden jedoch sehen, dass sich zu jeder kontextfreien Grammatik
eine dquivalente kontextsensitive Grammatik konstruieren lasst.




Entfernen von ¢-Regeln 158

Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (V, X, P, S) gibt es eine kontext-
freie Grammatik G’ = (V, X, P, S) ohne e-Regeln mit L(G") = L(G) ~ {e}.

Beweis

@ Zuerst berechnen wir die Menge E = {Ae V| A="* ¢} aller Variablen,
die nach ¢ ableitbar sind:
1 E'={AcV|A->¢}
2 repeat
3 E:=F
4 E’I:EU{AEV|381,...,Bk€E:A—>Bl...Bk}
5 until £ =E’

@ Nun bilden wir P” wie folgt:

{A—>v'

es ex. eine Regel A —¢ v, so dass v/ # ¢ aus v durch
Entfernen von beliebig vielen Variablen A ¢ E entsteht]




Entfernen von ¢-Regeln 159

Betrachte die Grammatik G = ({S, T, U, X,Y,Z},{a, b,c},P,S) mit

P: S—aY,bX,Z Y - bS,aYY T->U
X — aS, bXX , S, T, cZ U — abc

@ Berechnung von E:

E {72y {245}
E1{z5) {45}

e Entferne Z — ¢ und fige Y — b (wegen Y — b5), X — a (wegen
X — a5)und Z — c (wegen Z — c/) hinzu:

P': S—aY,bX,Z Y b, bS,aYY T-U
X > a,25,bXX Z-cS,T, U — abc




Die Chomsky-Hierarchie 160

Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (V, X, P,S) gibt es eine kontext-
freie Grammatik G’ = (V, X, P, S) ohne e-Regeln mit L(G") = L(G) ~ {e}.

REG ¢ CFL c CSL ¢ RE.

Beweis

@ Es ist nur noch die Inklusion CFL ¢ CSL zu zeigen.

@ Nach obigem Satz ex. zu L € CFL eine kontextfreie Grammatik
G=(V,%,P,S) ohne e-Regeln mit L(G) = L~ {e}.

e Da G dann auch kontextsensitiv ist, folgt hieraus im Fall € ¢ L
unmittelbar L(G) = L € CSL.

Im Fall € € L erzeugt die kontextsensitive Grammatik
G'=(Vu{S'},,Pu{S - S,},5)
die Sprache L(G") = L, d.h. L e CSL. a]




Abschlusseigenschaften von CFL 161

CFL ist abgeschlossen unter Vereinigung, Produkt und Sternhiille.

Beweis

Seien G; = (V4,%,P1,51) und Gy = (Vo, %, P, S,) kontextfreie
Grammatiken mit V1 n Vo = & und sei S eine neue Variable.
Dann erzeugen die kontextfreien Grammatiken

G3=(ViuVou{S}H, X, PLuPu{S—5,5}95)

die Vereinigung L(G3) = L(Gy1) U L(Gp),
Gy=(ViuVou{S},Z,PLUPU{S > 55},5)

das Produkt L(Gs) = L(G1)L(Gz) und
Gs = (Viu{S},X,PLu{S > 55,¢},5)

die Sternhiille L(Gy)*. 0




Abschlusseigenschaften von CFL 162

CFL ist abgeschlossen unter Vereinigung, Produkt und Sternhiille. \

Frage

Ist die Klasse CFL auch abgeschlossen unter
@ Schnitt und

o Komplement?

Antwort
Nein.

Hierzu missen wir fiir bestimmte Sprachen nachweisen, dass sie nicht
kontextfrei sind. Dies gelingt mit einem Pumping-Lemma fiir kontextfreie
Sprachen.




Das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen 105

Satz (Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen)

Zu jeder kontextfreien Sprache L € CFL gibt es eine Zahl /, so dass sich alle
Worter z € L mit |z| > | in z = uvwxy zerlegen lassen mit
0 w#eg,

@ |vwx| </ und

o uviwx'y e L fiir alle i > 0.




Das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen les

Beispiel
@ Betrachte die Sprache L ={a"b"|n>0}.

@ Dann lasst sich jedes Wort z = a"b" = 3" 1abb™ ! in L mit |z| > /=2
pumpen.

@ Zerlegen wir namlich z in
z=uvwxy mit u=a"t, v=a, , x=bund y=b""1,
dann gilt
© vwx=abte
@ |vwx|=|ab] <2 und
o uviwx'y=a"talbb" el firallei>0 <




Anwendung des Pumping-Lemmas 165

Beispiel
@ Die Sprache L ={a"b"c" | n >0} ist nicht kontextfrei.

e Fiir eine vorgegebene Zahl / > 0 hat namlich das Wort z = a’b'c’ € L die
Lange |z| =3/ > 1.
@ Dieses Wort lasst sich aber nicht pumpen:
Fiir jede Zerlegung z = uvwxy mit vx # € und |vwx| < | gehort
7' = uv®wx nicht zu L:
o Wegen vx # ¢ ist |2'| < |2|.
o Wegen |vwx| <[ kommen in vx nicht alle drei Zeichen a, b, ¢ vor.
o Kommt aber in vx beispielsweise kein a vor, so ist #,(z) = #a4(2")
und somit gilt

|Z'| < |z| = 34#a4(2) =3#.a(Z").
o Also gehort z’ nicht zu L. <




Abschlusseigenschaften von CFL 166

Wie wir gesehen haben, ist die Klasse CFL abgeschlossen unter
@ Vereinigung,
@ Produkt und

@ Sternhille.

CFL ist nicht abgeschlossen unter
@ Schnitt und

@ Komplement.




Abschlusseigenschaften von CFL 167

Beweis von Ly, Ly € CFL # L3 n Ly e CFL
@ Die beiden Sprachen

Ly ={a"b™c™ | n,m>0} und Lp={a"b"c™|n,m>0}
sind kontextfrei (siehe Ubungen).
@ Nicht jedoch ihr Schnitt Ly n Ly = {a"b"c" | n > 0}.
@ Also ist CFL nicht unter Schnitt abgeschlossen.

Beweis von L € CFL = L e CFL

@ Waire CFL unter Komplement abgeschlossen, so ware CFL wegen
de Morgan auch unter Schnitt abgeschlossen.

e Mit A, B € CFL waren dann namlich auch A, B € CFL, woraus wegen
A BeCFL=AuB=AnBeCFL

wiederum An B e CFL folgen wiirde.




Chomsky-Normalform 163

Definition
Eine Grammatik (V, X, P,S) ist in Chomsky-Normalform (CNF), falls
Pc Vx(V?UuX)ist, d.h. alle Regeln haben die Form A - BC oder A - a.

Zu jeder kontextfreien Sprache L € CFL gibt es eine CNF-Grammatik G’
mit L(G") = L\ {e}.

Anwendungen der Chomsky-Normalform
@ CNF-Grammatiken ermoglichen den Beweis des Pumping-Lemmas fiir
kontextfreie Sprachen.
@ Zudem bilden sie die Basis fiir eine effiziente Lésung des Wortproblems
fir kontextfreie Sprachen.




Das Wortproblem fiir CFL 169

Das Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken
Gegeben: Eine kontextfreie Grammatik G und ein Wort x.
Gefragt: Ist x € L(G)?

Das Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken ist effizient entscheidbar. \




Chomsky-Normalform 170

Um eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform zu bringen,
miissen wir neben den e-Regeln A — € auch samtliche Variablenumbe-
nennungen A — B loswerden.

Definition

Regeln der Form A — B heiBen Variablenumbenennungen.




Entfernen von Variablenumbenennungen Ll

Zu jeder kontextfreien Grammatik G ex. eine kontextfreie Grammatik G’
ohne Variablenumbenennungen mit L(G") = L(G).

Beweis
@ Zuerst entfernen wir sukzessive alle Zyklen
Al > Ay - - > A = A;
Hierzu entfernen wir diese Regeln aus P und ersetzen alle Vorkommen
der Variablen Ay, ..., Ak in den Ubrigen Regeln durch A;.

(Sollte sich unter den entfernten Variablen Ay, ..., Ax die Startvariable
S befinden, so sei A; die neue Startvariable.)




Entfernen von Variablenumbenennungen =

Beispiel (Fortsetzung)

P:S—aY,bX,Z Y - b,bS,aYY T->U
X — a,aS, bXX Z—-cS,T,cZ U — abc

@ Entferne den Zyklus S — Z — S und ersetze alle Vorkommen von Z
durch S:

S—aY,bX,c, T,cS Y - b,bS,aYY T->U
X — a,aS, bXX U — abc




Entfernen von Variablenumbenennungen L

Zu jeder kontextfreien Grammatik G ex. eine kontextfreie Grammatik G’
ohne Variablenumbenennungen mit L(G") = L(G).

Beweis
@ Zuerst entfernen wir alle Zyklen
A1 > Ay - - > A = A;
@ Nun werden wir sukzessive die restlichen Variablenumbenennungen los,
indem wir

o eine Regel A — B wahlen, so dass in P keine Variablenumbenennung
B — C mit B auf der linken Seite existiert,

o diese Regel A — B aus P entfernen und

o fiir jede Regel B — v in P die Regel A — v zu P hinzunehmen. o




Entfernen von Variablenumbenennungen Ly

Beispiel (Fortsetzung)
S—aY,bX,c, T,cS Y - b,bS,aYY T->U

X = a,aS, bXX
@ Entferne die Regel T — U und fiige die Regel T — abc hinzu
(wegen ):
S—aY,bX,c, T,cS Y = b,bS,aYY T — abc
X = a,aS, bXX

@ Entferne dann auch die Regel S — T und fiige die Regel S — abc
(wegen T — abc) hinzu:

S — abc,aY,bX,c,cS Y - b,bS,aYY T— abc

X — a,aS, bXX
@ Da T und U nirgends mehr auf der rechten Seite vorkommen, kdnnen
wir die Regeln T — abc und weglassen:

S - abc,aY,bX,c,cS Y - b,bS,aYY X = a,aS,bXX g




Entfernen von e-Regeln und Variablenumbenennungen L

Bereits gezeigt:

Zu jeder kontextfreien Grammatik G ex. eine kontextfreie Grammatik G’
ohne e-Regeln und ohne Variablenumbenennungen mit L(G") = L(G) \ {e}.

Noch zu zeigen:

Zu jeder kontextfreien Sprache L € CFL gibt es eine CNF-Grammatik G’
mit L(G') = L~ {e}.




Umwandlung in Chomsky-Normalform =

Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (V, X, P,S) gibt es eine
CNF-Grammatik G' mit L(G") = L(G) ~ {e}.

Beweis

@ Zuerst fligen wir fiir jedes Terminalsymbol a € & eine neue Variable X,
zu V und eine neue Regel X; - a zu P hinzu.

@ Dann ersetzen wir alle Vorkommen von a durch X,, auBer wenn a
alleine auf der rechten Seite einer Regel steht.

@ Zudem ersetzen wir jede Regel , k>3, durch die k-1
Regeln
A1, A1— BAg, ..., Az~ Ak-2, A2~
wobei A1,...,Ax_» neue Variablen sind.

@ Zum Schluss elimieren wir noch alle e-Regeln und anschlieBend alle
Variablenumbenennungen, um eine CNF-Grammatik G’ mit
L(G") = L(G) \ {€} zu erhalten. o




Umwandlung in Chomsky-Normalform Lo

Beispiel (Fortsetzung)
@ Betrachte die Regeln
S—abc,aY,bX,cS,c X—=aS,bXX,a Y —>bS,aYY,b

@ Ersetze a, b und ¢ durch A, B und C (auBer wenn sie alleine rechts
vorkommen) und flige die Regeln A—a, B—b, C—c hinzu:

S5—> ABC,AY,BX,CS,c X—- AS,BXX,a
Y- BS,AYY,b A—a, B-b, C—c
@ Ersetze die Regeln S~ ABC, X—BXX und Y —AYY durch die Regeln
S—AS', S"->BC, X->BX' X'5>XX und Y- AY', Y/ > YY:

S—AS AY,BX,CS,c, S'>BC  X- AS,BX',a, X'—XX

Y= BS,AY',b Y'>YY A-a, B—b, C—c .

v




Links- und Rechtsableitungen L

Definition
Sei G =(V,X,P,S) eine kontextfreie Grammatik.
@ Eine Ableitung

S=hAin == In1An-1rm-1 = 0m

heiBt Linksableitung von am, (kurz S =] apm), falls in jedem
Ableitungsschritt die am weitesten links stehende Variable ersetzt wird,
dh.esgilt [eX" firi=1,...,m—-1.

@ Rechtsableitungen So = o, sind analog definiert.

@ G heiBt mehrdeutig, wenn es ein Wort x € L(G) gibt, das zwei ver-
schiedene Linksableitungen hat. Andernfalls heit G eindeutig.

Es gilt:

Firalle xeYX* gilt: xeL(G) & S="x & S=]x & S=gx.




Ein- und mehrdeutige Grammatiken L

e In G=({S},{a,b},{S » aSbhS,¢},S) gibt es 8 Ableitungen fir aabb:

S =1 a5bS = 225h5bS = aabShS =, aabbS = aabb
S= a5bS5= aa5b5bS = aabSbhS = aabSbh = aabb
S= a5b5= aaSbSbS = aaSbbS = aabbS = aabb
S= a5bS5= aa5b5bS = aaSbbS = aaSbb = aabb
S= aSbS= a bS = aaSbSb = aabSb = aabb
S= aSbS= a bS = aaSbSb = aaSbb = aabb
S= = aSb= aaSbS5b= aabSb= aabb

‘§:>R S =>raSb=ra Sb=raaSbb :>Raabb‘

@ Darunter sind genau eine Links- und genau eine Rechtsableitung.
e In G'=({S},{a,b},{S —» aSbS,ab,c},S) gibt es 3 Ableitungen fiir ab:

’§=> ‘ ’§=>_ =>ab§:>ab‘ ‘§=> _=>a§b=>ab‘

@ Darunter sind zwei Links- und zwei Rechtsableitungen. <




Ein- und mehrdeutige Grammatiken 150

Beispiel
e Die Grammatik G = ({S},{a, b},{S — aSbS,c},S) ist eindeutig.
@ Dies liegt daran, dass keine Satzform von G das Teilwort Sa enthalt.
@ Daher muss auf die aktuelle Satzform yS 3 einer Linksableitung
S = ySB =[ yz=x
genau dann die Regel S — aSbS angewandt werden, wenn in x auf das
Prafix y ein a folgt.

e Dagegen ist die Grammatik G’ = ({S},{a, b},{S — aSbhS, ab,},S)
mehrdeutig, da das Wort x = ab zwei Linksableitungen hat:

S=abund S = 25bH5 = abS = ab.




Gerichtete Baume und Walder

181

Sei G = (V,E) ein Digraph.

Ein (gerichteter) vp-vx-Weg in G ist eine Folge von Knoten v, ..., vk
mit (v;,viy1) € E fir i=0,...,k—1. Seine Lange ist k.

Ein Weg heiBt Pfad, falls alle Knoten paarweise verschieden sind.

Ein u-v-Weg der Lange > 1 mit u = v heiBt Zyklus.

G heiBt azyklisch, wenn es in G keinen Zyklus gibt.

G heiBt gerichteter Wald, wenn G azyklisch ist und jeder Knoten v ¢ V
Eingangsgrad deg™(v) < 1 hat.

Ein Knoten u € V vom Ausgangsgrad deg™ (u) = 0 heiBt Blatt.

Ein Knoten w € V heiBt Wurzel von G, falls alle Knoten v € V von w
aus erreichbar sind (d.h. es gibt einen w-v-Weg in G).

Ein gerichteter Wald, der eine Wurzel hat, heiBt gerichteter Baum.

Da die Kantenrichtungen durch die Wahl der Wurzel eindeutig
bestimmt sind, kann auf ihre Angabe verzichtet werden. Man spricht
dann auch von einem Wurzelbaum.




Syntaxbaume llez

Wir ordnen einer Ableitung

Ao = hAin = = In 1Am-1fm-1 = am
den Syntaxbaum (oder Ableitungsbaum, engl. parse tree) T,, zu, wobei die
Baume Ty,..., T, induktiv wie folgt definiert sind:

@ Ty besteht aus einem einzigen Knoten, der mit Ag markiert ist.

@ Wird im (i + 1)-ten Ableitungsschritt die Regel A; - vy ... v, mit
Vi,...,Vx € XUV angewandt, so ensteht T;.1 aus T;, indem wir das
Blatt A; durch folgenden Unterbaum ersetzen:

k > 0 5 AI k = 0 S AI

/N |

Vi Vk 5

@ Hierbei stellen wir uns die Kanten von oben nach unten gerichtet und
die Kinder v1 ... v, von links nach rechts geordnet vor.

@ Syntaxbdume sind also geordnete Wurzelbdume.




Syntaxbaume 155

Beispiel
@ Betrachte die Grammatik G = ({S},{a, b},{S — aSbS,c},S) und die
Ableitung
S = aSbhS = aaSbS5bS = aaSbbS = aabbS = aabb

@ Die zugehorigen Syntaxbaume sind dann

To: S T1: S T2: S T32 S T4Z S T51 S

AN AN /N /N

aShS aSbS aSbhbS aSbSs as

AN AN N N

aShS aShbs aShsS aShbs ¢
|
€ €

€ e €




Syntaxbaume s

Beispiel
o In G=({S},{a,b},{S » aSbS,c},S) fihren alle acht Ableitungen des
Wortes aabb auf denselben Syntaxbaum:

S
VZANN
aShs
/NN
aSbs ¢

I
g &

@ Dagegen fiihren in G’ = ({S},{a, b},{S — aSbhS, ab,c},S) die drei
Ableitungen des Wortes ab auf zwei unterschiedliche Syntaxbdume:

S S
/\ /1\\
ab asShbs
[\
€ €




Syntaxbaume und Linksableitungen
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Seien Ty,..., T, die zu einer Ableitung S = ag = -+ = o,y gehdrigen
Syntaxbaume.
Dann haben alle Syntaxbdume Ty, ..., T, die Wurzel S.

Die Satzform «; ergibt sich aus T;, indem wir die Blatter von T; von
links nach rechts zu einem Wort zusammensetzen.

Auf den Syntaxbaum T,, fihren neben ag = --- = a,, alle Ableitungen,
die sich von dieser nur in der Reihenfolge der Regelanwendungen
unterscheiden.

Dazu gehort genau eine Linksableitung.
Linksableitungen und Syntaxbdume entsprechen sich also eineindeutig.
Dasselbe gilt fiir Rechtsableitungen.

Ist T Syntaxbaum einer CNF-Grammatik, so hat jeder Knoten in T
hochstens zwei Kinder (d.h. T ist ein Binarbaum).




Abschatzung der Blatterzahl bei Binarbaumen 156

Definition

Die Tiefe eines Baumes mit Wurzel w ist die maximale Lange eines Weges
von w zu einem Blatt.

Ein Binarbaum B der Tiefe < k hat < 2% Blatter.

Beweis durch Induktion tiber k:

k =0: Ein Baum der Tiefe 0 kann nur einen Knoten haben.
k ~ k+1: Sei B ein Binarbaum der Tiefe < k + 1.
Dann hangen an B's Wurzel maximal zwei Unterbdume.

Da deren Tiefe < k ist, haben sie nach IV < 2% Blatter.
Also hat B < 2k*1 Blatter. O




Mindesttiefe von Binarbaumen 187

Ein Binarbaum B der Tiefe < k hat < 2% Blatter. \
Ein Bindrbaum B mit > 2k~1 Blattern hat eine Tiefe > k. \

Beweis

Ware die Tiefe von B kleiner als k (also < k —1), so hatte B nach obigem
Lemma < 21 Blatter (Widerspruch). o




Beweis des Pumping-Lemmas fir CFL 188

Satz (Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen)

Zu jeder kontextfreien Sprache L € CFL gibt es eine Zahl /, so dass sich alle
Worter z € L mit |z| > | in z = uvwxy zerlegen lassen mit

Q@ w+e,
@ |vwx| </ und

Q uviwx'y e L fiir alle i > 0.

Beweis

@ Sei G=(V,%,P,S) eine CNF-Grammatik fir L~ {e}.

@ Istnunz=2z...z,eL mit n>1, so ex. in G eine Ableitung
S=ayg=> a1 =>any =2z

@ Da G in CNF ist, werden hierbei genau n—1 Regeln der Form A - BC
und genau n Regeln der Form A - a angewandt.




Beweis des Pumping-Lemmas fiir CFL

189

Beweis
@ Sei G=(V,%,P,S) eine CNF-Grammatik fir L~ {e}.

Istnun z=2z;...z,€ L mit n>1, so ex. in G eine Ableitung

S=a9= = am, =z mit zugehdrigen Syntaxbaumen Ty,..., T,
Da G in CNF ist, werden hierbei genau n—1 Regeln der Form A — BC
und genau n Regeln der Form A — a angewandt.

Folglich ist m=2n—1 und wir kdnnen annehmen, dass die Regeln der
Form A — BC vor den Regeln der Form A — a zur Anwendung kommen.

Dann besteht «v;,_1 aus n Variablen und die Syntax- S
baume T5,-1 und T,_1 haben genau n Blatter. Ton-1
Setzen wir | = 2%, wobei k = | V| ist, so hat

T,-1 im Fall n >/ mindestens die Tiefe k, Th-1

da T, ; mindestens [ = 2k > 2k-1 Blstter hat.




Beweis des Pumping-Lemmas fiir CFL 190

Beweis (Fortsetzung)

o Setzen wir [ = 2%, wobei k = || V| ist, so hat Ton-1 2>
T,-1 im Fall n >/ mindestens die Tiefe k, da A
T,-1 mindestens / = 2K > 2k-1 Blatter hat.

. . A

@ Sei 7 ein von der Wurzel ausgehender Pfad
maximaler Lange in T,_1.

@ Dann hat 7 mindestens die Lange k und unter den letzten k + 1 Knoten
von 7 missen zwei mit derselben Variablen A markiert sein.

@ Seien U und die von diesen Knoten ausgehenden Unterbdume des
vollstindigen Syntaxbaums T, 1.

@ Nun zerlegen wir z wie folgt:

o w' ist das Teilwort von z = uw'y, das U
von U erzeugt wird und U Y
o w ist das Teilwort von w’ = vwx, das v %
von erzeugt wird. —_—




Beweis des Pumping-Lemmas fir CFL 191

Beweis (Schluss)
Dann ist vx # ¢ (Bed. 1), da U mehr Blatter hat als U/ 55+ "

v X

Zudem hat U hochstens 2K = | Blatter, da der Baum v

U* = Un T,_1 héchstens die Tiefe k hat (sonst ware 7 nicht maximal)
Folglich ist |[vwx| </ (Bed. 2)

SchlieBlich lassen sich Syntaxbiaume B; fiir die Woérter uviwx'y, i >0,
wie folgt konstruieren (Bed. 3):

o By entsteht aus By = To,—1, indem wir U durch U’ ersetzen.
o Bij.1 entsteht aus B;, indem wir U’ durch U ersetzen:

Bo By B> Bs
u woTy T SR T y u y
w
v X U
w
v w x DJ




Das Wortproblem fiir CFL 192

Das Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken
Gegeben: Eine kontextfreie Grammatik G und ein Wort x.
Gefragt: Ist x € L(G)?

Frage

Wie lasst sich das Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken entscheiden?

v




Der CYK-Algorithmus 193

@ Sei eine Grammatik G = (V,X,P,S) und ein Wort x = x1 ... x,
gegeben.

o Falls x = € ist, kdnnen wir effizient priifen, ob § =% ¢ gilt.

@ Hierzu geniigt es, die Menge E = {Ae V| A=" ¢} aller e-ableitbaren
Variablen zu berechnen und zu priifen, ob S € E ist.

@ Andernfalls bringen wir G in CNF und starten den nach seinen Autoren

ocke, Younger und Kasami benannten -Algorithmus.
@ Dieser bestimmt mittels dynamischer Programmierung fir [ =1,...,n
und k=1,...,n-/+1 die Menge V| aller Variablen, aus denen das

Teilwort x ... X+ /—1 ableitbar ist.
e Danngilt xe L(G) & Se V1.
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@ Sei G=(V,X,P,S) eine CNF-Grammatik und sei x € X*.

@ Dann lassen sich die Mengen V), ={Ae V| A=" X ... Xyyi-1} wie
folgt bestimmen.

e Fiir / =1 gehért A zu Vy 4, falls die Regel A — x existiert:

V17k={AEV|A—>Xk}

A
@ Fiir /> 1 gehort Azu V), falls B T~ C
eine Regel A - BC und eine it it
Zahl I"e {1,...,1-1} ex. mit
B e Vl’,k und C € VI—/’,k+/’: Xk ot Xk+1'-1 Xi+1" X+ 1-1

V/’k = {AE 74 ’ E|/’</7 Be \//',kv Ce V/f//,kJr//ZA—’ BCe P}
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Algorithmus CYK(G, x)

1 Input: CNF-Grammatik G = (V,X,P,S) und Wort x = x1 ... X,
2 for k:=1to ndo

3 Vl’kZ:{A€V|A—>XkEP}
4 for /:=2to ndo

5 for k:=1ton-/+1do
6 V/J( =0

7 for ':=1to/-1do

8 for all A- BCeP do

9 if Be V/Qk and C ¢ V/_/r7k+/r then
10 V/’k = Vl,k @] {A}

11 if S eV, 1 then accept else reject

Der CYK-Algorithmus lasst sich dahingehend erweitern, dass er im Fall
x € L(G) auch einen Syntaxbaum T von x bestimmt.
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@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln
P: AS" AV . BX,CS,c, S'-BC, AS,BX' a2, X'— XX,
BSa s My 5 5 5 C-c.
@ Dann erhalten wir fiir das Wort x = abb folgende Mengen V/ j:
k: 1 2 3
L a | b | b |
EL{{X,A} [ {Y,B} |{,B}]
2| {5} | {Y}
3 {v}
@ Wegen S¢ Va1 ist x ¢ L(G).
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Der CYK-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)

@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln
P: AS" AY BX CS,c, S'->BC, ,BX', 2, ,

C-c.

Y Y Y ) ) )

@ Dagegen gehort das Wort y = aababb zu L(G):
a a b a b b

{X, A} | {X,A} [{V,B} | {X,A} [{V,B} | {V,B}]
{ {v}
{

}
}

{5}
{v}
{73

{5}
{x}
{5}
{v}

ey PN et e ()
el S (v ) N
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Frage
Wie lasst sich das Maschinenmodell des DFA erweitern, um die Sprache
L={a"b" | n>0}

und alle anderen kontextfreien Sprachen erkennen zu kénnen?

Antwort

@ Ein DFA kann Sprachen wie L nicht erkennen, da er nur seinen Zustand
als Speicher benutzen kann und die Anzahl der Zustande zwar von L
aber nicht von der Eingabe abhangen darf.

@ Um kontextfreie Sprachen erkennen zu kdnnen, geniigt bereits ein
Kellerspeicher (auch Stapel, engl. stack oder pushdown memory).

@ Dieser erlaubt nur den Zugriff auf die héchste belegte Speicheradresse.
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Eingabe-
band

-

/{%’

Steuer-
einheit

ofw]>

Keller-
speicher

verfligt zusatzlich liber einen Kellerspeicher,

kann auch e-Uberginge machen,

hat Lesezugriff auf das aktuelle Eingabezeichen und auf das oberste
Kellersymbol,

kann das oberste Kellersymbol l6schen (durch eine pop-Operation) und

durch beliebig viele Symbole ersetzen (durch eine push-Operation).
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Notation

Sei M eine Menge. Dann bezeichnet P.(M) die Menge aller endlichen
Teilmengen von M, d.h. P.(M) ={Ac M| A ist endlich}.

Definition

Ein Kellerautomat wird durch ein 7-Tupel M = (Z,%,T,6, qo, #, E)
beschrieben, wobei

@ Z + & eine endliche Menge von Zustanden,

> das Eingabealphabet,

I das Kelleralphabet,

§:Zx (T u{e}) xT = Pe(Z xT*) die Uberfiihrungsfunktion,
go € Z der Startzustand,

# e das Kelleranfangszeichen und

E c Z die Menge der Endzustande ist.
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Arbeitsweise eines Kellerautomaten
@ Wenn p der momentane Zustand, A das oberste Kellerzeichen und
u € X das nichste Eingabezeichen (bzw. u = ¢) ist, so kann M im Fall
(q, Bl 500 Bk) € 5(p, U,A)
e in den Zustand g wechseln,
o den Lesekopf auf dem Eingabeband um |u| € {0,1} Positionen

vorriicken und
o das Zeichen A aus- sowie die Zeichenfolge Bj ... By einkellern
(danach ist B; das oberste Kellerzeichen).

@ Hierfiir sagen wir auch, M fiihrt die Anweisung
puA — gBy ... By
aus.
@ Im Fall u = ¢ spricht man auch von einem e-Ubergang.
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@ Eine Konfiguration wird durch ein Tripel
K = (p,X,'...Xn,Al...A/) eZxY xI*

beschrieben und besagt, dass

o p der momentane Zustand,
o Xj...Xp der ungelesene Rest der Eingabe und
o Ap...A; der aktuelle Kellerinhalt ist (A; ist oberstes Symbol).

@ In der Konfiguration K = (p, x;...xn, A1...A;) kann M eine bel.
Anweisung puA; - gBj ... Bk mit u e {e, x;} ausfithren.

Diese liberfiihrt M in die Folgekonfiguration
K'=(q,%...Xn, B1...BkAy ... A)) mit j =i+ |ul.
Hierfiir schreiben wir auch kurz K ~ K'.

@ Eine Rechnung von M bei Eingabe x ist eine Folge von Konfigurationen
Ko, K1, Kz ... mit Kp = (qo,X,#) und Ko - K1+ Kp---.

Ko heiBt Startkonfiguration von M bei Eingabe x.
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Notation
Die reflexive, transitive Hiille von ~ bezeichnen wir wie Ublich mit ~*.

Definition
Die von einem Kellerautomaten M = (Z,%,T,0, qo, #, E) akzeptierte oder
erkannte Sprache ist

L(M)={xeX"[IgeE,ael™: (q,x,#)+" (q,6,2)}.

Ein Kellerautomat M akzeptiert also genau dann eine Eingabe x, wenn es
eine Rechnung gibt, bei der M

@ das gesamte Eingabewort liest und

@ einen Endzustand g € E erreicht
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Es gibt noch ein weiteres Akzeptanzkriterium, das die Angabe von
Endzustanden tberfliissig macht.

Definition
e Ein PDA (engl. pushdown automaton) ist ein Kellerautomat
M= (Z,%,T,0,qo,#) ohne Endzustandsmenge.

@ Die von einem PDA M akzeptierte oder erkannte Sprache ist

LIM)={xeX"|IpeZ:(qo,x,#)+" (p,e,e)}

@ Ein PDA M akzeptiert also genau dann eine Eingabe x, wenn es eine
Rechnung gibt, bei der M

o das gesamte Eingabewort liest und den Keller leert
@ Man beachte, dass bei leerem Keller kein Ubergang mehr méglich ist
e Es gilt (siehe Ubungen)
{L(M) | M ist ein PDA} = {L(M) | M ist ein Kellerautomat}




Ein PDA fiir die Sprache {a"b" | n> 0} 0

o Sei M=(Z,%,T,5,q,#) mit Z = {q, P}, EP—— |
> = {3, b}, M= {Au#} und a#aA (2)

§:qge#t > q (1) qa# —» gA(2) qaA— gAA(3) |aAAA(3) DA (5)

bA — 4 bA — 5
q p(4) p p (5) Y bA < (4)

-

@ Dann akzeptiert M die Eingabe x = aabb:
,aabb, + (q,abb,A) ~ (q,bb,AA) ~ (p,b,A) + (p,e,e
(q #) & (q )(3) (q )(4) (p )(5) (p;€,¢)

n

@ Allgemeiner akzeptiert M das Wort x = a"b
n=0: (q,¢,#) & (9:¢,¢)

mit folgender Rechnung:

n>1l: (qvanbna#) ('_) (q7an_1bnaA) ('g)n—l (qa bnaAn)
2

— 7bn—17An—1 = n—-1 JE,E
& (P R CLL)

@ Dies zeigt, dass M alle Worter der Form a"b", n > 0, akzeptiert.




Ein PDA fiir die Sprache {a"b" | n> 0} A0

@ Sei M=(Z,%,T,0,q,#) mit Z={q,p}, (5#,5 1 )
Y ={a,b}, I ={A,#} und at A (2)

5:qe# —q (1) qa# — qA(2) qaA—qAA(3) |2AAA(3) bAc(5)

gbA —p (4) pbA —»p (5)

~ - bA, e (4)

@ Als nachstes zeigen wir, dass jede von M akzeptierte Eingabe
X =Xi...Xm€ L(M) die Form x = a"b" haben muss.

Ausgehend von der Startkonfiguration (g, x,#) sind nur die
Anweisungen (1) oder (2) ausfiithrbar.

Fihrt M zuerst Anweisung (1) aus, so wird der Keller geleert.
Daher kann M in diesem Fall nur das leere Wort x = ¢ = a°b°
akzeptieren.

Falls M mit Anweisung (2) beginnt, muss M spater mittels Anweisung
(4) in den Zustand p gelangen, da sonst der Keller nicht geleert wird.




Ein PDA fiir die Sprache {a"b" | n> 0} A

o Sei M=(Z,%,T,5,q,#) mit Z = {q,p}, #e (1) |
> = {3, b}, M= {Au#} und a#aA (2)

§:qge#t > q (1) qa# —» gA(2) qaA— gAA(3) |aAAA(3) DA (5)

bA — 4 bA — 5
q p(4) p p (5) Y bA < (4)

e Falls M mit Anweisung (2) beginnt, muss M spater mittels Anweisung
(4) in den Zustand p gelangen, da sonst der Keller nicht geleert wird.
@ Dies geschieht, sobald M nach Lesen von n>1 a's das erste b liest:

(g,x1 - Xm, #) (I;) (g, X2 -+ Xy Xpt1 - - - Xy A) (lg)”_l (g, Xn+1 - - - Xm, A™)

('Z) (P Xns2 - - X, AT1)
mit x;1 = xp = - = x5, = a und x,.1 = b.
@ Damit der Keller nach dem Lesen von x leer ist, muss M nun noch
genau n—1 b's lesen, weshalb m =2n und x = 3a"b" folgt. <
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Ziel
Als nachstes wollen wir zeigen, dass PDAs genau die kontextfreien
Sprachen erkennen.

CFL = {L(M) | M ist ein PDA}. \
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Idee:

Konstruiere zu einer kontextfreien Grammatik G = (V, %, P, S) einen PDA
M=({z},%,I,0,2z,S) mit [ = VUX und folgenden Anweisungen:
o fir jedes Zeichen a € ¥ die Anweisung zaa — ze

o fiir jede Regel A —¢ « die Anweisung zeA — z«
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Beispiel
@ Betrachte die Grammatik G = ({S},{a, b}, P,S) mit den Regeln
P:S—aSb (1) S—¢ (2)
@ Der zugehorige PDA besitzt dann die Anweisungen
0:zaa—>z (0) zbb—>2z (0') zeS—>zaSh (1') zeS—z (2')

@ Der Linksableitung S = = 3a25bb = aabb in G entspricht dann

die Rechnung CO NN € ) B )

(z,aabb,S) v (z,aabb,aSbh) + (z,abb,Sb) B
(17) (0) ? sls
+ (z,abb,aSbb) ~ (z, bb,Sbb) s[s|b|blb
(1) © [S|b[b]|b|b]b]b]
~ (z,bb,bb) ~ (z,b,b) + (z,¢,¢ cacachhb
& ( ) & ( )(0,) ( )

von M und umgekehrt. <]
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Idee:

Konstruiere zu einer kontextfreien Grammatik G = (V,X, P, S) einen PDA
M=({z},%,I,0,2z,S) mit [ = V UX und folgenden Anweisungen:

o fir jedes Zeichen a € ¥ die Anweisung zaa — ze

o fiir jede Regel A —¢ « die Anweisung zeA — z«

M versucht also, eine Linksableitung fiir die Eingabe x zu finden.
Da M hierbei den Syntaxbaum von oben nach unten aufbaut, wird M
als Top-Down Parser bezeichnet.

Zudem gilt S 3;_ X|...%Xp gdw. (z,x1...X%n,S) L (z,e,¢)
Daher folgt

xel(G) & S=]x < (2,x,S)+" (z,6,6) < xelL(M)

O
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Vorbetrachtung:

@ Obige Konstruktion eines PDA M aus einer kontextfreien Grammatik
lasst sich leicht umdrehen, falls M nur einen Zustand hat.

@ Zu einem solchen PDA M = ({z} ,X,T,4, z,#) lasst sich wie folgt eine
kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, Xy) mit L(G) = L(M)
konstruieren:

o Die Variablenmenge von Gist V = {Xa|Ael}
(im Fall X nT = & kénnen wir auch einfach V =T setzen)
o die Startvariable von G ist Xy und
o P enthilt fiir jede Anweisung zuA — zA; ... Ax von M die Regel

XA g U)(A1 -~-XAk

@ Dann lasst sich jede akzeptierende Rechnung (z,x,#) ' (z,¢,¢) von
M(x) der Lange / direkt in eine Linksableitung Xy =/ x in G der
Lange / transformieren und umgekehrt.




Beweis von {L(M) | M ist ein PDA} ¢ CFL =

Beispiel
@ Betrachte den PDA M = ({z},{a, b},{S,a,b},d,2z,5S) mit
d0:zaa—z (1) zbb—z (2) zeS—>2zaSh (3) zeS—z (4)

den wir aus der Grammatik G = ({S},{a, b}, P,S) mit den beiden
Regeln S — aSb, € konstruiert haben.

@ Dann fiihrt M auf die Grammatik G' = ({Xs, Xa, Xp},{a, b}, P’, Xs)
mit

PIZ Xa — a (1,) Xb - b (2,) XS g XaXSXb (3’) XS = € (4’)
@ Der Rechnung

z,ab,S)+ (z,ab,aSb) + (z,b,5b) + (z,b,b) - (z,¢,¢
(2.35.5) = ) i (2.5.5) & (2.b.5) (2.5.9)

von M entspricht dann folgende Linksableitung in G (und umgekehrt):

Xs = = aXsXp, = aXp = a
_(3')_ @ — @) — (@)

@ Man beachte, dass G’ eine aufgeblahte Variante von G ist. <
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Idee:

Um zu einem PDA M = (Z,%,T,4, qo, #) eine kontextfreie Grammatik
G=(V,L,P,S) mit L(G) = L(M) zu konstruieren, geniigt es, M wie folgt
in einen aquivalenten PDA M’ = ({z},X,I’,4’,z,S) mit nur einem
Zustand z zu transformieren:
@ Das Kelleralphabet von M" ist " = {S} U {Xpaq| A€T, p,ge Z}.
@ Zudem fiigen wir die folgenden Anweisungen zu ¢’ hinzu:

o fiir jeden Zustand g € Z die Anweisung

zeS — Zqu#q

o fiir jede Anweisung puA — p1A; ... Ax von M und fiir jede Folge

P2,. .., Pk+1 € Z von k Zustanden die Anweisung
ZUXPAPku_) ZXP1A1P2 ooc XPkAkPk+1
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Beispiel
o Betrachte den PDA M = ({p, q},{a, b}, {A,#},0, p,#) mit den
Anweisungen
S:pe#t—q (1) pa#t—pA (2) paA—pAA (3)
pbA—>q (4) gbA—q (5)
@ Der zugehérige PDA M’ = ({z},{a, b},T’,8’,z,S) mit nur einem
Zustand hat dann das Kelleralphabet

= {S, Xp#m Xp#qa Xq#p’ Xq#qv XpApa XpAq: Xqu, Xqu}
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Beispiel (Fortsetzung)

@ Zudem enthilt M" neben den beiden Anweisungen zeS—zXp4p (0)
und zeS—zXp4q (0') die folgenden Anweisungen:

Anweisung von Mk po,...,pks1  Anweisungen von M’
pe# = q (1) o - zeXppq—2 (19
pa#—>pA (2) 1 zaXpy, = 2XpA (2"
zaXppq—>2XpA (2"
paA - pAA (3) 2 P zaXpap—=>2Xpap Xonp  (3')
,q zaXpaq—>2Xpap Xong  (3")
, P ZaXpAp—>ZXpA X p (3"')
,q zaXpaq—>2Xpa Xong  (3")
pbA>q (4 0 - z2bXppq—2 4)

gbA - q (5) 0 - zbXqaq—2z (5)
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Beispiel (Schluss)
@ Der (akzeptierenden) Rechnung
,aabb,#) ~ (p,abb,A) ~ (p,bb,AA) +~ (q,b, F (qg,e,e
(p )(2) (p )(3) (p )(4)( )(5) (9,¢,¢)

A
L# ] |

a a b b
p % p°p q

von M entspricht dann folgende Rechnung von M':
(z,aabb, ) ((I]—/) (z,aabb, X, q) (;") (z,abb, Xpaq)

F (z,bb, X 4, X F (z,b,X F (z,e,¢e
oy (2165, XoiX0a0) 1 (2,6, Xeng) £ (2,6:6)

XpA
’ S IXP#qIXpAq Xgng|X qJ
€ a a b b <
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@ Es bleibt noch zu zeigen, dass der zu einem PDA M = (Z,%,T,6, qo, #)
konstruierte PDA M’ = ({z},X,I",4’,2,S) mit dem Kelleralphabet
M={S}u{Xpoaq|p,ge Z,Acl}, der

o fiir jeden Zustand g € Z die Anweisung ze$S — zXg 44 sowie
o fiir jede Anweisung puA — p1A;...Ax von M und jede Zustands-
folge p2, ..., pk+1 die Anweisung zuX,ap, ., = ZXp A1ps - - - Xpp Arpraa
enthélt, die gleiche Sprache wie M akzeptiert.

@ Hierzu zeigen wir, dass jede Rechnung (p,x,A) ™ (q,¢,e) von M einer
Rechnung (z,x, Xpaq) F™ (2,€,€) von M’ entspricht und umgekehrt.

@ Aus dieser Aquivalenz folgt dann sofort L(M) = L(M'):

xeL(M) < M hat fiir ein g € Z eine akzeptierende Rechnung
(go,x,#) +" (q,e,e) der Lange m>1

< M’ hat fiir ein g € Z eine akzeptierende Rechnung
(z,%,S5) F (z,x, Xgo#q) F" (2,€,€) mit m>1

< xel(M)
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Es bleibt noch zu zeigen, dass fiir alle p,ge Z, Ael, x e £* und m > 0 gilt:
(P x,A) Fiy (q,€,€) gdw. (z,x, Xpag) Fiyr (2,€,€) (*)

Induktionsanfang (m = 0):

Da weder M noch M’ in m = 0 Rechenschritten ein Symbol aus dem
Keller entfernen kann, gilt die Aquivalenz () fiir m = 0.
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Induktionsschritt (m ~ m+ 1):

@ Sei eine Rechnung (p,x, A) w™ (g,e,¢) der Lange m+1 von M
gegeben und sei puA — p1A;... Ak die im ersten Rechenschritt
ausgefiihrte Anweisung:

(p’X>A) = (plaX,aAl . Ak) = (q,s,e)
o Im Fall k> 2 sei p; fir i =2,..., k der Zustand, in den M mit dem
Kellerinhalt A; ... Ay gelangt.
@ Dann hat M’ die Anweisung zuXpaq = ZXp1 Arps - - Xpr 1 Ar19k XpeArq

@ Zudem sei u; fiir i=1,..., k das zwischen den Besuchen von p; und
pi+1 gelesene Teilwort von x, wobei pxy1 = g ist.

@ Dann gilt x = ux” und x" = uy ... ux sowie
(pl,X/,A]_...Ak) = (pivui-‘-uk7Ai‘-'Ak) = (q7€7€)
o Firi=1,..., k ex. daher Zahlen m; > 1 mit

(pisui, Ai) =™ (pis1,,€) und my+ -+ mye=m




Beweis von {L(M) | M ist ein PDA} ¢ CFL 220
Induktionsschritt (m ~ m+ 1):
o Firi=1,...,k ex. daher Zahlen m; > 1 mit
(pi, ui, Ai) =™ (pis1,€,€) und my +--+ my =m
@ Daher hat M’ nach IV die Rechnungen (z, uj, Xp,a;p.,,) ™ (2,€,€)
@ Zudem hat M’ wegen puA —p p1A; ... A, die Anweisung
zuXpaq = ZXpi Arps - - Xpi 1 Ar1pe XpeArq: SO dass wir die gesuchte
Rechnung der Lange m + 1 von M’ wie folgt erhalten:

(z,x,Xpaq) = (z,uuy ... uk, Xpaq)
F (Za uy...Ug, XP1A1P2 0c 'XPk—lAk—lkaPkAkq)
my
F (Z, uz... Ug, XP2A2P3 0c 'XPk—lAk—lkaPkAkq)

=Mkt (z, Uk7XPl<Akq)
T (z,e,¢)
@ Entsprechend lasst sich umgekehrt aus jeder solchen Rechnung von
M’ eine Rechnung (p, x, A) -™! (g,e,e) von M gewinnen. o
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@ Wir konnen die beiden Schritte

o PDA M — PDA M’ mit nur einem Zustand und
o PDA M’ mit nur einem Zustand — kontextfreie Grammatik G
zu einem Schritt zusammenfassen.

@ Dazu konstruieren wir wie folgt zu einem PDA M = (Z,%,T,4, qo, #)
eine aquivalente kontextfreie Grammatik G = (V, X, P,S).

@ Die Variablenmenge von G ist V = {S}u{X,aq|Acl,p,ge Z}.
@ Zudem fiigen wir fiir jeden Zustand q € Z die Startregel
5 = Xgo#q

und fiir jede Anweisung puA — p1A; ... Ax von M und jede
Zustandsfolge p, ..., pxs1 die Regel

XPAPk+1_’ UXP1A1P2 X 'XPkAkPk+1

zu P hinzu.
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@ Betrachte den PDA M = ({p, q},{a, b}, {A,#},0, p,#) mit den
Anweisungen

d:pe#—q (1) pa#t—>pA (2) paA—-pAA (3)
pbA—q (4) gbA-q (5)

@ Dann erhalten wir die Grammatik G = (V, X, P,S) mit der
Variablenmenge

V= {5’ Xp#m Xp#q’ Xq#pa Xq#qv XpApv XpAq= Xqu, Xqu}
@ Die Regelmenge P enthélt die beiden Startregeln
S = Xpps Xp#tq (0,07)
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Beispiel (Fortsetzung)

@ Zudem enthalt P die folgenden Produktionen:

Anweisung k p2,..., Pri1 zugehorige Regeln
pe#t—~>q (1) 0 - Xogpq =€ (1)
pa# — pA (2) 1 Xo#p = aXpA (2)

Xpgog = aXpA 2"
paA — pAA (3) 2 P Xpap—=aXpanXoap (3')

,q XpAq—>aXpA X Ag (3")
» P XpAp i aXpA X Ap (3”’)
»q XpAq i aXpA X Agq (3””)

pbA — q (4) 0 - XpAq— b (4")
gbA—->q (5) 0 - XqAq—b (59




Beweis von {L(M) | M ist ein PDA} c CFL 225

Beispiel (Schluss)

@ Der akzeptierenden Rechnung
p,aabb,#) ~ (p,abb,A) + (p,bb,AA) + (q,b, F (qg,e,e
( ) 5, (Prabb.A) - ( ) f (@b A) £ (@e.0)

A
I |

a a b b
p " p P q

von M entspricht dann in G die Linksableitung

S=X aX = aaX,a, X = aabX = aabb
(ol) p#q (2’/) pAq (3/’//) p_A q (41) q (5/) 4

.




Deterministische Kellerautomaten und PDAs —
In der Praxis spielen det. Kellerautomaten eine wichtige Rolle.

Definition

Sei M ein PDA oder ein Kellerautomat. M heiBt deterministisch, falls die
Relation +; rechtseindeutig ist:

KI—MKl/\KI—MKzzl'ﬁ:Kz

e Die Anzahl N(K) der Folgekonfigurationen einer Konfiguration
K=(g,Xi+1---Xn, A1...Ak), 0<i<n, ist
0, k=0
N(K)=1[d(q,2,A1)], i=nund k>1
l6(q,xir1,A1)| + |6(q,e,A1)|, i<nund k>1

@ Dabher ist ein Kellerautomat M = (Z,%,T, 6, qo, #, E) genau dann
deterministisch, wenn die Uberfiihrungsfunktion ¢ fiir alle
(g,a,A) € Zx X xT folgende Bedingung erfillt:

[0(q,a,A)ll + (g, A)| <1
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Beispiel
@ Betrachte den PDA M = ({qo, g1, 92}, {a, b, c},{A, B, #},9, qo, #) mit

0 qoa# — qoA#  qob# — qoB#  qoaA — qAA  qobA — qoBA
qoaB — @AB  qobB - quBB  qocA - 1A GocB - q1B
q1aA —> q1 q1bB - q1 qiEH —> G2

Darstellung von ¢ in Tabellenform

4 ‘ QO,# q07A quB ‘ Q1,# qlaA qlaB ‘ Q2,# q2aA q27B

€ (¢p)

QA# qoAA qAB q1
qoB# qoBA qoBB q1
c @A @B

o

@ Man beachte, dass jedes Tabellenfeld hochstens eine Anweisung enthalt und
jede Spalte mit einem e-Eintrag keine weiteren Eintrage enthalt.

@ Daher ist die Bedingung (g, a,A)| +[|6(g,&,A)| <1 fir alle ge Z, a€ ¥ und
Ael erfullt. <
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Frage

@ Konnen deterministische PDAs zumindest alle reguldren Sprachen
(durch Leeren des Kellers) akzeptieren?

e Kann z.B. die Sprache L = {a, aa} von einem deterministischen PDA M
akzeptiert werden?

Antwort: Nein
@ Um x = a zu akzeptieren, muss M den Keller nach Lesen von a leeren
und kann somit keine anderen Worter mit dem Prafix a akzeptieren.
@ Deterministische PDAs kdénnen also nur préafixfreie Sprachen L
akzeptieren (d.h. kein Wort x € L darf Prafix eines anderen Wortes in L
sein).
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Definition
@ Die Klasse der deterministisch kontextfreien Sprachen ist
DCFL = {L(M)|M ist ein deterministischer Kellerautomat}

(fir engl. Deterministic Context Free Languages).

@ Ein deterministischer Kellerautomat wird auch als DPDA (fiir engl.
Deterministic Push Down Automaton) bezeichnet.
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Frage
Ist DCFL unter Komplementbildung abgeschlossen?

Antwort

Ja. Allerdings ergeben sich beim Versuch, einfach die End- und Nicht-
endzustande eines DPDA M zu vertauschen, um einen DPDA M fiir
L(M) zu erhalten, folgende Schwierigkeiten:

© Falls M eine Eingabe x nicht zu Ende liest, wird x weder von M noch
von M akzeptiert.

@ Falls M nach dem Lesen von x noch e-Uberginge ausfiihrt und dabei
End- und Nichtendzustinde besucht, wird x von M und von M
akzeptiert.
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Jede Sprache L € DCFL wird von einem DPDA M’ erkannt, der alle
Eingaben zu Ende liest (und bei allen Eingaben halt).

Beweisskizze

Falls ein DPDA M = (Z,%,T,6, qo, #, E) eine Eingabe x = x1 ... x, nicht

zu Ende liest, muss einer der folgenden drei Griinde vorliegen:

@ M gerit in eine Konfiguration (g, X; ... xn,€), i < n, mit leerem Keller.

@ M gerit in eine Konfiguration (g, X; ... xn, AYy), i < n, in der wegen
0(q,x;,A) =0(q,e,A) =@ keine Anweisung ausfiihrbar ist.

© M gerat in eine Konfiguration (g, X;...xn, Ay), i < n, so dass M aus-
gehend von (g, ¢, A) eine unendliche Folge von e-Anweisungen ausfiihrt.

Dies lasst sich vermeiden, indem zu Beginn der Rechnung ein neues Keller-
zeichen auf dem Kellerboden platziert wird und ein neuer Fehlerzustand
hinzugefiigt wird, in dem der Rest der Eingabe gelesen wird. o
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Die Klasse DCFL ist unter Komplement abgeschlossen.

Beweisskizze

@ Sei M=(Z,%,T,0,q0,#, E) ein DPDA, der alle Eingaben zu Ende
liest, und sei L(M) = L.

e Wir konstruieren einen DPDA M fiir Z, der M simuliert.

o Dabei merkt sich M in seinem Zustand (g, i) neben dem aktuellen
Zustand g von M in der Komponente i, ob M nach Lesen des letzten
Zeichens (bzw. seit Rechenbeginn) einen Endzustand besucht hat
(i =1) oder nicht (i =2).

@ Mochte M das nachste Zeichen lesen und befindet sich M im Zustand
(g,2), so macht M noch einen Umweg iiber den Endzustand (g, 3).

Man beachte, dass M in einem Endzustand keine e-Uberginge macht. o
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Definition

Fiir eine Sprachklasse C bezeichne co-C die Klasse {L| L € C} aller
Komplemente von Sprachen in C.

Korollar
@ REG = co-REG,
@ DCFL = co-DCFL,
o CFL # co-CFL.

| A
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Die Klasse DCFL ist nicht abgeschlossen unter Schnitt, Vereinigung,
Produkt und Sternhiille.

A,BeDCFL 4 An B e DCFL
@ Die beiden Sprachen
Ly ={a"b™c™ | n,m>0} und Ly={a"b"c™|n,m>0}
sind sogar deterministisch kontextfrei (siehe Ubungen).

@ Da L;nly={a"b"c"| n>0} nicht kontextfrei ist, liegt der Schnitt
dieser Sprachen natiirlich auch nicht in DCFL.




A, B¢ DCFL  Au B e DCFL =

@ Da DCFL unter Komplementbildung abgeschlossen ist, kann DCFL
wegen de Morgan dann auch nicht unter Vereinigung abgeschlossen
sein.

@ Beispielsweise sind die Sprachen
Ly={a'bick|i4jnij,k>1}und Ly={a'b/ck|j+ kni,j k>1}.
deterministisch kontextfrei (siehe Ubungen).
@ lhre Vereinigung gehort aber nicht zu DCFL, d.h.
Lzulg={a'bick|(i#jvj#k)ni,j k>1}eCFL~DCFL.
e DCFL i:c,t namlich unter Schnitt mit reguldren Sprachen abgeschlossen
(siehe Ubungen).
@ Daher wére mit L3 U L4 auch die Sprache
(L3ulg)nL(a*b™ct)={a"b"c" | n>1}

(deterministisch) kontextfrei.




A, B« DCFL = AB e DCFL =56

@ Betrachte die DCFL Sprachen
Ls={a'b/c*|i#jnij,k>1} und Ly={a'b/cX|j# kni,j k>1}.
e Wir wissen bereits, dass L = L3 U L4 ¢ DCFL ist.
@ Dann ist aber auch die Sprache
0L=0L3u0L4 ¢ DCFL,

da sich ein DPDA M = (Z,%,T, 6, qo, #, E) fur OL leicht zu einem
DPDA M’ fir L umbauen lieBe:

o Sei (p,¢e,7) die Konfiguration, die M nach Lesen der Eingabe 0
erreicht.

o Dann erkennt der DPDA M’ = (Zu{s},¥,I,d', s, #, E) die Sprache
L, wobei 6" wie folgt definiert ist:

6I(q u A) _ (p77)’ (q,U,A):(S,ﬁ,#),
o 5(q,u,A), (q,u,A)eZx(Xu{e})xT.




A, B« DCFL = AB e DCFL =

@ Betrachte die DCFL Sprachen
Ly={a'b/ck|i#jnij,k>1} und Ly={a'b/ck|j# knij k>1}.
@ In den Ubungen wird gezeigt, dass auch die beiden Sprachen {e,0} und
Ls =1L3u0Ly in DCFL sind.

@ lhr Produkt {€,0}Ls = Ls u0Ls = L3 u 0L, U0L3 U00L, gehort aber
nicht zu DCFL.

@ Da DCFL unter Schnitt mit reguldren Sprachen abgeschlossen ist, ware
andernfalls auch die Sprache

{e,0}L5n0{a,b,c}* =0L3U0Ls

in DCFL, was wir bereits ausgeschlossen haben.

Bemerkung

Dass DCFL auch nicht unter Sternhiillenbildung abgeschlossen ist, |asst
sich ganz ahnlich zeigen (siehe Ubungen).
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Abschlusseigenschaften der Klassen REG, DCFL und CFL

Vereinigung Schnitt Komplement Produkt Sternhiille

REG ja ja ja Jja ja
DCFL nein nein ja nein nein
CFL ja nein nein Jja ja




Charakterisierung von DCFL mittels Grammatiken =

@ Die Klasse DCFL lasst sich auch mit Hilfe von speziellen kontextfreien
Grammatiken charakterisieren, den so genannten LR(k)-Grammatiken.

@ Der erste Buchstabe L steht fiir die Leserichtung bei der Syntaxanalyse,
d.h. das Eingabewort x wird von links (nach rechts) gelesen.

@ Der zweite Buchstabe R bedeutet, dass bei der Syntaxanalyse eine
Rechtsableitung entsteht.

@ SchlieBlich gibt der Parameter k an, wieviele Zeichen man iiber das
aktuelle Eingabezeichen hinauslesen muss, damit der nachste Schritt
eindeutig feststeht (k wird auch als Lookahead bezeichnet).

@ Durch LR(0)-Grammatiken lassen sich nur die prafixfreien Sprachen in
DCFL erzeugen.

@ Dagegen erzeugen die LR(k)-Grammatiken fiir jedes k > 1 genau die
Sprachen in DCFL.

@ Daneben gibt es noch LL(k)-Grammatiken, die fiir wachsendes k
immer mehr deterministisch kontextfreie Sprachen erzeugen.



	Kontextfreie Sprachen
	Das Pumping-Lemma für kontextfreie Sprachen
	Chomsky-Normalform
	Linksableitungen und Syntaxbäume
	Beweis des Pumping-Lemmas für CFL
	Der CYK-Algorithmus
	Kellerautomaten
	Deterministisch kontextfreie Sprachen


