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13.5 Der zentrale Grenzwertsatz

Satz 56 (Der Zentrale Grenzwertsatz) Es seien
X1,..., X, (n € N) unablangige, identisch verteilte
zufdllige Variablen mit

1= EX;: 0% := Var X.

Wir definieren fir alle n € N ZufallsgoRenZ,,, Z,, undy,,
durch: Z,, := " X, bzw.Z,, := 2= und
=1

1
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Dann qilt:

hmP( . ”(’I“<3:) = lim P(Y, <z)=®(x)

n—aoo \/_ n—aoeo

1 2
\/—2_7'(‘ e 2 dt.

Beweis. (Als Hilfsmittel werden charakteristische
Funktionen verwendet, siehe untear, €en interessierten
Leser) ]
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Bem.: Die Folge{Y, },.cy konvergiert in Verteilung gegen
eine ZufallsgoReZ, Y, —" Z, Z ~ N(0,1).

Anwendungen:

e Simulation bel der Erzeugung einer normalverteilten
Zufallsgiol3e aus Pseudozufallszahlen

e Approximation von WKkt.-verteilungen (insbes. von
Teststatistiken)
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Genauigkeitsabsdtzung:

Satz 57 (BERRY-ESSEEN) Es seien die Voraussetzungen des
zentralen Grenzwertsatzes @it und
M := E|X; — u]? < co. Dann gilt:

)P( . "“<a:)—<}[>(:c)‘<K,

’I’LO'

wobel K = f

Bsp. 87 Es seienX; ~ R(0,1),

o0 = EXZ-Z—,Lﬂ:%

DO | —

540 W.Ko0ssler, Humboldt-Universit zu Berlin



Wir bestimmen die Zahl/:

M= EIXi—ﬂ|3=/|x—ﬂ|3-f(lv)d:v

|
B

|
DO —
W
QL
&

|
DO

l\.’)l»—\\H

)

|
DN | =
et
o
&

|
le
[\

12 100 1000
0.3 0.104 0.033

S
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Bsp. 88 SeienX; ~ Poi()\),

]3)(Z — V&I’Xi =

Wir schatzen die Zahl/ ab:

Wl

M (E]X; — A

<
- (B(X
(

EX, — A

A+ 3A2)

Berry-Esseen Schranke:

PN

A+ 3)2
o~ 08(A+3)%)

z (Lemma 47)

0.8 - 31

<
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12 100 1000
K | 052 0.18 0.058

S
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Bsp. 89 SeienX; ~ B(1,p),7 =1,...,n, unablangig,

o EX;, =pu=np;
e Var X; = 0% = p(1 — p).

Wir definieren nunir alle n € N eine Zufallsgol3e
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Die Zufallsgibl3enZ,, (n € N) haben also folgende Gestalt:

0O 1 2 ... n
Ly,

Po P1 P2 ... Dn

Wir zeigen jetzt: Br allen € N gilt: Z,, ~ B(n, p),d.h.

n

pi = (7)p'(1 — p)"~". Beweis mittels voll&ndiger Induktion.

|A: Es sein = 2. Dann qilt:

0 1 2
ZQZXl—I—XQI

Po DP1 D2
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Wir ermitteln die Wktn.p,, p; undps:

Po

P1

P(Zy = 0)
P(X; = 0, X5 = 0)
P(Xl = O) . P<X2 = O) (Unabh vonX; UndXQ)

(1-p)-(1-p)=(1-p)?= (g)po(l —p)*"

P(Zy =1)

PH{X:=1,X,=0}U{X; =0,X,=1})

P(X:1=1,Xo=0)+P(X; =0,Xy=1)
(Unvereinbarkeit der Ereignisse)

P(X:1=1)-P(Xo=0)+P(X1=0)- P(Xy=1)

p-(L=p)+(1—-p)-p= G)pl(l —p)*
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Do = P(ZQZQ):P(Xlzl,ngl)

1S: UA

Satz 58 (MOIVRE—LAPLACE) Es seienX; ~ Bi(1,p),
unablangig. Dann gilt@ir Z,, = >, X, (~ Bi(n, p)):

lim Z, —P 7 ~ N (np,np(1 — p))

Bem.: Der Satz sagt aus, dalirfausreichend gro3esc N
die Binomialverteilung durch die (einfachere)
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(Standard—)Normalverteilung ersetzt werden kann,

Bewels. Mit EZ,, = np undVar Z,, = np(1 — p) folgt unter
Anwendung des Zentralen Grenzwertsatzes:

__ Zn—n-f4 y—n-p
P(Z, <y) = P(ﬁ_a < ﬁ.a)

Zn—n-p y—n-p
\/nplp \/nplp

(wf =)
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Bsp. 90 Es seiem = 1000 undp = 0.4. Gesucht werde die
Wahrscheinlichkei’(Z,, < 300). Es qilt:

P(Z, <300) = » P(Z,=x)
<300
299
1000\ |
= ) ( | )0.4@(1 — (.4)1000
1
1=0

grol3er Rechenaufwand.
besser. Anwendung des Satzes MomIVRE—LAPLACE.
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Es gilt:

P(Z, < 300)

Q

P 300—1000-0,4
\/1000-0,4-(1—0,4)
_ —100 \ ~ —100
= o (HR) ~ 2 (38)
= $(—6.45)=1—P(6.45) ~ 0
N——

~1
Bem.: Die Anwendung des Satzes vondWRE—LAPLACE

setzt voraus, daft € N hinreichend grol3 ist.
Faustregeln - p > 10 undn - (1 — p) > 10.
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Bsp. 91 Wir betrachtenPoisson-vertellte unabhngige
ZufallsgioRenX; ~ Poi(\;) (i =1,...,n,

0 1 2 ... k
Xi .
Poi DPii P2i --- Dki

mitp,;; = ?—? e Ni(i=1,...,n).
EXZ = Var Xz = )\z
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Fur den Erwartungswert dieser Zufallsisen gilt:

EZ, =E (ix) — zn:EXZ- — zn:)\z-
1=1 1=1

1=1

Wir nehmen nun any; = A\, furalle: =1, ..., n. Ohne diese
Annahme haben die ZufallsgdenX; verschiedene
Erwartungswerte und Varianzen, so dal3 der zentrale

Grenzwertsatz (in der angegebenen Form) nicht anwendbar
ISt.

Es gilt also unter dieser Annahme:

EX;,=u=X, VarX, =o0%=\
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Lemmab9 Es seienX; und.X, unablangig,

X1, Xy ~ Poi()\;), i = 1,2). Dann ist die Zufallsgil3e
75 .= X1 + X, ebenfallsPoisson-vertellt und es qilt:
Zy ~ Poi(A + N2).

(Bem: Vergleichen Sie mit der Faltungsformelrfstetige
Zufallsvariablen)
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Beweis: Es gilt fur allek € N:

P(Zy=Fk) = Zpl(t) - p2(k —t)

_ 6—(>\1-|—)\2) o1 Xi-Ag_t-k:!
— E : t1-(k—t)!

= < (A1 + X2)*  (Binomischer Lehrsatz)

L]
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Bem. 22 Die Funktionernp; undp, heilden auch
Faltungsdichten

Mit \;, =X (z=1,...,n) folgt daraus

Zy =Y X~ Poi(n-\).
1=1
Wir wenden jetzt den Zentralen Grenzwertsatz an. Dann
erhalten wir fir hinreichend grol3e¥ :=n - A:
P (%t < 2) = P (45 <) ~ 0(a).
Also kann auch eine®sson-Verteilung durch eine
einfachere (Standard—)Normalverteilung ersetzt werfadis,
die Parametek; (: = 1,...,n) alle gleichX sind und der
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Faktorn - A hinreichend grol3 ist (etwa- A > 10).

Bem.: Sind die Parametey; (: = 1,...,n) nicht alle gleich,
so gilt die Aussage trotzdem, falls ihre Summe hinreichend
grol3 ist & 10).
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Bsp. 92 SeienX; unabtangig, X; ~ N (0,1),i=1,...,n.
Y =) X7 ~x2,
1=1

d.h.Y ist x? verteilt mitn Freiheitsgraden.

Tz e 2, falls = >0

frly) = {277
0 sonst.

EY = n

VarY = E(Y —n)? = E(f:(xf 1)) = nE(X2 —1)?

= nE(X{ -2EX;+1)=n(3—-2+1)=2n.
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nooX2
= JEEOP(ZZ_% " < y) = ®(y).

P(Z: X! <) = Cb(x\/;_:)

z.B.n =30,z =23364: P(>_"_, X7 <z)=0.2

r—MN

V2n

o ) = ®(—0.8567) = 1 — 0.8042 = 0.1958.
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bleibt z.z..EX = 3.

V2rEX! = / e T du

0
5. s 1. s
= T(;)27 =T(2+ 3)2:
_ 1.3-? 0% — 3. 21
EX} = 3.
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Dabel haben wir verwendet:

> I'(A
/ t>\_1€_at dt — ( )
0

F(n+%) = 1-3-5---(27@—1)%

560 W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



561

*Bewasdes Zentralen Grenzwertsatzes

Sel¢gx_, die charakteristische Funktion vofy — ;.. Da die
ersten beiden Momente (0?) existieren, folgt aus der
Taylorreihendarstellung

by u(t) =1 — %O%Z +o(t?)

Die ZV
Xi—
\V/no
haben die charakteristische Funktion
t
¢X—M(W)7

Die ZV'Y, = >_i, == hatalso die charakteristische
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Funktion

N t . t> t* \n
Py, (t) = (Qqu(W)) = (1- o +0(5)) :
Es gilt:
t2 t2 t2 t2 t2
1n(1—%+0(5)) :nln(l—%%—o(n)) ey

(vgl. Taylorreihenentwicklung des Logarithmus)
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gbyn (t) — e 2.

D.h. die ch.Fkt. vorY,, konvergiert gegen die ch.Fkt. der
Standard-Normalverteilung (sogar gleichidng).

Aus dem Konvergenzsatz folgt;, — Z ~ N (0, 1).
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Bsp. 93 Munzwurf: 2000 mal. Wie grol3 ist die WKkt., dass
weniger als 475 mal Zahéflt?

1 falls Zahl
X, =

0 sonst

1000 X e l
P(Y" X; <475) = P(V1000 o XX~ 5 /0100
; 1 1
1=1 1 I
NN\(rovl)

0.475 — 0.5
®(v1000————)

Q

()

— ®(—1.58) ~ 0.057.
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Bedeutung desZGWSin der Statistik

e beim Sclatzen
Gesetz der GroRen ZahleN: — .

Frage: Wie grol3 ist der Stichprobenumfang zahken, um
eine bestimmte Genauigkeit zu erreichen?

e, 0 vorgegeben, kleine( 0 < 0.5).

n ISt SO zu vahlen, dass

P(IX —pl<e)=1-96
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gdw.

< Vn-=

E

(acplu - 5/2))2

W.Kdssler, Humboldt-Universit zu Berlin



Bedeutung desZGWSin der Statistik
e beim Testen

1= EX. Wir testen z.B.

Ho:p <po gegen Hy:p> o
Teststatistik: -
X —
T, = /ne—H0

o)

T,, klein spricht tir H,, T;, grol3 geger,,.

Fehler 1. Art:H, ablehnen, obwohl richtig
mochte man begrenzer(«)

Fehler 2. Art:H, annehmen, obwohl falsch
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sollte auch klein sein{ 3)
P, (T, > ui_q) — a nach ZGWS
denn

P,(T, <u_q) = Plui_) =1 —«

(wenngu < 119 SOP, (T, < u1_o) > Py (T < ui_q))
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Bsp. 94 Inder BRD gab es im Zeitraum 1970-1990
Insgesamt 25 171 123 registrierte Lebendgeburten, davon
waren 12 241 392 [gldchen.

Berechnen Sie die elit% Vertrauensintervallir die
Wahrscheinlichkeit einer Btdchengeburt!

Das zubllige Ereignis einer Mdchengeburt wird dargestellt
durch eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariabl&, ~ B(1,p).
Sein = 25171123 und

die zufallige Anzahl der Midchengeburten.
Wir wissen,ES,, = n-pundVarS, =n-p- (1 —p).
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Welter senu 975 das 0.975-Quantil der
Standardnormalverteilung, d.h

) (U0.975) = 0.975.

Nachsehen in der Tabelle lieferg o5 = 1.96.
Aus dem ZGWS folgt

v Vars,,

Die folgenden Ungleichungen gelten jeweils mit Wkt. 0.95:

< ug.975) = 0.95.

1S, —np] < 1.96 - \/np(l —p)
(S, —np)®> < 1.96%np(1 — p)
n’p® —2S8,np + 52 < 1.96°np — 1.96°np
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(n® + 1.96%n)p* — (1.96°n + 2nS,)p + 52 < 0

bzw. wenn wir die Scétzung

On

p=""
n

fur die relative Anzahl der lldchengeburten einsetzen,

fur die Randpunkte des Vertrauensintervalls

1 1.96° 1.962
(nﬁ+ j:1.96\/n]3(1—]3)+ A )

P12 =" 962 2

Hier haben wir
. Sp 12241392
b= T 95171123

95%-Vertrauensintervall[0.48613, 0.48652].

= (.48633
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Bsp. 95 (Fortsetzung desvorigen Beispiels) Angenommen,
es wirde gelterp = 5. Mit welcher Wkt. wirden dann
hochstens 12 241 392 auftreten?

S, — 12241392 —
P(S, < 12241392) = P( - )

Vnp(l—p) = /np(1 - p)
B 12241392 —np)
\/np 1 —p

= ®(—-137.2) < 3-107*9

Q
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Bsp. 96 (Roulette) Beim Roulette gibt es 36 Zahlen, 18
davon sind schwarz, 18 sind rot, dazu die O, die istrgBel
Setzen der richtigen Farbe gibt es den doppelten Einsatz, be
Setzen der richtigen Zahl den 36 fachen Einsatz. Zwei 3piele
A und B spielen folgende Strategie: A setzt auf Farbe, B auf
Zahl. Beide spielen 100 mal, und jetzen jewells 10 Euro.

Wie grol3 ist die Wkt., dass sie nach= 100 Spielen
mindestens 40 Euro gewonnen haben?

Wir beschreiben die Gewinne/Verluste taten Spiel durch
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Bernoulli-Zufallsvariablen,

| 10 —10 | 350 —10
a 18 19 |° & 136
37 37 37 37
18 19 10
EX, = 10-——10- — = —— =:
37 37~ g7 M4
10
VarX; = EX? — (EX;)* =100 — (ﬁ)2 —: 0% (=~ 100)
1 36 10
EY. = 350- — — 10 — = —— =:
37 37~ 37 B
1 36 10
VarY, = EY?—(EY:)? =350°— + (—10)*= — (=—=)? =: ¢*

(~ 3200)
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Q

Q

S X —npa 40 —npua
( \/7\/Va'rX - \/ﬁ\/VTXZ)
40 — npa
\/ﬁ\/Vaﬂ“Xz-)
1 — ®(0.67) = 0.25
Y Yi— i 40— njuy
P Aar, = Vavva)

40 — nup
)

vnvVary;
1 — 3(0.12) = 0.45

1— @

1— @
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