Statistische Tests

Ubersicht

Werkzeuge der

emprischen @ 1. Einfuhrung und Ubersicht

oSS @ 2. Das Einstichprobenproblem

@ 3. Vergleich zweier unabhangiger Gruppen
(unverbundene Stichproben)

@ 4. Vergleich zweier abhangiger Gruppen
(verbundene Stichproben)

@ 5. Vergleich mehrerer unabhangiger Gruppen
(einfache Varianzanalyse)

@ 6. Vergleich mehrerer abhangiger Gruppen
(einfaches Blockexperiment)

@ 7. Weitere Varianzanalysemodelle

@ 8. Anpassungstests

@ 9. Nichtparametrische Tests
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Statistische Tests

Einfuhrung und Ubersicht

Werkzeuge der
empirischen

Forschung Sei X ein Merkmal (eine Zufallsvariable),
Fx(X) = P(X < X) = Pg(x < X) = FX’Q(X)
0: Parametervektor

Beispiel: 0 = (11, 0?)
. Erwartungswert von X
o?: Varianz von X

X1, Xz, ..., X, Beobachtungen von X

M%%Zi”:m:X .
o N L ST (X~ R = &

D.h. die unbekannten Parameter werden geschatzt.
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Statistische Tests: Einflhrung

Werkzeuge der
empirischen
Forschung

Problem
Schatzungen kdénnen sehr schlecht ausfallen!

l.a. vertritt der Fachexperte gewisse Hypothesen
bzgl. der (unbekannten) Parameterwerte!

Diese Hypothesen werden verworfen, wenn die
erhaltenen Schatzwerte (z.B. X, s?) mit ihnen nicht
in Einklang stehen.
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Statistische Tests: Einflhrung

Eine verwandte Problemstellung

Werkzeuge der

empischen Elektronischer Grof3handel: TV-Gerate

Héandler sagt: AusschuBquote p < 1% (p = 0.01)
Kaufer ware einverstanden, pruft aber N Geréate!
Davon: N; fehlerhaft, N; - Teststatistik

N
Wf -100% > 1% = Ablehnung

Zwei Fehler moglich

a) Zufallig N¢ zu grof3! p < 0.01
= Kaufer lehnt ab
b) Zufallig Ny zu klein! p grol3, p>> 0.01

= Kaufer kauft
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Statistische Tests: Einflhrung

Risiken - Fehler

Werkzeuge der

eli_npiriichen R|S|k0 deS Hand|el’S
orschung . I
Kaufer lehnt gute Ware ab (weil N; zuféllig zu grof3)
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Statistische Tests: Einflhrung

Risiken - Fehler

Werkzeuge der

eli_npirishchen R|S|k0 deS Hand|el’S
orschung . I
Kaufer lehnt gute Ware ab (weil N; zuféllig zu grof3)

Risiko des Kaufers
Kéaufer kauft schlechte Ware (weil N; zufallig zu klein)
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Statistische Tests: Einflhrung

Risiken - Fehler

Werkzeuge der

eli_npiriichen R|S|k0 deS Hand|el’S
orschung . I
Kaufer lehnt gute Ware ab (weil N; zuféllig zu grof3)

Risiko des Kaufers
Kéaufer kauft schlechte Ware (weil N; zufallig zu klein)

Risiken sollen quantifiziert werden:

a) P(Nicht kaufen | p < 1%)
b) P(Kaufen |p > 1%)

Beide Risiken nicht gleichzeitig zu minimieren.
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Statistische Tests: Einflhrung

Risiken - Fehler

Werkzeuge der

eli_npiri's1chen RISIkO deS Hand|el’S
orschung . I
Kaufer lehnt gute Ware ab (weil N; zuféllig zu grof3)

Risiko des Kaufers
Kéaufer kauft schlechte Ware (weil N; zufallig zu klein)

Risiken sollen quantifiziert werden:

a) P(Nicht kaufen | p < 1%)
b) P(Kaufen |p > 1%)

Beide Risiken nicht gleichzeitig zu minimieren.

Losung:

P( Nicht kaufen | p < 1%) = o vorgeben
P( Kaufen | p > 1%) minimieren (oder es versuchen),..

()
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Hypothesentest

Beispiel: Einstichproben-Lagetest

Wl Sei 1 ein Lageparameter, z.B. der Erwartungswert.

empirischen

Pzl Sei 1o €in vorgegebener Wert.

Nullhypothese und Alternativhypothese

a)Ho: pu<po Ha:p>po
b)Ho: w>po  Ha:p<po
C)Ho: p=po  Ha:p# po
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Hypothesentest

Beispiel: Einstichproben-Lagetest

Wl Sei 1 ein Lageparameter, z.B. der Erwartungswert.

empirischen

T Sei 1o €in vorgegebener Wert.
Nullhypothese und Alternativhypothese

a)Ho: pu<po Ha:p>po
b)Ho: w>po  Ha:p<po
C)Ho: p=po  Ha:p# po

Teststatistik

X_
T(Xg, oo %) = =10/

T heil3t auch TestgroRe, PrufgroRRe,
Stichprobenfunktion.
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Hypothesentest

Allgemein

Werkzeuge der

g Die Entscheidung fur Ha oder fir Hp wird anhand
einer Teststatistik

T=T(, ., %n)

gefallt.

Liegt der Wert von T in einem vorher bestimmten
Bereich K, dem sogen. Ablehnungsbereich oder
kritischen Bereich, dann wird Hy abgelehnt,
anderenfalls wird Hy nicht abgelehnt.

T € K = Hg ablehnen, Entscheidung fir Ha
T ¢ K = Hy nicht ablehnen, Entscheidung fiir Ho.
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Hypothesentest

Annahme- und Ablehnungsbereich

Werkz_e_uge der
N @) Ho: p<po  Ha:p>po
grof3e Werte von T sprechen fur Ha.

Annahmebereich | Krit.Bereich

it

b) Ho u>po Ha: 1< po
kleine Werte von T sprechen fur Ha.
Krit.B. | Annahmebereich

it

¢) Ho: p=po Ha:  u# o
groflRe Werte von |T| sprechen fur Ha.
Annahmebereich

|
—t|l(rit 1:Ill’it
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Hypothesentest

Fehler 1. Art, Fehler 2. Art

Werkzeuge der

empiriichen Fehler 1Al‘t
Forschung . - o . .
Entscheidung fur Hy obwohl Hy richtig ist.
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Hypothesentest

Fehler 1. Art, Fehler 2. Art

oot Fohler 1.Art

Forschung

Entscheidung fur Hy obwohl Hy richtig ist.

Fehler 2.Art
Entscheidung fir Hy obwohl Hy richtig ist
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Hypothesentest

Fehler 1. Art, Fehler 2. Art

oot Fohler 1.Art

Forschung

Entscheidung fur Hy obwohl Hy richtig ist.

Raocrhreaihanda

Fehler 2.Art
Entscheidung fir Hy obwohl Hy richtig ist
Entscheidung | Entscheidung
far Hy far Ha
Ho richtig | richtig, Sicher- | Fehler 1. Art
heitswkt. 1 — o | Fehlerwkt. a.
Ha richtig | Fehler 2.Art richtig,
Fehlerwkt. 1-5 | Glte
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Hypothesentest

Fehler 1. Art, Fehler 2. Art

oot Fohler 1.Art

Forschung

Entscheidung fur Hy obwohl Hy richtig ist.

richtig ist.

Raocrhreaihanda

Fehler 2.Art
Entscheidung fir Hy obwohl Hy richtig ist
Entscheidung | Entscheidung
far Hy far Ha
Ho richtig | richtig, Sicher- | Fehler 1. Art
heitswkt. 1 — o | Fehlerwkt. a.
Ha richtig | Fehler 2.Art richtig,
Fehlerwkt. 1-5 | Glte

Entscheidung fur Hy heil3t nicht notwendig, dass Hg
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Hypothesentest

Fehler 1. Art, Fehler 2. Art

Werkzeuge der

i a und (1 — 3) kdnnen nicht gleichzeitig minimiert
werden.

= Man gibt « vor (z.B. « = 0.05), d.h. man behalt «

unter Kontrolle und versucht die Teststatistik so zu

definieren, dafd 5 maximal wird.

(G (und manchmal auch «) hangen von wahren (i.A.
unbekannten) Parametern ab.

Signifikanzniveau

a = SUpgee, ().

®o: Nullhypothesenraum, also z.B. die Menge
{p:p>pot oder {u:p=po}.
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Werkzeuge der
empirischen
Forschung

Raocrhreaihanda

Gutefunktion

Gutefunktion

B =pB(0) = B(r) =Pu(T €K)
K heil3t Ablehnungsbereich oder Kritischer Bereich.

Beispiel: t-Test

B(u) =P(T € K) Kt kritischer Bereich
= P(T > tl—a,n—llﬂy 0'2)
=1—-CDF('T',ti_an-1,N— 1,NC)

nc = \/nk=ko: Nichtzentralitdtsparameter
tan1 kritischer Wert
K = [ti_an-1,00): kritischer Bereich.
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Gutefunktion

Werkzeuge der
empirischen
Forschung

Einseitiger Test

Guetefunktion des einseitigen Einstichproben t—Tests
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Gutefunktion

Werkzeuge der
empirischen
Forschung

Einseitiger Test Zweiseitiger Test

Guetefunktion des einseitigen Einstichproben t—Tests 1 des B t—Tests
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Gutefunktion

Werkzeuge der
empirischen
Forschung

Einseitiger Test Zweiseitiger Test

Guetefunktion des einseitigen Einstichproben t—Tests 1 des B t—Tests

Test _Quete_t. sas Test _Cuete_t 2. sas
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Gutefunktion

Werkzeuge der
empirischen
Forschung

Ideal:

Unter Ho: Gite 0 (d.h. Fehler 1. Art =0)
Unter Hp: Gute 1 (d.h. Fehler 2. Art =0)

Das ist aber nicht mdglich!

Ziel:
Test mit moglichst groRer Gutefunktion (unter Hp).

Wir schlagen naturlich nur solche “sinnvollen” Tests
vor.
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Lagetests

(bei Normalverteilungsannahme)

Werkzeuge der
empirischen

Forschung Einstichprobenproblem

Ho:pu <po Ha:p>po
Ho:p>po Ha:p < po
Ho:p=po Ha:p# o
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Lagetests

(bei Normalverteilungsannahme)

Werkzeuge der
empirischen

Forschung Einstichprobenproblem

Ho:p <po Ha:p>puo Einstichproben t-Test
Ho:p>po Ha:p<pw PROC UNIVARIATE
Ho:pu=po Ha:p#p PROCTTEST
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Lagetests

(bei Normalverteilungsannahme)

Werkzeuge der
empirischen

Forschung Einstichprobenproblem

Ho:p <po Ha:p>puo Einstichproben t-Test
Ho:p>po Ha:p<pw PROC UNIVARIATE
Ho:pu=po Ha:p#p PROCTTEST

Zweistichprobenproblem
Ho:pa <pzo Ha:pr > po

Ho:pa > p2 Ha:pr < po
Ho:pa=p2 Ha:ps # po
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Lagetests

(bei Normalverteilungsannahme)

Werkzeuge der
empirischen

Forschung Einstichprobenproblem

Ho:p <po Ha:p>puo Einstichproben t-Test
Ho:p>po Ha:p<pw PROC UNIVARIATE
Ho:pu=po Ha:p#p PROCTTEST

Zweistichprobenproblem

Einstichproben t-Test
(verbundene Stichproben)
t-Test (unverbundene
Stichproben)

PROC UNIVARIATE
PROC TTEST

Ho:pa <pzo Ha:pr > po
Ho:pa > p2 Ha:pr < po
Ho:pa=p2 Ha:ps # 2
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Lage- und Skalentests

(bei Normalverteilungsannahme)

Werkzeuge der

empirischen c-Stichprobenproblem

Forschung L.
Ho:pa= ... = pic Ha: 3(1,0) i # 1y
einfache Varianzanalyse
PROC ANOVA, PROC GLM

Andere Alternativen sind:
1 < ... < lic
H1 2> ... = e
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Lage- und Skalentests

(bei Normalverteilungsannahme)

Werkzeuge der

empirischen c-Stichprobenproblem

Forschung L.
Ho: p1= ... = e Ha: 330,0) 0 i # 1y
einfache Varianzanalyse
PROC ANOVA, PROC GLM

Andere Alternativen sind:

p1 < o < fhe

f1 2 e 2 fhe
Skalentest
Zwei unverbundene Stichproben

L2 _ 2 L2 2
Ho:o0f =03 Ha: 0] # 05

PROC TTEST (bei Normalverteilung)
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Werkzeuge der
empirischen
Forschung

Raocrhreaihanda

bisher: “Hq abgelehnt” oder “Hy beibehalten”
= wenig informativ.

Wir kénnten uns auch bei jedem « fragen, ob Hg
abgelehnt wird oder nicht.

Wenn der Test bei Signifikanzniveau « ablehnt, wird
er das auch fur o/ > « tun.

Es gibt also ein kleinstes «, bei dem der Test Hg
ablehnt.

Der p-Wert

ist das kleinste «, bei dem wir Hy ablehnen konnen.

Test _t_p_val ue
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p-Wert

T: (zufallige) Teststatistik, t: beobachtete Teststatistik

Werkzeuge der
empirischen
Forschung

Zweiseitige Alternative: i # uo
p-Wert = Po(|T| > [t|)

Einseitige Alternative: u < pg
p-Wert = Po(T < t)

Einseitige Alternative: u > ug
p-Wert = Po(T > t)

Der p-Wert heif3t auch
Uberschreitungswahrscheinlichkeit.
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p-Wert

lllustration

Werkzeuge der
empirischen

Forschung Elnseltlger Test

p—Wert bei Student's t
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p-Wert

lllustration

Werkzeuge der
empirischen

Forschung Elnseltlger Test

p—Wert bei Student's t

Zweiseitiger Test

p—Wert bei Student's t
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-Wert

lllustration

Werkzeuge der
empirischen

Forschung Elnseltlger Test

p—Wert bei Student's t

Zweiseitiger Test

p—Wert bei Student's t

Fache unter der Dichte rechts der schwarzen Linie:

0.05 0.025
Fache unter der Dichte rechts der roten Linie:
p-Wert halber p-Wert

links entsprechend.
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Werkzeuge der
empirischen
Forschung

Raocrhreaihanda

Bewertung von p-Werten

Der p-Wert ist also, grob, ein Mal3 fur den Grad

daflr, dass die Nullhypothese nicht zutrifft.

(vorsichtige) Interpretation

p-Wert Grad des Nicht-Zutreffens von Hg
< 0.01 sehr streng gegen Hy
0.01...0.05 | streng gegen Hy

0.05...0.1 | schwach gegen Hy

>0.1 wenig oder gar nichts gegen Hy
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Werkzeuge der
empirischen
Forschung

Raocrhreaihanda

Bewertung von p-Werten

Der p-Wert ist also, grob, ein Mal3 fur den Grad

daflr, dass die Nullhypothese nicht zutrifft.

(vorsichtige) Interpretation

p-Wert Grad des Nicht-Zutreffens von Hg

< 0.01 sehr streng gegen Hy

0.01...0.05 | streng gegen Hy

0.05...0.1 | schwach gegen Hy

>0.1 wenig oder gar nichts gegen Hy
Warnung:

Ein groRRer p-Wert heisst noch lange nicht, dass Hg

zutrifft. Ho kann zutreffen,

Der grol3e p-Wert kann aber auch daran liegen, dass

der Test niedriae Giite hat!
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p-Wert und kritischer Wert

Werkzeuge der
empirischen
Forschung

Einseitiger Test, twit = t1_o
t < tyit & p-Wert > a = Hp angenommen,
t > tyit & p-Wert < a« = Hy abgelehnt.

Zweiseitiger Test, tigit = t1_o/2

It| < twit & p-Wert > o« = Hy angenommen,
t| > twit & p-Wert < a« = Hy abgelehnt.

Ausgabe bei SAS
Wenn nicht anders vermerkt: zweiseitige p-Werte.
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