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Kapitel 1

Regulare Sprachen

1.1 Endliche Automaten

Rechenmaschinen spielen in der Informatik eine zentralle Rdier beschéaftigen wir
uns mit mathematischen Modellen fir Maschinentypen voergohiedlicher Berech-
nungskratft. In der Vorlesung Theoretische Informatik 1 deudie Turingmaschine als
ein universales Berechnungsmodell eingefiihrt. In dieseleSung werden wir eine
Reihe von Einschrankungen dieses Maschinenmodells k&rnen, die vielfaltige
praktische Anwendungen haben. Dabei betrachten wir zghdeh Entscheidungs-
probleme, was der Berechnung vé@, 1}-wertigen Funktionen entspricht. Zur Be-
schreibung der Problemeingaben wird ein Eingabealphabetwendet.

Definition 1.1 Ein Alphabetist eine geordnete endliche Mengle= {a,...,an}
von Zeichen Eine Folger = z; ...z, € X" heil3tWort (der L&nge n). Die Menge
aller Worter Uber ist

S =JE ={z-an In>0undz; € Sfiri=1,...,n}.

n>0

Das (einzige) Wort der Lange = 0 ist dasleere Wort welches wir mit bezeichnen.

Ein endlicher Automat ist eine auf -
ein Minimum ,abgespeckte” Turing-
maschine, die nur kostant viel Spei- ) 7l | T
cherplatz zur Verfigung hat und bei
Eingaben der Lange nur n Rechen- /
schritte ausfihren darf. Um die gesam-

te Eingabe lesen zu kdnnen, muss der Steuer-
Automat also in jedem Schritt ein Zei- einheit
chen der Eingabe verarbeiten.
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Definition 1.2 Ein endlicher Automat(kurz: DFA; deterministic finite automatyn
wird durch ein 5-TupeM = (Z, %, 6, v, E') beschrieben, wobei

Z eine endliche Menge vatustanden

Y. dasEingabealphabet
e §: 7 x ¥ — Z dieUberfuhrungsfunktion,

qo € Z der Startzustandund

e F C Z die Menge deEndzustandast.

Die vonM akzeptierteodererkannte Sprachast

EI(hv---aQn—leZ)qneE: }

L(M) = {xlu'xnez 0(qi, Tiv1) = g fUri=0,...,n -1

Beispiel 1.3 Betrachte den DFA/ = (Z,%,6,0, E)
mit Z = {0,1,2}, ¥ = {a,b}, E = {1} und der
Uberfiihrungsfunktion

Graphische Darstellung:

1 2
20
0 1

o = o]

Der Startzustand wird meist durch einen Pfeil und Endzuastamerden durch einen
doppelten Kreis gekennzeichnet. N

Behauptung 1.4 M akzeptiert die Sprache
L(M) ={z € ¥ | #4(z) — #p(x) =1 (mod 3)},

wobei #,(z) die Anzahl der Vorkommen des Buchstaberis = bezeichnet. (Fur
j = k (mod m) schreiben wir im Folgenden auch kujz=,, k.)

Beweis Bezeichneﬁ(q, x) denjenigen Zustand, in dem sidli nach Lesen von: be-
findet, wennM im Zustandy gestartet wird. Dann kénnen wir die Funktion

0:Zx¥—Z
induktiv wie folgt definieren. Flg € 7, x € ¥X* unda € X sei
A5(q,6) =4
o(g,wa) = 6(d(q,x),a).



1.1 Endliche Automaten 3

Da 1 der einzige Endzustand vaW ist, reicht es, folgende Kongruenzgleichung zu
zeigen:

~

6(0,x) =3 #a(x) — #s(),

Wir beweisen die Kongruenz induktiv Giber die Lange won
Induktionsanfang (|z| = 0): klar, dad(0,) = 0 und#,(c) = #(c) = O ist.

Induktionsschritt (n ~ n + 1): Seix = x1 ---x,,1 gegeben. Nach IV ist

A

0(0,21 -+ p) =3 (@1 @0) — #o(T17 - T0).
Wegen
0(i,a) =3i+1undd(i,b) =3i—1
folgt daher sofort
0(0,2) = 8(5(0, 21 -+ @), Tp1) =3 Fal@) — #o().
O

Eine von einem DFA akzeptierte Sprache wirdralgular bezeichnet. Die zugehdrige
Sprachklasse ist

REG = {L(M) | M ist ein DFA}.
Um ein intuitives Verstandnis fur die Berechnungskraft {@#As zu entwickeln, wer-
den wir uns zunéchst intensiv mit der Beantwortung folgekadage beschatftigen.
Frage: Welche Sprachen gehdren R&G und welche nicht?
Dabei legen wir unseren Uberlegungen ein beliebiges alségfavahlites Alphabet
¥ ={ay,...,a,} zugrunde.

Beobachtung 1.5 Alle Sprachen, die aus einem einzigen Wort z; ---x,, € X*
bestehen, sind regular. Fur folgenden DRAQilt ndmlich L(M) = {x}.

a €y

Formal lasst sichM also durch das TupelM = (Z,%,6,q0,F) mit Z =
{q0,...,qn, e}, E = {g,} und der Uberfiihrungsfunktion

5 )Gy, g=gfureinimit0 <i<n-—1lunda; = z;4
(4:5) = e sonst

beschreiben.
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Als nachstes betrachten wir Abschlusseigenschaften dacBlass&rEG.

Definition 1.6 Ein (k-stelliger) Sprachoperatorist eine Abbildungp, die & Spra-
chenL,, ..., Ly auf eine Sprachep(L,, ..., L) abbildet.

Beispiel 1.7 Der 2-stellige Schnittoperator bildet zwei Sprachenund L, auf die
Sprachel,; N Ly ab. N

Definition 1.8 Eine Sprachklassk heil3t unterop abgeschlosserwenn gilt:
Li,.... Ly EK:>Op(L1,...,Lk) e K.

Der AbschlussvonC unterop ist die kleinste Sprachklas&g, die I enthalt und unter
op abgeschlossen ist.

Beobachtung 1.9 Mit L, L, € REG sind auch die Spracheh, = ¥*\ Ly, L; N Ly
und L, U L, regulér. Sind namlichVl; = (Z;, %, ;, qo, E;), i = 1,2, DEAS mitL(M;) =
L;, so akzeptiert der DFA

M, = (Z1,%,61,q0, 71 \ E1)

das Komplement, von L,. Der SchnittZ; N L, von L; und L, wird dagegen von dem
DFA
M' = (Zy x Z5, 5,0, (qo, @), E1 X Fy)
mit
§'((g:p), @) = (01(g, a), da(p, a))
akzeptiert (/' wird auch Kreuzproduktautomat genannt). Wegern,; U L, =

(L, N Ly) ist dann aber auch die Vereinigung vdn und L, regular. (Wie sieht der
zugehorige DFA aus?)

Aus Beobachtung 1.9 folgt, dass alle endlichen und allencli@&hen Sprachen regulér
sind. Da die in Beispiel 1.3 betrachtete Sprache weder @naloch co-endlich ist,
haben wir damit allerdings noch nicht alle regularen Speaddrfasst. Es stellt sich die
Frage, olREG neben den mengentheoretischen Operationen Schnittpiguwag und
Komplement unter weiteren Operationen wie etwaR@duktbildung

L1L2 = {.Ty | T € Ll,y c LQ}

(auchVerkettung oderKonkatenation genannt) oder der Bildung d&ternhtille
r=r
n>0

abgeschlossen ist. Diefache PotenZ™ von L ist dabei induktiv definiert durch

L0 ={e}, L™ = ["L.
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Im Ubernéchsten Abschnitt werden wir sehen, dass die KRE&eals der Abschluss
der endlichen Sprachen unter Vereinigung, ProduktbildurdySternhtille charakteri-
sierbar ist.

Beim Versuch, einen endlichen Automaten fur das Produkt, zweier regularer

Sprachen zu konstruieren, stof3t man auf die Schwieriglteit, richtigen Zeitpunkt

fir den Ubergang von (der Simulation voi), zu M, zu finden. Unter Verwendung
eines nichtdeterministischen Automaten lasst sich dieseislem jedoch leicht behe-
ben, da dieser den richtigen Zeitpunkt ,erraten“ kann.

Im nachsten Abschnitt werden wir nachweisen, dass auchdattrministische endli-
che Automaten nur regulare Sprachen erkennen konnen.

1.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition 1.10 Ein nichtdeterministischer endlicher Automagkurz: NFA; nonde-
terministic finite automatgnN = (Z, %, §, )y, E) ist &hnlich aufgebaut wie ein DFA,
nur dass er mehrere Startzustdnde (zusammengefasst inetegd®, C 7) haben
kann und seine Uberfihrungsfunktion

0:ZxX—P(2)
die PotenzmendB(Z) von Z als Wertebereich hat. Die vaN akzeptierte Sprache ist

Elq(] EQ()?qla"'uqn—l EZ?QTLEE }

L(N) = {xl.”xnez Gi+1 € 0(gs, Tipr) fUri=0,...,n—1

Ein NFA kann also nicht nur eine, sondern mehrere verschee&echnungen ausfih-
ren. Die Eingabe gehort bereits dann/zZuV ), wenn bei einer dieser Rechnungen nach
Lesen des gesamten Eingabewortes ein Endzustand erréidht w

Im Gegensatz zu einem DFA, dessen Uberfiihrungsfunktiod@u§esamten Menge
Z x Y definiert ist, kann ein NFA ,stecken bleiben®. Das ist dann lall, wenn er

in einen Zustang gelangt, in dem das néchste Eingabezeichemegend(q, z;) = ()
nicht gelesen werden kann.

Beispiel 1.11 Betrachte den NFAN = (Z, X%, 4, Qo, F) mit Zustandsmenge =
{p, q,r, s}, Eingabealphabet = {0, 1,2}, Start- und Endzustandsmen@g = {p}
undE = {s} sowie der Uberfiihrungsfunktion

Graphische Darstellung:

HIIFE

0f{p.q} 0 0 0 *@0@1@2@
L {p} {r} 0 0
2 {p} 0 {s} 0 0,1,2

Offensichtlich akzeptiertV die Sprache.(N) = {2012 | z € ¥*} aller Worter, die
mit dem Suffix012 enden. N
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Beobachtung 1.12 SindN; = (Z;, %, 0;, Q:, E;) (i = 1,2) NFAs, so werden auch die
Sprachen.(N;)L(N,) und L(Ny)* von einem NFA erkannt. Wir kdnneh N Z, = ()
annehmen. Dann akzeptiert der NFA

N = (Zl U ZZaza(san)E)

mit
61(]),&), p621\E1,
5(1)7 CL) = 51(]97 a)UUq€Q2 52<q,CL), JARS E17
da(p, a), sonst
und

o EyUE;,, QaNE;#0
Es, sonst

die Sprachd.(N;)L(N,) und der NFA

N = (Zl U {qneu}, 3,0%,Q1U {Qneu}a E U {Qneu})
mit
5*<p7 CL) = 5(1)’ CL) U quQl 5(q7 a)7 pe El,
o(p, a), sonst

die Sprachd.(N;)*.
Theorem 1.13 REG = {L(N) | N ist ein NFA.

Beweis Die Inklusion von links nach rechts ist klar, da jeder DFA lawds NFA
aufgefasst werden kann. Fiur die Gegenrichtung konstruiene zu einem NFA
N = (Z,%,6,Qo, E) einen DFAM mit L(M) = L(N). Zunachst erweitern wir
die Uberfuhrungsfunktiot : Z x ¥ — P(Z) zué' : P(Z) x ¥ — P(Z) mittels

§'(Q.a) = | d(q.a).

qeQ

und zeigen folgende Behauptung:

(Qo, ) enthalt alle vonN bei Eingaber in || Schritten erreichbaren
Zustande.

Wir beweisen die Behauptung induktiv Uber die Lange won

Induktionsanfang (|x| = 0): Klar, daS’(QO, g) = Qo ist.
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Induktionsschritt (n — 1 ~ n): Seix = x; - - - x,, gegeben. Nach Induktionsvoraus-
setzung enthalt

Qn-1 = 5’(Q0> HO 'xn—l)

alle Zusténde, dié&V(z) in n — 1 Schritten erreichen kann. Wegen

0'(Qo, ) = 0'(Qu-r,20) = | (g, 2n)

qEQn 1

enthalt dann abe#’(Q,, z) alle Zusténde, dieV(z) in n Schritten erreichen
kann.

Nun ist leicht zu sehen, dass der DFA
M = (P(Z),%,§,Qq, E)

= Jd(g,0)

q€Q

mit

und
={QCZ[|QNE#0}

aquivalent zuV ist, da fur alle Woérter: € >* gilt:

x € L(N) < N(z)kannin genalz| Schritten einen Endzustand erreichen
0'(Qo,x) NE #0

5(Qo, ) € E'

x € L(M).

Tt o3

Beispiel 1.14 Fur den NFAN = (Z, 3,0, Qo, E) aus Beispiel 1.11

OO0

0,1,2

ergibt die Konstruktion des vorigen Satzes den folgendeA DF (nach Entfernung
aller vom Startzustan@, = {p} aus nicht erreichbaren Zusténde):

I R SN
Qo =1{p} |[{p.a} {p} {p}
={p,q} | {p.a} {p.v} {p}

2 =1{p.r} | {p.a} {p} {p s}
Qs ={p,s} || {p.a} {p} {p}
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1,2

Im obigen Beispiel wurden fur die Konstruktion des DBA aus dem NFAN nur 4

der insgesantt!“ll = 16 Zustande benoétigt, da die tibrigen 12 ZustandB (&) nicht
vom Startzustand), = {p} aus erreichbar sind. Es gibt jedoch Beispiele, bei denen
alle 2II7ll Zustande irP(Z) fur die Konstruktion des so genannteotenzmengenau-
tomaten M bendtigt werden (siehe Ubungen).

1.3 Reguléare Ausdriicke

Wir haben uns im letzten Abschnitt davon Uberzeugt, dask alkAs nur regulére
Sprachen erkennen kdnnen:

REG = {L(M) | M istein DFA} = {L(N) | N ist ein NFA}.

In diesem Abschnitt werden wir eine weitere Charaktenisigrder regularen Sprachen
kennen lernen:

REG ist die Klasse aller Sprachen, die sich mittels der Opanatid/erei-
nigung, Durchschnitt, Komplement, Produkt und Sternhéilie der leeren
Menge und den einelementigen Sprachen bilden lassen.

Tatsachlich kann hierbei sogar auf die Durchschnitts- unchglementbildung ver-
zichtet werden.

Definition 1.15 Die Menge dereguléaren Ausdruckey (tiber einem Alphabét) und
die durchy dargestellte Sprachg(~) sind induktiv wie folgt definiert. Die Symbdle
eunda (a € X) sind regulare Ausdricke, die

e die leere Spraché& () = 0,
e die Sprachd.(¢) = {¢} und
o fiir jedes Zeichen < X die Sprachd.(a) = {a}

beschreiben. Sind und ;5 reguléare Ausdriicke, die die Sprachéfw) und L(/3) be-
schreiben, so sind auehg, («|3) und («)* regulare Ausdriicke, die die Sprachen
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o L(af) = L()L(P),

e L(a|f) = L(a) U L(B) und

o L((0)") = L(e)"
beschreiben.

Beispiel 1.16 UberY = {0, 1} sinde*, 0%, (0]1)*00 und(0|(1*) reguléare Ausdriicke,
die folgende Sprachen beschreiben:

v * 0* (0[1)*00 (€0]01*)
L(y) |[[{e}* ={e} | 0" ={e} | {200 |z e X} | {0}

Bemerkung 1.17

e Um Klammern zu sparen, definieren wir folgeitézedenzordnung
Der Sternoperatot bindet starker als der Produktoperater und dieser wiederum
starker als der Vereinigungsoperatpr

e Da der regulére Ausdruck~* die Sprachd.(vy)™ beschreibt, verwenden wirt
als Abkurzung fur den Ausdruek*.

Beispiel 1.18 Betrachte den DFAV:

Um fur die vonM erkannte Sprache

L(M) =A{z € {a,b}" | #a(2) — #o(2) =5 1}

einen regularen Ausdruck zu finden, betrachten wir zun&tibs$prachd.; = {z €
{a,b}* | #a4(x) — #(x) =3 0}. Da sichL; durch den reguléren Ausdruck

7 = (a(ab)*(aalb) | b(ba)* (a|bb))"
beschreiben lasst, erhalten wir flif)\/) den reguléren Ausdruck(a|bb(ab)*). d

Theorem 1.19 REG = {L(v) | -y ist ein regularer Ausdruck
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Beweis Die Inklusion von rechts nach links ist klar, da die Basishiiske(), ¢ unda,
a € ¥*, nur regulédre Sprachen beschreiben und die Sprachkrsseinter Produkt,
Vereinigung und Sternhiille abgeschlossen ist (siehe Bédivagen 1.9 und 1.12).

Fur die Gegenrichtung konstruieren wir zu einem DFAeinen reguléren Ausdruck
v mit L(v) = L(M). Sei alsoM = (Z,%,4,qo, E) ein DFA, wobei wir annehmen
konnen, dasg = {1,...,m} undgy = 1 ist. Dann lasst sicli.(A/) als Vereinigung

L(M) = U Lyg
qelE

von Sprachen der Form

Lyg= {r e x| 5(177 r) = q}

darstellen. Folglich reicht es zu zeigen, dass die Spraghgmdurch regulare Aus-
driicke beschreibbar sind. Hierzu betrachten wir die Sgrach

L, ={re> |dpx)=qundfiri=1,...,n—1gilto(p, ;- x;) <7}.

WegenL, , = L} reicht es, regulare Ausdriickg flr die Spracherd.;, , anzugeben.

Im Fall » = 0 enthalt

o JtaeZépa)=qtuiel, p=gq
P {a € X |d(p,a)=q}, sonst

nur Buchstaben (und eventuell das leere Wort) und ist s@mchi durch einen regula-
ren Ausdruckyg,q beschreibbar. Wegen

r+1 _ r r r * 7T
Lflhq o Lp,qULp,T+1(Lr+1,r+1) Lr+1,q

lassen sich aus den regularen Ausdruckenfir die Spracher’]  leicht regulare
Ausdricke fur die Sprachebgj;1 gewinnen:

r+1 __ . r r r * T
Tog = 7p7q|ryp,7‘+1<7r+1,r+1> Tr+1,q-

Beispiel 1.20 Betrachte den DFA

a

b
Da M insgesamin = 2 Zustande und nur den Endzustahiesitzt, ist

L(M) = | Lig = L2 = L}, = L(7,).

qeE
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Um~7, zu berechnen, benutzen wir die Rekursionsformel

r+1

. r r * 7
fyp,q - 7p,q|fyp,r+l(7r+l,r+1) 7r+1,q

und erhalten
7%,2 = 711,2|711,2(7%,2)*7%,2>
711,2 = 7?,2|V?,1(7?,1)*7?,27
7%,2 = 73,2|7§,1(7(1),1)*7(1),2-

Um einen reguléaren Ausdruck filr(M) = L(b*a(blab*a)*) zu erhalten, gentgt es
also, die regularen Ausdrick ;, 77 5,73 1, 73 95 V1 95 V2.0 UNd"7 5 ZU berechnen:

r b, q
1,1 1,2 2.1 2.2

01 €lb a a €lb
al(e|b)(e]b)"a (€]b)|a(e|b)"a

1 - ~—_—— - ~—_———

b*a e|blab*a

) b*alb*a(e|b|lab™a)* (e|blab*a)

b*a(blab*a)*

1.4 Relationalstrukturen

Sei A eine nichtleere MengeR; eine k;-stellige Relation aufd, d.h. R; C A% flr
i = 1,...,n. Dann heil3t(A; R,, ..., R,) Relationalstruktur. Die MengeA heif3t
Grundmenge Trdgermengeoderindividuenbereich der Relationalstruktur.

Bemerkung 1.21

e Wir werden hier hauptsachlich den Fall = 1, k; = 2, also (A, R) mit R C
A x A betrachten. Man nennt dank eine(binére) Relationauf A.

e Oft wird fur (a,b) € R auch dielnfix-Schreibweisea Rb benutzt.
Beispiel 1.22

o (F,M)mitF :={f| fistFlussin Europpund
M :={(f,9) € F x F| f mindeting}.
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o (U
B:

,B) mitU := {z | z ist Berliner} und
= {(x,y) € U x U | x ist Bruder vony }.
);

e (P(M),C), wobeiP(M) die Potenzmenge einer beliebigen Mengeund C
die Inklusionsbeziehung auf den Teilmengen Vdrist.

o (A Idy), wobeildy = {(x,x) | x € A} die Identitét auf A ist.
e (R <)
e (Z,|), wobei| die "teilt”-Relation bezeichnet.

*

Fml,=) mit Fml := {F | F ist aussagenlogische Formeind
= ={(F,G) € Fml x Fml | G ist aussagenlogische Folgerung k.

Graphische Darstellung von Relationen

Eine RelationR auf einer endlichen Mengé kann durch einegerichteten Graphen

G = (V, E) mit KnotenmengeV = A und Kantenmenge E = R veranschaulicht
werden. Hierzu stellen wir jedes Element A als einen Knoten dar und verbinden
jedes Knotenpaafz,y) € R durch eine gerichtete Kante (Pfeil). Zwei durch eine
Kante verbundene Knoten heil3Banachbart oderadjazent

Beispiel 1.23 Fiur die Relation (A,R) mit A = {a,b,¢,d} und R =
{(b,¢), (b,d), (c,a),(c,d),(d,d)} erhalten wir folgende graphische Darstellung.

@ ®
O ON <

Der Ausgangsgradeines Knotens: € V ist d,.(x) = ||R(z)|, wobeiR(x) = {y €

V' | Ry} der Nachbereichvon z ist. Entsprechend ist;,,(x) = [[{y € V | yRz}||

der Eingangsgradvon x. Falls R symmetrisch ist, konnen die Pfeilspitzen auch weg-
gelassen werden. In diesem Falld$t:) = d;,,(x) = d,(x) der Grad von z. Ist R
zudem irreflexiv, so erhalten wir einen (schleifenfrei@raphen.

Darstellung durch eine Adjazenzmatrix

Eine RelationR auf einer endlichen (geordneten) Menge-= {a, ..., a,} lasst sich
durch eine boolesche x n-Matrix Mz = (m;;) mit

. — 1, aiRaj,
Y1 0, sonst
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darstellen. Beispielsweise hat die Relation

R ={(b,¢),(b,d),(c,a),(c,d),(d,d)}

auf der Menged = {a, b, ¢, d} die Matrixdarstellung

Mp =

O = O O
o O OO
o O = O
=== O

Darstellung durch eine Adjazenzliste

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, eine endliche Retal in Form einer Tabelle
darzustellen, die jedem Elementc A seinen NachbereicR(z) in Form einer Liste
zuordnet:

x| R(x)
ol -
b| cd
c| a,d
d| d

1.4.1 Eigenschaften von Relationen

SeiR eine Relation aufA. Dann heil3tR
reflexiv, fallsVe € A: xRz (d.h.1dy C R),
irreflexiv, fallsVz € A : ~zRx (d.h.Idy C R),
symmetrisch fallsVz,y € A: xRy = yRx (d.h.R C RT),
asymmetrisch  fallsVz,y € A : 2Ry = —yRz (d.h.R C RT),
antisymmetrisch, fallsVx,y € A : vRy AyRx = v = y (d.h. RN RT C Id),

konnex fallsVz,y € A: 2Ry vV yRx (d.h.Ax A C RURT),
semikonnex fallsVz,y € A: 2 #y = xRy VyRx (d.h.Id C RUR"),
transitiv, fallsVz,y,2 € A: 2Ry ANyRz = xRz (d.h.R?> C R)

gilt.

Beispiel 1.24

e Die Relation "ist Schwester von” ist zwar in einer reinen Rengesellschaft
symmetrisch, i.a. jedoch weder symmetrisch noch asymseétrioch antisym-
metrisch.

e (R, <) istirreflexiv, asymmetrisch, transitiv und semikonnex.
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e (R, <)und(P(M), Q) sind reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.

e (R, <)istauch konnex un@P (M), C) istim Fall || M| < 1 zwar auch konnex,
aber im Fall|| M || > 2 weder semikonnex noch konnex.

<

Operationen auf Relationen

Da Relationen Mengen sind, sind auf ihnen die mengenthsohein Operationen
Durchschnitt, Vereinigung, Komplement und Differenz definiert. Seienk und S
Relationen auf4, dann ist

RNS = {(z,y) € Ax A| xRy N xSy},

RUS = {(z,y) € Ax A|zRyV xSy},

R—S = {(z,y) € Ax A| xRy N ~xSy},
R = (AxA)-R

Sei allgemeinetM C P(A x A) eine beliebige Menge von Relationen aifDann
sind derSchnitt tber M und dieVereinigung Uber M folgende Relationen:

(M = {(z,y) |[VR € M : xRy}

U/\/l = {(z,y) | IR € M : zRy}
Weiterhin ist dielnklusionsrelation R C S auf Relationen definiert:
RC S & Vr,y: xRy — xSy.
Die transponierte (konverse) Relationzu R ist
R" :={(y,x) | xRy}.

RT wird oft auch mitR~! bezeichnet. Zum Beispiel i$R, <”) = (R, >).

Eine wichtige zweistellige Operation auf der Merigjed x A) aller Relationen auft
ist das Relationenprodukt (auch Komposition genannt).

DasProdukt zweier Relationer? und.S auf A ist

RoS:={(z,z) | Jy: xRy NySz}.

Ubliche Bezeichnungen fiir das Relationenprodukt sind @ughund R - S oder ein-
fachRS. FUrR o --- o R wird auchR" geschrieben. Dabei ist’ = Id.

n-mal
Vorsicht: Dasn-fache Relationenprodukt voR sollte nicht mit demn-fachen kar-
tesischen Produkt devienge R verwechselt werden. Wir vereinbaren, ddgs das
n-fache Relationenprodukt bezeichnen soll, fatleine Relation ist.
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Beispiel 1.25 Ist B die Relation "ist Bruder von} "ist Vater von”, M "ist Mutter

von"und E = V U M "ist Elternteil von”, so istB o F die Relation "ist Onkel vony

Sind My = (r;;) und Mg = (s;;) boolesche: x n-Matrizen fir R und .S, so erhalten
wir fiir 7' = R o S die Matrix My = (¢;;) mit

Der Nachbereicl'(z) von z bzgl. der RelatioW” = R o S berechnet sich zu

T(x) = | J{SW) |y e R@)} = |J S.

yER(z)

Beispiel 1.26 Betrachte die RelationeR = {(a,a), (a,c), (c,b), (c,d)} und S =
{(a,b),(d,a), (d,c)} auf der Menged = {a, b, ¢, d}.

| Relation | R S RoS SoR |
@O® O~ -0 @ O©
Graph
O—@ O é)@@ O—dD
) 1010 0100 0100 0000
Adjazenz- | 0000 0000 0000 0000
matrix 0101 0000 1010 0000
0000 1010 0000 1111
) a:a,c a:b a:b a:-
Adjazenz- | p:- b:- b:- b:-
liste c:b,d c:- c:a,c c:-
d:- d:a,c d:- d:a,b,c,d

<

Beobachtung: Das Beispiel zeigt, dass das Relationenprodukt nicht kotatwust,
d.h.i.a. giltnichtRo S = S o R.

Als nachstes zeigen wir, dass die Merige= P(A x A) aller binaren Relationen auf
mit dem Relationenproduktals binérer Operation und der Relatibf, als neutralem
Element eine Halbgruppe (odktonoid) bildet.

Theorem 1.27 Seien@, R, S Relationen aufd. Dann gilt

(i) (QoR)oS=Qo(RoS), d.h.oistassoziativ,
(i1) Ido R= Rold= R, d.h.Idistneutrales Element.
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Beweis
(i) Esqilt:
r(QoR)oSy & JueA:xz(QoR)u AN uSy
& JueA:(veAd:2QuRu) NuSy
S Ju,veAd:xQuRuSy
&S veA:zQu A (FueAdA:vRu AN uSy)
& veA:xzQu(RoS)y
& zQo(RoS)y
(it) Wegenz [doRy< 3z:x2 =2 N 2z Ry< x Ryfolgt Ido R = R. Die
GleichheitR o Id = R folgt analog. O

Manchmal steht man vor der Aufgabe, eine gegebene RelRtaurch eine moglichst
kleine Modifikation in eine Relatio’ mit vorgegebenen Eigenschaften zu tberfuh-
ren. Will man dabei alle iR enthaltenen Paare beibehalten, dann séfli@usR durch
Hinzufigen moéglichst weniger Paare hervorgehen.

Es lasst sich leicht nachprifen, dass der Schnitt Gber eieeg®l reflexiver (bzw.
transitiver oder symmetrischer) Relationen wieder reflékizw. transitiv oder sym-
metrisch) ist. Folglich existiert zu jeder Relatidghauf einer Menged eine kleinste
reflexive (bzw. transitive oder symmetrische) Relatigndie R enthalt.

Definition 1.28 SeiR eine Relation.
e Die reflexive Hille von R ist

hen(R) = [{S € A x A| Sist reflexiv undi C S}.
e Die symmetrische Hlillevon R ist
heyd R) = [ {S € A x A| S ist symmetrisch un& C S}.

e Die transitive Hlille von R ist
Rt = ﬂ{S C A x A| SisttransitivundR C S}.
e Die reflexiv-transitive Hiille von R ist
R*=[){S C Ax A| Sistreflexiv, transitiv und? C S}.
Theorem 1.29 SeiR eine Relation aufd.

(i) hren(R) = RU Idy,
(”) hsym(R) - R U RT,
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(ii)) R =, R",
(iv) R =, R"
Beweis Siehe Ubungen. O

Anschaulich besagt der vorhergehende Satz, dass ein(&#aargenau dann in der
reflexiv-transitiven HulleR* von R ist, wenn es eim > 0 gibt mit a R™b, d.h. es gibt
Elementer,...,z, € Amitzy = a, z, = bund

roRr1 Ry« - 21 Rz,

In der Graphentheorie nennt mag- - - x,, einenWeg der Lédngen von a nach b.

1.4.2 Aquivalenz- und Ordnungsrelationen

Die nachfolgende Tabelle gibt einen Uberblick tiber die defenden Eigenschaften
der wichtigsten Relationalstrukturen.

\ | refl. sym. trans. asym. antisym. konnex semikpn.
Aquivalenzrel. v v
(Halb-)Ordnung|| v
Striktordnung
lineare Ord.
lin. Striktord.
schwache Ord.
Quasiordnung v

SSENENENENENEN
Q\
(\

In der Tabelle sind nur die definierenden Eigenschaftendeirc”v'” gekennzeichnet.
Das schliel3t nicht aus, dass gleichzeitig auch noch welggenschaften vorliegen
kénnen.

Wir betrachten zunachst eine Reihe von BeispielenAiuivalenzrelationen, die
durch die drei Eigenschaften reflexiv, symmetrisch undsitandefiniert sind.

Beispiel 1.30
o Auf der Menge aller Geraden ii®? die Parallelitat.
e Auf der Menge aller Menschen "im gleichen Jahr geboren wie”.
e Auf Z die Relation "gleicher Rest bei Division durehr’.

o Auf der Menge der aussagenlogischen Formeln die semaatisghivalenz. <
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Ist £ eine Aquivalenzrelation, so nennt man denazgehorigen Nachbereich(x)

die von z représentierte Aquivalenzklasseund bezeichnet sie mjit]; oder einfach
mit [z]. Die durch£ auf A induzierte Partitio{[z] | x € A} wird Quotienten- oder
Faktormenge genannt und mitd/E bezeichnet. Die Anzahl der Aquivalenzklassen
von E wird auch als defndex von E bezeichnet.

Definition 1.31 Eine Familie{/; | i € I} von nichtleeren Teilmenge¥l; C A heil3t
Partition der MengeA, falls gilt:

a) die Mengen\/; uberdeckenA, d.h.A = J._, M; und

el
b) die Mengen\/; sind paarweise disjunktd.h. fir je zwei verschiedene Mengen

Wie der nachste Satz zeigt, beschreiben AquivalenzrektiaufA und Partitionen
von A den selben Sachverhalt.

Theorem 1.32 SeiL eine Relation aufi. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.

(i) E ist eine Aquivalenzrelation auf.
(ii) Furalle z,y € A qilt
zBy < E(r) = E(y) (%)
(iii) E istreflexivund{E(x) | x € A} ist eine Partition vorA.

Beweis

(i) = (ii) SeiF eine Aquivalenzrelation aut. Da F transitiv ist, impliziertz E'y die
Inklusion E(y) C E(x):

z€ E(y) = ybz= 2Bz = z € E(x).

Da E symmetrisch ist, folgt augEy aber auch®'(z) C E(y).

Umgekehrt folgt aus®(z) = E(y) wegen der Reflexivitat voly, dassz €
E(r) = E(y) enthalten ist, und somitEy. Dies zeigt, das# die Aquivalenz
(x) erfullt.

(17) = (i17) Falls E' die Bedingungx) erfullt, so folgt sofortz Ex (wegenE(x) =
E(x)) und folglich uberdecken die Nachbereich¢r) (wegenz € E(x)) die
MengeA.

Ist E(x)NE(y) # 0 undz ein ElementinE(z)NE(y), so giltz Ez undy Ez und
daher folgtEl(z) = E(z) = E(y). Da also je zwei Nachbereiclig(z) und E(y)
entweder gleich oder disjunkt sind, bildgE(z) | + € A} sogar eine Partition
von A.
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(171) = (i) Wird schlief3lichA von den MengerE (z) partitioniert, wobeir € E(x)
fur allex € A qilt, so folgt

By ye E(x)NE(y) < E(x) = E(y).

Daher Ubertragen sich die Eigenschaften Reflexivitat, Sgimenund Transiti-
vitat unmittelbar von der Gleichheitsrelation af

O

Beispiel 1.33 Fir die weiter oben betrachteten Aquivalenzrelationealegh wir fol-
gende Klasseneinteilungen.

e FUr die Parallelitat auf der Menge aller Geraderiiifn alle Geraden mit dersel-
ben Richtung (oder Steigung) bilden jeweils eine Aquivalkéasse.

e Fur die Relation "im gleichen Jahr geboren wie” auf der Mealigr Menschen:
jeder Jahrgang bildet eine Aquivalenzklasse.

e Fur die Relation "gleicher Rest bei Division dureli’ auf Z: jede derm Rest-
klassen0], [1],. .., [m — 1] mit

r]l={a€Z]|amodm=r}
bildet eine Aquivalenzklasse. <

Die kleinste Aquivalenzrelation auf ist dieldentitat 7d4, die groRte didllrelation

A x A. Die Aquivalenzklassen der Identitat enthalten jeweils @in Element, d.h.
A/ldy = {{z} | * € A}, und die Allrelation erzeugt nur eine Aquivalenzklasse,
namlichA/(A x A) = {A}.

Fur zwei Aquivalenzrelatione® C E’ sind auch die Aquivalenzklassérz von £

in den Klassenz|z von E’ enthalten. Folglich ist jede Aquivalenzklasse vBhdie
Vereinigung von (evtl. mehreren) Aquivalenzklassen vgn Im Fall E C E' sagt
man auch,E; bewirkt einefeinere Partitionierung als&;. Demnach ist die ldentitét
die feinsteund die Allrelation diegrobste Aquivalenzrelation.

Da der Schnitt (iber eine Menge von Aquivalenzrelationerai@ine Aquivalenzre-
lation ist, kdnnen wir fUr eine beliebige Relatidghauf einer Menged die kleinsteR
umfassende Aquivalenzrelation definieren:

hag(R) == ﬂ{E | E ist eine Aquivalenzrelation auf mit R C F}

In der Sprache der Graphentheorie werden die duggh?) generierten Aquivalenz-
klassen auch dischwachen Zusammenhangskomponenteates gerichteten Graphen
(A, R) genannt (siehe Ubungen). Als nachstes betrachten wir Qg
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Definition 1.34 (A, R) heil3t Ordnung (auch Halbordnung oder partielle Ord-
nung), wennR eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relatign4aist.

Beispiel 1.35

e (Z,<)und(N,|) sind Ordnungen. Erstere ist linear, letztere nicht.

e Fir jede MengéV/ ist die relationale StruktufP (M ); C) eine Ordnung. Diese
ist nurim Fall||M|| < 1 linear.

o Auf der Menge A(M) aller Aquivalenzrelationen auf/ die Relation "feiner
als”. Dabei ist, wie wir gesehen habdr, eine Verfeinerung vot,, falls £; in
E, enthalten ist. In diesem Fall bewirlt; namlich eine feinere Klasseneintei-
lung auf M als E,, da jede Aquivalenzklasse vdp in einer Aquivalenzklasse
von E, enthalten ist.

e Ist R eine Ordnung aufl und B C A, so heif3t die Ordnun&z = RN (B X
B) die Einschrdnkung (oder Restriktion) von R auf B. Beispielsweise ist
(A(M); C) die Einschrankung vo(iP(M x M); C) auf A(M). <

Ordnungen lassen sich sehr anschaulich durch Hasse-Diagradarstellen. Sef
eine Ordnung aufl und sei< die Relation< N Id4. Um die Ordnung< in einem
Hasse-Diagrammdarzustellen, wird nur der Graph d¥achbarrelation

da=<\<*dhz<y & z<yA-Tz:z<z<y

gezeichnet. Flr < y sagt man auchy ist oberer Nachbar von z. Weiterhin wird im
Fall z < y der Knoteny oberhalb vom Knoten gezeichnet, so dass auf Pfeilspitzen
verzichtet werden kann.

Beispiel 1.36

1. Die Inklusionsrelation auf der Potenzmerf@eV/) von M = {a, b, ¢} und die
Verfeinerungsrelation auf der Mengt M) aller Aquivalenzrelationen aufl =
{a, b, c} lassen sich durch folgende Hasse-Diagramme darstellen.

M

M x M

{a,b} {b,c}
haa{(b,c)}

{a} {c}
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2. Die "teilt’-Relation auf{1,2,...,10} ist durch folgendes Hasse-Diagramme
darstellbar.

<

Definition 1.37 Sei< eine Ordnung aufd und seih € H Element einer Teilmenge
H C A.

¢ 1/ heil3tkleinstes Elementoder Minimum von H (h = min H), falls gilt:
Vh' e H:h <.
¢ h heil3tgrétes Elementoder Maximum von H (h = max H), falls gilt:
Vh' € H: h < h.
e ¢ heildstminimal in H, falls es inH kein kleineres Element gibt:
Vh e H:h' <h=h'"=h.
e a heilstmaximalin H, falls es inH kein grof3eres Element gibt:
VW eH:h<h=h=Hn.

Bemerkung 1.38 Wegen der Antisymmetrie kann edirmoéchstens ein kleinstes und
hdchstens ein groldtes Element geben.

Definition 1.39 Sei< eine Ordnung aufl und seiH C A.

e Jedes Element € A mitu < h fUr alle h € H heildtuntere und jedes € A
mit h < o fur alle h € H heil3tobere Schrankevon H .

e 1 heilRtnach oben beschridnktwennH eine obere Schranke hat, uméch
unten beschrankt wennH eine untere Schranke hat.

e H heilRtbeschrdnkt wennH nach oben und nach unten beschrénkt ist.

e BesitztH eine grofite untere Schranked.h. besitzt die Mengg€ aller unteren
Schranken vorf{ ein groldtes Element so heil3t das Infimum von H (i =
inf H):

(WVheH:h>i)ANNueA:(Vhe H:h>u)=u<i.
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e BesitztH eine kleinste obere Schranked.h. besitzt die Meng@ aller oberen
Schranken vorH ein kleinstes Element, so heil3ts das Supremum von H
(s = sup H):

(Vhe H:h<s)AN[NVoe A:(Vhe H :h<o0)=s<o0]
Bemerkung 1.40 H kann nicht mehr als ein Supremum und ein Infimum haben.

s

Beispiel 1.41 Betrachte nebenstehende Ordnung auf der Meng
A = {a,b,c,d, e}. Die folgende Tabelle zeigt fur verschiedene
Teilmengend C A alle minimalen und maximalen Elemente in

H, alle unteren und oberen Schranken, sowie Minimum, Maxi-
mum, Infimum und Supremum vaii (falls existent).

()
‘@

H minimal maximal Minimum Maximum unt. Schr. ob. Schr. Inf.[5u
{a,b} a,b a,b - - c,d, e - - -
{c,d} c,d c,d - - e a,b e -

{a,b,c} c a,b c - c,e - c -
{a,b,c,e} e a,b e - e - e -
{a,c,d, e} e a e a e a e a

Bemerkung 1.42

e Auch in linearen Ordnungen muss nicht jede beschréankten@&aije ein Supre-
mum oder Infimum besitzen.

e So hat in der linear geordneten Men@@, <) die Teilmenge
H = {reQ|s*<2}
weder ein Supremum noch ein Infimum.

e Dagegen hat in einer linearen Ordnung jedadlicheTeilmenge ein kleinstes
und ein gréf3tes Element und somit erst recht ein Supremureiardfimum.

1.4.3 Abbildungen

Definition 1.43 SeiR eine binare Relation auf einer Mengé.
¢ R heil3trechtseindeutigfalls gilt:

Ve,y,z€ M : xRy NxRz =y = z.



1.4 Relationalstrukturen 23

¢ R heildtlinkseindeutig falls gilt:

Ve,y,z € M xRz NyRz = x =y.
e Der NachbereichN(R) und derVorbereichV (R) von R sind

N(R) = | J R(z) und V(R) = | J R"(x).

zeM reM

e Eine rechtseindeutige Relatidd mit V(R) = A und N(R) C B heif3tAbbil-
dung oderFunktion von A nach B(kurzR : A — B).

Bemerkung 1.44

e Wie Ublich werden wir Abbildungen meist mit kleinen Budbstef, g, h, ... be-
zeichnen und flfz,y) € f nichtzfy sondernf(z) = yoderf : z — y
schreiben.

e ISt f: A — B eine Abbildung, so wird der Vorbereidh(f) = A der Definiti-
onsbereichund die Menge3 derWertebereicloderWertevorratvon f genannt.

e Der NachbereichV(f) wird als Bild von f bezeichnet.
Definition 1.45

e Im Fall N(f) = B heil3tf surjektiv.

e Ist f linkseindeutig, so heif3f injektiv. In diesem Fall impliziertf (z) = f(y)
die Gleichheitr = y.

¢ Eine injektive und surjektive Abbildung helifektiv.

e Fir eine injektive Abbildung : A — B ist auchf” eine Abbildung, die mit
f~! bezeichnet und di@verse Abbildungzu f genannt wird.

Man beachte, dass der Definitionsberditly ') = N(f) nur dann gleichB ist, wenn
f auch surjektiv, also eine Bijektion ist.
1.4.4 Homo- und Isomorphismen

Definition 1.46 Seien(A;, R;) und(As, Ry) Relationalstrukturen.

e Eine Abbildungh : A; — A, heiBtHomomorphismusfalls fur allea, b € A;
gilt:
aRib = h(a)Rah(D).
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e Sind (A, R;) und (A4,, Ry) Ordnungen, so spricht man vadrdnungshomo-
morphismenoder einfach vomonotonenAbbildungen.

¢ Injektive Ordnungshomomorphismen werden asiceng monotoneAbbildun-
gen genannt.

Beispiel 1.47 Folgende Abbildung: : A; — A, ist ein bijektiver Ordnungshomo-
morphismus.

(A1, <q) (Az, <5)

Obwohlh ein bijektiver Homomorphismus ist, ist die Umkehruing kein Homomor-
phismus, d& ! nicht monoton ist. Es gilt namlich

2 <, 3, aberh™*(2) =b %, c=h"'(3).
q

Definition 1.48 Ein bijektiver Homomorphismus: A; — A,, bei dem auckh ! ein
Homomorphismus ist, d.h. es gilt

Va,b € Ay : aR1b < h(a)Rah(b).

heiRt Isomorphismus In diesem Fall heil3en die Strukturénl;, R;) und (As, R»)
isomorph(kurz: (A, Ry) = (Ag, Rs)).

Beispiel 1.49

¢ Die beiden folgenden Graphen sind isomorph. Zwei Isomarpkn sind bei-
spielsweiséi; undhs.

v (12345
hi(v)|13524
ha(v)|14253

e Die Bijektionh : z — e” ist ein Ordnungsisomorphismus zwisch@ <) und
((0, 00), <).
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e Firn € Nsei
T, = {keN|kteiltn}

die Menge aller Teiler vom und P, = T,, N Prim die Menge aller Primteiler
vonn. Dann ist fir quadratfreies, d.h. es gibt keirk > 2, so dass:? die Zahl
n teilt, die Abbildung

h:kw— P,

ein Ordnungsisomorphismus zwisch@h, |) und(P(P,), Q).

e Wahrend auf der Knotenmengdé = [3] insgesamg® = 8 verschiedene Gra-
phen existieren, gibt es auf dieser Menge fiunterschiedliche nichtisomorphe

Graphen:

<

Bemerkung 1.50 Auf der Knotenmengl = [n| existieren genaa(g) verschiedene
Graphen. Sei(n) die Anzahl aller nichtisomorphen Graphen duf Da maximal
n! verschiedene Graphen auf in einer Isomorphieklasse liegen kdnnen,dé&t) >

2(3)/71!.

Tatsachlich istz(n) asymptotisch gleicty(n) = 2(3)/n! (in Zeichen:a(n) ~ g(n)),
d.h.
lim a(n)/g(n) = 1.

Also gibt es aul” = [n] nicht wesentlich mehr alg(n) nichtisomorphe Graphen.

Beispiel 1.51 Es existieren genau 5 nichtisomorphe Ordnungen mit 3 Elenen

Ll A

Anders ausgedrickt: Die Klasse aller dreielementigen @rdan zerfallt unter
der Aquivalenzrelatiors® in finf Aquivalenzklassen, die durch obige funf Hasse-
Diagramme reprasentiert werden. <

1.5 Minimierung von DFAs

Wie kdnnen wir feststellen, ob ein DFN = (Z, %, §, qo, ) unndétige Zustande ent-
halt? Zunachst einmal kénnen alle Zustande entfernt wemdiemicht vom Startzu-
stand aus erreichbar sind. Im folgenden gehen wir daherndaus, dass\/ keine
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unerreichbaren Zustande enthéalt. Offensichtlich konwesi Zustande; undp zu ei-
nem Zustand verschmolzen werden (kyrz: p), wennM vong und vonp ausgehend
jeweils dieselben Worter akzeptiert. Bezeichnen wir deADE. X, 6, ¢, £) mit M,
und L(M,) mit L,, so sindg undp genau dann verschmelzbar, webp= L, ist.

Fassen wir alle zu einem Zustandquivalenten Zustande in dem neuen Zustand
Zl.={/€eZ|L,=L.}

zusammen (woflr wir auch kuriz| oder zZ schreiben) und ersetzen wif und E
durchZ = {# | z € ZYundE = {# | z € E}, so erhalten wir den DFA
M = (Z,%,8, [q), E) mit

0'([q], a) = [6(g, @)].
Im nachsten Satz zeigen wir, dadg tatsachlich der gesuchte Minimalautomat fur
L(M) ist. Fir eine Teilmeng€ C Z bezeichne) die Menge{j | ¢ € Q} aller
Aquivalenzklassed, die einen Reprasentantein ( haben.

Theorem 1.52 SeiM = (Z,%,6, qo, £) ein DFA, der nur Zustande enthalt, die vom
Startzustand, aus erreichbar sind. Dann ist/’ = (Z, %, ', [q], £) mit

0'(la), a) = [0(q, a)]

ein DFA fur L(M) mit einer minimalen Anzahl von Zustanden.
Beweis

e Wir zeigen zuerst, dasg wohldefiniert ist, also der Wert va#i(g, a) nicht von
der Wahl des Reprasentantgabhangt. Hierzu zeigen wir, dass im Falk ¢
auchd(q, a) undi(p, a) dquivalent sind:

Ly=L, = VzeX' :vecl,—x€cl,
= VeeXiaxrel, < ar €L,
= VeeXi:ze Lg(qﬂ) — T € Lg(pﬂ)
= Liga) = Loa)-

e Als nachstes zeigen wir, dasséM’) = L(M) ist. Seiz = z; - - - x,, eine Eingabe
und seien A
qi = 6(q07x1"'xi)a L= 07"'7”

die vonM beim Abarbeiten vor: durchlaufenen Zustande. Wegen
" ([gi-1]; ) = [0(gi—1, 7)) = [¢4]
durchlauft)’ dann die Zustande

[QO], [Ch], Tty [Qn]
Da aberg, genau dann zi& gehért, wenrig,] € E ist, folgt L(M’) = L(M).
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e Esbleibt zu zeigen, dasd’ eine minimale Anzahj| Z|| von Zustanden hat. Dies
ist sicher dann der Fall, wenn bereits minimal ist. Es reicht also zu zeigen,
dass die Anzahtk = ||Z|| = ||[{L, | ¢ € Z}| nicht von A/, sondern nur von
L(M) abhangt. Flr: € X* sei

L,={yeX |zye L(M)}.

Dann gilt{L, | z € ¥*} C {L, | ¢ € Z}, daL, = L, , ist. Die umgekehrte
Inklusion gilt ebenfalls, da nach Voraussetzung jeder @ty € 7 Uber ein
x € X* erreichbar ist. Also handt = |[{L, | ¢ € Z}|| = [{L. | = € X*}|| nur
von L(M) ab. O

Fir die algorithmische Konstruktion vall’ ausM steht man vor der Aufgabe, fest-
zustellen, ob zwei Zustangeund g verschmelzbar sind oder nicht. Zur Beantwortung
dieser Frage machen wir folgende Beobachtungen.

Beobachtung 1.53

e Kein Endzustang € F ist mit einem Zustang € Z \ E verschmelzbar (wegen
e € L,AL,).

e Wennd(p,a) undd(q, a) unverschmelzbar sind, dann sind aychnd ¢ unver-
schmelzbar (wegem~ ¢ = §(p, a) ~ d(q, a)).

e Wenn alsaD nur unverschmelzbare Zustandspaare enthalt, dann sind alle
Paare in der Menge

D'={{p.q} | Ja € X : {d(p.a),é(q,a)} € D}.
unverschmelzbar.
Daher berechnen wir ausgehend von der Menge
Do={{p,a} |peE,q¢E}
eine Folge von Mengen
DyC D CoC{{z2}CZ| 242}

mittels
D1 =DiU{{p,q} | Ja € ¥:{d(p,a),0(q,a)} € Di},

indem wir zuD; alle Paarg ¢, p} hinzufugen, fur die eines der Pad®q, a), d(p, a)},
a € ¥, bereits zuD, gehort. DaZ endlich ist, muss es einmit D, = D; geben. In
diesem Fall gilt (siehe Ubungen):

p~q<{p.q} ¢D;.

Daher kann nud/’ durch Verschmelzen aller Zustéangley mit {p, ¢} ¢ D; gebildet
werden. Damit erhalten wir folgenden Algorithmus zur Bérmeng eines minimalen

DFA.
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Algorithmus 1.54 MIN-DFA

1 Eingabe:DFA M = (Z,%,0,qo, E).

2  Entferne alle vor, aus unerreichbaren Zustande aus
3  Markiere alle Paaréz, 2’} mit z € Fundz’' ¢ E.
4

Solange noch ein unmarkiertes P@arz'} C Z existiert, fir das eines der
Paare{o(z,a),d(7',a)}, a € X, bereits markiert ist, markiere augh, 2'}.
5 Bilde die Verschmelzungsmengen

z={z}U{7 € Z| {2, 7} ist nicht markier}, = € Z.

6 Ausgabe:Minimal-DFA M’ = (Z,%,8 %0, E)mit Z = {3 | z € Z},

—_—

E={2|z€ E}undd(z,a) = (2 a).
Beispiel 1.55 Betrachte den DFA/

Dann enthaltD, die Paare

(1,3}, {1,6}, 2,3}, {26}, {3.4}, {3,5}, {4, 61, {5,6).

Die Paare inD, sind in der folgenden Matrix durch eine Null markiert.

00

1[1]0
1[0
0[0] [0]0]

123 45

S O = W N

Wegen

{p.q} {14} {1,5} {24} {2 5}
(5(0.).0(p.a)} [ {2.3) (2.6} (1,3} {1.6)
enthalt), zusatzlich die Paarél, 4}, {1,5}, {2,4}, {2,5} (in obiger Matrix durch
eine Eins markiert). Da die verbliebenen Pagre2}, {3,6}, {4,5} wegen

{p,q} {1,2} {3,6} {4,5}
{0(p,a),0(q,a)} | {1,2} {4,5} {3,6}
{6(p,0),0(q,0)} | {3,6} {1,2} {4,5}
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nicht zu D; hinzugefugt werden kdnnen, ist, = D;. Aus den unmarkierten Paaren
{1,2}, {3,6} und{4, 5} erhalten wir die Verschmelzungsmengen

1={1,2}, 3={3,6} und 4 = {4,5},

die auf folgenden Minimal-DFAV/’ fihren:
b

GO

a

<

Durch eine leichte Modifikation voi/’ ist es mdglich, einen Minimalautomatéi;,
direkt aus einer regularen Spracheu gewinnen (also ohne den Umweg Uber einen
DFA M far L). Da namlich zwei Eingabenundy den DFAM’ genau dann in densel-
ben Zustandd (qo, )] = [6(qo, )] Uberfiihren, wenii, = L, ist, kénnen wir den von

M’ bei Eingaber erreichten Zustanf(qo, z)] auch mit der Sprach&, bezeichnen.
Dies fuhrt auf den DFAVI, = (Z, %, 01, L., E) mit

Z, = {L.|zex),
E; = {L, |z e L}und
5L(L$7a’) = L:ma

welcher isomorph zu\/’ ist (also bis auf die Benennung der Zustéande mit diesem
identisch ist).

Beispiel 1.56 FUrL = {zy-- -2, | x; € {0,1} furi=1,...nundx,_; = 0} ist

L, x € {e,1} oderz endet mitl1,
LuU{0,1},  x =0 oderz endet mitl0,
LuU{e 0,1}, xendet mit0o,

LuU{e}, x endet mit01.

Somit erhalten wir den folgenden Minimalautomaféei:
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Im Fall, dassM bereits ein Minimalautomat ist, sind alle Zustéande vidhvon der
Formg = {q}, so dassV/ isomorph zuM'’ und damit auch isomorph zu/;, ist. Dies
zeigt, dass alle Minimalautomaten fur eine Sprathsomorph sind.

Um fir eine regulare Spracheeinen Minimalautomaten zu konstruieren, ist es nicht
nétig, die SpracherL, zu bestimmen. Um die Uberfiihrungsfunktion aufzustellen,
mussen wir nur herausfinden, welche Eigaben jeweils in dems&ustand’,, fuh-

ren. Wie die Spracheh, konkret aussehen, spielt dagegen keine Rolle. Daher werden
haufig einfach die Aquivalenzklassen = {y | z Ry y} der durch

TRy Ly, =1L,

definierten RelatioR;, als Zustande des Minimalautomaten verwendet. Dies fllirt au
den so genanntefquivalenzklassenautomaten/z, = (7,3, 4, [¢], E) mit

z = {[z] |z eX},
E = {[z] |z € L} und
i([z],a) = [za].

Die RelationR;, gibt uns eine Mdéglichkeit an die Hand, herauszufinden, ob gat
gebene Sprache regulér ist oder nicht. Offensichtlich gibt es genau dameeiDFA
fur L, wennR;, die MengeX* in endlich viele Klassen zerlegt.

Satz 1.57 (Myhill und Nerode) Fur eine Sprachel bezeichneindex(R;) =
|{[z]r, | z € X*}|| den Index der Aquivalenzrelatidy,.

1. REG = {L | index(Ry) < oo}.

2. Ist L regular, so gibt es bis auf Isomorphie nur einen DFA fiimit einer mini-
malen Anzahl von Zustanden.

Beispiel 1.58 Sei L = {a't’ | i > 0}. Wegent' € L, AL, furi # j hat Ry
unendlichen Index, d.H. ist nicht reguléar. N

1.6 Grammatiken

Eine beliebte Methode, Sprachen zu beschreiben, sind Gasiken. Implizit haben
wir hiervon bei der Definition der reguléaren Ausdricke bisr&8ebrauch gemacht.

Beispiel 1.59 Die SpracheR A aller regularen Ausdriicke Gber einem Alphabet

{ai, ..., a;} l&sst sich aus dem Symbdl durch wiederholte Anwendung folgender
Regeln erzeugen:

R — 0, R — RR,

R — € R — (R|R),

R — a;,1=1,... k, R — (R)*. 4



1.6 Grammatiken 31

Definition 1.60 EineGrammatikist ein 4-Tupelz = (V, X, P, S), wobei
¢ / eine endliche Menge vovariablen (auchNichtterminalsymbolegenannt),

e Y dasTerminalalphabet

e P C (VUX)T x(VUX)* eine endliche Menge vdRegeln(oderProduktionen
und

e S c V die Startvariableist.

Fur (u,v) € P schreiben wir auch kurz —¢ v bzw. v — v, wenn die benutzte
Grammatik aus dem Kontext ersichtlich ist.

Definition 1.61 Seieny, 8 € (V U X)*.

a) Wir sageng ist ausa in GG ableitbar(kurz: o = (), falls eine Regel. —¢ v
und Worterl, r € (V' U X)* existieren mit

a = lurundg = lor.

Hierflr schreiben wir auchiur = lvr. (Man beachte, dass durch Unterstrei-
chen vonu in « sowohl die benutzte Regel als auch die Stelleiran deru
durchv ersetzt wird, eindeutig erkennbar sind.)

b) Die durchG erzeugte Sprachest

L(G)={x e X | S =, x}.

Dasn-fache Produkt vors ist=7, d.h.a =7 3 besagt, dass ausa in n Schritten
ableitbar ist. Die reflexiv-transitive Hiille vors(; ist =, d.h.a =7, 3 besagt, dass
(3 ausa (in endlich vielen Schrittengbleitbar ist. Ein Worta € (V' U X)* heift
Satzform, wenn es aus dem Startsymisbableitbar ist.

Definition 1.62 EineAbleitungvonz ist eine Folge
o= (lo,u0,70), -+ (Lyns Uy Tn)
von Tripeln(l;, u;, ;) mit (o, wo, 70) = (£, S, €), lyptmry = x und
Liwir; = lipuiri fri=0,...,m — 1.
Die Langevono ist m. Wir notieren eine Ableitung wie oben auch in der Form

lo@’l“o = llﬂrl = = 1 U 1Tm—1 = LU T
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Beispiel 1.63 Wir betrachten nochmals die Grammatik = ({R},X U
{0,¢,(,),*, |}, P, R), die die Menge der regularen Ausdriicke Gber dem Alphabet
erzeugt, wobeP die oben angegebenen Regeln enthalt¥lst {0, 1}, so lasst sich
der regulare Ausdrucl01)*(¢|() beispielsweise wie folgt ableiten:
R= RR= (R)'R = (RR)'R = (RR)"(R|R)
= (0R)"(R|R) = (01)"(R|R) = (01)"(¢|R) = (01)"(e[0) p

Man unterscheidet vier verschiedene Typen von Grammatiken
Definition 1.64 SeiG = (V, X, P, S) eine Grammatik.

1. G hei3tvom Typ 3oderregular, falls fur alle Regelnu — v gilt: v € V und
veXVUXU/{el.

2. GG heil3tvom Typ 2oderkontextfrei, falls fur alle Regeln, — v gilt: v € V.

3. G heilstvom Typ loderkontextsensitiyfalls fir alle Regeln: — v gilt: |v| >
lu| (mit Ausnahme det-Sonderregel, siehe unten).

4. Jede Grammatik ist automatisebm Typ 0

e-Sonderregel:In einer kontextsensitiven Grammatik= (V. X, P, S) kann auch die
RegelS — ¢ benutzt werden. Aber nur, wenn das Startsymbaolcht auf der rechten
Seite einer Regel i* vorkommit.

Die Sprechweisen ,vom Typ‘ bzw. ,regular®, ,kontextfrei“ und ,kontextsensitiv*

werden auch auf die durch solche Grammatiken erzeugte Isgraangewandt. (Der
folgende Satz rechtfertigt dies fur die regularen Spractienwir bereits mit Hilfe von

DFAs definiert haben.) Die zugehérigen neuen Sprachklasadn

CFL = {L(G) | G ist eine kontextfreie Grammatik
(context free languageand
CSL = {L(G) | G ist eine kontextsensitive Grammalik

(context sensitive language®a die Klasse der Typ Sprachen mit der Klasse der
rekursiv aufzahlbarerrécursively enumerabléprachen Ubereinstimmt, bezeichnen
wir diese Sprachklasse mit

RE = {L(G) | G ist eine Grammatik
Die Sprachklassen
REG c CFL ¢ CSL C RE

bilden eine Hierarchie (d.h. alle Inklusionen sind echig, sb genannt€homsky-
Hierarchie.

Als nachstes zeigen wir, dass sich mit regularen Gramnratijegade die reguléren
Sprachen erzeugen lassen. Hierbei erweist sich folgendedgatung als nitzlich.
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Lemma 1.65 Zu jeder regularen Grammatik = (V, X, P, .S) gibt es eine aquiva-
lente reguléare Grammatik’, die keine Produktionen der Forrh — « hat.

Beweis Betrachte die Grammatik’ = (V', %, P’, .S) mit

V' = VU{Xpeul,
P = {A— aXpw | A —cad U{Xpw =} UP\ (V x ).

Es ist leicht zu sehen, da&$ die gleiche Sprache wi€ erzeugt. O
Satz 1.66 REG = {L(G) | G ist eine regulare Grammat}k

Beweis Sei L € REG und seiM = (Z,%,0, qo, E') ein DFA mit L(M) = L. Wir
konstruieren eine regulare Grammatik= (V, X, P, S) mit L(G) = L. Setzen wir

V = Z
S = ¢ und
P = {q—ap|i(q,a) =pyU{q—c|qe L},

so gilt fur alle Worterr = x4 - - - x,, € X*:

reL(M) & Iq,....,qn1€Z3q € E:0(qi1,x;) =q;furi=1,...,n

S dq,.. ., ¢, €V igi —g g furi=1,... ., nundg, —¢g ¢
S Jq,... eV ig=bta - xqfuri=1,... nundg, —¢e
& x € L(G)

Fir die entgegengesetzte Inklusion sei 6ue: (V) X, P, S) eine regulare Grammatik,
die keine Produktionen der Formh— a enthalt. Dann kdnnen wir die gerade beschrie-
bene Konstruktion einer Grammatik aus einem DFA ,umdrehent ausgehend von
G einen NFAM = (Z,%,6,{S}, E) mit

zZ =YV,
E = {A|A—¢ge} und
0(A,a) = {B|A—¢gaB}
zu erhalten. Genau wie oben folgt niiM ) = L(G). O

Beispiel 1.67 Der DFA
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fuhrt auf die Grammatik{qo, ¢1, g2, g3}, {0, 1}, P, qo) mit

P qo— 1qo,0q1,
q1 — 0q2, 1gs,
g2 — 02, 1g3, €,
q3 — 0q1, 1qo, €.

Umgekehrt fihrt die Grammatik = ({A, B, C'}, {a, b}, P, A) mit

P: A—aB,bC,e,
B — aC,bA, b,
C — aA,bB,a

Uber die Grammatiks’ = ({A, B,C, D}, {a,b}, P', A) mit

P A—aB,bC, ¢,
B — aC,bA,bD,
C — aA,bB,aD,
D —e¢

auf den NFA

1.7 Das Pumping-Lemma

Wie kann man von einer Sprache nachweisen, dass sie nichdrest? Eine Moglich-
keit besteht darin, die Kontraposition folgender Aussagriavenden.

Theorem 1.68 (Pumping-Lemma flr regulare Sprachen)Zu jeder regularen Spra-
che L gibt es eine Zahl, so dass sich alle Worter € L mit |z| > [in x = uwvw
zerlegen lassen mit

1. v#e,
2. |uv| < lund

3. w'w € L furallei > 0.
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Falls eine Zahll mit diesen Eigenschaften existiert, wird das kleinste lsolcdie
Pumping-Zahlvon L genannt.

Beweis Sei M = (Z,%,0,qo, E') ein DFA mit L(M) = L und seil die Anzahl der
Zustande vonV/. Setzen wir nunV/ auf eine Eingabe = z;---x,, € L der Lange
n > [ an, so musg/ nach spatesterisSchritten einen Zustang € Z zum zweiten
Mal annehmen:

J0< <k§l:(§(q0,x1~-~xj) :5(q0,x1~-~xk):q.

Wahlen wir nunu = =1 ---xj, v = zj41 oy Undw = 24y - -2, SO iSt|v| =
k—j > 1lundjuv| = k < I. Ausserdem giltw'w € L firi > 0, dawegem(q,v) = ¢

A

6(qo, uv'w) = 6(6(8(qo, u), v'), w) = 6(8(¢,v"), w) = 6(qo, z) € E
N—— N——
q q

ist. O

Beispiel 1.69 Die Sprache
L={z € {a,b}" | #a(z) — #(z) =5 1}

hat die Pumping-Zahl = 3. Sei ndmlichx € L beliebig mit|z| > 3. Dann lasst
sich innerhalb des Prafixes varder Lange drei ein nichtleeres Teilwarfinden, das
gepumpt werden kann:

1. Fall: x hat das Prafix.b (oderba).
Zerlegexr = vvw Mit u = € undv = ab (bzw.v = ba).

2. Fall: z hat das Préafixiab (oderbba).
Zerleger = uvw mit u = a (bzw.u = b) undv = ab (bzw.v = ba).

3. Fall: z hat das Préfixiaa (oderbbb).
Zerleger = vvw Mit u = € undv = aaa (bzw.v = bbb). N

Beispiel 1.70 Eine endliche Sprachg hat die Pumping-Zahl

o L=,
~ |max{|z|+ 1|z e L}, sonst.

Tatséchlich lasst sich jedes Worke L der Langdzx| > [ ,pumpen” (da solche Worter
gar nicht existieren), weshalb die Pumping-Zahl h6chstéstsZudem gibt es im Fall

[ > 0 ein Wortz € L der Langdz| = | — 1, das sich nicht ,pumpen*“ lasst, weshalb
die Pumping-Zahl nicht kleiner alssein kann. N
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Wollen wir mit Hilfe des Pumping-Lemmas von einer Spra¢heeigen, dass sie nicht
regulér ist, so genugt es, fur jede Zalgin Wortz € L der Langgx| > [ anzugeben,
so dass fir jede Zerlegung vaenn drei Teilwdrteru, v, w mindestens eine der drei in
Satz 1.68 aufgefiihrten Eigenschaften verletzt ist.

Beispiel 1.71

e Die Sprache o
L=A{dV |j>0}
ist nicht regular, da sich fir jede Zahl> 0 das Wortz = «'t’ der Lange

|z| = 21 > lin der Spraché befindet, welches offensichtlich nicht in Teilwdrter
w, v, w Mitv # ¢ unduv?w € L zerlegbar ist.

e Die Sprache
L={a"|n>0}
ist ebenfalls nicht regular. Andernfalls misste es nandidle Zahll geben, so
dass jede Quadratzaht > [ als Summe von natlrlichen Zahlen+ v + w
darstellbar ist mit der Eigenschaft, das® 1 undu + v < [ ist, und fur jedes
1 > 0 auchu+iv+w eine Quadratzahl ist. Insbesondere misstewalsty +w =
n? 4+ v eine Quadratzahl sein, was wegen

n<n’+o<n®+l<n®+20+1=(n+1)>
ausgeschlossen ist.

e SchlieBlich ist auch die Sprache
L ={a" [ pprim}

nicht regular, da sich sonst jede Primzah¢iner bestimmten Mindestgrofze
als Summe von naturlichen Zahlent- v + w darstellen liel3e, so dass> 1,
u~+v < lund far alle; > 0 auchu + v + w prim ist. Insbesondere muisste also
u + (u+ w)v + w eine Primzahl sein, was wegen

v+ (utwr+w=(u+w)(v+1l)=(p-—0)(v+1)

N—— ——
>p—l >2

fur alle Primzahlemp > [ + 2 ausgeschlossen ist. N

Bemerkung 1.72 Mit dem Pumping-Lemma kdnnen nicht alle Sprache# REG
als nicht reguléar nachgewiesen werden, da seine Umkehialagtf ist. Beispielsweise
hat die Sprache

L={d'¥c"|i=0oderj =k}
die Pumping-Zahl 1 (jedes Wort € L mit Ausnahme von kann also ,gepumpt*
werden), obwohL nicht regular ist (siehe Ubungen).



Kapitel 2

Kontextfreie Sprachen

2.1 Kellerautomaten

Wie wir gesehen haben, ist die Spradhe- {a"b" | n > 0} nicht regular. Es ist aber
leicht, eine kontextfreie Grammatik fidr zu finden:

G = ({S},{a,b},{S — aSh,S — €}, 95).

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Frage, wie sahMaschinenmodell
des DFA erweitern lasst, um die Spracheind alle anderen kontextfreien Sprachen
erkennen zu kdnnen. Dass ein DFA die Sprathe {a"b" | n > 0} nicht erkennen
kann, liegt an seinem beschrankten Speichervermdgenya@as/an L. aber nicht von

der Eingabe abhangen darf. Uirerkennen zu kdnnen, reicht bereits ein so genannter
Kellerspeicher (englstack, pushdown memagraus. Dieser erlaubt nur den Zugriff
auf die hochste belegte Speicheradresse. Ein Kelleratitoma

e verflgt tber einen Kellerspeicher, —  Arbeitsband

e kanne-Ubergange machen,

Schreib-
e liestin jedem Schritt das aktuelle Eingabe- Lesekopf
zeichen und das oberste Kellersymbol, Steuer-

einheit
e kann das oberste Kellersymbol entfernen - Keller-
speichef # |

(durch eingpop-Operation) und

e danach beliebig viele Symbole einkellern (mittplssh-Operationen).

Fir eine Mengé\l bezeichneP, (M) die Menge aller endlichen Teilmengen von,

d.h.
P.(M)={AC M| Aistendlich.

37
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Definition 2.1 Ein Kellerautomat(kurz: PDA; pushdown automatymvird durch ein
6-TupelM = (Z,%,T,6, qo, #) beschrieben, wobei

Z, ¥ undq, wie bei einem DFA,

I' dasKelleralphabet
§:7Z x (XU{e}) xT' — P.(Z x T'*) die Uberfuhrungsfunktion und

# € I" dasKelleranfangszeicherst.

Arbeitsweise eines PDA

Wennq der momentane Zustand,das oberste Kellerzeichen unds 3 das nachste
Eingabezeichen (bzw. = ¢) ist, so kannM im Fall (p, By - - - Bg) € 0(q, u, A)

e in den Zustang wechseln,
e den Lesekopf auf dem Eingabeband umPositionen vorricken und
e das Zeichem im Keller durch die Zeichenfolg®; - - - B, ersetzen.

Hierflir sagen wir auch)/ fuhrt die AnweisungquA — pB; - - - B, aus. Da im Fall
u = ¢ kein Eingabezeichen gelesen wird, spricht man auch vormespontanen
Ubergang (odes-Ubergang). EineKonfiguration wird durch ein Tripel

K= (qx x,, A1+ A) € ZxX" xI"
beschrieben und besagt, dass
e ¢ der momentane Zustand,
e 1;---x, derungelesene Rest der Eingabe und
e A, --- A, der aktuelle Kellerinhalt ist (oberstes Kellerzeichen4s}.

Eine AnweisungiuA; — pBj - - - Bx (Mitu € {e, z;}) Uberfuhrt die Konfiguratiod
in die Folgekonfiguration

K' = (p,; iy By ByAg -+ Ay mitj = i + [ul.

Hierflir schreiben wir auch kurk + K. Die reflexive, transitive Hille vor bezeich-
nen wir wie tblich mit-*. Die von M akzeptierte odererkannte Spracheist

LM) = {ze¥*|3peZ:(q,x,#) F* (pee)l}.

Ein Wort x wird also genau dann voi/ akzeptiert, wenn es eine Rechnung (Folge
von Konfigurationen) von\/ bei Eingaber gibt, die ausgehend von d&tartkonfi-
guration (qo, x,#) das gesamte Wort bis zum Ende liest und den Keller leert. Man
beachte, dass bei leerem Keller kein weiterer Ubergang mégtich ist.



2.2 Aquivalenz von kontextfreien Grammatiken und Kell¢éomaten 39

Beispiel 2.2 SeiM der PDA({q, p}, {a,b}, {A, #},0,q, #) mit

6: qe#—q (1) qaA—qAA (3) pbA—p (5)
qa# —qA (2) gpA—p (4

Dann wird das Wort: = aabb beispielsweise durch folgende Rechnung akzeptiert:

, aabb, F (q,abb, A) = (q,bb, AA) - (p,b, A) E (p,e,e).
(q #) 5 (q ) 5 (q ) o (p, b, 4) 5 (p.e.¢)
Allgemein kann das Wort = 0" wie folgt akzeptiert werden:
n = 0: <q7€7#> (lz) (p,g,&).
n>1: (ga"b, (g, a" " A) T (g, 07, AT

> 1 (q #) 5 (q ) 5 (q )

Eo(p, bt AT T (pge).
@ ) 5 e

Dies zeigt{a"b" | n > 0} C L(M). Als nachstes zeigen wir, dass jede vibh
akzeptierte Eingabe = z; ...z, € L(M) die Formz = a™b™ hat.

Ausgehend von der Startkonfiguration x, #) sind nur die Anweisungefi ) oder(2)
anwendbar. Da Anweisung) den Keller leert, ohne ein Zeichen zu lesen, mugs
diesem Fall das leere Wart= ¢ = a°0° sein.

Falls M die Rechnung mit Anweisun@) beginnt, mus3/ in den Zustang gelangen,
um den Keller leeren zu kdnnen. Da eine Ruckkehr yarachq nicht mdglich ist,
wechseltV/ den Zustand nur einmal, und zwar mittels Anweisghyg Bis dahin kann
M nura’s lesen, wobei fir jedes gelesemein A eingekellert wird. Liest\/ bis zum
Wechsel in den Zustandinsgesamin a’s, so muss die Rechnung wie folgt verlaufen:

(¢, 21 ... xn, #) (I;) (¢, 22...25, A) (l;)m_l (¢, g1 - - Ty A™)

~ SUPREE nAm_l
(4) (pvx +2 T, )

mitx, =z = -+ =z, = aundzx,,; = b. Um den Keller zu leeren, musg noch
m — 1 weitereb’s lesen. Also muss = 2m undx,, .o = --- = x5, = b sein.z hat
also auch in diesem Fall die Forai'v™. <

2.2 Aquivalenz von kontextfreien Grammatiken und
Kellerautomaten
Als nachstes wollen wir zeigen, dass eine Sprache genaukdatextfrei ist, wenn sie

von einem PDA erkannt wird. Zuvor fihren wir aber noch Linked Rechtsableitun-
gen sowie den Begriff des Syntaxbaums ein.
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Definition 2.3 SeiG = (V, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik.
a) Eine Ableitung
Qy = lo&To = llérl == 1A 1T = Q.

heil3tLinksableitungvona (kurzay =% «,,), falls in jedem Ableitungsschritt
die am weitesten links stehende Variable ersetzt wird, eslgilt/; € >* fur
i=0,...,m—1.

b) Rechtsableitungeny, =7}, o, sind analog definiert.

¢) G heilstmehrdeutig wenn es ein Wort € L(G) gibt, das zwei verschiedene
Linksableitungert =7 x hat.

Es ist leicht zu sehen, dass fiir alle Wortee ©* folgende Aquivalenzen gelten:
r€LG) & S=71r & S=5.
Definition 2.4 SeiG eine kontextfreie Grammatik. Dann ordnen wir einer Ablegiu

@ = llé’f’l == 1A 1T = Q.

denSyntaxbauni;, zu, wobei die Ba&ume,, . . ., T,, induktiv wie folgt definiert sind:

e Tj besteht aus einem einzigen Knoten, derAgimarkiert ist.

e Wird im (i + 1)-ten Ableitungsschritt die Regél, — v; - - - v, mitv; €e YUV
furj =1,..., k angewandt, so enstefit, ; ausT;, indem wir das Blatt4; in T;
durch folgenden Unterbaum ersetzen:

¢ Hierbei stellen wir uns die Kanten von oben nach unten géetamd die Kinder

vy - - - v, Von links nach rechts geordnet vor.

Beispiel 2.5 Betrachte die Grammati& = ({S}, {a,b,c}, {S — aSbS, e}, S) und
die Ableitung

S = aSbS = aaSbSLS = aaSbbS = aabbS = aabd.

Die zugehérigen Syntaxbaume sind dann
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To: T: S Ts5: S T3. S Ty: S Ts. S
/AN /NN N /N
aSbs asSbhs aSbS aSbhS aSbS

\
S SbhS SbSe
bbb
S = aSbS = aaSbSbS = aaShbS = aabbS = aabb.

|
A

Bemerkung 2.6

e Die Satzformy; ergibt sich ausl;, indem wir die Blatter vorT; von links nach
rechts zu einem Wort zusammensetzen.

e Ableitungen, die sich nur in der Reihenfolge der Regelaiwegen unterschei-
den, fihren auf denselben Syntaxbaum.

¢ Aus einem Syntaxbaum ist die zugehdrige Linksableitungleurtig rekonstru-
ierbar.

e Daher fuhren unterschiedliche Linksableitungen auch anter: schiedliche
Syntaxbaume.

e Linksableitungen und Syntaxbaume entsprechen sich alseiedeutig.

e Ebenso Rechtsableitungen und Syntaxbaume.

Als nachstes wollen wir zeigen, dass PDAs genau die kom&etf Sprachen erken-
nen.

Satz 2.7 CFL = {L(M) | M ist ein PDA.

Beweis Wir zeigen zuerst die InklusioGFL C {L(M) | M ist ein PDA}.

|dee:Konstruiere zu einer kontextfreien Grammatlk= (V, X, P, S) einen PDAM =
({q},2,T,6,q0,S) mitT' = V U, so dass

S :>2 LTy Tp gdW (qwrl T [En,S) = (Q7€76)
gilt. Hierzu figen wir die Anweisungen

qu — qa, A —aq Q,
qaa — qe, a € X.

zu ) hinzu. Dann ist leicht zu sehen, dass sogar

(@212, S) ' (q,6,6) gdw. S =7 a1+ -,
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gilt. Daher folgt
r€LG) & S=]x < (¢,x,9F (q,6,6) & x € L(M).

Als néchstes zeigen wir die umgekehrte Inklus{dr{/) | M ist ein PDA} C CFL.

|dee:Konstruiere zu einem PDAI = (Z, %, T, 0, qo, #) eine kontextfreie Grammatik
G = (V, X, P,S) mit VariablenX,,,, A € I', p,q € Z, so dass

(p7 x, A) }_* (q7 €, 8) gdW XPAQ :>* €.

gilt. Hierzu fugen wir fur jede AnweisunguA — ¢, B; - - - By, k > 0, die folgenden
Regeln zuP hinzu:

XpAqu - UXQ1B1q2 o 'quBka+1> Q- qkt1 € Z.

Um damit alle Worterr € L(M) ausS ableiten zu kénnen, bendtigen wir jetzt nur
noch die Regelis — X, 44, ¢ € Z. Damit hat)M die Variablenmenge

V={StU{Xpa [ p,q€ 2, AT},

und P enthalt neben den Regeth — X, .,, ¢ € Z, fur jede AnweisunguAd —
¢1B1 - - - B von M die folgenden Regeln:

Xpage = UXg g XoyBragns @55 Qo1 € Z.
Dann folgtL(G) = L(M) aus der Aquivalenz
(p,z, A) F* (g, e,¢) 9dW. X, 4, =" z,
deren Beweis wir gleich nachholen. Es gilt namlich
reLM) & (q,x,#)F" (¢¢c,¢)fureinge Z
& S = Xyue=>"2afireinge 7
& x e L(G).
Es bleibt zu zeigen, dass fiir afleg € Z, A € T undx € ¥* die Aquivalenz
(p,z, A) F* (g, e,¢) 9dW. X, 4, =" .
gilt. Hierzu zeigen wir durch Induktion Gber folgende starkere Behauptung:
Furallep,ge Z, A€, x € ¥*undm > 0 gilt:

(p7 z, A) l_m (q7 €, 8) gdW XPAQ :>m €.
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m = 0: Da sowohl(p,z, A) F° (¢, ¢, ¢) als auchX,, 4, =° x falsch sind, ist die Aqui-
valenz furm = 0 erfullt.

m~»m + 1. Wir zeigen unter der Induktionsvoraussetzung (IV), dasslfié: < m,
p,q € Z,AcT undx € ¥* die Aquivalenz

(p,x, A) ' (g,€,€) gAW. Xpay = @
gilt, folgnde Induktionsbehauptung (IB):

Furallep,g € Z, A € ' undx € X* qilt

(p, 2, A) F™ (g, 6, ) gAW. Xpag =" .

Wir beginnen mit dem Induktionsschritt fur die Implikatioson links nach
rechts. Sei eine Rechnurig, =, A) ™! (q,¢,¢) der Langem + 1 gegeben
und seipuA — ¢ By --- By, £ > 0, die im ersten Rechenschritt ausgefihrte
Anweisung:

(p,x,A) F (q,2',B1---By) F™ (¢, ¢, €), wobeiz = uz’ ist

Fur: = 2,..., k seig; der Zustand void/, wennB; oberstes Kellerzeichen wird,
und fur: = 1, ..., k seiu; das Teilwort von’, dasM zwischen den Besuchen
von g; undg; | verarbeitet (wobej, 1 = ¢ ist).
Dann enthaltP die RegelX, s, — uXy B,q, - - - Xq.Brar,, UND €S gibt Zahlen
m; > 1mitm; +---+mg = mund

(Qiu Uy, Bz) = (qi+1, £, 6) furi = 1,..., k.

Nach IV gibt es daher Ableitungen
XgBigis = uiy, 1=1,...k,
die wir zu der gesuchten Ableitung zusammensetzen kénnen:

Xpag = UXq1Brgs *** Xgu_1 Be_1a X arBra
my .
= uulXQ2B2Q3 X‘]k—lBk—NIkXQkqu

M —
=" g Up—1 X g Brg
="k Ul -+ - Uy = T.

Zuletzt zeigen wir den Induktionsschritt fur die Implikai von rechts nach
links. Gelte also umgekeh#, ,, =™ x und seix die im ersten Schritt abge-
leitete Satzform, d.h.

Xpag = =" 1x.
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WegenX, 4, —¢ « gibt es eine AnweisunguA — ¢;B;--- B, kK > 0, und
Zustandey, ..., q. € Z mit

= UX(hBllD e XQklekfl(IkX(IkBkaJﬁl’ WObEqu_,_l =qIst

Wegena =™ x ex. eine Zerlegung = wuu; - - - u, und Zahlenm; > 1 mit
my + -+ my = m mit

m;

XgBigis = " u; (i =1,...,k), wobeig,,1 = ¢ist

Nach IV gibt es somit Rechnungen
(Qiauia Bz) }_mz (C]i+1>5>5)> 1= ]-7 R k?
aus denen sich die gesuchte Rechnung der Langel zusammensetzen l&asst:

(q,UU1"'U,k,A)|_ (QhUl"'UkaBl"'Bk)
l—ml (q2’u2 .. 'ukjaBZ .. Bk‘)

k-1 (Qka Uk, Bk)
= (g, ¢,€).

Beispiel 2.8 SeiG = ({S}, {a, b}, P, S) mit
P:S—aSbs, (1) S —a.(2)
Der zugehorige PDA besitzt dann die Anweisungen

d: qaa — qe, (0) qeS — qaSbs, (1)
qbb — qe, (0') qeS —qa  (2))

und der Linksableitung

S = aSbS = aabS = aaba
(1) (2) (2)

entspricht dann die Rechnung
(¢, aaba, S) (ll—,) (q, aaba, aSbHS) (la) (q, aba, SbS)

- (q,aba,abS) F (g, ba,bS
o (q ) b (q )

F (q,a,S) F (q,a,a) F (q,¢,¢).
(0,)((1 ) o (¢,a,a) 5 (¢:¢,¢)
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Beispiel 2.9 SeiM der PDA({p, ¢}, {a,b},{A, #},0,p,#) mit

6: pe#t—qe, (1) paA—pAA, (3) qbA—qe. (5)
pa# —pA, (2) pbA—qe,  (4)

Dann erhalten wir die Grammat® = (V, X, P, .S) mit
V= {S, Xp#pv Xp#qv Xq#pv Xq#qv XpApv XpAqv Xqu, Xqu}
und den Regel®:

S = Xpttps Xptar (0,07) Xpap — aXpapXpap, (3) Xpag — b, (4)
Xpttq = €, (
Xpap — aXpap,  (
Xpag = aXpag,  (

Der Rechnung

, aabb, F (p,abb, A) = (p,bb, AA) F (¢,b, A) F (q,¢,¢e
(p #) 5 (p ) 5 (p ) o (¢, b, A) 5 (¢,¢€,¢)

entspricht dann die Ableitung

S = Xp#q = CI,XpAq ?ﬁ

aaX a0 Xgas = aabX, 4, = aabb.
() @2") ( PRI 47y 04

) (5") N

2.3 Das Wortproblem flr kontextfreie Grammatiken

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, kdnnen wir zwajerler kontextfrei-
en GrammatikG einen PDAM mit L(M) = L(G) konstruieren. Dabei isd/ bei
Eingabe vonG auch effizient berechenbar. Dennoch liefert dieser Ansaitzek ef-
fizienten Algorithmus fur das Wortproblem, dd nichtdeterministisch ist. In diesem
Abschnitt stellen wir einen effizienten Algorithmus zur Ldg des Wortproblems fir
kontextfreie Grammatiken vor, das wie folgt definiert ist.

Wortproblem fur kontextfreie Grammatiken:
Gegeben: Eine kontextfreie Grammati& und ein Wortz.
Gefragt: Istz € L(G)?

2.3.1 Chomsky-Normalform

Um das Wortproblem fir kontextfreie Grammatiken zu l6seamgformieren wir die
gegebene Grammatik zunéchst in Chomsky-Normalform, dégfalgt definiert ist.



2.3 Das Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken 46

Definition 2.10 Eine Grammatik(V, X, P, S) ist in Chomsky-Normalform(CNF),
falls alle Regeln die Forrl — BC oder A — a haben.

Auler einer effizienten Lésung des Wortproblems fur koffitele Sprachen ermog-
lichen CNF-Grammatiken den Beweis des Pumping-Lemmasdiiteitfreie Spra-

chen, mit dem sich viele Sprachen als nicht kontextfrei metden lassen. Um eine
gegebene Grammatik in Chomsky-Normalform zu bringeneenén wir zuerst alle

e-Produktionen.

Satz 2.11 Zu jeder kontextfreien Grammat{k gibt es eine kontextfreie Grammatik
G’ ohnee-Produktionen mit.(G’) = L(G) \ {¢}.

Beweis Zuerst sammeln wir mit folgendem Algorithmus alle Variablé, aus denen
das leere Wort ableitbar ist.

Algorithmus 2.12 BESTIMMUNG VONE ={A €V | A =* ¢}
1 Eingabe:G = (V,%, P, S)

2 E<0

3 E—{AcV]|A—ge}

4  while F' # E do

5 E—F

6 F —FU{Ae€V |3By,...,.By € E: A—g By By}

7 end

8 Ausgabe:F

Nun konstruieren wit’ = (V, X, P’, S) wie folgt:
g

Nehme zuP’ alle RegelnA — o' mit o # ¢ hinzu, flur dieP eine Regel
A — « enthalt, so dasa’ ausa durch Entfernen von beliebig vielen

VariablenA € FE hervorgeht.
O

Beispiel 2.13 Betrachte die Grammatik = ({S,7,U, X, Y, Z},{a, b, c}, P, S) mit

P: S—aY,bX,Z; Y —0bS,aYY; T —U,
X —aS,bXX; Z—¢e,5T,cZ; U — abc.

Bei der Berechnung voit = {A € V | A =* ¢} ergeben sich der Reihe nach
folgende Belegungen fur die Mengenvarialblrund £:

E1 0 {7y {Z5)
E'[{Z} {Z S} {Z 5}
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Um nun die Regelmengl’ zu bilden, entfernen wir auB die einzige=-RegelZ — ¢
und figen die RegelX — a (wegenX — aS), Y — b (wegenY — bS)undZ — ¢
(wegenZ — c¢Z) hinzu:

P S—aY,bX, Z; Y —b,05,aYY; T — U,
X —a,aS,bXX; Z—¢, ST, cZ; U — abc.
<

Als direkte Anwendung des obigen Satzes konnen wir die Bigluder Klasse der
Typ 2 Sprachen in der Klasse der Typ 1 Sprachen zeigen.

Korollar 2.14 REG C CFL C CSL C RE.

Beweis Die InklusionenREG C CFL und CSL C RE sind klar. Weger{a™b"|n >
0} € CFL — REG ist die InklusionREG C CFL auch echt. Also ist nur noch die
InklusionCFL C CSL zu zeigen. Nach obigem Satz ex. zue CFL eine kontextfreie
GrammatikG = (V, X, P, S) ohnee-Produktionen mitL(G) = L\ {¢}. DaG dann
auch kontextsensitiv ist, folgt hieraus im Fal L unmittelbarL(G) = L € CSL. Im
Falle € L erzeugt die kontextsensitive Grammatik

G =WVU{shLX PU{S — S}, 9
die Sprachd.(G’) = L, d.h.L € CSL. O

Als néchstes entfernen wir sdmtliche Variablenumbenegeinin
Definition 2.15 Regeln der Formrd — B heienVariablenumbenennungen

Satz 2.16 Zu jeder kontextfreien Grammatik ex. eine kontextfreie Grammatik
ohne Variablenumbenennungen biG’) = L(G).

Beweis Zuerst entfernen wir sukzessive alle Zyklen
A — Ay — = A — Ay

indem wir diese Regeln auB entfernen und alle tibrigen Vorkommen der Variablen
As, ..., A, durch A; ersetzen. Falls sich unter den entfernten Variablen . ., A,
die Startvariable befindet, seid; die neue Startvariable.

Nun entfernen wir sukzessive die restlichen Variablenurehaungen, indem wir

e eine Regeld — B wahlen, so dass i keine Variablenumbenennurigy— C
mit B auf der rechten Seite existiert,

e diese Regel — B ausP entfernen und

e fur jede RegeB — «in P die Regeld — « zu P hinzunehmen. O
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Beispiel 2.17 Ausgehend von den Produktionen

P:S—aY bX, Z; Y —b,05,aYY; T — U,
X —a,a5,bXX; Z—¢, ST, cZ; U — abc

entfernen wir den Zyklus' — Z — S, indem wir die Regelty — Z undZ — S ent-
fernen und dafir die Produktionéh— ¢, T, ¢S (wegenZ — ¢, T, ¢Z) hinzunehmen:

S —aY,bX,c,T,cS; Y —0,b5,aYY; T — U,
X —a,aS,bXX; U — abc.

Nun entfernen wir die Regél — U und fugen die Regél' — abc (wegenU — abc)

hinzu:
S —=aY,bX,c,T,cS; Y —0,bS,aYY; T — abc;
X — a,aS,bX X; U — abc.

Als nachstes entfernen wir dann auch die Regel 7" und figen die Reged — abc
(wegenT” — abc) hinzu:

S — abc,aY,bX,c,cS; Y — b,bS,aYY; T— abc;
X —a,aS,bXX; U— abc.

Da T und U nun nirgends mehr auf der rechten Seite vorkommen, konneidievi
RegelnT — abc undU — abc weglassen:

S — abc,aY,bX,c,cS; Y — b,05,aYY; X — a,aS,bXX. q

Nach diesen Vorarbeiten ist es nun leicht, eine gegebenexdmreie Grammatik in
Chomsky-Normalform umzuwandelin.

Satz 2.18 Zu jeder kontextfreien Spractiec CFL gibt es eine CNF-Grammatik’
mit L(G') = L\ {e}.

Beweis Aufgrund der beiden vorigen Séatze hat\ {<} eine kontextfreie Gramma-
tik G = (V, 3%, P, S) ohnes-Produktionen und ohne Variablenumbenennungen. Wir
transformiererz wie folgt in eine CNF-Grammatik.

e Flge fur jedes Terminalsymbele Y eine neue Variabl&', zuV" und eine neue
RegelX, — a zu P hinzu.

e Ersetze alle Vorkommen vandurchX,, ausser wenn alleine auf der rechten
Seite einer Regel steht.

e Ersetze jede Regel — B; --- By, k > 3, durch diek — 1 Regeln
A— BiAy, Ay — BoAg, ..., Ap_3— Br_oAp 2, Ap—o— Bi_1By,

wobei A4, ..., Ai_, neue Variablen sind. ad
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Beispiel 2.19 In der Produktionenmenge
P: S—abc,aY,bX,c,cS; X—a,aS,0XX; Y —0b0bSaYY

ersetzen wir die Terminalsymbale b undc durch die Variable, B undC (ausser
wenn sie alleine auf der rechten Seite einer Regel vorkomonahfligen die Regeln
A—a, B—b, C—chinzu:
S—c, ABC,AY, BX,CS; X —a,AS,BXX,
Y —b BS AYY; A—a; B—b;, C—c.
Ersetze nun die Regelfi — ABC, X — BXX undY — AYY durch die Regeln
S—AS,S—-BC, X—BX" X'"-XXundY —-AY" Y =YY:
S—¢c, AS',AY, BX,CS; S'— BC,
X—a,AS,BX"; X'=>XX; Y—b BS AY"; Y =YY,
A—a; B—b, C—ec. 4

2.3.2 Der CYK-Algorithmus

Als erste Anwendung der Chomsky-Normalform stellen wireaireffizienten Algo-
rithmus zur Entscheidung des Wortproblems fur kontexf@iammatiken vor.

Satz 2.20 Das Wortproblem fur kontextfreie Grammatiken ist effizesrtscheidbar.

Beweis Sei eine Grammatik; = (V, %, P, S) und ein Wortz = xz; - - - x,, gegeben.

Fallsx = ¢ ist, konnen wir effizient prufen, o8 =* ¢ gilt. Andernfalls bringen wir

G in Chomsky-Normalform und setzen den nach seinen Autorake, Y ounger und
asami benannten Y <-Algorithmus auf das Padr7, z) an.

Der CYK-Algorithmus bestimmt fli = 1, ..., n die Mengen
W,k:{A€V|A:>*!L’k"'l’k+l_1}, k=1,....n—1+1.

aller Variablen, aus denen das Teilwoft: - - x4, 1 ableitbar ist. Dann gilt offensicht-
lichz € L(G) & S € V,1. Furl = 1ist

‘/17]6:{146‘/‘14%.7%}
und firl = 2,--- ,nist
‘/l,k = {A eV ‘ J'<13B € V/’k C € W—l’,k—i—l’ A — BC}

Eine VariableA gehort also genau dann 14,, falls eine Zahl’ € {1,...,1 — 1}
und eine Reged — BC( existieren, so das® € Vy, undC € Vi_y 4y ist. Da
der Zeitaufwand fir die Berechnung der Menge durchO(!|G|) beschrankt ist, und
insgesamt(n+1) /2 solche Mengen zu bestimmen sind, lasst sich die Zeitkoritatex
durchO(n?|G|) abschatzen
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Beispiel 2.21 Betrachte die CNF-Grammatik mit den Produktionen

S—AS"AY,BX,CS,¢c; S'—BC; X— AS,BXja; X'— XX,
Y —BS,AY'b; Y =YY, A—a, B—b; C—ec.

Dann erhalten wir fir das Wort = abb folgende Mengery ;.:

k: 1 2 3
o | b [ b ]
1 {X, A} [{v,B} [{YV.B}|
2| {s} | {v}
3| {Y}

WegenS ¢ Vs, istz ¢ L(G). Dagegen gehort das Wayt= aababb wegensS € Vg
zu L(G):

Lo [ o [ & ] a [ b [ b |
XA A [V B [{X A} [{V. B} [{Y, B}
5 [ {53 | sy [ (7%
X3 [ Ty 173

(X3 {sy [ {Y}
Xy | {v}
{5} q

2.4 Das Pumping-Lemma fir kontextfreie Sprachen

Als zweite Anwendung der Chomsky-Normalform beweisen widiesem Abschnitt
das Pumping-Lemma fir kontextfreie Sprachen. Dabei niidenlie Tatsache aus,
dass die Syntaxbdume einer CNF-Grammatik Binarbaume dihdjéder Knoten hat
maximal 2 Kinder).

Definition 2.22 Die Tiefe eines Baumes ist die maximale Pfadlange von der Wurzel
zu einem Blatt.

Lemma 2.23 Ein BindarbaumB der Tiefe< k hat hochsteng® Blatter.

Beweis Wir fuhren den Beweis durch Induktion tibker
k = 0: Ein Baum der Tiefd kann nur einen Knoten haben.

k~» k+ 1. Sei B ein Bindarbaum der Tiefe< k& + 1. Dann hangen ai’s Wurzel
maximal zwei Teilbdume. Da deren Tiefek ist, haben sie nach IV héchstens
2k Blatter. Also hatB hdchsteng**! Blatter. O
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Korollar 2.24 Ein BinarbaumB mit mehr al2*~! Blattern hat mindestens Tiefe

Beweis Wirde B mehr als2¥~! Blatter und eine Tiefe< k& — 1 besitzen, so wiirde
dies im Widerspruch zu Lemma 2.23 stehen.

Satz 2.25 (Pumping-Lemma flir kontextfreie Sprachen) Zu jeder kontextfreien
Sprachel gibt es eine Zahl, so dass sich alle Wortere L mit|z| > lin z = vowzy
zerlegen lassen mit

1. vx #¢,
2. |vwz| < lund
3. wiwz'ly € L furallei > 0.

Beweis SeiG = (V, X, P, S) eine CNF-Grammatik fur. \ {¢}. Dann existiert inG
fur jedes Wortz = z; - - -z, € L mitn > 1, eine Ableitung

S=ayg= a1 = q, = 2.

Da G in CNF ist, werden hierbei — 1 Regeln der Form
A — BC undn Regeln der Forni — « angewandt. Folg-
lichistm = 2n — 1 und z hat den Syntaxbaurfy,, ;.

Wir kbnnen annehmen, dass zuerst alle Regeln der Form
A — BC' und danach die Regeln der Foun— a zur An-
wendung kommen. Dann besteht die Satzferm, ausn
Variablen und der Syntaxbaum ; hat ebenfalls, Blatter.
Setzen wirl = 2%, wobeik = ||V]] ist, so hat/}, ; im Fall

n >l wegenl = 2F > 2¥~! mindestens die Tiefg.

Seir ein von der Wurzel ausgehender Pfad maximaler Lan- S

gein7, ;. Dann hatr die Ld&nge> k£ und unter den letzten
k+ 1 Knoten vonr missen zwei mit derselben Variablén
markiert sein. Seiefy und(’’ die von diesen Knoten ausge-
henden Unterbaume des vollstandigen Syntaxbaiims . o

Nun zerlegen wir: wie folgt:

w'’ ist das Teilwort vorn: = uw'y, das vonl/ erzeugt wird
und « ist das Teilwort vonw’ = vwz, das von/’ erzeugt
wird. Jetzt bleibt nur noch zu zeigen, dass diese Zerlegung
die geforderten 3 Eigenschaften erftillt.

e Da U mehr Blatter hat alg/’, ist vz # &, also ist
Bedingung 1 erfullt.

e Da der BaumU* = U N T, _; die Tiefe < k hat (andernfalls ware nicht
maximal), hat/* hochsteng”* = | Blatter. DalU* genauvwz| Blatter hat, folgt
lvwz| < [, also ist auch Bedingung 2 erfullt.
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e Fur den Nachweis von Bedingung 3 lassen sich schlieBlickeRpaumes’ fur
die Worteruv'wa'y, i > 0, wie folgt konstruieren:

B’ entsteht also au8' = Tj,_;, indem wirU durchU’ ersetzen, und3**!
entsteht au®®, indem wirU’ durchU ersetzen. O

Beispiel 2.26 Betrachte die Sprache = {a"b"|n > 0}. Dann l&sst sich jedes Wort
z = a™b" mit |z| > 2 pumpen: Zerlege = vowzy Mitu = a" L, v =a,w =¢,2 =10
undy = b L. N

Beispiel 2.27 Die Spracheg(a"b"c™ | n > 0} ist nicht kontextfrei. Fur eine vorgege-
bene Zahl > 0 hat namlich: = a'b!c! die Lange|z| = 31 > [. Dieses Wort lasst sich
aber nicht pumpen, da fir jede Zerlegung- uvwzy Mit ve # ¢ und |vwz| < [ das
Wort 2’ = uv?wx?y nicht zuL gehort:

o Wegenux # cist |z| < |7/].
e Wegen|vwz| < [ kann invx nicht jedes der drei Zeichen b, c vorkommen.

o Kommt aber invx beispielsweise kein vor, so ist
#a(2) = #a(2) = 1= 2|/3 < |/3,
also kann:’ nicht zuL gehoren. N
Theorem 2.28 Die KlasseCFL ist abgeschlossen unter

e \ereinigung,
e Produkt und

e Sternhille,
aber nicht unter

e Durchschnitt und
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e Komplement.

Beweis SeienG; = (V;, %, P, S;), i = 1,2, kontextfreie Grammatiken fur die Spra-
chenL(G;) = L; mit V; NV, = () und seiS eine neue Variable. Dann erzeugt die
kontextfreie Grammatik

Gs=WVUWKLU{S}HLXE PUPRU{S — Si,5},95)
die VereinigungL(G3) = L; U L,. Die Grammatik
Gy=ViuWU{S}HL X PUP,U{S — S15},9)
erzeugt das Produlft(G,) = L L, und die Sternhullé.; wird von der Grammatik
Gs =V Uu{S}HX, P U{S— 5.5,¢},9)
erzeugt. Die beiden Sprachen
Ly ={a"b"c™ | n,m >0} und Ly = {a"b"c™ | n,m > 0}

sind kontextfrei. Nicht jedocti,; N Ly = {a™b"c" | n > 0}. Also istCFL nicht unter
Durchschnitt abgeschlossen.

Da CFL zwar unter Vereinigung aber nicht unter Schnitt abgesselosst, kanrCFL
wegen de Morgan nicht unter Komplementbildung abgescetossin. O

2.5 Deterministisch kontextfreie Sprachen

Von besonderem Interesse sind kontextfreie Sprachen, afieeinem deterministi-
schen Kellerautomaten erkannt werden kdnnen.

Definition 2.29 Ein Kellerautomat heifRtleterministischfalls die Relatiort- rechts-
eindeutig ist:
K}_Kl/\Kl_K2:>K1:K2

Aquivalent hierzu ist, dass die Uberfiihrungsfunkticiiir alle (¢, a, A) € Z x £ x I’
folgende Bedingung erfiillt (siehe Ubungen):

16(q, a, A)[| + [|6(g,€, A)[] < 1.

Beispiel 2.30 Der PDA M = ({qo, q1,9},{a,b,c}, {A, B, #},6,q0, #) mit der
Uberfiihrungsfunktion

00 qoa#t — qA#  qob# — @B#  qaA— qAA  qbA—qBA
qoaB — q@AB  qbB —q@BB qcA—qA  qcB—qB
GaA —q @1bB — q QEHF — @2
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erkennt die Sprachg(M) = {zcz® | z € {a,b}"}. Um auf einen Blick erkennen zu
kénnen, o/ deterministisch ist, empfiehlt es sichin Form einer Tabelle darzustel-
len:

o qO?# QO7A q07B Qb# Q17A q17B q27# Q27A (J2>B
el - - - | e - -1 - - =
a | qA# @AA @AB | — @ @ — - - =
b | @B# q@BA @BB| — - ¢ - - =
C

— @A @B | - - - | - - -

Man beachte, dass jedes Tabellenfeld hochstens eine Amvgegnithalt und jede Spal-
te, die einere-Eintrag in der ersten Zeile hat, sonst keine weiteren Bgarenthalt.
Daher ist fur alle(q,a, A) € Z x X x I" die Bedingung

16(q, a, A)[| +[|6(q,e, )| < 1
erfullt q

Verlangen wir von einem deterministischen Kellerautomatiass er seine Eingabe
durch Leeren des Kellers akzeptiert, so kdnnen nicht atheléeen Sprachen von
deterministischen Kellerautomaten erkannt werden. Ursgdielsweise die Sprache
L = {a,aa} zu erkennen, muss der Keller vari nach Lesen vor geleert werden.
Daher ist es\/ nicht mehr mdglich, die Eingabe: zu akzeptieren.

Wir kbnnen das Problem aber einfach dadurch I6sen, dassatérrdinistischen Kel-
lerautomaten erlauben, ihre Eingabe durch Erreichen &ndgustands zu akzeptie-
ren.

Definition 2.31 Ein deterministischer Kellerautomgurz: DPDA) wird durch ein
7-TupelM = (7,3, 1,0, qo, #, F) beschrieben. Dabei sind

e die Komponentew, 33, I', 4, qo, # dieselben wie bei einem PDA und zusatzlich
ist E C Z eine Menge voindzustanden

e Zudem muss die Uberflihrungsfunktiofiir alle (¢,a, A) € Z x ¥ x I folgende
Bedingung erfillen:

16(q, a, A)|| +[|6(q,e, A)|| < 1.
Die vonM akzeptierteodererkannte Sprachist
LM)={ze¥ |Ipec EJaecl™: (q,z,#) F" (p,e,a)}.

Bemerkung 2.32 Die KlasseDCFL = {L(M) | M ist ein DPDA (deterministic con-
text free languagésst eine echte Teilklasse vd@irL (siehe Ubungen).
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Als nachstes zeigen wir, dag3CFL unter Komplementbildung abgeschlossen ist.
Beim Versuch, die End- und Nichtendzustande eines DRD@&infach zu vertauschen,
um einen DPDAM fir L(M) zu erhalten, ergeben sich folgende Schwierigkeiten:

1. FallsM eine Eingaber nicht zu Ende liest, wird: weder vonM noch vonM
akzeptiert.

2. FallsM nach dem Lesen vannoche-Ubergange ausfiihrt und dabei End- und
Nichtendzustande besucht, witdson A/ und vonM akzeptiert.

Der nachste Satz zeigt, wie sich Problem 1 beheben I&sst.

Satz 2.33 Jede Spraché € DCFL wird von einem DPDAVI’ erkannt, der alle Ein-
gaben zu Ende liest.

Beweis SeiM = (Z,%,1, 6, qo, #, E') ein DPDA mitL(M) = L. Es gibt drei Grin-
de, dieM daran hindern kénnen, eine Eingabe zu Ende zu lesen:

1. M gerat in eine Konfiguration mit leerem Keller.

2. M gerét in eine Konfiguratiotig, z; - - - z,,, Ay), in der wegeny(q, z;, A) =
d(q, e, A) = () keine Anweisung ausfihrbar ist.

3. M fuhrt eine unendliche Folge vanAnweisungen aus.

Den 1. Grund schlieRen wir aus, indem wir ein neues Zeichanf dem Kellerboden
platzieren (dabei seider neue Startzustand):

(@) se#t — qo#L],

Den 2. und 3. Hinderungsgrund beseitigen wir durch Einfliltiees neuen Fehlerzu-
standsf (hierbeiistl” = I' U {{J}):

(b) gqaA — fA, furalle(q,a,A) € Z x X xT"mit A =0 oderj(q,a, A) =
(q,e,4) =0,
(€)gcA — fA, furalleq € ZundA € I', so dass ausgehend von der Kon-

figuration (q, ¢, A) unendlich viele=-Ubergange ausgefiihrt
werden, ohne dass dabei ein Endzustand besucht wird.

(d) furallea € YundA € I".

Zudem sehen wir im Falle einer unendlichen Folge vddbergangen, bei denen ein
Endzustand besucht wird, einen Umweg lber den neuen Eiaaizi¢stor:

(€)g=A — eA, furalleq e ZundA € T, so dass ausgehend von der Kon-
ecA — fA, figuration(q,e, A) unendlich vieles-Ubergange ausgefihrt
und dabei auch Endzustande besucht werden,
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Zusammenfassend transformieren wirin den DPDA
M = (ZU{s,e, f}, 2, 1,0 s, #, EU{e})
mit IV = I' U {OJ}, wobeidé’ neben den unter (a) bis (e) genannten Anweisungen noch

(f) alle Anweisungen aus enthélt, soweit sie nicht durch Anweisungen vom

Typ (c) oder(e) Uberschrieben wurden. -

Beispiel 2.34 Wenden wir diese Konstruktion auf den DPDA

M = ({q07 q1, CI2}> {av b> 6}7 {Av B7 #}7 67 qo, #7 {qZ})
mit der Uberfiihrungsfunktion

d q()v# q07A q07B qlv# 917A qlvB CI27# 927/1 q27B
€ - - - q2 - C]z# - -
a | qA# @AA @AB | — q - = =
b | @B# q@BA BB | — - ¢ - - =
C

— @A @B | - - - | - - -

an, so erhalten wir den DPDA

M, = ({q()v q1, 42, S, €, f}7 {av b> 6}7 {Av B> #7 D}> 5,a S, #7 {Q2> 6})
mit folgender Uberfiihrungsfunktiod:

5/ S:# 87A 87B 87|:| Q(b# Q(bA Q(bB q(J7|:|

e | qo#U - - - - - - —
a - - - — | @A# @AA q@AB [0
b - - - — | @©B# @BA BB [U
¢ - - - - J# @A @B [0
Typ| (a) (f.(b) () (f) (b)
w# A @, B ¢q,U] ¢# @A @B ¢0U

€ q2 — — — e — — —
a - ¢ fB fu - fA  fB fO
b - A q fU - fA  fB fO
c - fA fB  fO - fA fB  fO

Typ| (f) (f),(0) ()),(b) (B) | () (b)) () ()

SYIES IO
|
|
|
|

Typ (e)
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Definition 2.35 Fir eine Sprachklassé bezeichne c@- die Klasse{L | L € C}
aller Komplemente von Sprachendn

Satz 2.36 DCFL = co-DCFL, d.h.DCFL ist unter Komplement abgeschlossen.

Beweis Sei M = (Z,%,T,9,q, #, E) ein DPDA, der alle Eingaben zu Ende liest,
und seiL(M) = L. Wir konstruieren einen DPDA/ fur L.

Die Idee dabei ist, dass sidid in seinem Zustan¢l, i) neben dem aktuellen Zustand
g von M in der Komponenteé merkt, ob) nach Lesen des letzten Zeichens (bzw. seit
Rechnungsbeginn) einen Endzustand besucht;hatl) oder nicht { = 1). Mdchte

M das nachste Zeichen lesen und befindet dithm Zustand(g, 1), so machtd/
vorher noch einea-Ubergang in den Endzustang 3).

Konkret erhalten winl = (Z x{1,2,3}, 3,1, ¢, s, 4, Z x{3}) mit

g = (q071)7 q0€E7
(q0,2), sonst

indem wir zud’ fUr jede Anweisunge A — ), py die Anweisungen

(¢,1)eA — (p,1)y, fallsp ¢ E,
(q,1)eA — (p,2)y, fallsp e Fund

(¢,2)eA — (p,2)7,
sowie fir jede AnweisungaA —,; py die Anweisungen

(¢, 1)eA — (q,3)A,
(¢,2)aA — (p,1)y, fallsp ¢ E,
(¢,2)aA — (p,2)y, fallspe E,
(¢,3)aA — (p,1)y, fallsp ¢ Fund
(¢,3)aA — (p,2)y, fallspe E.
hinzuftigen. O

Beispiel 2.37 Angenommen, ein DPDAI = (Z, %, T, 0, qo, #, E) fuhrt bei der Ein-
gabexr = a folgende Rechnung aus:

(q07 a, #) = (q17 5771) = (q27 5772)-
Dann wiirdeM im Fall ¢y, ¢; € Eundg, ¢ E (d.h.z € L(M)) die Rechnung

((QOvQ)aav #) H ((Q1> 1)75771) H ((QZ>2)75772)

ausfiuhren. Ddq;, 1), (¢2,2) € Z x {3} sind, verwirft alsoM das Worta. Dagegen
wirdeM im Fallgy € Eundqy, ¢, € E (d.h.z ¢ L(M)) die Rechnung

((QO72)7CL7 #) - ((q17 1)75770 - ((QQv 1)75772) - ((QQv 3)75772)

ausfuhren. Ddq,, 3) € Z x {3} ein Endzustand von/ ist, wirdeM in diesem Falll
das Worta akzeptieren. N
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Satz 2.38 Die KlasseDCFL ist nicht abgeschlossen unter Durchschnitt, Vereinigung,
Produkt und Sternhtille.

Beweis Die beiden Sprachen
Ly ={a"b™c™ | n,m >0} und Ly = {a"b"c™ | n,m > 0}

sind sogar deterministisch kontextfrei. DanN L, = {a™b"¢" | n > 0} nicht kontext-
frei ist, liegt diese Sprache naturlich erst recht nicid@FL, also istDCFL nicht unter
Durchschnitt abgeschlossen.

DaDCFL unter Komplementbildung abgeschlossen ist, kaQikL wegen de Morgan
dann auch nicht unter Vereinigung abgeschlossen seinpiBE®eise sind folgende
Sprachen deterministisch kontextfrei:

Ly ={a't/c|i#jyundLy = {a't'c" | j # k}.
Ihre Vereinigung gehort aber nicht CFL, d.h.
LsU Ly = {a't’c" | i # joderj # k} € CFL\ DCFL.

DCFL ist namlich unter Schnitt mit regularen Sprachen abgesskio (siehe Ubun-
gen). Daher ware mit; U L, auch die Sprache

(L3 U Ly) N L(a*b*c*) = {a™b"c" | n > 0}

(deterministisch) kontextfrei. Als nachstes zeigen waissDCFL nicht unter Produkt-
bildung abgeschlossen ist. Betrachte hierzu die Sprachen

Lo = {0}, Ly = {a't/c" | i # j}und Ly = {a'b/ " | j # k}.
Wir zeigen zuerst, dass die Sprache
Ls = Lo(Ls U Ly) = {0a’t/c*|i # j v j #k} ¢ DCFL ist.

Ware namlich\/ = (7,3, 1", , qo, #, E') ein DPDA fir L5, so kbnnten wirl/ in einen
DPDAM' = (Z U{s}, X, 1", s, #, ) fur die Sprachd.; U L, transformieren (was
wegenl; U Ly ¢ DCFL nicht méglich ist).

Seip der Zustand und' der Kellerinhalt von)/ nach Lesen des ZeichefisDann
kénnen wiry’ wie folgt definieren:

§(q.u A) — (P, ), (q,u, A) = (s,¢, #),
h dq,u, A), (q,u,A) e Zx (ZU{e}) xT.

Es ist leicht zu sehen, dass die beiden Sprachiemd L = L, L3 U L, in DCFL sind.
Ihr Produkt 2L gehort aber nicht zlDCFL. Da DCFL unter Schnitt mit regularen
Sprachen abgeschlossen ist, ware andernfalls auch

LyL N LoL(a*b*c*) = {0a'c* |i # jV j# k} = Lo(Ls U Ly) = Ls
in DCFL, was wir bereits ausgeschlossen haben. O
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Bemerkung 2.39 DassDCFL auch nicht unter Sternhillenbildung abgeschlossenist,
lasst sich ganz ahnlich zeigen (siehe Ubungen).

Wir fassen die bewiesenen Abschlusseigenschaften desdédi&&G, DCFL und CFL
in folgender Tabelle zusammen:

Vereinigung Schnitt Komplement Produkt Sternhille
REG ja ja ja ja ja

DCFL nein nein ja nein nein
CFL ja nein nein ja ja




Kapitel 3

Kontextsensitive Sprachen

In diesem Kapitel fihren wir das Maschinenmodell des liresschrankten Automa-
ten (LBA) ein und zeigen, dass LBAs genau die kontextsesmsitSprachen erkennen.
Erst vor wenigen Jahren gelang der Nachweis, dass die K{#dseinter Komple-
mentbildung abgeschlossen ist. Nach wie vor offen ist jadbe Frage, ob die Klasse
DCSL der von einem deterministischen LBA erkannten Sprachemegihte Teilklasse
von CSL ist oder nicht (diese Frage ist dlBA-Problembekannt).

3.1 Kontextsensitive Grammatiken

Zur Erinnerung: Eine Grammati = (V, X, P, .S) heil3tkontextsensitiy, falls fur
alle Regelm — g qilt: || > |«|. Als einzige Ausnahme hiervon ist die Regel ¢
erlaubt. Allerdings nur dann, wenn das Startsym®aicht auf der rechten Seite einer
Regel vorkommt.

Wie wir gesehen haben, ist die Spradhe- {a™0"c¢™ | n > 0} nicht kontextfrei. Das
nachste Beispiel zeigt jedoch, dasyon einer kontextsensitiven Grammatik erzeugt
werden kann. Daher ist die Klas€€L echt in der Klass€SL enthalten.

Beispiel 3.1 Betrachte die kontextsensitive Grammafik= (V,X, P,S) mit V' =
{S,B,C}, ¥ = {a,b,c} und den Regeln

pP:. S—aSBC,aBC,(1,2) CB— BC,(3) aB—ab, (4)
bB — bb, (5)  bC—be, (6) cC—ce (7)

In G 1413t sich beispielsweise das Wart= aabbcc ableiten:

S = aSBC = aaBCBC = aaBBCC
M) 3) 3)

= aabBCC = aabbCC = aabbcC = aabbcc
(4) (5) (6) (7)

60
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Allgemein gilt fur allen > 1:

S =" a1S(BCY ! = a*(BO)* =(3) gnprem
1) (2) (3)

= a"B"lC" ="l @Ot = abteCn Tt ST e
(4) (5) (6) (M

Also gilt a"b"c™ € L(G) fur allen > 1. Umgekehrt folgt durch Induktion Uber die
Ableitungslange, dass jede Satzformit S =* « die folgenden Bedingungen erfullt:

o #.(u) = #(u) + #p(u) = #.(u) + #c(u),
e links von .S und links von einena kommen nui’s vor,

e links von einem) kommen nui’s oderb’s vor.

Daraus ergibt sich, dass @n nur Woérter der Formw = o"b"¢" ableitbar sind. <

3.2 Turingmaschinen

Um ein geeignetes Maschinenmodell flr die kontextsemsit@prachen zu finden,
fuhren wir zunachst das Rechenmodell der Turingmaschivg €in. Eine TM darf
wéhrend ihrer Rechnung ihre Eingabe tberschreiben uneldigiiele Bandfelder als
Speicher benutzen. Es ist leicht zu sehen, dass jede keatesitive Sprache von einer
nichtdeterministischen 1-Band Turingmaschine (1-NTM)akzeptiert wird. Dabei
kann die Rechnung von/ sogar auf den Bereich der Eingabe beschrankt werden
(siehe Satz 3.9).

Definition 3.2

a) Seik > 1. Einenichtdeterministische k-Band-Turingmaschingurz k-NTM
oder einfacNTM) wird durch ein 6-TupeM = (Z,%, T, 6, qo, E') beschrieben,
wobei

e 7 eine endliche Menge von Zustanden,

Y. das Eingabealphabet (wobegi¢ ),

I" das Arbeitsalphabet (wob& U {U} C T),

6: Z x Tk — P(Z x T* x {L, R, N}*) die Uberfuhrungsfunktion,

qo der Startzustand und

e I C Z die Menge der Endzusténde ist.

b) Einek-NTM M heil3tdeterministisch(kurz: M ist einek-DTM oder einfach
DTM), falls fur alle (q, ay, ... ax) € Z x I'* gilt:

16(q, a1,...a)|| < 1.



3.2 Turingmaschinen 62

Fur(¢,a},...,a,, Dy,...,Dy) € 0(q, a4, ...ax) Schreiben wir auch
(q,a1,...,ar) — (¢',ay,...,ay, D1,..., Dy).
Eine solche Anweisung ist ausfuhrbar, falls
e ¢ der aktuelle Zustand voi/ ist und

e sichfuri =1,..., k der Lesekopf desten Bandes auf einem mit beschrifte-
ten Feld befindet.

Ihre Ausflihrung bewirkt, dass/
e vom Zustand; in den Zustand’ Ubergeht,
e auf Band:i das Symbot; durcha] ersetzt und

e den Kopf gemald; bewegt (L: ein Feld nach links, R: ein Feld nach rechts, N:
keine Bewegung).

Definition 3.3
a) EineKonfiguration ist ein (3% + 1)-Tupel
K = (q,u1,a1,01, - .., up, ag, v3) € Z x (I* x T x )"
und besagt, dass

e ¢ der momentane Zustand ist und

e dasi-te Band mit .. L u;a;v; U . .. beschriftet ist, wobei sich der Kopf auf
dem Zeichen; befindet.

b) Im Fall & = 1 schreiben wir flr eine Konfiguratiofy, u, a, v) auch kurzugav.

c) Eine Konfigurationk” = (¢',u},a}, v}, ..., u, a),v;) heildtFolgekonfigurati-
onvon K = (q,uy,ay,vy, ..., ug, ax, vx) (kurz K = K’), falls eine Anweisung

(qva'lv"'vak)_) (qlvblv"'vbkalv"'ka)

existiert, so dass flir=1, ..., k gilt:
limFall D; = N: | D, =R: | D, =L:
K: w;|a;|v; K: w;|a;|v; K: w; |a; | v;
K" o |b; v, K" w; b |a (vl K" a1 b; v,
/ / U; = uzbz Und /WA Uiy Uy 7& g,
Ui = Uity = b Y% =1 U, sonst
undv’ = v, v — Vi, Ui #E, ’ '
g ! v LI, sonst. undv, = bv;
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Man beachte, dass sich die Lange der Bandinschyifty; beim Ubergang vor zu
K’ nicht verkleinern kann, d.hu,av!| > |u;a;v;].

()

Definition 3.4 SeiM = (Z,%.T,0, q, E') einek-NTM und seic = 1 ---x,, € ¥*
eine Eingabe.

a) Die zugehorigé&tartkonfigurationist

K. = (q0757x17x2”'xn757|—|757"'757|—|75)7 :E?égv
* (qo,&,U,e,...,e,U¢€), T =¢.
b) Die von)M akzeptierteodererkannte Sprachest

LM)={zeX|IKcEx (" xI' xI'"*: K, - K}.

Ein Wort x wird also genau dann vall akzeptiert (kurzM (=) akzeptiert), wenn es
eine Rechnung (Folge von Konfigurationen) voi/ bei Eingaber gibt, bei der ein
Endzustand erreicht wird.

Beispiel 3.5 Betrachte die 1-DTMV/ = (Z,%,1",6,qo, E) mit Z = {qo, .. . qu}, X =
{a,0},' =X U{A, B,U}, E = {qs} und den Anweisungen

d: goa— @ AR (1) Anfang der Schleife: Ersetze das ersteurch A.
qgia — qraR Bewege den Kopf nach rechts bis zum erdtemd ersetze
@ B— ¢ BR dies durch einB (falls kein b mehr vorhanden ist, dann
¢1b — ¢ BL halte ohne zu akzeptieren).

(
(2)
(3)
(4)
gpa — qal (5) Bewege den Kopfzurtck nach links bis elrkommt, gehe
@B —q¢BL (6) wieder ein Feld nach rechts und wiederhole die Schleife.
@A — AR (7)

(8)

(9)

10)

qoB — ¢sBR
3B — ¢sBR
g3 — qUN (

Falls keina am Anfang der Schleife, dann teste, ob noch
einb vorhanden ist. Wenn ja, dann halte ohne zu akzeptie-
ren. Andernfalls akzeptiere.

Dann fuhrtM bei Eingabeiabb folgende Rechnung aus:

goaabb (lI) Agqiabb (';) Aaqg,bb (Z) AgraBb
F ¢@AaBb + AqaBb + AAq Bb
(5) (7) 1)
(7) (8) (9) (10)
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Ahnlich laRt sicha™o™ € L(M) fur ein beliebiges: > 1 zeigen. Andererseits fuhit!
bei Eingabe:bb folgende Rechnung aus:

1) (4) (7) (8)

Da diese Rechnung nicht fortsetzbar ist undidaeterministisch ist, muss jede Rech-
nung vonM (abb) ein Anfangsstick dieser Rechnung séii.kann bei Eingabebb
somit keinen Endzustand erreichen, weshaibnicht zu L(M) gehdrt. Tatséchlich
lasst sich durch Betrachtung der Ubrigen Falte=£ a"0™, n > m, z = a"b™a",
m,k > 1, etc.) zeigen, dass/ nur Eingaben der Form™b™ akzeptiert, und somit
L(M) = {a™b" | n > 1} ist. N

3.3 Linear beschrankte Automaten

Eine 1-NTM M, die nicht mehr Platz benétigt als ihr durch die Eingabe itgestellt
wird, wird als LBA (linear beschrankter Automat) bezeichri@ass)M bei Eingaber
nurn = |z| Bandfelder besuchen darf, scheint auf den ersten Blick dgrifésbildung
Jlinear beschrankt" zu widersprechen. Man kann jedochereigass jede-NTM, die
bei Eingaben der Langenur linear viele (als@(n)) Bandfelder besucht, von einem
LBA simuliert werden kann.

Damit ein LBA das Ende der Eingabe erkennen kann (und niaketentlich dariber
hinausliest), muss das letzte Zeichen der Eingabe maxkeden. Das erste Zeichen
der Eingabe braucht dagegen nicht markiert zu werden, daddie LBA im ersten
Rechenschritt selbst tun kann.

Definition 3.6

a) Fur ein Alphabet: und ein Worte = z; - - - x,, € ¥* bezeichne: das Wort

. z, T =c¢,
Tr =
$1"'$n—1fm x#e
iiber dem Alphabet = S U {a | a € X}.

b) Eine 1-NTMM = (Z,i,l“,é, q, ) heildtlinear beschrankt(kurz: M ist ein
LBA), falls M fir jedes Wort: € > ausgehend von der Startkonfiguratian
nur Konfigurationenk” = ugav mit juav| < n erreichen kann:

Vo € ¥t K; F ugav = |uav| < |z|.

c) Die von einem LBAkzeptierteodererkannte Sprachest

L(M) = {x € ¥* | M(z) akzeptier.
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Beispiel 3.7 Es st nicht schwer, die 1-DTM/ = (Z,%, T, 6, qo, ) aus Beispiel 3.5
mit
0:qoa — AR (1) goa — goal (5) qoB— q3BR (8)
qa —qaR (2) ¢B— ¢@BL (6) ¢3sB—gBR (9)
@b — @BL (4)

in einen deterministischen LBA (kurBLBA) M’ = (Z, 3,18, qo, E) fur die Spra-
che{a™b" |n > 1} umzuwandeln. Ersetze hierzu

S durchs = {a, b, a, b},

I' durchI” = X U {A, B, B, U} sowie

die AnweisungjsLl — ¢,LIN (10) durchgs B — ¢, BN (10')

und flge die Anweisunglfp — ¢BL (4a) hinzu:

) @ib—q@BL (4a) @B — ¢ BR (8)
) @a—qal (5) gsB—qBR (9)
) @@B—@BL (6) ¢;B— qBN (10")
) A —qAR (7)

5. goa— AR (1

Ga— qaR (2

@ B— ¢ BR (3

qib— @2BL (4

Dann wird das Wortabb durch folgende Rechnung vavl’ bei Eingabeuabb akzep-

tiert;

qoaabb +* AABqllB(I—) AApBB + AABg;B (l—)AABq4B
4a 10/ 4

Definition 3.8 Die Klasse derdeterministisch kontextsensitiveSprachen ist defi-
niert als
DCSL = {L(M) | M ist ein DLBA}.

Der DLBA M’ fur die Sprached = {a™b" | n > 1} aus dem letzten Beispiel lasst
sich leicht in einen DLBA fur die SprachB = {a"b"¢" | n > 1} transformieren
(siehe Ubungen), d.l3 € DCSL \ CFL. DassCFL in DCSL enthalten ist, wird in den
Ubungen gezeigt. Als nachstes beweisen wir, dass LBAs gaieskontextsensitiven
Sprachen erkennen.

Satz 3.9 CSL = {L(M) | M ist ein LBA.

Beweis Wir zeigen zuerst die Inklusio@SL C {L(M) | M istein LBA}. SeiG =
(V, 3, P, S) eine kontextsensitive Grammatik. Dann witdG) von folgendem LBA
M akzeptiert (0.B.d.A. sei ¢ L(G)):

1 Markiere das erste Eingabezeichen.
2 Wahle (nichtdeterministisch) eine Regel- 3 ausP.
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3 Wahle ein beliebiges Vorkommen vohauf dem Band. (Fallg auf dem
Band nicht vorkommt, halte ohne zu akzeptieren.)

4 Ersetze die erstén| Zeichen vons durcha.

5 Falls das erste (oder letzte) Zeichen ybmarkiert war, markiere auch das
erste (letzte) Zeichen van.

6 \erschiebe die Zeichen rechts vérum || — |«| Positionen nach links
und Uberschreibe die frei werdenden Bandfelder mit Blanks.

7 Enthalt das Band aul3er Blanks nur noch das (markiertefs$talool, so
halte in einem Endzustand; sonst gehe zurtick zu Schritt 2.

Nun ist leicht zu sehen, dasd wegen|3| > |«| tatsachlich linear beschrankt ist.
M akzeptiert eine Eingabe, falls es gelingt, eine Ableitung fir in G zu finden (in
umgekehrter Reihenfolge, d.h/ ist ein nichtdeterministischéBottom-Up Parsey.
Da sich genau fur die Worter ib(G) eine Ableitung finden lasst, foldt(M ) = L(G).

Flr den Beweis der umgekehrten Inklusion dr( M) | M ist ein LBA} C CSL sei
ein LBA M = (Z,%,1,6,q0, F) gegeben (0.B.d.A. sei ¢ L(M)). Betrachte die
kontextsensitive Grammatik = (V, X, P, .S) mit

= {S,A} U (ZTUD)x %,
die fur allea, b € > undc, d € I" folgende Regeln enthalt:

P: S — A(a,a), (1)
A— Ala,a), (2)
A — (qoa,a), (3)
(gc,a) — (qc a), fallsgc —u ¢¢N  (4)
(gc,a)(d,b) — (c,a)(qd, b), falls gc —p gcR (5)
(d,a)(qe, b) — ( ’d a)(c,b), falls gc —p ¢€'L (6)
(ge,a) — fallsq € £ (7)
(c,a) —a. (8)
Durch Induktion Ubern lasst sich nun leicht fur alle,,...,a, € I'undg € Z die

folgende Aquivalenz beweisen:
Qo1 Tp1Zy F" a1 ai1qa; o a, =

An, " = , i Ti) e (an, Ty
(QO$17$1) ($ z ) (456) (a1 xl) (qa x) (a x)

Ist alsogozy - - - xp_1Zp, F™ a1 ---a;_1qa; - - -a, Mit ¢ € E eine akzeptierende Rech-
nung vonM (zy - - - &, _14,), SO folgt

S :>n (QOxl,xl)(.’ﬁQ,xg) e (xn—luxn—1>(jjn7xn>

(1,2,3)

(4?6? (ar,21) - (ai—1, wi-1)(qai, @) - -+ (A, T0)
n DY

w7 Ee

Ganz ahnlich folgt auclh(G) C L(M). O
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Bemerkung 3.10

e Eine einfache Modifikation des Beweises zeigt, dass 1-NBviauydie Spra-
chen vom Typ 0 akzeptieren (siehe Ubungen). Im néachstehwitisgerden wir
sehen, dass sogar fir allke> 1 folgende Gleichheiten gelten:

RE = {L(M)| M ist einek-NTM} = {L(G)|G ist eine Typ-0 Grammatjk
={L(M)|M isteinek-DTM} = {L| L ist semi-entscheidbar

e Bis heute ungel6st ist die Frage, ob jede kontextsensifiwvacBe von einem
DLBA erkannt wird, d.h. oldCSL eine echte Teilklasse vdibL ist oder nicht.
Diese Frage ist al&£ BA-Problembekannt.

Zum Schluss dieses Abschnitts betrachten wir (neben denpYgbitem) die folgen-
den Problemstellungen fir (durch Grammatiken oder Autemjagegebene Sprachen
L, Ly undLy:

e Leerheitsproblem: Ist L =) ?
e Schnittproblem: Ist L, N Ly, =0 ?

e Aquivalenzproblem: ISt L; = Ly ?

Solange es nur um die Frage geht, ob diese Probleme entsaheidd oder nicht,
ist es unerheblich, ob beispielsweise eine regulare Serdigich einen endlichen Au-
tomaten, durch eine Grammatik oder durch einen reguléresddigk gegeben ist.
Dies liegt daran, dass die verschiedenen Darstellungsioeffiektivineinander trans-
formierbar sind. Dagegen kann die gewdahlte Darstellumgsfeinen betrachtlichen
Einfluss auf dicKkomplexitatdieser Probleme haben.

Die folgende Tabelle zeigt, welche dieser Probleme enidbhe sind und welche
nicht.

Wort- Leerheits- Aquivalenz- Schnitt-
Sprachklasse problem problem  problem problem
regular (DFA, NFA etc.) ja ja ja ja
det. kontextfrei (DPDA) ja ja j& nein
kontextfrei (PDA, kfr. Gr.) ja ja nein nein
kontextsensitiv (LBA) ja nein nein nein
semi-entscheidbar (DTM, NTM) nein nein nein nein

aBewiesen in 1997 von Géraud Sénizergues (Univ. Bordeaux).

Eine Sonderrolle spielen hierbei die entscheidbaren 8praala sich diese nicht syn-
taktisch mittels Automaten oder Grammatiken charakenmsi lassen. Vielmehr sind
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die entscheidbaren Sprachen nur semantisch (etwa durehgmaschinen, die bei
jeder Eingabe halten) charakterisierbar.

Folgende Tabelle gibt einen Uberblick tber die Abschlugseschaften der Klassen
REG, DCFL, CFL, DCSL, CSL undRE. In der VL Komplexitatstheorie wird gezeigt,
dass die Klass€SL unter Komplementbildung abgeschlossen ist. Im nachstgitéa
werden wir sehen, dass die Klagle nicht unter Komplementbildung abgeschlossen

ist. Die Ubrigen Abschlusseigenschaften in folgender faeerden in den Ubungen
bewiesen.

Vereinigung Schnitt Komplement Produkt Sternhlle
REG ja ja ja ja ja
DCFL nein nein ja nein nein
CFL ja nein nein ja ja
DCSL ja ja ja ja ja
CSL ja ja ja ja ja
RE ja ja nein ja ja




Kapitel 4

Entscheidbare und semi-entscheidbare
Sprachen

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit der Klagde die alle Typ-O Sprachen
enthalt. Wir werden eine Reihe von Charakterisierungertigse Klasse mittels Tu-
ringmaschinen beweisen, wodurch auch die Namensgebuanggie aufzéahlbar) ver-
standlich wird. Eine wichtige Teilklasse v&t bildet die Klass&kEC der entscheidba-
ren (oder rekursiven) Sprachen, in der bereits alle koségditiven Sprachen enthalten
sind.

Definition 4.1

a) Eine DTMM halt bei Eingaber, falls M (z) eine Konfiguratiornk erreicht, die
keine Folgekonfiguration hat.

b) Eine DTMM entscheidetine Eingabe, falls M (x) nach endlich vielen Schrit-
ten halt oder in einen Endzustand gelangt.

c) Eine Sprachd. C ¥* heiRtentscheidbay falls eine DTMM mit L(M) = L
existiert, die jede Eingabe € ¥* entscheidet.

d) Eine Sprachd. heildtsemi-entscheidbarfalls eine DTMM mit L(M) = L
existiert.

Bemerkung 4.2

e Die von einer DTMM akzeptierte Spraché& (M) wird als semi-entscheidbar
bezeichnet, da/ zwar alle (positiven) Eingaben € L entscheidet, aber mdg-
licherweise nicht alle (negativen) Eingaberg L.

o Wir werden spater sehen, dass genau die Typ-0 Sprachenesgsaheidbar
sind.

69
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Aus historischen Griinden werden die entscheidbaren Sgmaainchrekursiv (engl.
recursivg genannt. Wir fassen die entscheidbaren Sprachen in desé®&C zusam-
men:

REC = {L(M) | M isteine DTM, die jede Eingabe entscheidet

Dann gilt
REG C DCFL C CFL € DCSL € CSL € REC C RE.

Wir wissen bereits, dass die ersten drei InklusioRé& C DCFL ¢ CFL € DCSL
echt sind. In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass aiem#ilusionREC C RE
echt ist. Das<SL eine echte Teilklasse vOREC ist, wird in den Ubungen gezeigt.
Wie bereits erwahnt, ist die Frage, ob alle kontextsersit@prachen auch determi-
nistisch kontextsensitiv sind, bis heute ungelost (LBAEemM). Wir wenden uns nun
der Berechnung von Funktionen zu.

Definition 4.3

a) Einek-DTM M = (Z,%,1,4, qo, E) berechneteine Funktionf : ¥* — I'*,
falls M bei jeder Eingabe: € ¥* in einer Konfiguration

K= (q,ul,al,vl,---,Uk,ak,vk) EZX (F* x I' x F*)k

mit
up = f(x)

halt (d.h. K, F* K und K hat keine Folgekonfiguration). Hierfir sagen wir
auch,M gibt bei Eingaber das Wortf(z) aus und schreibef! (z) = f(z).

b) In diesem Fall hei3f Turing-berechenbar(oderberechenbay.

Aus historischen Griinden werden berechenbare Funktiomemrakursiv genannt.
Um eine Funktionf : ¥* — I'"* zu berechnen, mus¥ also bei jeder Eingahe den
Funktionswertf (z) auf dask-te Band schreiben und danach halten. Faflsicht bei
allen Eingaben hélt, berechnkt keine totale, sondern nur eine partielle Funktion.

Definition 4.4
a) Einepartielle Funktion hat die Formf : ¥* — T U {1}.
b) Fur f(x) =1 sagen wir auchy (x) ist undefiniert
c) DerDefinitionsbereich(engl. domain) vory ist

dom(f) = {a € = | f(z) #1}.
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d) DasBild (engl. image) vory ist
img(f) ={f(z) | z € dom(f)}.

e) Eine DTMM = (Z,%,T, 4, qo, E') berechneteine partielle Funktioryf : >* —
U {1}, falls fur allex € ¥ gilt:
e im Fall f(z) =1 halt M bei Eingaber nicht,
e andernfalls mus3d/(x) = f(x) (siehe Definition 4.3) gelten.

Wir fassen die (partiellen) berechenbaren Funktionenlgefaden Klassen zusammen:

FREC; = {f | f ist eine totale berechenbare Funkion
FREC, = {f | f ist eine partielle berechenbare Funkgion
Dann gilt
FREC, C FREC,.

Beispiel 4.5 Bezeichner™ denlexikografischen Nachfolgervonxz € ¥*. FurY =
{0, 1} ergeben sich beispielsweise folgende Werte:

9:‘50 1 00 01 10 11 000
x+‘0 1 00 01 10 11 000 001

Betrachte die aut* definierten Funktionetfy, f, f5, f4 mit

fi(z) =0,
fo(x) = =, und fa(z) = {T’ o 67+
Yy, rT=Y .
fs(x) =
Da f1, f2, f3, f4+ berechenbar sind, gehdren die totalen Funktiofier,, f3 zuFREC,,
wahrend die partielle Funktiofy zu FREC, gehort. N

Wie der nachste Satz zeigt, lasst sich jedes Entscheidtotgem auf ein funktionales
Problem zurtckfihren.

Satz 4.6

(i) Eine Sprached C X* ist genau dann entscheidbar, wenn ikclearakteristische
Funktion x4 : ¥* — {0, 1} berechenbar ist. Diese ist wie folgt definiert:

(z) 1, x€A,
€T =
xa 0, =z¢ A
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(i1) Eine Sprached C Y* ist genau dann semi-entscheidbar, falls ilpartielle
charakteristische Funktiony 4 : ¥* — {0, 1, 1} berechenbar ist. Letztere ist

wie folgt definiert:
N 1, x€A,
Tr) =
x4 1 zdA
Beweis Siehe Ubungen.

Definition 4.7 Eine Sprached C X* heif3trekursiv aufzahlbar falls A = () oder das
Bild img(f) einer berechenbaren Funktiofi: I'* — X* fiir ein beliebiges Alphabet
[ ist.

Satz 4.8 Folgende Eigenschaften sind aquivalent:

1. Aist semi-entscheidbar (d.A wird von einer DTM akzeptiert),
2. A wird von einerl-DTM akzeptiert,

3. Aistvom Typ),

4. A wird von einer NTM akzeptiert,

5. Aistrekursiv aufzahlbar.

Beweis 1) = 2): SeiM = (Z,%,1,4, qv, E') einek-DTM mit L(M) = A. Wir kon-
struieren eine 1-DTMVI' = (Z', 3,17, ¢, 2o, ) fUr A. M’ simuliert M, indem
sie jede Konfiguratiork” von M der Form

---‘a‘b‘c‘d‘---

o Te[fTg]h]--
T

durch eine Konfiguratio” folgender Form nachbildet:

BIBIE6

Das heil3t)/" arbeitet mit dem Alphabet
I"'=Tu(u{alacT}F

und erzeugt bei Eingabe= z; - - - z,, € X* zuerst die der Startkonfiguration

K:B: (q(]ugax?g?l—l?"'?g?l—l)
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von M bei Eingaber entsprechende Konfiguration

i’l T2 e
U LJ L
K:,c = 616 : : T :
L LJ L

Dann simuliertM’ jeweils einen Schritt von/ durch folgende Sequenz von
Rechenschritten:

e Zuerst gehtV’ solange nach rechts, bis sie alle rmimarkierten Zeichen
(z.B.ay,...,a;) gefunden hat.

e Diese Zeichen speichebt’ in ihrem Zustand.

e AnschlieRend gehfi/’ wieder nach links und realisiert dabei die durch
d(q, a1, ...,ax) vorgegebene Anweisung vaw.

e Den aktuellen Zustanglvon M speichert)’ ebenfalls in ihrem Zustand.

Sobald)M in einen Endzustand Gibergeht, wechddltebenfalls in einen Endzu-
stand und halt. Nun ist leicht zu sehen, da§3/’) = L(M) ist.

2) = 3): Ahnlich wie beim Beweis der Inklusion
{L(M) | M istein LBA} C {L(G) | G ist eine Typi Grammatil

lasst sich zu einet-NTM (und damit auch zu einer-DTM) M eine Typ-0
GrammatikG mit L(G) = L(M) konstruieren (siehe Ubungen).

3) = 4): Ahnlich wie beim Beweis der Inklusion
{L(G) | G isteine Typd Grammatik C {L(M) | M ist ein LBA}

lasst sich zu einer Typ-0 Grammatik eine 1I-NTM M mit L(M) = L(G)
konstruieren (siehe Ubungen).

4) = 5): SeiM = (Z,%,T,0,qo, E) einek-NTM und seiA = L(M) # (. Kodieren
wir eine KonfigurationX” = (q, uy, ay, vq, . . ., ug, ax, vx) durch das Wort
code(K') = #q#urFFa1# o1 - - - FurFfar#ort

iiber dem Alphabel’ = Z UT U {#} und eine Rechnung, + --- K,
durchcode(Kjy) - - - code(K), so lassen sich die Worter vot durch folgende
Funktionf : ' — X* aufzahlen (dabei ist, ein beliebiges Wort im):

y, « kodiert eine Rechnung(, + --- - K, von M mit
fz) = Ky=K,undK, € E x (I'" x I' x ['*)*
Tg, SONnst.

Da f berechenbar ist, ist = img(f) rekursiv aufzahlbar.
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5)=1): Seif : I'* — ¥* eine Funktion mitA = img(f) und seiM einek-DTM,
die f berechnet. Dann akzeptiert folgende+ 1)-DTM M’ die Sprached.

M’ berechnet bei Eingabeauf dem 2. Band der Reihe nach fir al-
le Wortery € I'* den Wertf(y) durch Simulation von\/(y) und

akzeptiert, sobald sie ejnmit f(y) = z findet. 0

Satz 4.9 A ist genau dann entscheidbar, wedrund A semi-entscheidbar sind, d.h.
REC = RE N co-RE.

Beweis Falls A entscheidbar ist, ist auchentscheidbar, d.i und A sind dann auch
semi-entscheidbar. Fir die Ruckrichtung sefenf, : I'* — ¥* Turing-berechenbare
Funktionen mitimg(f;) = A undimg(f,) = A. Wir betrachten folgende-DTM M,
die bei Eingabe:

e flrjedesy € I'* die beiden Wertd; (y) und f>(y) bestimmt,
e 1 akzeptiert, sobald eip auf den Wertf, (y) = = fihrt und
e x verwirft, sobald einy auf den Wertf,(y) = x fuhrt.

Da jede Eingaber entweder inimg(f;) = A oder inimg(f,) = A enthalten ist,
entscheidef/ alle Eingaben. O

4.1 Kodierung (Godelisierung) von Turingmaschinen

SeiM = (Z,%,T,6,q, F) eine 1-DTM mit Eingabealphab&t = {0, 1, #}, Arbeit-
salphabel” = {aq,...,q;} (0.B.d.A. seiag = 0, a; = 1, ay = #, a3 = L), sowie
Zustandsmeng® = {qo,...,¢n} (0.B.d.A. seiEl = {¢,,}). Dann kdnnen wir jede
Anweisung der Form;a; — ¢ra; D durch folgendes Wort kodieren

#bin(i)##bin(j)#bin(i')#bin(j") #bp#.

Dabei istbin(n) die Binardarstellung von und

0, D=N,
bp = {1, D=1I,
10, D=R.

Uber dem Alphabef0, 1, #} lasst sich nur/ durch die Folge ihrer kodierten Anwei-
sungen kodieren. Wenn wir die Zeichenl, # binar kodieren (z.B0 — 00, 1 — 11,
# — 10), so gelangen wir zu einer Binarkodierung, von M. Die Binarzahlw,,
wird auch dieGodel-Nummervon M genannt.
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Ganz analog lassen sich auciNTMs sowie Konfigurationen und Rechnungen (Kon-
figurationsfolgen) vork-NTMs kodieren. Umgekehrt kénnen wir jedem Binarstring
w € {0, 1}* eine TM M, wie folgt zuordnen {/, sei eine beliebige 1-DTM):

M, - {M’
M07

M, ist durch Angabe vom bis auf die Benennung ihrer Zustande und Arbeitszeichen
eindeutig bestimmt.

falls einek-NTM M mit wy; = w existiert,
sonst.

4.2 Das Halteproblem

Definition 4.10

XH|T1 T2 T3
a) DasHalteproblemist die Sprache w010
Wa 0 1 1
B w,z € {0,1}* und M,, ist eine wy| 1 1 0
H= {w#‘” ‘ 1-DTM, die bei Eingabe han.} AR
b) Dasspezielle Halteproblenst die Sprache XK .
wh
K — w € {0,1}* und M,, ist eine Wy 1
~ 1" | 1-DTM, die bei Eingabe halt. ws 0
Satz 4.11 K € RE \ REC.

Beweis Wir zeigen zuerst Ke RE. Seiw, die Kodierung einer 1-DTM, die bei jeder

Eingabe (sofort) halt und betrachte die Funktion

w, x ist Kodierung einer haltenden Berechnung einer 1-
flx) = DTM M, bei Eingabew,
wy, Sonst

Da f berechenbar unéing(f) = Kiist, folgt K € RE. Um K ¢ REC zu beweisen,
fuhren wir die Annahme K& REC auf einen Widerspruch. Angenommen, die Sprache

K = {w | My(w) halt} (%) NI
ware entscheidbar. Dann ex. eine 1-DTM, die bei w010
Eingabexr genau dann halt, wenn¢ K ist: we [0 11

W3 1 1 0

M(z)halt <z ¢ K (xx) 2 R

Fur die Kodierungo von M folgt dann aber w1 0 1

(%)

(%)
halt & w ¢ K 4 (Widerspruch!)
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Korollar 4.12
(i) REC C RE,
(i1) RE # co-RE,
(iit1) K ¢ co-RE.
Beweis

(i) REC C RE: Klar da K € RE — REC.

(i1) RE # co-RE: klar, da andernfalls wegeREC = RE N co-RE die Gleichheit
REC = RE folgen wurde.

(iii) K ¢ co-RE: Aus der Annahme Ke co-RE wiirde wegen Ke RE folgen, dass
K entscheidbar ist (Widerspruch). O

Definition 4.13

a) Eine Sprachel C ¥* heil3t aufB C I'* reduzierbar(kurz: A < B), falls eine
berechenbare Funktiofi : ¥* — I'* ex., so dass gilt:

VeeX :x e A& f(x) € B.

b) Eine Sprachel heil3thart flr eine Sprachklassé(kurz:C-hart oderC-schwe,
falls jede Spraché. € C auf A reduzierbar ist:

VLeC:L <A

c) EineC-harte Sprached, die zuC gehort, heil3C-vollstandig
Beispiel 4.14 Es gilt K < H mittels f (w) = w#w:
Vw € {0,1}":w € K & w#w € H. q
Definition 4.15
a) Ejne Sprachklasse heil3tunter < abgeschlosserwenn fir alle SpracheA, B
o A<BABeC= AcC.

Satz 4.16 Die KlasseREC ist unter< abgeschlossen.

Beweis Gelte A < B mittels f und seiM eine 1-DTM, diex berechnet. Betrachte
folgende 1-DTMM’:
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e M’ berechnet bei Eingabezuerst den Werf (x) und

e simuliert dannM bei Eingabef (z).

Wegen
reAs f(x)eB
folgt
xa(@) = xs(f(x)) = M(f(z)) = M'(x).
Also berechnef\/” die Funktiony 4, d.h.A € REC. O

Der Abschluss voiRE unter< folgt analog (siehe Ubungen). Wegen<kH ubertragt
sich die Unentscheidbarkeit von K auf H.

Korollar 4.17 H ¢ REC.

Beweis Aus der Annahme, dass H entscheidbar ist, folgt wegen K, dass auch K

entscheidbar ist (Widerspruch). O
Definition 4.18 Das Halteproblem bei leerem
Bandist die Sprache YH | Z1 T2 3

wp, | 0 1 0

w € {0,1}* und we |0 1 1
Ho = < w | M, isteine 1-DTM, ws |1 1 0
die bei Eings hélt. S

XHo
Satz 4.19 H < H,. w, | 0
Beweis Fir eine 1-DTMAM,, und ein Wortx sei we | 0

M, . eine 1-DTM, die bei Eingabe zuerst das
Wort = auf das Band schreibt und dad, (x) si-
muliert.

Seiw, ¢ Hp und betrachte die Funktion

w', yhatdie Formy = w+x fur eine 1-DTMM,, undw’ ist

fly) = die Kodierung vonz,, .,
wy, Sonst.
Offensichtlich istf berechenbar und reduziert H auf.H O

Wegen H< H, Ubertragt sich die Unentscheidbarkeit von H ayf H

Korollar 4.20 H, ¢ REC.

Beweis Wegen H< H, ware mit H, auch H entscheidbar (Widerspruch). O



4.2 Das Halteproblem 78
Frage 4.21 Kann man einer TM ansehen, ob die von ihr berechnete Funkiios
gewisse Eigenschaft hat?

Antwort 4.22 Nein (es sei denn, die fragliche Eigenschaft ist triviah.dkeine oder
jede berechenbare Funktion hat sie).

Notation 4.23

1. Mit FREC,(X) bezeichnen wir die Klasse aller partiellen berechenbarank-
tionenf : ¥* — ¥* U {1}.

2. Eine Eigenschaft C FREC,(X) heif3tnichttrivial, wenn es sowohl Funktionen
f € F mitdieser Eigenschaft als auch Funktioneag FREC,(X) —F ohne diese
Eigenschaft gibt, d.) C F C FREC,(X).

Satz 4.24 (Satz von RiceSeix = {0, 1, #}. Dann ist die Sprache

Funktion inF berechnet

Le = {w e {0,1}"

M, ist eine DTM, die ein?

fur jede nichttriviale Eigenschaft C FREC,(X) unentscheidbar.

Beweis Wir reduzieren H (bzw.H,) auf Lr. Die Idee besteht darin, fir eine gegebene
1-DTM M, eine DTM M,,» zu konstruieren mit

w € Hy (bzw.w € Hy) < M,, berechnet eine Funktion i

Hierzu lassen wiV/,,, bei Eingaber zunachst einmal die 1-DTM/,, bei Eingabe:
simulieren. Fallsv ¢ Hy ist, berechnef\/,, also die Uberall undefinierte Funktian
mit u(z) =1 fur allex € ¥*.
Damit die Reduktion gelingt, mus¥,,, im Fallw € H, eine Funktiory € FREC, (%)
berechnen mit

geFsud¢F.

Wegen) C F C FREC,(X) muss eine solche Funktignexistieren. Sei alsd/ eine
DTM, die g berechnet und betrachte die Reduktionsfunktio{0, 1}* — {0, 1}* mit

h(w) = w', wobeiw’ die Kodierung einer DTM ist, die bei Eingahe
zunachst einmal die 1-DTM/,, bei Eingabe: simuliert und im
Fall, dass)M,, halt, mit der Simulation von\/ bei Eingabex
fortfahrt.

Dann isth eine totale berechenbare Funktion und es gilt

w € Hy = M, berechney,
w¢ Hy = M, berechnet.
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Im Fall g € F (d.h.u ¢ F) folgt daher
we€Hy e w € L,
das heil3th reduziert H auf Lg. Im Fall g ¢ F (d.h.u € F) gilt dagegen
weHy, & w ¢ L,

das heiRt,h reduziertH, auf Lg. Da weder H noch H, entscheidbar sind, folgt
Lr ¢ REC. O

Beispiel 4.25 Die Sprache
L={we{0,1} | M,(0") = 0" fir allen > 0}
ist unentscheidbar. Dies folgt aus dem Satz von Rice, dautizhd
F={f € FREC,(X) | f(0™) = 0" fur allen > 0}

beschriebene Eigenschatt nichttrivial ist. So hat belspieise die Funktion

n+1 — "
f(a:):{o S

T, sonst

diese Eigenschaft, nicht jedoch die konstante Funkjian = 0. N

4.3 Das Postsche Korrespondenzproblem

SeiX ein beliebiges Alphabet mi ¢ X..

Definition 4.26 Das Postsche Korrespondenzprobleiier Y. (PCP) ist wie folgt
definiert:

Gegeben: k Paare(zq, 1), - - ., (zk, yx) von Wortern Ubek.

Gefragt: Gibt es eine Folger = (iy,...,%,), n > 1, von Indizes; € {1,... k} mit
Tiy  Tiy = Yiy " Yi |

Das modifizierte PCP uberX (kurz: MPCPs) fragt nach einer Losungy =

(i1, ... ip) Miti; = 1.

Wir notieren eine PCP-Instanz meist in Form einer Ma(r:j/?@::z:) und kodieren sie
durch das Wort:y #y 1 # - - - #x1.#yx.-
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Beispiel 4.27 Die Instanz/ = (%" “**) besitzt wegen

aca be aa

T12X32x9x3 = acaaabcaa
Y1Y3Y2ys = acaaabcaa

die PCP-Losungr = (1, 3,2, 3), die auch eine MPCP-L&sung ist. q
Lemma 4.28 Fur jedes AlphabeX gilt PCR. < PCPq 13.

Beweis SeiY = {ay,...,a,}. Fur ein Zeicher; € X seia; = 1710 und fur ein
Wort w = wy---w, € ¥* mitw;, € ¥ seiw = w;---w,. Dann folgt PCR <
PCPy,1; mittels der Reduktionsfunktion

Ty Tk TRy
rG) = G
Y- Yk Y- Yk

Beispiel 4.29 Die PCR -Instanzl = ( ° ab °%) wird mittels f auf die aquivalen-

aca be aa

te PCRo,1y-Instanzf (1) = (.00, 1100 o) reduziert. N

O

Satz 4.30 PCPist RE-vollstandig und damit unentscheidbar.

Beweis SeiA € RE und seiM = (Z,%,1,6, 29, E) eine 1-DTM mitL(M) = A.
Wir zeigenA < MPCPy, fur ¥ =T U Z U {(,|,)}. Wegen MPCR < PCP folgt
hierausA < PCP.

Idee: Transformiere eine Eingahe € »* in eine Instanzf (w) = (;! "),
so dassy = (i,...,%,) genau dann eine MPCP-LOsung ffifw) ist,
wenn das zugehdrigedsungswort;, - - - x;, = v;, - - - y;, €ine akzeptie-

rende Rechnung voi/ (w) kodiert.

Um dies zu erreichen, bilden wji{w) aus folgenden Wortpaaren:

1. ((,(|zw), ~Startregel”
2. furallea e ' U{|}: (a,a), .Kopierregeln“
3. furallea,d’,beTl, 2,2 € Z: ,Uberfiihrungsregeln®

(za,z'd’), falls6(z,a) = (¢/,d’,N),

(za,ad'2"), falls (z,a) = (2/,d', R),

(bza, Z'ba’), fallsi(z,a) = (2/,d, L),

(| za,| Z'Ud"), falls §(z,a) = (2/,d, L),

(bz],2'ba’|), fallso(z,U) = (2/,d, L),

(z|,2/d"]), fallsd(z,U) = (,d,N),

(z],d'2"]), fallsé(z,u) = (,d,R),
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4. furallez, € E,a € I': (az, z.), (2eq, z¢), ,Loschregeln*
5. sowie fur allez, € E: (2. |),))- »+Abschlussregeln®
Ist nun

Ko=zwrH K/ F---F K, =uzuwv
eine akzeptierende Rechnung vbfiw) mit z. € E, so lasst sich aus dieser leicht
eine MPCP-L6sung mit einem Losungswort der Form
([ Ko| Kyl | K| Ko |- | Kigpr -1 |)
gewinnen, wobel,,; ausK; durch Loschen von Zeichen in der Nachbarschaft von
z. entsteht.

Zudem ist leicht zu sehen, dass sich auch umgekehrt zu jeB&RVL6sungy von
f(w) aus dem zugehdrigen Losungsweort---x;, = v;, - y;, eine akzeptierende
Rechnung von\/ bei Eingabev ablesbar ist. Somit gilt

w e L(M) < f(w) € MPCPy,
und daf offensichtlich berechenbar ist, folgt < MPCPs. O
Beispiel 4.31 Betrachte die 1-DTMM = (Z,%,1,0,q0, E) mit Z = {qo,..-qu},
Y. ={a,b}, ' ={a,b, A, B,U}, E = {qs} und den Anweisungen

0: goa =1 AR (1) qa —qraR  (2) ¢B—q@BR (3) 1b —¢BL (4)
@0 —qal (5) B—@BL (6) gaA—qAR (7) goB—qBR (8)
q3sB—q3BR (9) gsLU—q4UN (10)

Dann enthéltf (w) fur alle w € I' die Startregel(, (| zow), die Kopierregelnu, u),
(,]), die Uberfuhrungsregeln

(qoa, Aq1), (10, aq1), (11 B, Bq1), (1,2,3)
(uqib, g2uB), (|q1b, |¢2LB), 4)
(ugaa, geua), (|g2a, |g2Ua), (5)
(ug2B, gauB), (lg2B, |2 B), (6)
(A, Aqo), (0B, Bgs), (3B, Bgs), (7,8,9)
(3, aU), (g3, aal]), (10)

die Loschregeltig,u, q4), (1qs, q1), und die Abschlussregél, | ), )).
Der akzeptierenden Rechnung
qoab = Aq1b F @AB = AqyB F ABq4) F ABq4l
1 4 (M (8) (10)

von M (ab) entspricht dann das MPCP-Ldsungswort

(| goab | Aq1b| g2AB | AqoB | ABqs | ABq,U | AquU | qsl | g4 |)
(| goab | Aq1b| g2AB | AqoB | ABqs | ABqsU | AquU | quU | g4 |)
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Satz 4.32 Das Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken ist usemtidbar.

Beweis Wir reduzieren eine PCP-Instaiiz= (j' ") auf ein Grammatik-

paar(G,,G,), so dass gilt:
I € PCP& L(Gy) N L(Gs) # 0.
Betrachte die Grammatike#; = ({S;}, {0, 1}, P;,S;), = 1,2, mit den Regeln

P S — 0182, 012, i=1,...,k,
Py Sy — 091S5y;, 011y, i=1,...,k.

Dann gilt
L(Gy) = {0"10% - - - 10" 11y, - -y |0 > 1,1 <idgy..n iy < K}

und
L(Gq) = {010% - - - 10" 11y, - -+ ysy | n > 1,1 <'iy, ... 0, <k}

SomitistL(G1) N L(G<) die Sprache
{07110 11wy, -2y, | 0> 1,2, - 24, = Vi, - Yy )
Folglich ista = (i,, - - - i1) genau dann eine Lésung flirwenn das Wort
0%1---10™ 11z, - - - a3, € L(My) N L(My)

ist. Also vermitteltf : 7 — (G, G) eine Reduktion von PCP auf das Schnittproblem
far CFL. O

Korollar 4.33

(i) Das Schnittproblem fur DPDAs ist unentscheidbar.

(i) Das Inklusionsproblem fir DPDAs ist unentscheidbar.
Beweis

(i) Es ist leicht, die kontextfreien Grammatikéh und G5 in obigem Beweis in
aquivalente DPDAS/; und M, zu verwandeln (siehe Ubungen).

(i1) Wir reduzieren das Schnittproblem fur DPDAs auf das Inkiasproblem fur
DPDAs. Es qilt o
leL2:®<:>L1 ng

Daher reduziert die Funktiofi : (M, M) — (M;, M,) das Komplement des
Schnittproblems fir DPDAs auf das Inklusionsproblem fUitIaR. O
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Korollar 4.34 Fur kontextfreie Grammatiken sind folgende Fragestelemgnent-
scheidbar:

(i) IstG mehrdeutig?

(ii) I1st L(G1) = L(G2)? (Aquivalenzproblem)
(iii) I1st L(G) = ¥*? (Ausschopfungsproblem)
Beweis

(i) Betrachte die Funktiofi(7) = G mit
G - ({S, 51, Sg}, {0, 1},P1 U P2 U {S — Sl, SQ}, S),

wobei P; und P, die Regelmengen aus vorigem Beweis sind. Da alle §on
oder S, ausgehende Ableitungen eindeutig sindGsienau dann mehrdeutig,
wenn es ein Wortv € L(G) gibt mit

S=5="wund S = S, =" w.

Wie wir im Beweis der Unentscheidbarkeit des Schnittprotsd&ir CFL gesehen
haben, ist dies genau dann der Fall, wenn die PCP-Instanz (“Zl zk) eine
PCP-L6sung hat. Also vermittelt die berechenbare Funkfian/ — G eine
Reduktion von PCP auf das Mehrdeutigkeitsproblen(tics.

(i1) Wir reduzieren das Inklusionsproblem fir DPDAs auf das Aglgnzproblem
fur kontextfreie Grammatiken. Es gilt

LiCLy & LiULy=Lo.

Daher vermittelt die Funktiorf : (M, M) — (G, G’), wobeiG und G’ kon-
textfreie Grammatiken mit(G) = L(M;) U L(M,) und L(G’) = L(M,) sind,
die gewlnschte Reduktion.

(iiz) Wir reduzieren das Komplement des Schnittproblems fur D®B&f das Aus-
schopfungsproblem fur kontextfreie Grammatiken. Es gilt

LiNLy = l < L1UL2 .
Daher vermittelt die Funktiorf : (M;, My) — G, wobeiG eine kontextfreie
Grammatik mitL(G) = L(M,) U L(M,) ist, die gewlinschte Reduktion. O
Theorem 4.35 Das Leerheitsproblem fur DLBAS ist unentscheidbar.

Beweis Wir reduzieren das Komplement des Schnittproblem<flr auf das Leer-
heitsproblem fUDCSL. Zwei kontextfreie Grammatike&'; und G5 lassen sich wie
folgt in einen DLBAM mit L(M) = L(G,) N L(G>) Uberfuhren (siehe Ubungen):
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Bestimme zunachst DLBA&/;, i = 1,2, mit L(M,;) = L(G;). Konstruie-
re daraus einen DLBA/ fir die Sprache. (M) N L(Ms).

Dann gilt L(G1) N L(G2) = 0 < L(M) = 0, d.h. die Funktionf : (G1,Gs) — M
leistet die gewuinschte Reduktion. O

Dagegen ist es nicht schwer, fur eine kontextfreie Grank@tzu entscheiden, ob
mindestens ein Wort it ableitbar ist. Ebenso ist es moglich, fur eine kontextsmsesi
GrammatikG und ein Wortr zu entscheiden, abin G ableitbar ist.

Satz 4.36

(i) Das Leerheitsproblem fir kontextfreie Grammatiken issemidbar.

(i1) Das Wortproblem fir kontextsensitive Grammatiken istaraisibar.
Beweis

(i) Betrachte folgenden Algorithmus:

1 Eingabe: eine kontextfreie Grammatik = (V, X, P, S)
U —90
repeat
U—U
U «— {A|esgibteine Regel — a € Pmita e (XUU)*}
until (U =U")
if S e U then
output , L(G) ist nicht leer“else
9 output ,, L(G) ist leer*end

0O ~NO OB WDN

Es ist klar, dass dieser Algorithmus korrekt arbeitet unchaton einerl-DTM
ausgefuhrt werden kann.

(ii) Siehe Ubungen. O

Wir fassen die wichtigsten (Un-)Entscheidbarkeitsregalhochmals zusammen.

Sprach] Wort- Leerheits- Aus- Aquivalenz- Schnitt-  Inklusions-

klasse |problem problem schopfung problem problem problem
xe€L? L=0? L=X*? Li=Ly? LlﬁLQ#w? L1CLy

REG ja ja ja ja ja ja

DCFL ja ja ja j@ nein nein

CFL ja ja nein nein nein nein

DCSL ja nein nein nein nein nein

CSL ja nein nein nein nein nein

RE nein nein nein nein nein nein

aBewiesen in 1997 von Géraud Sénizergues (Univ. Bordeaux).



Kapitel 5

Komplexitatsklassen und
NP-Vollstandigkeit

5.1 Zeitkomplexitat
Der Laufzeittime,, (x) einer NTM M bei Eingaber ist die maximale Anzahl an
Rechenschritten, di&/ (z) ausfihrt, bevor sie halt.

Definition 5.1 SeiM eineNTM und seix eine Eingabe. Dann ist dieaufzeit von
M bei Eingaber definiert als

timey (z) = max{t > 0| 3K : K, F' K},

wobeimax N = oo ist. Seit : N — N eine monoton wachsende Funktion. Dannlist
t(n)-zeitbeschranktfalls fur alle Eingaben gilt:

timeys (x) < t(]z|).

Wir fassen alle Sprachen und Funktionen, die in einer vazgegen Zeitschrankén)
entscheidbar bzw. berechenbar sind, in folgerdemplexitatsklassenzusammen.

Definition 5.2 Die KlasseDTIME(#(n)) enthalt alle in deterministischer Zeitn)
entscheidbaren Sprachen, d.h.

DTIME(t(n)) = {L(M)| M ist einet(n)-zeitbeschrankte DTM

Die KlasseNTIME(¢(n)) enthalt alle in nichtdeterministischer Z&itn) entscheidba-
ren Sprachen, d.h.

NTIME(t(n)) = {L(M)| M ist einet(n)-zeitbeschréankte NTM

Die KlasseFTIME(t(n)) enthalt alle in deterministischer Zel{n) berechenbaren
Funktionen, d.h.

FTIME(t(n)) = {f]| 3 t(n)-zeitb. DTMM, die f berechne}.

85
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Die wichtigsten deterministischen Zeitkomplexitatsklas sind

LINTIME = DTIME(O(n)) = |_J DTIME(cn),
c>1

P = DTIME(n®") = [ JDTIME(n®),
c>1

E = DTIME(2°™) = | JDTIME(2™),
c>1

) = [ JDTIME(@2™).

c>1

o)

EXP = DTIME(2"

Die nichtdeterministischen KlasseNP,NE,NEXP und die Funktionenklassen
FP, FE, FEXP sind analog definiert.

5.2 Platzkomplexitat

Als néchstes definieren wir den Platzverbrauch von NTMauiitimtist dies die ma-
ximale Anzahl aller wahrend einer Rechnung besuchten Béaelf Wollen wir auch
sublinearen Platz sinnvoll definieren, so muss das Eingatiebffensichtlich unbe-
ricksichtigt bleiben. Um sicherzustellen, dass eine NI'Mdas Eingabeband nicht
als Speicher benutzt, verlangen wir, dagglie Eingabe nicht verandert und sich nicht
mehr als ein Feld von ihr entfernt.

Definition 5.3 Eine NTM M heil3t Offline-NTM (oder NTM mit Eingabeband,
falls fur jede von\/ bei Eingaber erreichbare Konfiguration

K = (q,ul,al,vly---,Uk,ak,vk)
gilt, dassu;a;v; ein Teilwort von_izL! ist.

Definition 5.4 SeiM eine OfflineNTM und seix eine Eingabe. Dann ist ddtlatz-
verbrauchvon M bei Eingaber definiert als

1K = (q,ulyal,vly---,Uk,ak,vk)

_ >1 . b
space) (r) = max ¢ s > mit K, =* K unds = Y |u;av;]
i=2

Seis : N — N eine monoton wachsende Funktion. Danmists(n)-platzbeschrankt
falls fur alle Eingaben gilt:
space,, () < s(|z|).

Wir fassen alle Sprachen, die in einer vorgegebenen Plataskes(n) entscheidbar
sind, in folgenderPlatzkomplexitatsklasserzusammen.
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Definition 5.5 Die KlasseDSPACE(s(n)) enthélt alle in deterministischem Platz
s(n) entscheidbaren Sprachen, d.h.

DSPACE(s(n)) = {L(M)| M ist eines(n)-platzb. OfflineBTM }.
Die KlasseNSPACE(s(n)) enthalt alle in nichtdeterministischem Plaiz:) entscheid-
baren Sprachen, d.h.

NSPACE(s(n)) = {L(M)| M ist eines(n)-platzb. OfflineNTM }.
Die wichtigsten deterministischen Platzkomplexitatskkn sind

L = DSPACE(O(logn)) = | JDSPACE(clogn),

c>0

LINSPACE = DSPACE(O(n)) = | J DSPACE(cn),

c>1
PSPACE = DSPACE(n°") = | J DSPACE(n®).
c>1
Die nichtdeterministischen Klassét., NLINSPACE und NPSPACE sind analog defi-
niert, wobei letztere wegen
NSPACE(s(n)) € DSPACE(s*(n))
mit PSPACE zusammenfallt (dies wird in der VL Komplexitatstheorie gigg).

Die Klassen der Chomsky-Hierarchie lassen sich wie folgpelnen (eine dicke Linie
deutet an, dass die Inklusion als echt nachgewiesen wendend):

RE
REG = DSPACE(O(1)) = NSPACE(O(1)) C L, REC
DCFL C LINTIMEN CFL C LINTIME C P,
CFL C NLINTIME N DTIME(n?) C P, EXP
DCSL = LINSPACE C CSL, E PSPACE
CSL = NLINSPACE C PSPACE N E, CSL
REC = UDSPACE( UNSPACE(f( ) DCSL i
_UDTIME UNTIME f(n)), CFL "
! ! DCFL Pt
wobei f alle berechenbaren (oder aquivalent: alle) REG

Funktionenf : N — N durchlauft.

Die Klassel ist nicht inCFL enthalten, da beispielsweise die Sprafti&™c" |n > 0}

in logarithmischem Platz (und linearer Zeit) entscheidbarObP in CSL enthalten
ist, ist nicht bekannt. Auch nicht obCSL C P gilt. Man kann jedoch zeigen, dass
CSL # P # DCSL ist. Ahnlich verhalt es sich mit den Klass&rund PSPACE: Man
kann zwar zeigen, dass sie verschieden sind, aber ob eire anderen enthalten ist,
ist nicht bekannt.
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5.3 NP-Vollstandigkeit und das P = NP-Problem

Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben (siehe Satz 48], NiTMs nicht méchtiger
als DTMs, d.h. jede NTM kann von einer DTM simuliert werdene Brage, wieviel
Zeit eine NTM gegenuber einer DTM einsparen kann, ist eiregsaichtigsten offe-
nen Probleme der Informatik. So enthalt die KlasBeviele fur die Praxis Uberaus
wichtige Probleme, von denen nicht bekannt ist, ob sie audhgehdren. Da jedoch
nur Probleme irP als effizient |6sbar gelten, hat das so genarhte NP-Problem,

also die Frage, ob all&P-Probleme effizient I6sbar sind, eine immense praktische
Bedeutung.

Wie bereits erwéhnt, ist diese Frage fur den Platzverbraeokits geldst:

Satz 5.6 (Satz von Savitch)Jedes(n)-platzbeschrankte NTM kann von einéfn)-
platzbeschrankten DTM simuliert werden (ohne Beweis).

Definition 5.7

a) Eine Sprachel C >* ist auf B C I'* in Polynomialzeit reduzierbafA <? B),
falls eine Funktionf : ¥* — I'* in FP existiert mit

VeeX :xe A& f(x) € B.

b) Eine Sprached heil3t <P-hart fur eine Sprachklassé (kurz: C-hart oder C-
schwel, falls gilt:
VLeC:L<PA

c) EineC-harte Sprached, die zuC gehdrt, hei3C-vollstandig

d) NPC bezeichnet die Klasse all&P-vollstdndigen Sprachen.

In diesem Kapitel verlangen wir also von ein@wollstandigen Sprachd, dass je-
de Sprachel € C auf A in Polynomialzeit reduzierbar ist. Es ist leicht zu sehen,
dass alle im letzten Kapitel aRE-vollstdndig nachgewiesenen Sprachen (wie z.B.
K, H, Hy, PCP etc. sogaxP-vollstandig fUrRE sind.

Lemma 5.8
(i) AusA <P Bfolgt A < B.
(ii) Die Reduktionsrelatior:? ist reflexiv und transitiv (s. Ubungen).

Satz 5.9 Die KlasserP undNP sind unter<? abgeschlossen.
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Beweis Sei B € P und gelteA <P B mittels einer Funktiory € FP. SeienM und
T DTMs mit L(M) = BundT(x) = f(z). Weiter seierp und ¢ polynomielle Zeit-
schranken fun/ undT'. Betrachte die DTMV/’, die bei Eingabe: zuerstl” simuliert,
um f(x) zu berechnen, und danagh bei Eingabef (x) simuliert. Dann gilt

reAs f(x)e Bs f(x) € L(M) &z e L(M).
Alsoist L(M') = A und wegen

timery (x) < timer(x) + timerr(f(2)) < q(|2]) + p(q(|z]))

ist M’ polynomiell zeitbeschréankt und sormitin P. Den Abschluss voNP unter<?
zeigt man vollkommen analog. O

Satz 5.10
(i) A <P BundA istNP-schwer=- B ist NP-schwer.
(ii)) A <P B, AistNP-schwerundB € NP = B € NPC.
(iii) NPCNP #0 = P=NP.
Beweis

(i) SeiL € NP beliebig. DaA NP-schwer ist, folgtL, <P A. Da zudemA <P B
gilt und <? transitiv ist, folgtL <? B.

(iz) Klar, da mit(7) folgt, dassB NP-schwer undB nach Voraussetzung P ist.

(ii1) Sei A € P eineNP-vollstandige Sprache und skie NP beliebig. Dann folgt
L <P A und daP unter<? abgeschlossen ist, foldt € P.

Satz 5.11 Die Sprache

A = {wH#x#0™ | die NTMM,, akzeptiertr in < m Schritter}
ist NP-vollstandig.
Beweis Zunachst ist klar, dasg € NP mittels folgender NTMM gilt:

M simuliert bei Eingabev#x#0™ die NTM M,, bei Eingaber fir hoch-
stensm Schritte. FallsM,, in dieser Zeit akzeptiert, akzeptietf eben-
falls, andernfalls verwirfi\/.

Sei nunL eine beliebigeNP-Sprache und sei/,, eine durch ein Polynom zeitbe-
schrankte NTM mit.(M,,) = L. Dann reduziert folgendeP-Funktion f die Sprache
L aufA:

f oo wagor=D
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5.3.1 Aussagenlogische Erfullbarkeitsprobleme

Definition 5.12

a) Die Menge deBooleschen(oderaussagenlogischér-ormeln ber den Varia-
blenxy, ..., z, istinduktiv wie folgt definiert:
e Jede Variabler; ist eine Boolesche Formel.

e Mit G und H sind auch dieNegation -G von G und die Konjunktion
(G AN H)vonG und

H Boolesche Formeln.
b) EineBelegungvonzy, ..., x, istein Worta = a; .. .a, € {0,1}".

c) Der Wert F'(a) von F' unter a ist induktiv wie folgt uber den Aufbau vah
definiert:

B B
(@) ] a

-G | (GAH) |
1 - G(a) | Gla)H(a) |

d) Durch eine Boolesche Formél wird also einen-stellige Boolesche Funktion
F:{0,1}" — {0, 1} definiert, die wir ebenfalls mif’ bezeichnen.

e) F heil3terfullbar, falls es eine Belegungmit '(a) = 1 gibt.

Notation 5.13 Wir verwenden di®isjunktion (G v H) und dielmplikation (G —
H) als Abkurzungen fiir die Formeta(-G A —H) bzw.(-G V H).

Beispiel 5.14 (Erfullbarkeitstest mittels Wahrheitswertabelle)

Da die FormelF' = ((z; Vzy) — (-9 Ax3)) fUr die Belegungen € {000, 001, 101}
den WertF'(a) = 1 animmt, ist sie erfullbar:

‘ a H (1 V 22) ‘ (mxe A 23) ‘ ((x1 V 22) — (g A 3)) ‘
000 0
001
010
011
100
101
110
111

(o) Nen) Bl Heol Hewl Nan) Bl Rew)

OO+ OO -

== =] =] = =] o

Um Klammern zu sparen, vereinbaren wir folgende Prézedgeir:
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o Der JunktorA bindet starker als der Junktorund dieser wiederum starker als
der Junktor—.

e Formeln der Forn{z; o (x 0 (z30---0x,)--+))), 0 € {A,V,—} kiirzen wir
durch(z;0---0x,) ab.

Beispiel 5.15 (Formel fur die mehrstellige Entweder-Oder kinktion)
Die Formel

G(x1,...,xy) = (1 V-V, A /\ —(zi A )

1<i<j<n

nimmt unter einer Belegung= «; - - - a,, genau dann den Wettan, wenny_" | a; =
1 ist. D.h. es gilt genau danfi(a) = 1, wenn genau eine Variable mit dem Wert
a; = 1 belegt ist. Diese Formel wird im Beweis des ndchsten Saedtigt. q

Bei vielen praktischen Anwendungen ist es erforderlichearfullende Belegung fir
eine vorliegende Boolesche Formel zu finden (sofern es ep Die Bestimmung
der Komplexitat des aussagenlogischen Erfullbarkeitdpros hat also grof3e prakti-
sche Bedeutung.

Erfullbarkeitsproblem fir Boolesche Formeln (SAT; satisfiability):
Gegeben: Eine Boolesche Formdl in den Variableny, . . ., z,,.
Gefragt: Ist F erfullbar?

Satz 5.16 SAT ist NP-vollstandig.

Beweis Es ist leicht zu sehen, dass1S< NP ist, da eine NTM zunachst eine Bele-
gunga fur eine gegebene Booleschen Formehichtdeterministisch raten und dann
in Polynomialzeit testen kann, di(a) = 1 ist (Quess and verifistrategie).

Es bleibt zu zeigen, dassaS NP-hart ist. SeilL eine beliebigeNP-Sprache und
seiM = (Z,%,T,6,qy) eine durch ein Polynom zeitbeschrankté:-NTM mit
L(M) = L. Da sich einet(n)-zeitbeschrankté-NTM in Zeit t?(n) durch einel-
NTM simulieren lasst, kbnnen wik = 1 annehmen. Unsere Aufgabe besteht nun
darin, in Polynomialzeit zu einer gegebenen Eingabe w, - - - w,, eine FormelF,,

zu konstruieren, die genau dann erftllbar ist, wena L ist,

weLs F, € SAT.

Wir kdnnen o0.B.d.A. annehmen, dags = {q,...,qn}, £ = {¢n} und ' =
{ai, ..., q;} ist. Zudem kdnnen wir annehmen, dastie Anweisungen,,a — ¢,,aN
fur allea € I enthalt.
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Die Idee besteht nun darin, die FormE] so zu konstruieren, dass sie unter einer
Belegunga genau dann wahr wird, wenneine akzeptierende Rechnung v w)
beschreibt. Hierz bilden wiF,,, tiber den Variablen

Tiq, fUr0<t<p(n),qe€Zz,
Yei, faro <t <p(n), —p(n) <i < p(n),
Ztian fur 0 S t S p(n), —p(n) S i S p(n),a S F7

die fur folgende Aussagen stehen:

x,.  zum Zeitpunkt befindet sichV/ im Zustandy,
yrit zur Zeitt besuchtl/ das Feld mit der Nummey
21iq. ZUr Zeitt steht das Zeichemauf demi-ten Feld.

Konkret sei nunF,, = R A S A Uy A Uy, A E. Dabei stellt die FormeR = /\p("
(Randbedingungen) sicher, dass wir jeder erflillendendBlg eindeutig eine Folge
von Konfigurationenky, . . ., K,y zuordnen konnen:

(n)
Rt = G($t7q0, . 7xt,qm> N G(yt,—p(n)7 cey ytﬁl’(” /\ G Zt fars s Zt,i,al)-

i=—p(n)

Die Teilformel R, sorgt also dafir, dass zum Zeitpumnkt
e genau ein Zustang € {qo, . . ., ¢,»} €iIngenommen wird,
e genau ein Bandfelde {—p(n),...,p(n)} besucht wird und
e auf jedem Feld genau ein Zeichea € I steht.

Die ubrigen Teilformeln sind

-1 n—1 p(n)
S=2040 AYoo A [\ 2050 I\ Do A 2000
i=—p(n) 1=0 i=n
n)=1  p(n)
/\ /\ /\ _'ytz/\ztza_)zt-l—lza)
= t=—p(n) a€l’
n)=1  p(n)
/\ /\ /\ /\ Tep N Yti N Ztja — \/ $t+1q/\yt+1z+D/\2’t+1zb)
t=0 i=—p(n) a€l' peZ (¢,b,D)€d(p,a)

E = xpm)

»dm

wobeii + D =i —1,fallsD = L,i+ D =i, fallsD = Nundi+ D =i+ 1, falls
D = R ist. Die FormelS (wie Startbedingung) stellt also sicher, dass zum Zeitpunk
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0 tatsachlich die Startkonfiguration vorliegt:

—p(n) -1 0 n—1 n p(n)
L. |_|w1... wn|_| oo L]
7
4o

Die FormelU, sorgt dafiir, dass der Inhalt von nicht besuchten Feldem her-
gang vonk, zu K,,, unverandert bleibt. Dagegen achtgt darauf, dass sich bei
jedem Ubergang der Zustand, die Kopfposition und das gegalisene Zeichen ge-
maf einer Anweisung ifiverandern. Schlief3lich Gberprit ob M zur Zeitp(n) den
Endzustand,, erreicht hat.

Da der Aufbau der Formef(w) = F,, einem einfachen Bildungs- gesetz folgt und
ihre Lange polynomiell im ist, folgt f € FP. Es ist klar, das$,, im Fall w € L(M)
erfullbar ist, indem wir die Variablen vofi,, gemaR einer akz. Rechnung vof(w)
belegen. Umgekehrt fiihrt eine Belegungnit F,(a) = 1 wegenR(a) = 1 eindeutig
auf eine Konfigurationenfolg&y, . . ., K,,), So dass gilt:

e K ist Startkonfiguration vo/ (w) (wegenS(a) = 1),
o K- Ky furi=0,...,p(n) — 1 (wegenU,(a) = Uy(a) = 1),

e M nimmt spatestens bei Erreichen der Konfiguration,) den Endzustand,,
an (wegenf(a) = 1).

Also gilt fur alle w € X* die Aquivalenzw € L(M) & F, € SAT, d.h. die FP-
Funktionf : w — F,, reduziertL(M) auf SAT. O

Gelingt es also, einen Polynomialzeit-Algorithmus fisktSzu finden, so lasst sich
daraus leicht ein effizienter Algorithmus fir jedeB-Problem ableiten.

Korollar 5.17 SAT € P & P = NP.
Als néchstes betrachten wir das ErfullbarkeitsproblenBimlesche Schaltkreise.
Definition 5.18

a) Ein Boolescher Schaltkreigiber den Variablen, ..., x, ist eine Folges =
(g1, .., 9m) vOnGattern

gl 6 {0717'9:'17"'72777/7 (_|7j)7(/\7j7 k)?(\/7j7 k)}

mitl < j,k <.
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b) Die am Gattery, berechnete:-stellige Boolesche Funktion ist induktiv wie folgt
definiert:

X

Lo o]
[au(@)]o]1

(=) | (Mg k) | (V. j, k) |
1 — g;(a)|g;(a)gr(a)g;(a) + gr(a) — g;(a)gr(a)]

a;

c) s berechnet die Boolesche Funktiefu) = g,,(a).

d) s heil3terfillbar, wenn eine Eingabe € {0,1}" mits(a) = 1 existiert.

Beispiel 5.19 Der Schaltkreiss = (1, x2, x3, 24, 0
EA,m;, ((A,2,3>), <(v,3,4>, g;,a, (=.6), (=.7), (V) (V)
V,6,8),(V,9,10), (A, 11,12)) lasst sich graphisch e 6 6

wie folgt darstellen:
ORONO

xy X2 €3 Xy q

Bemerkung 5.20

1. Die Anzahl der Eingénge eines Gattgra/ird als Fanin vong bezeichnet,

2. die Anzahl der Ausgange vgn(d.h. die Anzahl der Gatter, dig als Eingabe
benutzen) al§anout.

3. Boolesche Formeln entsprechen also den Booleschent&eisgn mit (maxi-
malem) Fanout 1 und umgekehrt.

4. Eine Boolesche Formél kann somit leicht in einen &quivalenten Schaltkeeis
mit s(a) = F(a) fur alle Belegungem transformiert werden.

Erfullbarkeitsproblem fir Boolesche Schaltkreise (QR SAT):

Gegeben: Ein Boolescher Schaltkreis
Gefragt: Ist s erfullbar?

Satz 5.21 CIRSAT ist NP-vollstandig.

Bemerkung 5.22 Da SAT NP-vollstandig ist, iStCIRSAT in Polynomialzeit auBAT
reduzierbar. Dies bedeuted jedoch nicht, dass sich jedeal8aeis in Polynomialzeit
in eine aquivalente Formel Uberfuhren lasst, sondern nwiie erfullbarkeitsaquiva-
lente Formel.
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CIRSAT ist sogar auf eine ganz spezielletSVariante reduzierbar.
Definition 5.23

a) Ein Literal ist eine Variabler; oder eine negierte Variablex;, die wir auch
kurz mitz; bezeichnen.

b) EineKlauselist eine DisjunktiorC' = \/;‘?:1 l; von Literalen.

c) Eine Boolesche Forméf ist in konjunktiver Normalform (kurzKNF), falls F’
eine Konjunktion von Klauself, . . ., C,, ist,

d) Enthalt jede Klausel héchstehd.iterale, so heil3F in k-KNF.

Notation 5.24 Klauseln werden oft als Mengeé = {[i,...,l;} ihrer Literale und
KNF-Formeln als Mengé’ = {C1, ..., C,,} ihrer Klauseln dargestellt.

Als nachstes betrachten wir das ErflllbarkeitsproblemA@rmeln in konjunktiver
Normalform.

Erfullbarkeitsproblem fur k-KNF Formeln (k-SAT):
Gegeben: Eine Boolesche FormédT in k-KNF.
Gefragt: Ist F' erfullbar?

Beispiel 5.25 Die 3-KNF FormelF = (xy V Z2) A (Z1 V x3) A (22 V T3 V 24) iSt
alternativ durch folgende Klauselmenge darstellbar:

Fr={{z1, 22}, {Z1, w3}, {22, T3, 24 }}
Offenbar istF'(1111) = 1, d.h. F' € 3-SaT. d
Satz 5.26
(i) 1-SAT und2-SAT sind inP entscheidbar.
(it) 3-SAT ist NP-vollstandig.

Beweis Es ist leicht zu sehen, dass MSund 2-XT in P entscheidbar sind und dass
3-3AT in NP entscheidbar ist. Wir zeigen, dass 2f\P-hart ist, indem wir CQRSAT
auf 3-AT reduzieren. Hierzu transformieren wir einen Schaltkeeis (g1, ..., 9m)
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mit n Eing&ngen in ein8-KNF Formel F; Gber den Variablen, ..., x,,y1, ..., Ym-
F, enthalt neben der Klausél,,,} fur jedes Gattey; folgende Klauseln:

Gatterg; | zugeh. Klauseln Semantik

0 {v:} yi =10

1 {vi} yi=1

xj 10i, w5575, vi} Yi < T

(=, ) {9 U} vy vit Yi < Tj
(Ao k) | LGy A0y ks {05 U vid | i = 05 A Uk
(Vsg, k) [ {95y AUk vits {00y, ud | v = 93 V Uk

Nun ist leicht zu sehen, dass fiir allec {0, 1}" folgende Aquivalenz gilt:
s(a) =1« 3be {0,1}": Fy(ab) = 1.
Ist némlicha € {0, 1}" eine Eingabe mit(a) = 1. Dann erhalten wir mit
bp=g/a)furi=1,...,m

eine erfullende Belegungp, - - - b,, fur F,. Ist umgekehrtb, - - - b,, eine erflllende
Belegung flrFy, so folgt durch Induktion Uber=1,...,m, dass

ist. Insbesondere muss algg(a) = b, gelten, und dgy,,} eine Klausel inFy ist,
folgt s(a) = g,n(a) = b,, = 1. Damit haben wir gezeigt, dass der Schaltkeaisd die
3-KNF-Formel F; erfullbarkeitséquivalent sind, d.h.

s € CIRSAT < F, € 3-SaT.

Zudem ist leicht zu sehen, dass die Reduktionsfunktien F in FP berechenbar ist,
womit CIRSAT <P 3-SaT folgt. O

Die Reduktion von @RSAT auf 3-AT lasst sich leicht zu einer Reduktion vonRSAT
zu folgender Variante von 343 modifizieren.
Not-All-Equal-SAT (N AESAT):

Gegeben: Eine FormelF in 3-KNF.

Gefragt: Hat F' eine (erfullende) Belegung, unter der in keiner Klaused alt
terale denselben Wahrheitswert haben?

Satz 5.27 NAESAT ist NP-vollstandig.
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Beweis Dass MESAT € NP liegt, ist klar. Die Reduktiors — F, von QRSAT auf
3-SAT aus vorigem Beweis erflillt bereits die folgenden Bedingumg

e Ists(a) = 1, so kdnnen wir zu einer erfiullenden Belegung von F; erweitern,
d.h. unterab wird in jeder Klausel vor¥ ein Literal wahr.

e Tatsachlich wird unter der Belegung) in jeder Dreierklausel voii; auch be-
reits ein Literal falsch.

Letzteres ist leicht zu sehen, dafir jedes Und-Gatteg; nicht nur die Dreierklausel
{¥i,y;, yr }, sondern auch die Klause{w;, v;} und{yy, y;} erfullt. Diese verhindern
namlich, dassb alle Literale der Dreierklausdly;, y;, vy} erfullt. Entsprechend ver-
hindern die zu einem Oder-Gattgrgehorigen Klauseldy;, y;} und{yy, y;}, dassub
alle Literale der Dreierklausé€ly;, y;, v} erfllt.

Um zu erreichen, dass auch in den Ubrigen Klaugeélmit ||C|| < 3 ein Literal
falsch wird, kbnnen wir einfach eine neue Variableu diesen Klauseln hinzufiigen
und z mit dem Wert0 belegen. Sei alsé@’ die 3-KNF Formel Uber den Variablen
Tl Tny Y1, - - - Yms 2, die die Klausely,,,, z} und fir jedes Gattey; die folgenden
Klauseln enthalt:

Gatterg; | zugeh. Klauseln

0 {gw Z}

1 {yi7 Z}

€ {givxjvz}v{fjvyivz}

J

(—,7) {9695, 23 s vis 2}

(Avjv k) {givijz}v{givyk’vz}v{gjvgkvyi}
<\/7.j7 k) {gj7yiaz}7{glwyi?'z}a{gi?yj?yk}

Wie wir gesehen haben, lasst sich dann jede Belegund0, 1}"™ derz-Variablen mit
s(a) = 1 zu einer Belegungbc € {0,1}"™™+! fur F! erweitern, unter der in jeder
Klausel vonF! mindestens ein Literal wahr und mindestens ein Literakfalwird,
d.h. es gilt

s € CIRSAT = F. € NAESAT.

Fur den Nachweis der umgekehrten Implikation sei Allie NAESAT angenommen.

Dann existiert eine Belegungc € {0, 1} fur I/, unter der in jeder Klausel ein
wahres und ein falsches Literal vorkommen. Da dies auclr dietekomplementaren

Belegungzbe der Fall ist, kdnnen wic = 0 annehmen. Dann erfiillt aber die Belegung
ab die FormelF; und damit folgts(a) = 1, alsos € CIRSAT. O

5.3.2 Cliquen, stabile Mengen und Knoteniiberdeckungen

Definition 5.28 SeiG = (V, E) ein (ungerichteter) Graph und séi C V.
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a) U hei3tCliquein G, falls je zwei Knoten, v € U durch eine Kante verbunden
sind:
Vu,v €U :u#v={u,v} € E.

b) U hei3tunabhéngig (oder stabil), falls keine Kante inF zwei Knoten inl/
verbindet:
Vu,v € U : {u,v} ¢ E.

c) U heil3tKnotenuberdeckungfalls jede Kante i mindestens einen Endpunkt
in U hat:
Vee E:enU # 0.

Fir einen gegebenen Graph@nund eine Zahk > 1 betrachten wir die folgenden
Fragestellungen:

CLIQUE : Hat G eine Clique der Grol3e?
INDEPENDENT SET (IS): Hat G eine stabile Menge der Grog€
NoDE CoVER (NC): Hat G eine Knotenuiberdeckung der Groize

Satz 5.29 CLIQUE, IS undNC sindNP-vollstandig.

Beweis Wir zeigen zuerst, dass IS iP-hart ist. Hierzu reduzieren wir 343 auf IS.
Seilr ={Cy,...,Cp,} mitC; ={l;1,...,liy, }furi=1,... m eine3-KNF-Formel
Uber den Variableny, .. ., z,,. Betrachte den Graphen = (V, E') mit
V={v;|1<i<m,1<j<k}und
E = {{vss, v} € (4) | s = uoderly, ist komplementar zd,, }.

Dabei heil3en zwei Literalkomplementar, wenn das eine die Negation des anderen
ist. Nun gilt

F € 3-SAT < es gibt eine Belegung, die in jeder Klaugglmin-
destens ein Literal wahr macht

& es gibtm Literale [y 5, ..., 1, ,, die paarweise
nicht komplementar sind
& es gibtm Knotenvy j,, ..., vy ., die nicht durch

Kanten verbunden sind
& (G besitzt eine stabile Knotenmenge der Grafde

Als n&chstes reduzieren wir IS auf QUE. Es ist leicht zu sehen, dass jede Clique in
einem Graphefr = (V, E) eine stabile Menge in dem Zelkomplementaren Graphen
G=(V,E)mit &' = (%) \ Eistund umgekehrt. Daher lasst sich IS mittels

f: (G, k) — (G, k)
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auf CLIQUE reduzieren. Schliellich ist eine Mengeffenbar genau dann stabil, wenn
ihr Komplementl” \ I eine Knotenuiberdeckung ist. Daher lasst sich IS mittels
f : (Gvk) = (G,Tl—k’)

auf NC reduzieren, wobei = ||V'|| die Anzahl der Knoten it ist. O

5.3.3 Das Wort- und das Aquivalenzproblem fiir regulare Spra
chen

In diesem Abschnitt betrachten wir das Wortproblem fir Nie#d fiir regulére Aus-
dricke. Wir werden sehen, dass beide Probleme effizienatdshd. Dagegen wird
sich das Aquivalenzproblem fiir (sternfreie) regulare Auske alsco-NP-hart her-

ausstellen.

Satz 5.30 Das Wortproblem fur NFAs,

WPNea = {N#z | Nistein NFA undr € L(N)},
istin P entscheidbar.
Beweis Betrachte folgenden Algorithmus:

Algorithmus 5.31 P-ALGORITHMUS FURWPga
Eingabe: N#x mitz = x1...2, undN = (Z,%,6,Qo, E)
Q — Qo
for i — 1ton do
Q — quQ 6((]7 xi)
end
if QN E #(then
accept
else
reject
end

© 00 ~NOoO Ol WN B

=
o

Es ist klar, dass dieser Algorithmus korrekt arbeitet unchano eine polynomiell zeit-
beschrankte DTM flr die Sprache W transformiert werden kann. O

Korollar 5.32 Das Wortproblem fiir regulare Ausdriicke istRrentscheidbar:

WPra = {a#tx | aist ein regulérer Ausdruck und € L(«)} € P.

Beweis Ein regularer Ausdruck: lasst sich in Polynomialzeit in einen aquivalenten
NFA N, transformieren. Daher gilt W <P WPy\ra mittels f : (a#x) — (N,#x).

Da nach vorigem Satz WRa € P ist, und daP unter <P abgeschlossen ist, folgt
WPgra € P. O
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Ganz ahnlich folgt auch, dass das Leerheits- und das Sgfobitem fir NFAs in Po-
lynomialzeit I6sbar sind (siehe Ubungen).

Korollar 5.33 Das Leerheitsproblem fir NFAs,
LPnea = {IV | N ist ein NFA undL(N)
und das Schnittproblem fur NFAs,
SPura = {Ni#N, | Ny und N, sind NFAs mitZ(N;) N L(N,) = 0}
sind inP l6sbar.

0}

Definition 5.34 Ein regularer Ausdrucky heil3tsternfrei, falls in ihm kein Stern vor-
kommit.

Satz 5.35 SeiX = {0, 1}. Dann ist folgende Sprach¢P-vollstandig:
SF = {al0" |« ist ein sternfreier regularer Ausdruck mit«) # >"}.

Beweis Wir zeigen zuerst, dass S& NP enthalten ist. AnschlieRend reduzieren wir
3-SAT auf SF. Sei ein sternfreier regularer Ausdruck der LangeEs ist leicht zu
zeigen (durch Induktion Uiber den Aufbau ve) dassL(«) C X=™ gilt, wobei

RS = Lmj zi
1=0

ist. Daher akzeptiert folgend&iP-Algorithmus die Sprache SF.

Algorithmus 5.36 NP-ALGORITHMUS FUR DIE SPRACHE SF

1 Eingabe:a10", wobei« ein sternfreier reguléarer Ausdruck der Langast
2 if n > m then accept
3 ratexr € X"undy € X" — ¥
4 ifzdg L(a)Vy € L(a)then accept else reject end
Als néchstes reduzieren wir 3x8auf SF. Sei ein8-KNF FormelF' = {C, ..., C,,}

gegeben. Betrachte den reguléaren Ausdrugk= (|- - - |y, Mit a; = G-+ Bin
und

O, x; € Cj,
Bij =41, r; € Cy,
(0]1), sonst

DannistL(«;) = {a € {0,1}" | C;(a) = 0} und daher folgt

Fe3SAT < Jae{0,1}": F(a)=1

Jda € {0,1}"Vj=1,...,m:Cj(a) =1
da € {0,1}"Vj=1,....,m:a ¢ L(a;)
da € {0,1}" :a & L(ap)
Liar) # {0,1}""

teee
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Korollar 5.37 Das Aquivalenzproblem fiir sternfreie regulare Ausdriicke,
APgra= {a#0 | a, 3 sind sternfreie regulare Ausdriicke niita) = L(3)} ,

ist co-NP-vollstandig.

Beweis Wir geben zuerst eineddP-Algorithmus fiir das Komplement von ARa an.

Algorithmus 5.38 NP-ALGORITHMUS FUR DASKOMPLEMENT VON APgra

1 Eingabe: sternfreie regulare Ausdriicke
2 rate v € psmax(lalls)
3 ifx e L(a)AL(S) then accept else reject end

Es ist auch einfach, SF a@szA zu reduzieren:
al0™ — a# (0]1)---(0[1) .
~—_———

n-mal
]

Esist nicht schwer, das Komplement von SF auch auf das lickisgroblem fiir stern-
freie regulare Ausdriicke zu reduzieren, d.hgdRist ebenfallsco-NP-vollstandig.
Folglich sind das Aquivalenz- und Inklusionsproblem fuigukire Ausdriicke (und
somit fir NFAs)co-NP-hart (siehe Ubungen). Diese Probleme sind s&§RACE-
vollstandig (ohne Beweis).

5.3.4 Farbung von Graphen

Definition 5.39 SeiG = (V, F) ein Graph und set € N.

a) Einek-Féarbungvond ist eine Abbildung : V' — {0,1,...,k— 1} mitc(u) #
c(v) fur alle {u,v} € E.

b) Falls eine solche Abbildung existiert, he@®t-farbbar.

k-Farbbarkeit (k-COLOR):
Gegeben: Ein GraphG.
Gefragt: IstG k-farbbar?

Satz 5.40

(i) 1-Color und2-Color sind inP entscheidbar.
(i) 3-Color ist NP-vollstandig.
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Beweis Es ist leicht zu sehen, dassClior und 2<Color in P und 3Color in NP
entscheidbar sind. Zum Nachweis, dasS@or NP-hart ist, reduzieren wir Ne SAT
auf 3-Color.

SeiF = {Cy,...,Cp} mitCj = {l1,..., i} undk; < 3flrj =1,...,m eine
3-KNF-Formel Uber den Variablen, ..., z,. Wir kbnnen annehmen, dagskeine
Einerklauseln enthalt. Gesucht ist ein Graph, der genau dans-farbbar ist, wenn
F € NAESAT ist. Betrachte den Graph&n: = (V, £') mit

V={s} U{z1,..., 20, Z1,.. ., T U{vj |1 <i<n, 1<k <k},
und
E:{{s,xi}, {s,z;}, {xi,ji}‘l <i< n} U {{s,vjk}‘kj = 2} U
{{vjk,vﬂ}‘k #+ l} U {{vjk,xi}‘ljk = jl} U {{vjk,ji}‘ljk = xz}
Seia = a; - - - a, €ine Belegung fuf’, unter der in jeder Klausél; = {l;1,..., [}

ein Literal wahr und eines falsch wird. Wir kdnnen annehntassl;; (a) = 0 und
lj2(a) = 1 ist. Dann lasst siclt » wie folgt farben:

\Knotenv HS‘xi‘fi‘Ujl‘%2‘%371{&':3‘
| Farbec(v) [2]a;]a; | 0 [ 1 ] 2 |

Ist umgekehrt eine3-Farbung vorG r, dann kdnnen wir annehmen, dags) = 2 ist.
Dies hat zur Folge, dass:(z;), c(z;)} = {0,1} furi = 1,...,n ist. Zudem mussen
die Knotenv;y, ..., v, im Fall k; = 2 mit 0 und 1 und im Fallk; = 3 mit allen drei
Farben0, 1 und2 gefarbt sein. Wir konnen annehmen, dags;) = 0 undc(v;s) =1
ist. Wegen{vjy, [z} € E mussc(v;) # c(lj,) fur k = 1,..., k; und daher(v;;,) =
c(l;x) fur k = 1,2 gelten. Also macht die Belegung= c(x;) - - - ¢(x,,) die Literale
lj1,j =1,...,m, falsch und die Literalé;,, = 1, ..., m, wahr. Insgesamt gilt also

F € NAESAT & G € 3-Color.

5.3.5 MAX-SAT Probleme

In manchen Anwendungen gentigt es nicht, festzustellers, eiae KNF-Formelr”
nicht erfullbar ist. Vielmehr geht es darum, herauszufindeeviele Klauseln inF" ma-
ximal erflllbar sind. Die Schwierigkeit dieses Optimiegsproblems l&sst sich durch
folgendes Entscheidungsproblem charakterisieren.

MAX-k-SAT:
Gegeben: Eine FormelF' in k-KNF und eine Zahl.
Gefragt: Existiert eine Belegung, die mindestensKlauseln inF erfallt?

Man beachte, dass hierbei die KlauselrFimuch mehrfach vorkommen kdnnen (d.h.
F ist eineMultimenge von Klauseln).
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Satz 5.41
(1) MAX-1-SAT € P.
(i1)) MAX-2-SAT € NPC.

Beweis Wir reduzieren 3-&T auf MAx-2-SAT. Fur eine DreierklauselC' =
{l1, 12,13}, in der die Variable) nicht vorkommt, seGG (11, [2, I3, v) die 2-KNF Formel,
die aus folgenden 10 Klauseln besteht:

{l1}7 {l2}7 {l3}7 {U}v {E; E}? {E; E}? {E; E}? {l1>@}> {l2>@}7 {l37@}

Dann lassen sich folgende 3 Eigenschaften&deicht verifizieren:

¢ Keine Belegung voud erfillt mehr als 7 Klauseln vo&'.

e Jede BelegungvonC mit C'(a) = 1ist zu einer Belegung vonG erweiterbar,
die 7 Klauseln vorgG erfullt.

e Keine Belegung von C mit C'(a) = 0 ist zu einer Belegung’ von G erweiter-
bar, die 7 Klauseln vor erfullt.

Ist nun F' eine 3-KNF-Formel Uber den Variablen,, ..., z, mit m Klauseln, so
konnen wir annehmen, dass; = {l;1,l;2,0;3}, j = 1,...,k, die Dreier- und
Ciy1,...,C,, die Einer- und Zweierklauseln voA sind. Wir transformiererf” auf

das Paay(F) = (F’, m + 6k), wobei die2-KNF Formel £’ wie folgt ausF’ entsteht:

Ersetze jede Dreierklaus€l, = {l;1,(;2, 13} in F durch die 10 Klauseln
derQ'KNF'FormelGj = G(ljl, ljg, ljg, Uj).

Dann ist leicht zu sehen, dagsn FP berechenbar ist. AuRerdem gilt folgende Aqui-
valenz:
F € 3-SAT & (F',m + 6k) € MAX-2-SAT.

Die Vorwartsrichtung ergibt sich unmittelbar aus der Teltgg dass jede erfillende
Belegung: fur F' zu einer Belegung' fur £ erweiterbar ist, di€k +m —k = m+ 6k
Klauseln vonF” erfullt.

Fur die Ruckwartsrichtung seieine Belegung, die mindestens+ 6k Klauseln von
F' erfullt. Da a in jeder 10er-Gruppé&;, j = 1,...,k, nicht mehr als 7 Klauseln
erfullen kann, muss in jeder 10er-Gruppe gendwKlauseln und zudem alle Klauseln
C;furj =k +1,...,m erflllen. Dies ist aber nur moglich, wenralle KlauselnC);
von F erfullt. O
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5.3.6 Matchings und der Heiratssatz

Beim Heiratsproblem ist eine Gruppévon heiratswilligen Personen gegeben, wobei
u, w € V durch eine Kante verbunden sind, falls aus Sichtvandw die Mdglichkeit
einer Heirat zwischem und w besteht. Sind Vielehen ausgeschlossen, so lasst sich
jedes mogliche Heiratsarrangement durch ein Matchinghivegaen.

Definition 5.42 SeiG = (V, E) ein Graph.
a) Zwei Kantere, ¢’ € E heilBenunabhéngig fallse N e’ = () ist.

b) Eine Kantenmeng#&/ C FE heil3tMatching in G, falls die Kanten in)/ paar-
weise unabhéngig sind.

c) Die Matchingzahl vonG ist
w(G) = max{||M|| | M istein Matching inG}

d) Ein Matching) der GroRRe||M || = p(G) heildtoptimal.

e) Ein MatchingM hei3tgeséttigt falls M U {e} fur keine Kantee € E'\ M ein
Matching ist.

f) Ein MatchingM der GroRe||M || > |||V||/2] heilRtperfekt.

Beispiel 5.43 Ein gesattigtes Matching muss nicht optimal sein:

y /

M M

Das MatchingM = {{v,w}} ist geséttigt, da es sich nicht zu einem gréReren Mat-
ching erweitern lasstM/ ist jedoch nicht optimal, da/’ = {{v,z}, {u,w}} groler

ist. Die Greedy-Methode, ausgehend vidn= () solange Kanten zi¥/ hinzuzuftigen,

bis sichM nicht mehr zu einem groReren Matching erweitern lasst,tfaniert also
nicht. N

In vielen Anwendungen geht es darum, ein mdglichst gro3esiitay zu finden. Falls
beim Heiratsproblem Homoehen ausgeschlossen sind, istsldtierende Grapfy =
(V, E) bipartit.

Definition 5.44 SeiG = (V, F) ein Graph.
a) FurU,W C V bezeichne
EUW)={{u,w} € E|uecUweW}

die Menge aller Kanten zwischénhund V..
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b) G heiltbipartit , falls sichV in zwei Teilmenge®/ undW mit E(U, W) = E
zerlegen lasst.

¢) In diesem Fall notieren wi€x auch in der FormG = (U, W, E).
d) Fureine Kantenmengk/ C F bezeichne
Uy={ueclU|FeV:{uv}eM}

die Menge aller von\/ in U Gberdeckten Knoten.

Matching (M ATCHING )
Gegeben: Ein GraphGG = (V, E) und eine Zahk > 1.
Gefragt: Gibt es inG ein Matching) der GroRe| M || > k?

Bipartites Matching (BM; bipartite matching)
Gegeben: Ein bipartiter GrapiG = (U, W, E') und eine Zahk > 1.
Gefragt: Gibt es inG ein Matching) der GroRe| M || > k?

Satz 5.45 BM, MATCHING € P.

Beispiel 5.46 Der bipartite GraphG enthélt ein
Matching M der Grol3et. Wegen

T({us, ug, us}) = {wy, ws}

kdnnen maximal 2 der 3 Knoten indurch ein Mat-

Y

GI6J6|6I6
61661616

ching tiberdeckt werden. Daher kann esGrkein =~ A4 [(¥4 4
Matching der GroRé geben. Folglich ist\/ opti- )< I'(A)
mal. Us 5
G
N

Sei A C U beliebig und seiM ein beliebiges Matching. Da/ hochsteng|I'(A)||
Knoten in A Uberdecken kann, gilt

M| < [|U = Al + [P = U] = (Al = [T CA)D-

Folglich ist
wG) < U] = max ([|A] = [T(A) -
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Frage 5.47 Ist diese Schranke in jedem bipartiten Graphen scharf?
Satz 5.48 (Heiratssatz von Hall)Fur einen bipartiten Graphety = (U, W, E) ist

w(G) = Ul — max ([lA[ — |-

alle Teilmengem C U gilt: ||[T'(A)|| > ||A]|-
Beweis Wir konstruieren zu jedem Matchiny der GréRRe

1M < U — max(llA]l - [|E(A)I)

ein MatchingM’ mit || M'|| = || M||+1. Hierzu betrachten wir den gerichteten Graphen
G’, der augs dadurch entsteht, dass wir alle Matchingkantef/ivon W nachU und
alle Restkanten iy \ M von U nachl¥ orientieren. Angenommen, es ex.@ ein
gerichteter Pfad voty \ Uy, nachWW \ Wy,:

P wy—wo—ui—wy— - - Up g — W1 — U — W

Dann hatP ungerade Langek + 1, £ > 0, und wir kbnnen\/ vergrél3ern, indem wir
die £ zu P gehorigen Matchingkanten durch diet- 1 Restkanten voi® ersetzen:

M = (M\ {{w,un} |0<i<k—1}U {{u,w;} | 0<i<k}

Es bleibt noch zu zeigen, dags/|| > ||U|| — maxacu(||A] — ||E(A)]]) ist, falls es
in G’ keinen Pfad voi/ \ Uy, nachWW \ W), mehr gibt. Hierzu konstruieren wir eine
MengeA C U mit

[A] = |E(A) = U]l — || M]].

Sei X die Menge aller i’ vonU \ U, aus erreichbaren Knoten. Dann hat die Menge
A= XNUdie Gro3e

IA] = [[Anell + NN\ Unell = [ Am [l + [IU]] = ([ M]].

WegenE(A) C X NW C W), hat jeder Knoten irf( A) einen Matching-Partner, der
wegenM (E(A)) C X NU = Ain Aliegt. Also ist||E(A)|| < ||Ax|| und daher folgt

[A[=[[EA) = A+ =M=l An |l = [T =[] M]].
O

Als Folgerung aus dem Beweis des Heiratssatzes erhaltesivegn Polynomialzeit-
Algorithmus zur Bestimmung eines optimalen Matchingsb&sondere ist also BM
P.
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Algorithmus 5.49 ALGORITHMUS ZUR BESTIMMUNG EINES OPTIMALEN MAT-

CHINGS
1 Eingabe: bipartiter Graphz = (U, W, E)
2 M0
3  while 3PfadP vonU \ Uy, nachiW \ W, in G’ do
4 SeiP : ug—wy—u;— -+ - —Wh_1—UL,— W}
5 M — (M\ {{wi,uis1} |0<i<k—1}) U {{uw,w;} | 0<i <k}
6 end
7 Ausgabe: M

5.3.7 Das Rucksack-Problem

Als néchstes betrachten wir das Problem, einen Rucksacled#ew optimal mit
einer Auswahl vork Gegenstanden der Groide . . ., u;, zu packen. Dieses Optimie-
rungsproblem l&sst sich leicht auf folgendes Entscheisipiradplem reduzieren.
Rucksack-Problem (RJCKSACK):

Gegeben: Eine Folge(uy, . . ., ux, v, w) von naturlichen Zahlen.

Gefragt: Gibt es eine Auswah$ C {1,...,k} mitv < "u; < w?

i€S

Satz 5.50 RucksAck ist NP-vollstandig.
Beweis Wir reduzieren 3-81 auf RUCKSACK. Sei F' = {C,...,C,,} mitC}

{1, ... L, farj = 1,...,m eine 3-KNF-Formel Gber den Variablen,, ..., z,.
Betrachte die Reduktionsfunktion

frF = (g, Uy Uty ooy Upy U1y e e oy Uy W1y« e oy Wiy V5 V),
wobeiu; und,; die Dezimalzahlen
U; = bil e bim(]i_ll()"_i_l Und'&i = Bil ot BimOi_llon_i_l

mit

1 7 C’v 7 17 _i C'a
bij = » T € J und bij = Ti € J
0, sonst, 0, sonst,

undv; = w; = 0?7110m7710" sind. Die GroRBev des Rucksacks setzen wir auf

v=23---31---1.
———

m-mal  n-mal

{
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Seinuru = a; - - - a, eine erfillende Belegung filif. Daa in jeder Klausel mindestens
ein und hochstens drei Literale wahr macht, hat die Zahl

a; =1 a; =0

eine Dezimaldarstellung der Fortp- - -b,,, 1---1mit1 < b; < 3furj =1,...,m.

Durch Addition von
Z Uj + Z ’(Uj

bj<2 bj=1

erhalten wirv. Dies zeigt, das$’ € 3-SaT die Zugehdrigkeit vory (F') € RUCKSACK
impliziert. Fur die umgekehrte Implikation s€i= PUN U U J eine Auswahlmenge
fur die Rucksack-Instang(F') mit

ieP iEN jerl jeJ m-mal  n-mal

Da die Teilsumme _,_; v; + >, w; die Forme; - - - ¢, 0---0 mite; < 2 hat, muss
die Teilsummed ., u; + >,y ©; die Formb; ---b,, 1---1 mit b; > 1 haben. Da
keine Ubertrage auftreten, muss al3e= {1,...,n} — N gelten und jede Klausél,
mindestens ein Literal aus der Menfe | i € P} U {z; | i € N} enthalten. Folglich
wird £’ von folgender Belegung = a; - - - a,, erfullt:

1, ieP,
a; =
0, 7€ N.

F € 3-SAT & f(F') € RUCKSACK.

Da f zudem in Polynomialzeit berechenbar ist, haben win3-S? RUCKSACK ge-
zeigt. Schliel3lich ist leicht zu sehen, dassdRsSAcCk € NP und damitNP-vollstandig
ist. O

Damit folgt

Beispiel 5.51 Betrachte die 3-KNF Formel
F= (& VI3Vay) AN(xyVagVag) A (T2V Ty).
Die zu F' gehdrige RICKSACK-Instanzf(F') ist
(Ul, Uz, U3, Ug, ﬁ‘h ’112, ’113, ﬁ‘47 U1, U2, V3, W1, W2, W3, V, U)
mit
uy = 0101000, w7 = 1001000, v; = w; = 1000000,
us = 0100100, w9 = 0010100, v = wy = 0100000,

usz = 0000010, a3 = 1000010, vz = ws = 0010000,
ug = 1100001, w4 = 0010001,

sowiev = 333 1111. Der erfullenden Belegung = 0100 entspricht dann die Auswahl
('&1,Uz,ﬁg,ﬁ4,Ul,Ug,lUg,'Ug,wg). <
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5.3.8 Ganzzahlige lineare Programmierung

In vielen Anwendungen tritt das Problem auf, eine ganzgehlsung fur ein System
linearer Ungleichungen zu finden.

Ganzzahlige Programmierung (IP; integer programming)
Gegeben: Eine ganzzahlige: x n Matrix A = (a;;) € Z™*" und ein ganzzah-
liger Vektorb € 7.

Gefragt: Existiert ein ganzzahliger Vektat € Z" mit Az > b wobei> kom-
ponentenweise zu verstehen ist.

Satz 5.52 |P ist NP-hart.

Beweis Wir reduzieren 3-& auf IP. Sei i = {Cy,...,C,} mitC; =
{1, L, farj = 1,...,m eine 3-KNF-Formel Uber den Variablen,, ..., z,.
Wir transformierenF’ in ein Ungleichungssystedax > b flr den Losungsvektor
x=(x1,...,Tpn,T1,...,T,), das

e flri=1,..., ndie vier Ungleichungen
r+r,>1, —v,—x,>-1, ,>0, ;>0 (%)
e und fiir jede Klausel; = {l;1, ..., l;, } folgende Ungleichung enthalt:
lj1+"'+ljkj Z 1. (**)

Die Ungleichungerix) sind fir ganzzahlige:;, z; genau dann er- fullt, wenn; den
Wert 0 undz; den Wertl hat oder umgekehrt. Die Klauselungleichungen) stellen
sicher, dass mindestens ein Literal in jeder Klausglvahr wird. Nun ist leicht zu
sehen, dass jede Losumgvon Ax > b einer erfillenden Belegung vai entspricht
und umgekehrt. O

Bemerkung 5.53
e Esist nicht leicht zu sehen, dass IPNR entscheidbar ist.

e Ein nichtdeterministischer Algorithmus kann zwar eine Urig raten, aber a
priori ist nicht klar, ob eine Losung: ex., deren Binarkodierung polynomiell in
der Lange der EingabgA, b) ist.

e Mit Methoden der linearen Algebra lasst sich jedoch zeigiass jede losbare
IP-Instanz(A, b) auch eine Losung: hat, deren Kodierung polynomiell in der
Lange vonA, b) ist.

e Wenn wir nicht verlangen, dass die Losunder IP-Instanz ganzzahlig ist, dann
spricht man von einerinearen Programm.

e Fur LP (Lineare Programmierung) gibt es Polynomialzeit- algbniten (von
Khachiyan 1979 und von Karmarkar 1984).
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5.3.9 Euler- und Hamiltonkreise

Definition 5.54 SeiG = (V, F) ein Graph und sei = (vg, vy, . . ., v;) eine Folge von
Knoten mit{v;, v;.1} € Efuri=0,...,1— 1.

a) s heil3tEulerlinie in G, falls s jede Kante inE' genau einmal durchlauft, d.h. es

it
g {op v} |i=0,.. -1} = Eund||E]| = L.

b) Gilt zudemy, = vy, so heildts Eulerkreis.
c) s heiRtHamiltonpfad in G, falls s jeden Knoten irl” genau einmal durchlauft,
d.h. es gilt
V ={vo,...,utund||V] =1+1.
d) Gilt zudem{vy, v} € E, so heillts Hamiltonkreis.

Beispiel 5.55

Der nebenstehende Graph besitzt den Hamilton-
kreisH = (1,6,3,5,4,2,1).

Wir betrachten fir einen gegebenen Grapliennd zwei Knotens und ¢ folgende
Entscheidungsprobleme:

Das Eulerlinienproblem (EULER PATH) Hat G eine Eulerlinie vors nacht?
Das Eulerkreisproblem (EULERTOUR) Hat G einen Eulerkreis?
Das Hamiltonpfadproblem (HAM PATH) Hat G einen Hamiltonpfad vor nacht?

Das Hamiltonkreisproblem (HAM CyCLE) Hat G einen Hamiltonkreis?

Beispiel 5.56 (Das Kdnigsberger Briickenproblem)

a
Gibt es einen Spaziergang uber alle 7 Briicken, bei
<77 ]
m— d em keine Briicke mehrmals tberquert wird und der
Y e dem keine Briicke mehrmals tib ird und d
N — zum Ausgangspunkt zurtckfihrt?
c

Diese Frage wurde von Euler (1707 — 1783) durch
Betrachtung des nebenstehenden Graphen beantwortet.
Dieser Graph hat offenbar genau dann einen Eulerkreis,
wenn die Antwort ,ja“ ist.

Satz 5.57 (Euler, 1736)

(i) Ein zusammenhangender Graph= (V, E) besitzt genau dann einen Euler-
kreis, wenn all seine Knoten geraden Grad haben.
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(ii) Ein zusammenhangender Gragh= (V, F) besitzt genau dann eine Eulerlinie
von s nacht, wenns undt¢ ungeraden Grad und alle Gbrigen Knoten geraden
Grad haben.

Korollar 5.58 EULERTOUR, EULERPATH € P.
Als n&chstes betrachten wir Euler- und Hamiltonkreise mchéeten Graphen.

Definition 5.59 SeiG = (V, E) ein gerichteter Graph und sei = (vg, vy, ..., v;)
eine Folge von Knoten mib;, v;.1) € Efiri =0,...,1 — 1.

a) s heil3tEulerlinie in G, falls s jede Kante inE' genau einmal durchlauft, d.h. es

ilt

g L(wivin) | i=0,...,1—1} = Eund||E|| = L
b) Gilt zudemy, = vy, so heildts Eulerkreis.

c) s heiRtHamiltonpfad in G, falls s jeden Knoten irl” genau einmal durchlauft,
d.h. es gilt

V ={vo,...,utund||V] =1+1.
d) Gilt zudem(v;,v) € E, so heil3ts Hamiltonkreis.

Fir einen gegebenen gerichteten Grapeand zwei Knotens und ¢ ergeben sich
dann die Entscheidungsprobleme&BULERPATH, DIREULERTOUR, DIRHAM PATH
und DRHAMCYCLE.

Satz 5.60 DIREULERPATH, DIREULERTOUR € P.

Beim Problem des Handlungsreisenden sinfsitadte mit Entfernunged; zwischen
Stadt; und Stadtj gegeben. Gesucht ist eine Rundreise minimaler L&dnge, bgdie
Stadt genau einmal besucht wird.
Problem des Handlungsreisenden (TSPtraveling-salesman-problemn)

Gegeben: Einen x n Matrix D = (d; ;) € N**" und eine Zahk.

Gefragt: Existiert eine Permutation : {1,...,n} — {1,...,n} mit L(7) :=

dw(n),w(l) + Z?:_ll dw(i)ﬂr(i—i—l) < k?

Lemma 5.61 DIRHAMPATH <? DIRHAMCYCLE <P HAMCYCLE <? TSP.

Satz 5.62 DIRHAMPATH ist NP-vollstandig.



