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Kapitel 1

Regulare Sprachen

1.1 Endliche Automaten

Rechenmaschinen spielen in der Informatik eine zentralie Rdier beschafti-
gen wir uns mit mathematischen Modellen fir Maschinentymemnunterschiedli-
cher Berechnungskraft. In der Vorlesung Theoretischetnébik 1 wurde die Tu-
ringmaschine als ein universales Berechnungsmodell #ihgeln dieser Vorle-
sung werden wir eine Reihe von Einschrankungen dieses Mesuthodells ken-
nenlernen, die vielfaltige praktische Anwendungen habehei betrachten wir
zunéachst nur Entscheidungsprobleme, was der BerechnungOva }-wertigen
Funktionen entspricht. Zur Beschreibung der Problemdiagavird ein Eingabe-
alphabet: verwendet.

Definition 1 (Alphabet)

Ein Alphabet ist eine geordnete endliche Menge= {a,...,an,}
von Zeichen Eine Folger = z; ...z, € X" hei3tWort (derLange
n). Die Menge aller Woérter Gbex ist

E*:UE”:{x1~-~xn\nZOundxiEEfUrizl,...,n}.

n>0

Das (einzige) Wort der Lange = 0 ist dasleere Wort, welches wir
mit £ bezeichnen.

Ein endlicher Automat ist eine auf ein Minimum ,abgespetRigringmaschine,
die nur kostant viel Speicherplatz zur Verfliigung hat undehegaben der Lange

1
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n nurn Rechenschritte ausfihren darf. Um die gesamte Eingabe edadnnen,
muss der Automat also in jedem Schritt ein Zeichen der Eiagabarbeiten.

_—

~

Steuer-
einheit

Definition 2 (DFA)
Ein endlicher Automat (kurz: DFA; deterministic finite automatgn
wird durch ein 5-TupeM = (Z, %, 6, qo, E') beschrieben, wobei

Z eine endliche Menge vadustanden,

Y. daskEingabealphabet

o §: 7 x ¥ — Z dieUberfihrungsfunktion,
qo € Z derStartzustand und

e I C Z die Menge deEndzustandeist.

Die von M akzeptierte odererkannte Spracheist

El(ha"'?anlEZaQTLEE: }

L(M) = {Il"'%ez 5(qiy xisn) = qa fUri=0,... .n—1

Beispiel 1.3 Betrachte den DFA/ = (Z, %, 4,0, E') mit

7 = {0, 172},
Y = {a,b},
E = {1}

und der Uberfiihrungsfunktion

[0]a b

01 2
112 0
210 1
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Graphische Darstellung von:

Hierbei wird der Startzustand durch einen Pfeil und Endingg werden durch
einen doppelten Kreis gekennzeichnet.

Behauptung 1.4 M akzeptiert die Sprache
L(M) ={x € X | #4,(x) — #(x) = 1 (mod 3)},

wobei#,(x) die Anzahl der Vorkommen des Buchstaheimsz bezeichnet. (Fur
j = k (mod m) schreiben wir im Folgenden auch kuiz=,, k.)

Beweis Bezeichne)(q, =) denjenigen Zustand, in dem sidti nach Lesen vor
befindet, wennl/ im Zustandy gestartet wird. Dann kdnnen wir die Funktion

A

0: XX —7Z
induktiv wie folgt definieren. Flug € Z, x € ¥* unda € ¥ sei

A5(q,€) = 4
d(q,xa) = 0(d(q,x),a).

Da 1 der einzige Endzustand va¥l ist, reicht es, folgende Kongruenzgleichung
Zu zeigen:

N

5(0,1’) =3 #a(x) - #b(‘x)?
Wir beweisen die Kongruenz induktiv Gber die Lange won
e |z| = 0:Klar, dad(0,e) = 0 und+#,(c) = #4(c) = 0 ist.

e n~n+1:Seix =z, ---x,,1 gegeben. Nach IV ist

~

5(0, Ty xn) =3 #a(xl o xn) - #b(xl o xn)
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Wegen
d(i,a) =31+ 1undd(i,b) =37 —1

folgt daher sofort

0(0,) = 6(0(0, 1+ ), Tny1) =3 Ha(x) — #o(2).
[ |

Eine von einem DFA akzeptierte Sprache wirdralgular bezeichnet. Die zuge-
horige Sprachklasse ist

REG = {L(M) | M ist ein DFA}.

Um ein intuitives Verstandnis fir die Berechnungskraft {afAs zu entwickeln,
werden wir uns zunachst intensiv mit der Beantwortung fodtpe Frage beschaf-
tigen.

Frage: Welche Sprachen gehoren R&G und welche nicht?

Dabei legen wir unseren Uberlegungen ein beliebiges asegéavahltes Alpha-
betY: = {ay,...,a,} zugrunde.

Beobachtung 1.5 Alle Sprachen, die aus einem einzigen Wor z; - --x, €
¥* bestehen, sind regular. Fir folgenden DFA gilt namlichL(M) = {z}.

a €

Formal lasst sichV/ also durch das Tupell = (Z, %, 4, qo, E) mit

Z = {QO7“‘7QTL7€}7
E = {q}

und der Uberfiihrungsfunktion

5 @iy, g=gfureinimit0 <i<n-—1lunda; = ;4
(4,;) = e,  sonst

beschreiben.
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Als nachstes betrachten wir Abschlusseigenschaften dacBiassérEG.

Definition 1.6 Ein (k-stelliger) Sprachoperator ist eine Abbildungyp, die k
Spracherl, ..., L, auf eine Sprachep(L,, ..., L) abbildet.

Beispiel 1.7 Der 2-stellige Schnittoperator bildet zwei Sprachenund L, auf
die Sprachd.; N L, ab.

Definition 1.8 Eine Sprachklassk heil3t unterop abgeschlossernwenn gilt:
Lqi,..., L EIC:>Op(L1,...,Lk> e

Der Abschlussvon C unterop ist die kleinste Sprachklas&€, die K enthalt und
unterop abgeschlossen ist.

Beobachtung 1.9 Mit L,, L, € REG sind auch die Spracheh, = %* \ L,
LN Ly und Ly U Ly reguldr. Sind namlichVi; = (Z;, %, 04, qo, E;),© = 1,2, DFAS
mit L(M;) = L;, so akzeptiert der DFA

M - (Zh 27617q07 Zl \ El)

das Komplement; von L,. Der SchnittZ; N L, von L, und L, wird dagegen von
dem DFA
M' = (Zy x Z3,%5,8, (q0, @), E1 X E»)
mit
'((q,p),a) = (01(q, a), 92(p, a))
akzeptiert (/" wird auch Kreuzproduktautomat genannt). Wege; U L, =

(L_1 N L_2> ist dann aber auch die Vereinigung vaén und L, regular. (Wie sieht
der zugehdrige DFA aus?)

Aus Beobachtung 1.9 folgt, dass alle endlichen und allendiéhen Sprachen
regulér sind. Da die in Beispiel 1.3 betrachtete Spracheeweddlich noch co-
endlich ist, haben wir damit allerdings noch nicht alle dlégen Sprachen erfasst.
Es stellt sich die Frage, oREG neben den mengentheoretischen Operationen
Schnitt, Vereinigung und Komplement unter weiteren Openan wie etwa der
Produktbildung

L1L2 = {I’y ‘ x € Ll,y € L2}
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(auchVerkettung oderKonkatenation genannt) oder der Bildung d&ternhille

n>0
abgeschlossen ist. Diefache PotenZ™ von L ist dabei induktiv durch
L0 = {e}, L' = L"L

definiert.

Im Gbernachsten Abschnitt werden wir sehen, dass die KRE&eals der Ab-
schluss der endlichen Sprachen unter Vereinigung, Prbddihg und Sternhtille
charakterisierbar ist. Beim Versuch, einen endlichen Awtten fur das Produkt
L L, zweier regulérer Sprachen zu konstruieren, sté3t man a8dhiwierigkeit,
den richtigen Zeitpunkt fur den Ubergang von (der Simutation) M/, zu M,
zu finden. Unter Verwendung eines nichtdeterministischetomaten l&asst sich
dieses Problem jedoch leicht beheben, da dieser den mechiigitpunkt ,erraten*
kann. Im nachsten Abschnitt werden wir nachweisen, dads awbtdetermini-
stische endliche Automaten nur regulare Sprachen erkegireren.

1.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition 10 (NFA)
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (kurz: NFA; nonde-
terministic finite automatgnN = (Z,%, 6, Qy, E) ist ahnlich aufge-
baut wie ein DFA, nur dass er mehrere Startzustdnde (zusagene
fasst in der Meng&), C Z) haben kann und seine Uberfiihrungs-
funktion
d0:Zx3—P(Z)

die Potenzmeng®(Z) von Z als Wertebereich hat. Die vaN ak-
zeptierte Sprache ist

3(10 €Q0>qla"'aQTL71 EZ,anEZ }

LNy = {xl---xn€2 Qi1 € 0(qi Tiga) fUri=0,...,n—1

Ein NFA kann also nicht nur eine, sondern mehrere versched®chnungen
ausfuhren. Die Eingabe gehort bereits dani.gy'), wenn bei einer dieser Rech-
nungen nach Lesen des gesamten Eingabewortes ein Endkaesticht wird. Im
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Gegensatz zu einem DFA, dessen Uberfiihrungsfunktion aujesamten Men-
ge Z x X definiert ist, kann ein NFA ,stecken bleiben®. Das ist dann Hall,
wenn er in einen Zustangdgelangt, in dem das nachste Eingabezeichemegen
d(q, x;) = 0 nicht gelesen werden kann.

Beispiel 1.11 Betrachte den NFAV = (Z, %, 6, Qo, E') mit

Z = {p.q,r, s},

Y = {0,1,2},
QO = {p}a
E = {s}

und der Uberfiihrungsfunktion

Ol »p g v s]
0l {p.qt © 0 0
1) {py {r} 0 0
2 {p} 0 {s} 0

Graphische Darstellung vonV:

0,1,2

Offensichtlich akzeptiertv die Sprache
L(N) = {2012 |z € £*}
aller Worter, die mit dem SuffiR12 enden.

Beobachtung 1.12 Sind N; = (Z;,%,0;,Q:, E;) (i = 1,2) NFAs, so werden
auch die Spracheh(N;)L(Ns) und L(N;)* von einem NFA erkannt. Wir kdnnen
Z1 N Zy = () annehmen. Dann akzeptiert der NFA

N — (Zl UZQ,E,&,QME)
mit
01(p, a), peEZi\ LBy,

5(])7 CL) - 61(])7 a)UquQ2 62((]7@)7 JAS E17
da(p, a), sonst
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und
o EiUE;, QNE,#0
Es, sonst

die Sprachd.(N;)L(Ns) und der NFA

N* = (Z1 U{dneut, 2, 0%, Q1 U {Gneu}, E1 U {Gneut)
mit
5 (p.a) = {gg Z;,U Useo, 9(0:0) 7 € B
die Sprachd.(Ny)*.
Theorem 1.13 REG = {L(N) | N ist ein NFA.

Beweis Die Inklusion von links nach rechts ist klar, da jeder DFA laats NFA
aufgefasst werden kann. Fir die Gegenrichtung konstruieiezu einem NFA
N = (Z,%,0,Qq, E') einen DFAM mit L(M) = L(N). Zunachst erweitern wir
die Uberfuihrungsfunktiod : Z x ¥ — P(Z) zud' : P(Z) x X — P(Z) mittels

= J (g, a)
q€eQ
und zeigen folgende Behauptung:

5'(Qo, ) enthélt alle vonV bei Eingaber in || Schritten erreichba-
ren Zustande.

Wir beweisen die Behauptung induktiv Uber die Lange won
o |z| = 0: Klar, dad'(Qo, €) = Qo.

en—1~ n:Seix = x---x, gegeben. Nach Induktionsvoraussetzung
enthalt

Q1= 5/(620, Ty Tpo1)
alle Zusténde, di&V (z) in n — 1 Schritten erreichen kann. Wegen

S/(Q07 >_6 Qn laxn - U 6Q7xn

q€EQn-1

enthalt dann abe¥ (Q,, z) alle Zustande, di&/ (z) in n Schritten erreichen
kann.
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Nun ist leicht zu sehen, dass der DFA
M = (P(Z), Ea 6/7 Q07 E/)
mit
5'(Q,a) = | J (g, a)
q€Q
und
E'={QCZ|QNE+#0)
aquivalent zuV ist, da fur alle Woérter: € ¥* qilt:
r € L(N) < N(z)kann in genayz| Schritten einen Endzustand erreichen
& §(Qu2)NE#0
& §(Qoz) € E
& x e L(M).

Beispiel 1.14 Fur den NFAN = (Z, 3,4, QQy, E') aus Beispiel 1.11
0 1 2
~@ (D——O—O
0,1,2

ergibt die Konstruktion des vorigen Satzes den folgendeA DF (nach Entfer-
nung aller vom Startzustarig, = {p} aus nicht erreichbaren Zusténde):

| 5 | o 1 2 |
Q=1{p} |{pa {»} {p}
Qv =A{p,q} || {p.a} {p.7} {p}
Q= 1{p.7} || {p.at {p} {p s}
Qs ={p,s} || {p.a} {p} {p}




1.3 Regulare Ausdriicke 10

Im obigen Beispiel wurden fur die Konstruktion des DFAaus dem NFAV nur

4 der insgesanttl?ll = 16 Zustande benétigt, da die tibrigen 12 Zustande(i#)
nicht vom Startzustan@, = {p} aus erreichbar sind. Es gibt jedoch Beispiele,
bei denen all@!l?ll Zustande irP(Z) fiir die Konstruktion des so genanntBo-
tenzmengenautomaten\/ benétigt werden (siehe Ubungen).

1.3 Reguléare Ausdriicke

Wir haben uns im letzten Abschnitt davon tGiberzeugt, dads M&#és nur regulare
Sprachen erkennen kénnen:

REG = {L(M) | M istein DFA} = {L(N) | N ist ein NFA}.

In diesem Abschnitt werden wir eine weitere Charakternisigrder regularen
Sprachen kennen lernen:

REG ist die Klasse aller Sprachen, die sich mittels der Opematio
Vereinigung, Durchschnitt, Komplement, Produkt und Stéile aus
der leeren Menge und den einelementigen Sprachen bildegnas

Tatsachlich kann hierbei sogar auf die Durchschnitts- unchplementbildung
verzichtet werden.

Definition 15 (regularer Ausdruck)

Die Menge derregularen Ausdriicke v (Uber einem Alphabek)
und die durchy dargestellte Spraché(v) sind induktiv wie folgt
definiert. Die Symbold), e unda (a € X) sind regulare Ausdriicke,
die

e die leere Sprach& () = 0,

e die Sprachd.(¢) = {¢} und

e fur jedes Zeichem € ¥ die Sprachd.(a) = {a}
beschreiben. Sind und 3 regulére Ausdriicke, die die Sprachiefay)

undL(3) beschreiben, so sind aual¥, («|3) und(«)* regulére Aus-
druicke, die die Sprachen

o L(af) = L(a)L(P),
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e L(a|f) = L(ar) U L(G) und
o L((a)") = L(a)*

beschreiben.

Beispiel 1.16 UberX = {0,1} sinde*, 0%, (0/1)*00 und (¢0|@1*) regulare Aus-
driicke, die folgende Sprachen beschreiben:

vy €* (0 (0]1)*00 (e0]01*)
L(y) [[{e} ={e} [ 0" ={e} [ {z00 [z e X*} | {0}

Bemerkung 1.17

e Um Klammern zu sparen, definieren wir folgertézedenzordnung
Der Sternoperatot bindet starker als der Produktoperater und dieser wie-
derum stéarker als der Vereinigungsoperator

e Da der regulare Ausdruck~* die Sprachel(~)* beschreibt, verwenden
wir v als Abkiirzung fiir den Ausdruegky*.

Beispiel 1.18 Betrachte den DFA/:

Um fir die vonM erkannte Sprache

L(M) = {z € {a,b}" | #a(z) — #(x) =3 1}

einen regularen Ausdruck zu finden, betrachten wir zun&tiesEprache.; =
{z € {a,b}" | #.(x) — #4(x) =3 0}. Da sichL; durch den regularen Ausdruck

7 = (a(ab)*(aalb) | b(ba)"(albb))”

beschreiben lasst, erhalten wir fli(A7) den reguléaren Ausdruck(ba)* (a|bb).
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Theorem 1.19 REG = {L(v) | vy ist ein reguléarer Ausdruck

Beweis Die Inklusion von rechts nach links ist klar, da die Basishiiske(), ¢
unda, a € X*, nur regulare Sprachen beschreiben und die Sprachk&gsanter
Produkt, Vereinigung und Sternhtlle abgeschlossen shésBeobachtungen 1.9
und 1.12).

Fur die Gegenrichtung konstruieren wir zu einem DFAeinen regularen Aus-
druck~y mit L(y) = L(M). Sei alsoM = (Z,%, 46, q, E') ein DFA, wobei wir
annehmen konnen, dags= {1,...,m} undg, = 1 ist. Dann lasst sictL(M)
als Vereinigung

L(M) = U Lyg

qeE

von Sprachen der Form
Lyg={ze¥"| 8(17’ z) = q}

darstellen. Folglich reicht es zu zeigen, dass die Spradhgndurch regulare
Ausdriicke beschreibbar sind. Hierzu betrachten wir di@aSpn

Ly, ={reX"| O(p,x) =qundfuri=1,...,n—1giltd(p,z;---x;) <r}.

WegenL, , = L;, reicht es, regulare Ausdriickg , fur die Spracherl; , anzu-
geben. Im Fall- = 0 enthéalt

o JaeZdpa)=qtuiel, p=q
P {a € ¥ |d(p,a) =q}, sonst

nur Buchstaben (und eventuell das leere Wort) und ist saiuht durch einen
reguléaren Ausdruc&gq beschreibbar. Wegen

r+1 _ r r r *xTT
Lp,q o Lp,qULp,rH(LrJrl,rH) Lr+1,q

lassen sich aus den regularen Ausdriickerfur die Sprached.; , leicht regulare
Ausdrtcke fur die Sprachehgjl1 gewinnen:

r+1 _ _r r r * 7
PYp,q - 7p,q‘7p,r+1(7r+l,r+l) PYrJrl,q‘
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Beispiel 1.20 Betrachte den DFA

Da M insgesamin = 2 Zustande und nur den Endzustahbesitzt, ist

b

LM) = Lig=Lia =L}, = L(1,).

qeE

Um~7, zu berechnen, benutzen wir die Rekursionsformel

und erhalten

r+1 __

r r r * T
Vp,q - Vp,q"yp,r—i-l(’.)/r—l—l,r—l—l) ’77‘—1—1,11

7%,2 = 711,2‘7%,2(7 2)*721,2a

V11,2 = V?QW?J(V

1
2’
0
17
0
17

1)*V(1),2a

721,2 = 73,2‘73,1(7 1)*7?,2-

13

Es geniigt also, die regularen Ausdriicke, 77 5, 75 1, 759, V1.2, V2.2 UNA~7 5 ZU

berechnen.
] b, q
L1 1,2 2,1 2,2

01 €lb a a €|b
al(e|b)(elb)"a (€]b)|a(elb)"a

1 — ———

b*a e|blab*a

) b*alb*a(e|blab®a)*(e|blab™a)

b a(blab*a)*

SomitistL(M) = L2, = L(b*a(b|ab*a)*).
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1.4 Relationalstrukturen

Sei A eine nichtleere MengeR; eine k;-stellige Relation aufd, d.h. R, C A"
firi =1,...,n. Dann heilR(A; Ry, ..., R,) Relationalstruktur . Die MengeA
heil3tGrundmenge Trdgermengeoderindividuenbereich der Relationalstruk-
tur.

Bemerkung 1.21

e Wir werden hier hauptsachlich den Fall = 1, k; = 2, also (A, R) mit
R C A x A betrachten. Man nennt dani eine(binare) Relationauf A.

e Oft wird fur (a,b) € R auch dielnfix-Schreibweisea Rb benutzt.
Beispiel 1.22
o (F,M)mitF :={f| fistFlussin Europpund
M :={(f,g9) € F x F| f mindeting}.

U,B) mitU := {x | z ist Berliner} und
= {(z,y) € U x U | z ist Bruder vony}.
);

e (P(M),C), wobeiP(M) die Potenzmenge einer beliebigen Merddeund
C die Inklusionsbeziehung auf den Teilmengen vdrnist.

(A, Ids), wobeild, = {(z,z) | x € A} die Identitét auf A ist.
(R, <)
e (Z,|), wobei| die "teilt"-Relation bezeichnet.
o (Fml,=)mit Fml := {F | F ist aussagenlogische Formeind
== {(F,G) € Fml x Fml | G ist aussagenlogische Folgerung 6.

1.4.1 Eigenschaften von Relationen

Sei R eine Relation aufd. Dann heil3t?
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reflexiv, fallsVx € A: zRx (d.h.Idy C R),

irreflexiv, fallsVz € A: ~zRx (d.h.Idy C R),

symmetrisch  fallsVz,y € A: 2Ry = yRx (d.h.R C RT),
asymmetrisch  fallsVz,y € A: xRy = —yRz (d.h.R C RT),
antisymmetrisch, fallsVx,y € A : vRy AyRx = v = y (d.h. RN RT C Id),

konnex, fallsVz,y € A: 2Ry vV yRx (d.h.Ax A C RURY),
semikonnex fallsVaz,y € A: 2 #y = xRy VyRx (d.h.Id C RUR"),
transitiv fallsVz,y,2 € A: 2Ry AyRz = xRz (d.h.R?> C R)

gilt.

Beispiel 1.23

¢ Die Relation "ist Schwester von” ist zwar in einer reinen Rangesellschaft
symmetrisch, i.a. jedoch weder symmetrisch noch asymseétrioch anti-
symmetrisch.

e (R, <) istirreflexiv, asymmetrisch, transitiv und semikonnex.
e (R, <)und(P(M), Q) sind reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.

e (R, <) ist auch konnex undP (M), C) ist im Fall ||[M|] < 1 zwar auch
konnex, aber im Fall M || > 2 weder semikonnex noch konnex.

1.4.2 Graphische Darstellung von Relationen

Eine RelationR auf einer endlichen Mengé kann durch einegerichteten Gra-
phen G = (V, E) mit KnotenmengeV' = A und KantenmengeE' = R veran-
schaulicht werden. Hierzu stellen wir jedes Elemert A als einen Knoten dar
und verbinden jedes Knotenpaar,y) € R durch eine gerichtete Kante (Pfeil).
Zwei durch eine Kante verbundene Knoten heiBenachbart oderadjazent

Beispiel 1.24 Fiur die Relation(4,R) mit A = {a,b,¢,d} und R =
{(b,¢), (b,d), (c,a),(c,d),(d,d)} erhalten wir folgende graphische Darstellung.

@ ®

@,
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Der Ausgangsgradeines Knotens: € V' ist d,.:(z) = | R(x)]||, wobei R(z) =
{y € V| Ry} der Nachbereichvon z ist. Entsprechend ist;,(z) = [[{y € V|
yRx}|| derEingangsgradvonx. Falls R symmetrisch ist, kénnen die Pfeilspitzen
auch weggelassen werden. In diesem Fallist = d;,(x) = d,.(z) der Grad
vonz. Ist R zudem irreflexiv, so erhalten wir einen (schleifenfrei@raphen.

1.4.3 Darstellung durch eine Adjazenzmatrix

Eine RelationR auf einer endlichen (geordneten) Menge= {a4, ..., a,} l&sst
sich durch eine booleschex n-Matrix Mg = (m;;) mit

o 1, CLZ‘RCLJ',
Y1 0, sonst

darstellen. Beispielsweise hat die Relation

R= {(bv C)v (b7 d)v (Cv CL), (07 d)v (d7 d)}

auf der Menged = {a, b, ¢, d} die Matrixdarstellung

My =

O = O O
o O OO
o O = O
= == O

1.4.4 Darstellung durch eine Adjazenzliste

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, eine endliche RetaR in Form einer
Tabelle darzustellen, die jedem Elemert A seinen NachbereicR(x) in Form
einer Liste zuordnet:

x| R(z)
ol -
b| ¢ d
c| a,d
d| d
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1.4.5 Operationen auf Relationen

Da Relationen Mengen sind, sind auf ihnen die mengentheohnein Operationen
Durchschnitt, Vereinigung, Komplement und Differenz definiert. Seien? und
S Relationen auf4, dann ist

RNS = {(z,y) € Ax A|xzRy A xSy},

RUS = {(z,y) € Ax A|zRyV xSy},

R-S {(z,y) € Ax A| 2Ry A —xSy},
R = (AxA)-R

Sei allgemeinertM C P(A x A) eine beliebige Menge von Relationen atf
Dann sind defSchnitt tber M und dieVereinigung tber M folgende Relatio-
nen:

(M = {(z.y) | YR € M : 2Ry}

UM = {(z,y) | IR € M : zRy}
Weiterhin ist dielnklusionsrelation R C S auf Relationen definiert:
RCS&Vr,y: xRy — xSy.
Die transponierte (konverse) Relationzu R ist
R" := {(y, ) | zRy}.

RT wird oft auch mitR~! bezeichnet. Zum Beispiel i$R, <) = (R, >).

Eine wichtige zweistellige Operation auf der Meriged x A) aller Relationen
auf A ist das Relationenprodukt (auch Komposition genannt).

DasProdukt zweier Relationeri? und S auf A ist

RoS :={(z,2)|Jy: xRy NySz}.

Ubliche Bezeichnungen fiir das Relationenprodukt sind @ichund R - S oder
einfachRS. FurR o - -- o R wird auchR™ geschrieben.

n-mal
Vorsicht: Dasn-fache Relationenprodukt voR sollte nicht mit demn-fachen
kartesischen Produkt dbtengeR verwechselt werden. Wir vereinbaren, da¥'s
dasn-fache Relationenprodukt bezeichnen soll, félleine Relation ist.
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Beispiel 1.25 Ist B die Relation "ist Bruder von”}" "ist Vater von”, M "ist
Mutter von” undE = V U M "ist Elternteil von”, so istB o E die Relation "ist
Onkel von”.

Sind Mr = (r;;) und Mg = (s;;) booleschen x n-Matrizen fir R und S, so
erhalten wir fir’ = R o S die Matrix My = (t;;) mit

tij = \/ (rik N Skj)

Der NachbereicH'(x) von z bzgl. der RelatioW” = R o S berechnet sich zu

T(x) = J{Sw) lyeR@)}= ] SWu.

yER(z)

Beispiel 1.26 Betrachte die Relatione® = {(a,a),(a,c),(c,b),(c,d)} und
S ={(a,b),(d,a),(d,c)} auf der Menged = {a, b, ¢, d}.

| Relation | R S RoS SoR |
® - 0—-0b G O
Graph
Oé. @ ©O©O—@ Cfgo@ OO
) 1010 0100 0100 0000
Adjazenz- | 0000 0000 0000 0000
matrix 0101 0000 1010 0000
0000 1010 0000 1111
) a:a,c a:b a:b a:-
Adjazenz- | p:- b:- b:- b:-
liste c:b,d c:- c:a,c c:-
d:- d:a,c d:- d:a,b,c,d

Beobachtung:Das Beispiel zeigt, dass das Relationenprodukt nicht kotatnu
ist, d.h. i.a. gilt nichtR o S = S o R.

Als nachstes zeigen wir, dass die Merige= P(A x A) aller binaren Relationen
auf A mit dem Relationenprodukt als binarer Operation und der Relatidii,
als neutralem Element eine Halbgruppe (okitemoid) bildet.

Theorem 1.27 Seienq, R, S Relationen aufd. Dann gilt
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(i) (QoR)oS=Qo(RoS), d.h.oistassoziativ,
(ii) Ido R = Ro Id = R, d.h.Idist neutrales Element.
Beweis

(i) Esqilt: z (QoR)oSy JueA:z(QoR)u N uSy
JueA:(veAd:zQuRu) NuSy
Ju,ve Az QuRuSy

eA:zQu AN (FueA:vRu AN uSy)
eA:zQu(RoS)y

zQo(RobS)y

(ii)) Wegenz IdoRy<dz:x =2 AN z Ry< x Ryfolgt Ido R = R. Die
GleichheitR o Id = R folgt analog.

e

Es lasst sich leicht nachprifen, dass der Schnitt Uber eeregkltransitiver Rela-
tionen wieder transitiv ist. Folglich existiert zu jederl&®n R auf einer Menge
A eine kleinste R umfassende transitive Relation.

Die Relation
RY = ﬂ{S CAxA|RCS, S transitiv}

heil3t dietransitive Hdlle von R und
R = |{SCAxA|RCS, Sreflexivund transitiy
heil3t diereflexiv-transitive Hiille von R.
Theorem 1.28 (i) Rt = ., R,
(ii) R* = U5, R', wobeiR® := Id.
Beweis Siehe Ubungen. |

Anschaulich besagt der vorhergehende Satz, dass eifR?aagenau dann in der
transitiven HulleR™ von R ist, wenn es eir > 1 gibt mit R0, d.h. es gibt — 1
"Zwischenpunkte’, ..., z;_; mit

CLRIlRIQR cee R‘Ii_le.

In der Graphentheorie sagt man hierzu, es existiert/#ag der Ldnge ¢ von a
nachb.
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1.4.6 Aquivalenzrelationen

Die nachfolgende Tabelle gibt einen Uberblick tiber die defenden Eigenschaf-
ten der wichtigsten Relationalstrukturen.

H ref. sym. trans. asym. antisym. konnex semikon.

Aquivalenzrel. v v
(Halb-)Ordnung| v
Striktordnung
lineare Ord.
lin. Striktord.
schwache Ord.
Quasiordnung v

SNENENENENENEN
\
\

In der Tabelle sind nur die definierenden Eigenschaftenidanc "v"” gekenn-
zeichnet. Das schlief3t nicht aus, dass gleichzeitig auch neitere Eigenschatf-
ten vorliegen kdnnen.

Wir betrachten zunachst eine Reihe von Beispieledifjwivalenzrelationen, die
durch die drei Eigenschaften reflexiv, symmetrisch undsitandefiniert sind.

Beispiel 1.29

o Auf der Menge aller Geraden ii®? die Parallelitat.
e Auf der Menge aller Menschen "im gleichen Jahr geboren wie”.
e Auf Z die Relation "gleicher Rest bei Division dureh’.

e Auf der Menge aller aussagenlogischen Formeln die sencheti8quiva-
lenz.

Ist £ eine Aquivalenzrelation, so nennt man denazgehorigen Nachbereich
E(z) die von x reprasentierte Aquivalenzklasseund bezeichnet sie mijtr]y
oder einfach mifz|. Die durchE auf A induzierte Partition{[z] | x € A} wird
Quotienten- oder Faktormengegenannt und mitd/ E' bezeichnet. Die Anzahl
der Aquivalenzklassen voR wird auch als defndex von E bezeichnet.

Definition 1.30 Eine Familie{}; | i € I} von nichtleeren TeilmengeW; C A
heil3tPartition der MengeA, falls gilt:
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a) die MengenV/; iberdeckenA, d.h.A = J,, M; und

b) die MengenV/; sindpaarweise disjunktd.h. fir je zwei verschiedene Men-
genM; # M; gilt M; N M; = 0.

Wie der nachste Satz zeigt, beschreiben AquivalenzreletiaufA und Partitio-
nen vonA den selben Sachverhalt.

Theorem 1.31 SeiF eine Relation aufl. Dann sind folgende Aussagen aquiva-
lent.

(i) E ist eine Aquivalenzrelation auf.
(it) Furallex,y € Aqilt

tBy ¢ Bz) = B(y)  (+)

(iii) Eistreflexivund{E(x) | x € A} ist eine Partition vorA.
Beweis

(i) = (ii) SeiFE eine Aquivalenzrelation auf. Da F transitiv ist, impliziertr Ey
die InklusionE(y) C E(z):

z€ BE(y) = yEz=2Ez = z € E(x).

Da E symmetrisch ist, folgt augFEy aber auch®(z) C E(y).

Umgekehrt folgt ausE(z) = E(y) wegen der Reflexivitat vor, dass
r € E(z) = E(y) enthalten ist, und somitEy. Dies zeigt, das#’ die
Aquivalenz(x) erfuillt.

(17) = (i17) Falls £ die Bedingung(x) erflllt, so folgt sofortzEx (wegen
E(z) = FE(z)) und folglich Uberdecken die Nachbereichgz) (wegen
x € E(z)) die MengeA.
Ist E(z) N E(y) # § undz ein Element inE(x) N E(y), so giltzEz und
yEz und daher folgtF (z) = E(z) = E(y). Da also je zwei Nachbereiche
E(z) und E(y) entweder gleich oder disjunkt sind, bildgt'(z) | z € A}
sogar eine Partition voA.
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(17i) = (1) Wird schlie3lichA von den Mengerf(x) partitioniert, wobeir €
E(x) fur allex € A gilt, so folgt

By < ye E(x)NE(y) < Ex) = E(y).

Daher tbertragen sich die Eigenschaften Reflexivitat, Sgtmenund Tran-
sitivitat unmittelbar von der Gleichheitsrelation auf
u

Beispiel 1.32 Fir die weiter oben betrachteten Aquivalenzrelationealegh wir
folgende Klasseneinteilungen.

e Fr die Parallelitat auf der Menge aller GeradenRh alle Geraden mit
derselben Richtung (oder Steigung) bilden jeweils eineivajenzklasse.

e Fur die Relation "im gleichen Jahr geboren wie” auf der Mealler Men-
schen: jeder Jahrgang bildet eine Aquivalenzklasse.

e Fur die Relation "gleicher Rest bei Division durel’ auf Z: jede derm
Restklassefp], [1], ..., [m — 1] mit

rl={a€Z|amodm=r}
bildet eine Aquivalenzklasse.

Die kleinste Aquivalenzrelation auf ist dieldentitat 1d 4, die groRte didlirela-
tion A x A.Die Aquivalenzklassen der Identitat enthalten jeweilsgin Element,
d.h.A/Idy = {{z} | € A}, und die Allrelation erzeugt nur eine Aquivalenz-
klasse, namlictd /(A x A) = {A}.

Fur zwei Aquivalenzrelatione®t C FE’ sind auch die Aquivalenzklass¢n]E
von E in den Klassenz]» von E’ enthalten. Folglich ist jede Aquivalenzklasse
von E’ die Vereinigung von (evtl. mehreren) Aquivalenzklassen 5. Im Fall

E C FE’ sagt man auchi; bewirkt einefeinere Partitionierung alg”;. Demnach
ist die Identitat dideinste und die Allrelation diegrobste Aquivalenzrelation.

Da der Schnitt iber eine Menge von Aquivalenzrelationerdeiesine Aquiva-

lenzrelation ist, kdnnen wir fUr eine beliebige RelatiBrauf einer Menged die
kleinste R umfassende Aquivalenzrelation definieren:

hag(R) := ﬂ{E | E ist eine Aquivalenzrelation auf mit R C E}

In der Sprache der Graphentheorie werden die dligghi) generierten Aquiva-
lenzklassen auch dechwachen Zusammenhangskomponentates gerichteten
Graphen(A, R) genannt (siehe Ubungen).



