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Kapitel 1

Reguläre Sprachen

1.1 Endliche Automaten

Rechenmaschinen spielen in der Informatik eine zentrale Rolle. Hier beschäfti-
gen wir uns mit mathematischen Modellen für Maschinentypenvon unterschiedli-
cher Berechnungskraft. In der Vorlesung Theoretische Informatik 1 wurde die Tu-
ringmaschine als ein universales Berechnungsmodell eingeführt. In dieser Vorle-
sung werden wir eine Reihe von Einschränkungen dieses Maschinenmodells ken-
nenlernen, die vielfältige praktische Anwendungen haben.Dabei betrachten wir
zunächst nur Entscheidungsprobleme, was der Berechnung von {0, 1}-wertigen
Funktionen entspricht. Zur Beschreibung der Problemeingaben wird ein Eingabe-
alphabetΣ verwendet.

Definition 1 (Alphabet)

Ein Alphabet ist eine geordnete endliche MengeΣ = {a1, . . . , am}
von Zeichen. Eine Folgex = x1 . . . xn ∈ Σn heißtWort (derLänge
n). Die Menge aller Wörter überΣ ist

Σ∗ =
⋃

n≥0

Σn = {x1 · · ·xn | n ≥ 0 undxi ∈ Σ für i = 1, . . . , n}.

Das (einzige) Wort der Längen = 0 ist dasleere Wort, welches wir
mit ε bezeichnen.

Ein endlicher Automat ist eine auf ein Minimum „abgespeckte“ Turingmaschine,
die nur kostant viel Speicherplatz zur Verfügung hat und beiEingaben der Länge

1
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n nurn Rechenschritte ausführen darf. Um die gesamte Eingabe lesen zu können,
muss der Automat also in jedem Schritt ein Zeichen der Eingabe verarbeiten.

x1 . . . xi . . . xn

Steuer-
einheit

��

-

Definition 2 (DFA)
Ein endlicher Automat (kurz: DFA; deterministic finite automaton)
wird durch ein 5-TupelM = (Z, Σ, δ, q0, E) beschrieben, wobei

• Z eine endliche Menge vonZuständen,

• Σ dasEingabealphabet,

• δ : Z × Σ → Z dieÜberführungsfunktion ,

• q0 ∈ Z derStartzustand und

• E ⊆ Z die Menge derEndzuständeist.

Die vonM akzeptierte odererkannte Spracheist

L(M) =

{

x1 · · ·xn ∈ Σ∗ ∃ q1, . . . , qn−1 ∈ Z, qn ∈ E :
δ(qi, xi+1) = qi+1 für i = 0, . . . , n − 1

}

Beispiel 1.3 Betrachte den DFAM = (Z, Σ, δ, 0, E) mit

Z = {0, 1, 2},
Σ = {a, b},
E = {1}

und der Überführungsfunktion

δ a b

0 1 2
1 2 0
2 0 1
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Graphische Darstellung vonM :

2

0

1

a

b

a

b

b

a

Hierbei wird der Startzustand durch einen Pfeil und Endzustände werden durch
einen doppelten Kreis gekennzeichnet.

Behauptung 1.4 M akzeptiert die Sprache

L(M) = {x ∈ Σ∗ | #a(x) − #b(x) ≡ 1 (mod 3)},

wobei#a(x) die Anzahl der Vorkommen des Buchstabensa in x bezeichnet. (Für
j ≡ k (mod m) schreiben wir im Folgenden auch kurzj ≡m k.)

Beweis Bezeichnêδ(q, x) denjenigen Zustand, in dem sichM nach Lesen vonx
befindet, wennM im Zustandq gestartet wird. Dann können wir die Funktion

δ̂ : Z × Σ∗ → Z

induktiv wie folgt definieren. Fürq ∈ Z, x ∈ Σ∗ unda ∈ Σ sei

δ̂(q, ε) = q,

δ̂(q, xa) = δ(δ̂(q, x), a).

Da 1 der einzige Endzustand vonM ist, reicht es, folgende Kongruenzgleichung
zu zeigen:

δ̂(0, x) ≡3 #a(x) − #b(x),

Wir beweisen die Kongruenz induktiv über die Länge vonx.

• |x| = 0: klar, daδ̂(0, ε) = 0 und#a(ε) = #b(ε) = 0 ist.

• n ; n + 1: Seix = x1 · · ·xn+1 gegeben. Nach IV ist

δ̂(0, x1 · · ·xn) ≡3 #a(x1 · · ·xn) − #b(x1 · · ·xn).
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Wegen
δ(i, a) ≡3 i + 1 undδ(i, b) ≡3 i − 1

folgt daher sofort

δ̂(0, x) = δ(δ̂(0, x1 · · ·xn), xn+1) ≡3 #a(x) − #b(x).
�

Eine von einem DFA akzeptierte Sprache wird alsregulär bezeichnet. Die zuge-
hörige Sprachklasse ist

REG = {L(M) | M ist ein DFA}.

Um ein intuitives Verständnis für die Berechnungskraft vonDFAs zu entwickeln,
werden wir uns zunächst intensiv mit der Beantwortung folgender Frage beschäf-
tigen.

Frage: Welche Sprachen gehören zuREG und welche nicht?

Dabei legen wir unseren Überlegungen ein beliebiges aber fest gewähltes Alpha-
betΣ = {a1, . . . , am} zugrunde.

Beobachtung 1.5 Alle Sprachen, die aus einem einzigen Wortx = x1 · · ·xn ∈
Σ∗ bestehen, sind regulär. Für folgenden DFAM gilt nämlichL(M) = {x}.

. . .
q0 q1

e

q2 qn

a 6= x1

a 6= x2
a 6= x3

a ∈ Σ

x1 x2 x3 xn

a ∈ Σ

Formal lässt sichM also durch das TupelM = (Z, Σ, δ, q0, E) mit

Z = {q0, . . . , qn, e},
E = {qn}

und der Überführungsfunktion

δ(q, aj) =

{

qi+1, q = qi für ein i mit 0 ≤ i ≤ n − 1 undaj = xi+1

e, sonst

beschreiben.
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Als nächstes betrachten wir Abschlusseigenschaften der SprachklasseREG.

Definition 1.6 Ein (k-stelliger) Sprachoperator ist eine Abbildungop, die k
SprachenL1, . . . , Lk auf eine Spracheop(L1, . . . , Lk) abbildet.

Beispiel 1.7 Der 2-stellige Schnittoperator bildet zwei SprachenL1 undL2 auf
die SpracheL1 ∩ L2 ab.

Definition 1.8 Eine SprachklasseK heißt unterop abgeschlossen, wenn gilt:

L1, . . . , Lk ∈ K ⇒ op(L1, . . . , Lk) ∈ K.

Der AbschlussvonK unterop ist die kleinste SprachklasseK′, dieK enthält und
unterop abgeschlossen ist.

Beobachtung 1.9 Mit L1, L2 ∈ REG sind auch die SprachenL1 = Σ∗ \ L1,
L1∩L2 undL1∪L2 regulär. Sind nämlichMi = (Zi, Σ, δi, q0, Ei), i = 1, 2, DFAs
mit L(Mi) = Li, so akzeptiert der DFA

M1 = (Z1, Σ, δ1, q0, Z1 \ E1)

das KomplementL1 vonL1. Der SchnittL1 ∩L2 vonL1 undL2 wird dagegen von
dem DFA

M ′ = (Z1 × Z2, Σ, δ′, (q0, q0), E1 × E2)

mit
δ′((q, p), a) = (δ1(q, a), δ2(p, a))

akzeptiert (M ′ wird auchKreuzproduktautomat genannt). WegenL1 ∪ L2 =

(L1 ∩ L2) ist dann aber auch die Vereinigung vonL1 undL2 regulär. (Wie sieht
der zugehörige DFA aus?)

Aus Beobachtung 1.9 folgt, dass alle endlichen und alle co-endlichen Sprachen
regulär sind. Da die in Beispiel 1.3 betrachtete Sprache weder endlich noch co-
endlich ist, haben wir damit allerdings noch nicht alle regulären Sprachen erfasst.
Es stellt sich die Frage, obREG neben den mengentheoretischen Operationen
Schnitt, Vereinigung und Komplement unter weiteren Operationen wie etwa der
Produktbildung

L1L2 = {xy | x ∈ L1, y ∈ L2}
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(auchVerkettung oderKonkatenation genannt) oder der Bildung derSternhülle

L∗ =
⋃

n≥0

Ln

abgeschlossen ist. Dien-fache PotenzLn vonL ist dabei induktiv durch

L0 = {ε}, Ln+1 = LnL

definiert.

Im übernächsten Abschnitt werden wir sehen, dass die KlasseREG als der Ab-
schluss der endlichen Sprachen unter Vereinigung, Produktbildung und Sternhülle
charakterisierbar ist. Beim Versuch, einen endlichen Automaten für das Produkt
L1L2 zweier regulärer Sprachen zu konstruieren, stößt man auf die Schwierigkeit,
den richtigen Zeitpunkt für den Übergang von (der Simulation von) M1 zu M2

zu finden. Unter Verwendung eines nichtdeterministischen Automaten lässt sich
dieses Problem jedoch leicht beheben, da dieser den richtigen Zeitpunkt „erraten“
kann. Im nächsten Abschnitt werden wir nachweisen, dass auch nichtdetermini-
stische endliche Automaten nur reguläre Sprachen erkennenkönnen.

1.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition 10 (NFA)
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (kurz: NFA; nonde-
terministic finite automaton) N = (Z, Σ, δ, Q0, E) ist ähnlich aufge-
baut wie ein DFA, nur dass er mehrere Startzustände (zusammenge-
fasst in der MengeQ0 ⊆ Z) haben kann und seine Überführungs-
funktion

δ : Z × Σ → P(Z)

die PotenzmengeP(Z) von Z als Wertebereich hat. Die vonN ak-
zeptierte Sprache ist

L(N) =

{

x1 · · ·xn ∈ Σ∗ ∃ q0 ∈ Q0, q1, . . . , qn−1 ∈ Z, qn ∈ E :
qi+1 ∈ δ(qi, xi+1) für i = 0, . . . , n − 1

}

Ein NFA kann also nicht nur eine, sondern mehrere verschiedene Rechnungen
ausführen. Die Eingabe gehört bereits dann zuL(N), wenn bei einer dieser Rech-
nungen nach Lesen des gesamten Eingabewortes ein Endzustand erreicht wird. Im
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Gegensatz zu einem DFA, dessen Überführungsfunktion auf der gesamten Men-
ge Z × Σ definiert ist, kann ein NFA „stecken bleiben“. Das ist dann der Fall,
wenn er in einen Zustandq gelangt, in dem das nächste Eingabezeichenxi wegen
δ(q, xi) = ∅ nicht gelesen werden kann.

Beispiel 1.11 Betrachte den NFAN = (Z, Σ, δ, Q0, E) mit

Z = {p, q, r, s},
Σ = {0, 1, 2},

Q0 = {p},
E = {s}

und der Überführungsfunktion

δ p q r s

0 {p, q} ∅ ∅ ∅
1 {p} {r} ∅ ∅
2 {p} ∅ {s} ∅

Graphische Darstellung vonN :

p q r s
0 1 2

0, 1, 2

Offensichtlich akzeptiertN die Sprache

L(N) = {x012 | x ∈ Σ∗}

aller Wörter, die mit dem Suffix012 enden.

Beobachtung 1.12 Sind Ni = (Zi, Σ, δi, Qi, Ei) (i = 1, 2) NFAs, so werden
auch die SprachenL(N1)L(N2) undL(N1)

∗ von einem NFA erkannt. Wir können
Z1 ∩ Z2 = ∅ annehmen. Dann akzeptiert der NFA

N = (Z1 ∪ Z2, Σ, δ, Q1, E)

mit

δ(p, a) =







δ1(p, a), p ∈ Z1 \ E1,

δ1(p, a) ∪
⋃

q∈Q2
δ2(q, a), p ∈ E1,

δ2(p, a), sonst
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und

E =

{

E1 ∪ E2, Q2 ∩ E2 6= ∅

E2, sonst

die SpracheL(N1)L(N2) und der NFA

N∗ = (Z1 ∪ {qneu}, Σ, δ∗, Q1 ∪ {qneu}, E1 ∪ {qneu})

mit

δ∗(p, a) =

{

δ(p, a) ∪
⋃

q∈Q1
δ(q, a), p ∈ E1,

δ(p, a), sonst

die SpracheL(N1)
∗.

Theorem 1.13 REG = {L(N) | N ist ein NFA}.

Beweis Die Inklusion von links nach rechts ist klar, da jeder DFA auch als NFA
aufgefasst werden kann. Für die Gegenrichtung konstruieren wir zu einem NFA
N = (Z, Σ, δ, Q0, E) einen DFAM mit L(M) = L(N). Zunächst erweitern wir
die Überführungsfunktionδ : Z × Σ → P(Z) zu δ′ : P(Z) × Σ → P(Z) mittels

δ′(Q, a) =
⋃

q∈Q

δ(q, a).

und zeigen folgende Behauptung:

δ̂′(Q0, x) enthält alle vonN bei Eingabex in |x| Schritten erreichba-
ren Zustände.

Wir beweisen die Behauptung induktiv über die Länge vonx.

• |x| = 0: klar, daδ̂′(Q0, ε) = Q0.

• n − 1 ; n: Sei x = x1 · · ·xn gegeben. Nach Induktionsvoraussetzung
enthält

Qn−1 = δ̂′(Q0, x1 · · ·xn−1)

alle Zustände, dieN(x) in n − 1 Schritten erreichen kann. Wegen

δ̂′(Q0, x) = δ′(Qn−1, xn) =
⋃

q∈Qn−1

δ(q, xn)

enthält dann aber̂δ′(Q0, x) alle Zustände, dieN(x) in n Schritten erreichen
kann.
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Nun ist leicht zu sehen, dass der DFA

M = (P(Z), Σ, δ′, Q0, E
′)

mit
δ′(Q, a) =

⋃

q∈Q

δ(q, a)

und
E ′ = {Q ⊆ Z | Q ∩ E 6= ∅}

äquivalent zuN ist, da für alle Wörterx ∈ Σ∗ gilt:

x ∈ L(N) ⇔ N(x) kann in genau|x| Schritten einen Endzustand erreichen

⇔ δ̂′(Q0, x) ∩ E 6= ∅

⇔ δ̂′(Q0, x) ∈ E ′

⇔ x ∈ L(M).

�

Beispiel 1.14 Für den NFAN = (Z, Σ, δ, Q0, E) aus Beispiel 1.11

p q r s
0 1 2

0, 1, 2

ergibt die Konstruktion des vorigen Satzes den folgenden DFA M (nach Entfer-
nung aller vom StartzustandQ0 = {p} aus nicht erreichbaren Zustände):

δ′ 0 1 2

Q0 = {p} {p, q} {p} {p}
Q1 = {p, q} {p, q} {p, r} {p}
Q2 = {p, r} {p, q} {p} {p, s}
Q3 = {p, s} {p, q} {p} {p}

{p} {p, q} {p, r} {p, s}

0

2 0

1

1, 2

0

1 2

1, 2

0
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Im obigen Beispiel wurden für die Konstruktion des DFAM aus dem NFAN nur
4 der insgesamt2‖Z‖ = 16 Zustände benötigt, da die übrigen 12 Zustände inP(Z)
nicht vom StartzustandQ0 = {p} aus erreichbar sind. Es gibt jedoch Beispiele,
bei denen alle2‖Z‖ Zustände inP(Z) für die Konstruktion des so genanntenPo-
tenzmengenautomatenM benötigt werden (siehe Übungen).

1.3 Reguläre Ausdrücke

Wir haben uns im letzten Abschnitt davon überzeugt, dass auch NFAs nur reguläre
Sprachen erkennen können:

REG = {L(M) | M ist ein DFA} = {L(N) | N ist ein NFA}.

In diesem Abschnitt werden wir eine weitere Charakterisierung der regulären
Sprachen kennen lernen:

REG ist die Klasse aller Sprachen, die sich mittels der Operationen
Vereinigung, Durchschnitt, Komplement, Produkt und Sternhülle aus
der leeren Menge und den einelementigen Sprachen bilden lassen.

Tatsächlich kann hierbei sogar auf die Durchschnitts- und Komplementbildung
verzichtet werden.

Definition 15 (regulärer Ausdruck)

Die Menge derregulären Ausdrücke γ (über einem AlphabetΣ)
und die durchγ dargestellte SpracheL(γ) sind induktiv wie folgt
definiert. Die Symbole∅, ǫ unda (a ∈ Σ) sind reguläre Ausdrücke,
die

• die leere SpracheL(∅) = ∅,

• die SpracheL(ǫ) = {ε} und

• für jedes Zeichena ∈ Σ die SpracheL(a) = {a}

beschreiben. Sindα undβ reguläre Ausdrücke, die die SprachenL(α)
undL(β) beschreiben, so sind auchαβ, (α|β) und(α)∗ reguläre Aus-
drücke, die die Sprachen

• L(αβ) = L(α)L(β),



1.3 Reguläre Ausdrücke 11

• L(α|β) = L(α) ∪ L(β) und

• L((α)∗) = L(α)∗

beschreiben.

Beispiel 1.16 ÜberΣ = {0, 1} sindǫ∗, ∅∗, (0|1)∗00 und (ǫ0|∅1∗) reguläre Aus-
drücke, die folgende Sprachen beschreiben:

γ ǫ∗ ∅∗ (0|1)∗00 (ǫ0|∅1∗)
L(γ) {ε}∗ = {ε} ∅∗ = {ε} {x00 | x ∈ Σ∗} {0}

Bemerkung 1.17

• Um Klammern zu sparen, definieren wir folgendePräzedenzordnung:
Der Sternoperator∗ bindet stärker als der Produktoperater und dieser wie-
derum stärker als der Vereinigungsoperator|.

• Da der reguläre Ausdruckγγ∗ die SpracheL(γ)+ beschreibt, verwenden
wir γ+ als Abkürzung für den Ausdruckγγ∗.

Beispiel 1.18 Betrachte den DFAM :

2

0

1

a
b

a
b

b

a

Um für die vonM erkannte Sprache

L(M) = {x ∈ {a, b}∗ | #a(x) − #b(x) ≡3 1}

einen regulären Ausdruck zu finden, betrachten wir zunächstdie SpracheL1 =
{x ∈ {a, b}∗ | #a(x) − #b(x) ≡3 0}. Da sichL1 durch den regulären Ausdruck

γ = (a(ab)∗(aa|b) | b(ba)∗(a|bb))∗

beschreiben lässt, erhalten wir fürL(M) den regulären Ausdruckγ(ba)∗(a|bb).
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Theorem 1.19 REG = {L(γ) | γ ist ein regulärer Ausdruck}.

Beweis Die Inklusion von rechts nach links ist klar, da die Basisausdrücke∅, ǫ
unda, a ∈ Σ∗, nur reguläre Sprachen beschreiben und die SprachklasseREG unter
Produkt, Vereinigung und Sternhülle abgeschlossen ist (siehe Beobachtungen 1.9
und 1.12).

Für die Gegenrichtung konstruieren wir zu einem DFAM einen regulären Aus-
druck γ mit L(γ) = L(M). Sei alsoM = (Z, Σ, δ, q0, E) ein DFA, wobei wir
annehmen können, dassZ = {1, . . . , m} und q0 = 1 ist. Dann lässt sichL(M)
als Vereinigung

L(M) =
⋃

q∈E

L1,q

von Sprachen der Form

Lp,q = {x ∈ Σ∗ | δ̂(p, x) = q}

darstellen. Folglich reicht es zu zeigen, dass die SprachenLp,q durch reguläre
Ausdrücke beschreibbar sind. Hierzu betrachten wir die Sprachen

Lr
p,q = {x ∈ Σ∗ | δ̂(p, x) = q und füri = 1, . . . , n − 1 gilt δ̂(p, x1 · · ·xi) ≤ r}.

WegenLp,q = Lm
p,q reicht es, reguläre Ausdrückeγr

p,q für die SprachenLr
p,q anzu-

geben. Im Fallr = 0 enthält

L0
p,q =

{

{a ∈ Σ | δ(p, a) = q} ∪ {ε}, p = q,

{a ∈ Σ | δ(p, a) = q}, sonst

nur Buchstaben (und eventuell das leere Wort) und ist somit leicht durch einen
regulären Ausdruckγ0

p,q beschreibbar. Wegen

Lr+1
p,q = Lr

p,q ∪ Lr
p,r+1(L

r
r+1,r+1)

∗Lr
r+1,q

lassen sich aus den regulären Ausdrückenγr
p,q für die SprachenLr

p,q leicht reguläre
Ausdrücke für die SprachenLr+1

p,q gewinnen:

γr+1
p,q = γr

p,q|γ
r
p,r+1(γ

r
r+1,r+1)

∗γr
r+1,q.

�
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Beispiel 1.20 Betrachte den DFA

1 2

a

a

b b

DaM insgesamtm = 2 Zustände und nur den Endzustand2 besitzt, ist

L(M) =
⋃

q∈E

L1,q = L1,2 = L2
1,2 = L(γ2

1,2).

Um γ2
1,2 zu berechnen, benutzen wir die Rekursionsformel

γr+1
p,q = γr

p,q|γ
r
p,r+1(γ

r
r+1,r+1)

∗γr
r+1,q

und erhalten

γ2
1,2 = γ1

1,2|γ
1
1,2(γ

1
2,2)

∗γ1
2,2,

γ1
1,2 = γ0

1,2|γ
0
1,1(γ

0
1,1)

∗γ0
1,2,

γ1
2,2 = γ0

2,2|γ
0
2,1(γ

0
1,1)

∗γ0
1,2.

Es genügt also, die regulären Ausdrückeγ0
1,1, γ0

1,2, γ0
2,1, γ0

2,2, γ1
1,2, γ1

2,2 undγ2
1,2 zu

berechnen.

r
p, q

1, 1 1, 2 2, 1 2, 2

0 ǫ|b a a ǫ|b

1 -
a|(ǫ|b)(ǫ|b)∗a
︸ ︷︷ ︸

b∗a
-

(ǫ|b)|a(ǫ|b)∗a
︸ ︷︷ ︸

ǫ|b|ab∗a

2 -
b∗a|b∗a(ǫ|b|ab∗a)∗(ǫ|b|ab∗a)
︸ ︷︷ ︸

b∗a(b|ab∗a)∗
- -

Somit istL(M) = L2
1,2 = L(b∗a(b|ab∗a)∗).



1.4 Relationalstrukturen 14

1.4 Relationalstrukturen

Sei A eine nichtleere Menge,Ri eineki-stellige Relation aufA, d.h.Ri ⊆ Aki

für i = 1, . . . , n. Dann heißt(A; R1, . . . , Rn) Relationalstruktur . Die MengeA
heißtGrundmenge, TrägermengeoderIndividuenbereich der Relationalstruk-
tur.

Bemerkung 1.21

• Wir werden hier hauptsächlich den Falln = 1, k1 = 2, also (A, R) mit
R ⊆ A × A betrachten. Man nennt dannR eine(binäre) RelationaufA.

• Oft wird für (a, b) ∈ R auch dieInfix-SchreibweiseaRb benutzt.

Beispiel 1.22

• (F, M) mit F := {f | f ist Fluss in Europa} und
M := {(f, g) ∈ F × F | f mündet ing}.

• (U, B) mit U := {x | x ist Berliner} und
B := {(x, y) ∈ U × U | x ist Bruder vony}.

• (P(M),⊆), wobeiP(M) die Potenzmenge einer beliebigen MengeM und
⊆ die Inklusionsbeziehung auf den Teilmengen vonM ist.

• (A, IdA), wobeiIdA = {(x, x) | x ∈ A} die Identität auf A ist.

• (R,≤).

• (Z, |), wobei| die ”teilt”-Relation bezeichnet.

• (Fml,⇒) mit Fml := {F | F ist aussagenlogische Formel} und
⇒ = {(F, G) ∈ Fml × Fml | G ist aussagenlogische Folgerung vonF}.

1.4.1 Eigenschaften von Relationen

SeiR eine Relation aufA. Dann heißtR
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reflexiv, falls∀x ∈ A : xRx (d.h.IdA ⊆ R),

irreflexiv , falls∀x ∈ A : ¬xRx (d.h.IdA ⊆ R),

symmetrisch, falls∀x, y ∈ A : xRy ⇒ yRx (d.h.R ⊆ RT ),

asymmetrisch, falls∀x, y ∈ A : xRy ⇒ ¬yRx (d.h.R ⊆ RT ),

antisymmetrisch, falls∀x, y ∈ A : xRy ∧ yRx ⇒ x = y (d.h.R ∩ RT ⊆ Id),

konnex, falls∀x, y ∈ A : xRy ∨ yRx (d.h.A × A ⊆ R ∪ RT ),

semikonnex, falls∀x, y ∈ A : x 6= y ⇒ xRy ∨ yRx (d.h.Id ⊆ R ∪ RT ),

transitiv , falls∀x, y, z ∈ A : xRy ∧ yRz ⇒ xRz (d.h.R2 ⊆ R)
gilt.

Beispiel 1.23

• Die Relation ”ist Schwester von” ist zwar in einer reinen Damengesellschaft
symmetrisch, i.a. jedoch weder symmetrisch noch asymmetrisch noch anti-
symmetrisch.

• (R, <) ist irreflexiv, asymmetrisch, transitiv und semikonnex.

• (R,≤) und(P(M),⊆) sind reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.

• (R,≤) ist auch konnex und(P(M),⊆) ist im Fall ‖M‖ ≤ 1 zwar auch
konnex, aber im Fall‖M‖ ≥ 2 weder semikonnex noch konnex.

1.4.2 Graphische Darstellung von Relationen

Eine RelationR auf einer endlichen MengeA kann durch einengerichteten Gra-
phen G = (V, E) mit KnotenmengeV = A undKantenmengeE = R veran-
schaulicht werden. Hierzu stellen wir jedes Elementx ∈ A als einen Knoten dar
und verbinden jedes Knotenpaar(x, y) ∈ R durch eine gerichtete Kante (Pfeil).
Zwei durch eine Kante verbundene Knoten heißenbenachbart oderadjazent.

Beispiel 1.24 Für die Relation (A, R) mit A = {a, b, c, d} und R =
{(b, c), (b, d), (c, a), (c, d), (d, d)} erhalten wir folgende graphische Darstellung.

a

c d

b
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Der Ausgangsgradeines Knotensx ∈ V ist dout(x) = ‖R(x)‖, wobeiR(x) =
{y ∈ V | xRy} derNachbereich vonx ist. Entsprechend istdin(x) = ‖{y ∈ V |
yRx}‖ derEingangsgradvonx. FallsR symmetrisch ist, können die Pfeilspitzen
auch weggelassen werden. In diesem Fall istd(x) = din(x) = dout(x) derGrad
vonx. Ist R zudem irreflexiv, so erhalten wir einen (schleifenfreien)Graphen.

1.4.3 Darstellung durch eine Adjazenzmatrix

Eine RelationR auf einer endlichen (geordneten) MengeA = {a1, . . . , an} lässt
sich durch eine booleschen × n-Matrix MR = (mij) mit

mij :=

{
1, aiRaj ,
0, sonst

darstellen. Beispielsweise hat die Relation

R = {(b, c), (b, d), (c, a), (c, d), (d, d)}

auf der MengeA = {a, b, c, d} die Matrixdarstellung

MR =







0 0 0 0
0 0 1 1
1 0 0 1
0 0 0 1







.

1.4.4 Darstellung durch eine Adjazenzliste

Eine weitere Möglichkeit besteht darin, eine endliche Relation R in Form einer
Tabelle darzustellen, die jedem Elementx ∈ A seinen NachbereichR(x) in Form
einer Liste zuordnet:

x R(x)
a -
b c, d
c a, d
d d
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1.4.5 Operationen auf Relationen

Da Relationen Mengen sind, sind auf ihnen die mengentheoretischen Operationen
Durchschnitt, Vereinigung, Komplement undDifferenz definiert. SeienR und
S Relationen aufA, dann ist

R ∩ S = {(x, y) ∈ A × A | xRy ∧ xSy},
R ∪ S = {(x, y) ∈ A × A | xRy ∨ xSy},
R − S = {(x, y) ∈ A × A | xRy ∧ ¬xSy},

R = (A × A) − R.

Sei allgemeinerM ⊆ P(A × A) eine beliebige Menge von Relationen aufA.
Dann sind derSchnitt über M und dieVereinigung über M folgende Relatio-
nen:

⋂

M = {(x, y) | ∀R ∈ M : xRy}

⋃

M = {(x, y) | ∃R ∈ M : xRy}

Weiterhin ist dieInklusionsrelation R ⊆ S auf Relationen definiert:

R ⊆ S ⇔ ∀x, y : xRy → xSy.

Die transponierte (konverse) RelationzuR ist

RT := {(y, x) | xRy}.

RT wird oft auch mitR−1 bezeichnet. Zum Beispiel ist(R,≤T ) = (R,≥).

Eine wichtige zweistellige Operation auf der MengeP(A × A) aller Relationen
aufA ist das Relationenprodukt (auch Komposition genannt).

DasProdukt zweier RelationenR undS aufA ist

R ◦ S := {(x, z) | ∃y : xRy ∧ ySz}.

Übliche Bezeichnungen für das Relationenprodukt sind auchR ;S undR · S oder
einfachRS. FürR ◦ · · · ◦ R

︸ ︷︷ ︸

n-mal

wird auchRn geschrieben.

Vorsicht: Dasn-fache Relationenprodukt vonR sollte nicht mit demn-fachen
kartesischen Produkt derMengeR verwechselt werden. Wir vereinbaren, dassRn

dasn-fache Relationenprodukt bezeichnen soll, fallsR eine Relation ist.
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Beispiel 1.25 Ist B die Relation ”ist Bruder von”,V ”ist Vater von”, M ”ist
Mutter von” undE = V ∪ M ”ist Elternteil von”, so istB ◦ E die Relation ”ist
Onkel von”.

Sind MR = (rij) und MS = (sij) booleschen × n-Matrizen fürR und S, so
erhalten wir fürT = R ◦ S die MatrixMT = (tij) mit

tij :=
∨

k=1,...,n

(rik ∧ skj)

Der NachbereichT (x) vonx bzgl. der RelationT = R ◦ S berechnet sich zu

T (x) =
⋃

{S(y) | y ∈ R(x)} =
⋃

y∈R(x)

S(y).

Beispiel 1.26 Betrachte die RelationenR = {(a, a), (a, c), (c, b), (c, d)} und
S = {(a, b), (d, a), (d, c)} auf der MengeA = {a, b, c, d}.

Relation R S R ◦ S S ◦ R

Graph
a

c d

b a

c d

b a

c d

b a

c d

b

Adjazenz-
matrix

1 0 1 0
0 0 0 0
0 1 0 1
0 0 0 0

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 1 0

0 1 0 0
0 0 0 0
1 0 1 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 1 1

Adjazenz-
liste

a : a, c
b : -
c : b, d
d : -

a : b
b : -
c : -
d : a, c

a : b
b : -
c : a, c
d : -

a : -
b : -
c : -
d : a, b, c, d

Beobachtung:Das Beispiel zeigt, dass das Relationenprodukt nicht kommutativ
ist, d.h. i.a. gilt nichtR ◦ S = S ◦ R.

Als nächstes zeigen wir, dass die MengeR = P(A×A) aller binären Relationen
auf A mit dem Relationenprodukt◦ als binärer Operation und der RelationIdA

als neutralem Element eine Halbgruppe (oderMonoid ) bildet.

Theorem 1.27 SeienQ, R, S Relationen aufA. Dann gilt
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(i) (Q ◦ R) ◦ S = Q ◦ (R ◦ S), d.h.◦ ist assoziativ,

(ii) Id ◦ R = R ◦ Id = R, d.h.Id ist neutrales Element.

Beweis

(i) Es gilt: x (Q ◦ R) ◦ S y ⇔ ∃u ∈ A : x (Q ◦ R) u ∧ u S y
⇔ ∃u ∈ A : (∃v ∈ A : x Q v R u) ∧ u S y
⇔ ∃u, v ∈ A : x Q v R u S y
⇔ ∃v ∈ A : x Q v ∧ (∃u ∈ A : v R u ∧ u S y)
⇔ ∃v ∈ A : x Q v (R ◦ S) y
⇔ x Q ◦ (R ◦ S) y

(ii) Wegenx Id ◦R y ⇔ ∃z : x = z ∧ z R y ⇔ x R y folgt Id ◦R = R. Die
GleichheitR ◦ Id = R folgt analog.

�

Es lässt sich leicht nachprüfen, dass der Schnitt über eine Menge transitiver Rela-
tionen wieder transitiv ist. Folglich existiert zu jeder RelationR auf einer Menge
A eine kleinste,R umfassende transitive Relation.

Die Relation
R+ :=

⋂

{S ⊆ A × A | R ⊆ S, S transitiv}

heißt dietransitive Hülle vonR und

R∗ :=
⋂

{S ⊆ A × A | R ⊆ S, S reflexiv und transitiv}

heißt diereflexiv-transitive Hülle vonR.

Theorem 1.28 (i) R+ =
⋃

i≥1 Ri,

(ii) R∗ =
⋃

i≥0 Ri, wobeiR0 := Id.

Beweis Siehe Übungen. �

Anschaulich besagt der vorhergehende Satz, dass ein Paar(a, b) genau dann in der
transitiven HülleR+ vonR ist, wenn es eini ≥ 1 gibt mit aRib, d.h. es gibti− 1
”Zwischenpunkte”x1, . . . , xi−1 mit

aRx1Rx2R · · ·Rxi−1Rb.

In der Graphentheorie sagt man hierzu, es existiert einWeg der Länge i von a
nachb.
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1.4.6 Äquivalenzrelationen

Die nachfolgende Tabelle gibt einen Überblick über die definierenden Eigenschaf-
ten der wichtigsten Relationalstrukturen.

refl. sym. trans. asym. antisym. konnex semikon.

Äquivalenzrel. X X X

(Halb-)Ordnung X X X

Striktordnung X X

lineare Ord. X X X

lin. Striktord. X X X

schwache Ord. X X

Quasiordnung X X

In der Tabelle sind nur die definierenden Eigenschaften durch ein ”X” gekenn-
zeichnet. Das schließt nicht aus, dass gleichzeitig auch noch weitere Eigenschaf-
ten vorliegen können.

Wir betrachten zunächst eine Reihe von Beispielen fürÄquivalenzrelationen, die
durch die drei Eigenschaften reflexiv, symmetrisch und transitiv definiert sind.

Beispiel 1.29

• Auf der Menge aller Geraden imR2 die Parallelität.

• Auf der Menge aller Menschen ”im gleichen Jahr geboren wie”.

• Auf Z die Relation ”gleicher Rest bei Division durchm”.

• Auf der Menge aller aussagenlogischen Formeln die semantische Äquiva-
lenz.

Ist E eine Äquivalenzrelation, so nennt man den zux gehörigen Nachbereich
E(x) die von x repräsentierte Äquivalenzklasseund bezeichnet sie mit[x]E
oder einfach mit[x]. Die durchE auf A induzierte Partition{[x] | x ∈ A} wird
Quotienten- oder Faktormengegenannt und mitA/E bezeichnet. Die Anzahl
der Äquivalenzklassen vonE wird auch als derIndex vonE bezeichnet.

Definition 1.30 Eine Familie{Mi | i ∈ I} von nichtleeren TeilmengenMi ⊆ A
heißtPartition der MengeA, falls gilt:
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a) die MengenMi überdeckenA, d.h.A =
⋃

i∈I Mi und

b) die MengenMi sindpaarweise disjunkt, d.h. für je zwei verschiedene Men-
genMi 6= Mj gilt Mi ∩ Mj = ∅.

Wie der nächste Satz zeigt, beschreiben Äquivalenzrelationen aufA und Partitio-
nen vonA den selben Sachverhalt.

Theorem 1.31 SeiE eine Relation aufA. Dann sind folgende Aussagen äquiva-
lent.

(i) E ist eine Äquivalenzrelation aufA.

(ii) Für alle x, y ∈ A gilt

xEy ⇔ E(x) = E(y) (∗)

(iii) E ist reflexiv und{E(x) | x ∈ A} ist eine Partition vonA.

Beweis

(i) ⇒ (ii) SeiE eine Äquivalenzrelation aufA. DaE transitiv ist, impliziertxEy
die InklusionE(y) ⊆ E(x):

z ∈ E(y) ⇒ yEz ⇒ xEz ⇒ z ∈ E(x).

DaE symmetrisch ist, folgt ausxEy aber auchE(x) ⊆ E(y).

Umgekehrt folgt ausE(x) = E(y) wegen der Reflexivität vonE, dass
x ∈ E(x) = E(y) enthalten ist, und somitxEy. Dies zeigt, dassE die
Äquivalenz(∗) erfüllt.

(ii) ⇒ (iii) Falls E die Bedingung(∗) erfüllt, so folgt sofortxEx (wegen
E(x) = E(x)) und folglich überdecken die NachbereicheE(x) (wegen
x ∈ E(x)) die MengeA.

Ist E(x) ∩ E(y) 6= ∅ undz ein Element inE(x) ∩ E(y), so gilt xEz und
yEz und daher folgtE(x) = E(z) = E(y). Da also je zwei Nachbereiche
E(x) undE(y) entweder gleich oder disjunkt sind, bildet{E(x) | x ∈ A}
sogar eine Partition vonA.
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(iii) ⇒ (i) Wird schließlichA von den MengenE(x) partitioniert, wobeix ∈
E(x) für allex ∈ A gilt, so folgt

xEy ⇔ y ∈ E(x) ∩ E(y) ⇔ E(x) = E(y).

Daher übertragen sich die Eigenschaften Reflexivität, Symmetrie und Tran-
sitivität unmittelbar von der Gleichheitsrelation aufE.

�

Beispiel 1.32 Für die weiter oben betrachteten Äquivalenzrelationen erhalten wir
folgende Klasseneinteilungen.

• Für die Parallelität auf der Menge aller Geraden imR
2: alle Geraden mit

derselben Richtung (oder Steigung) bilden jeweils eine Äquivalenzklasse.

• Für die Relation ”im gleichen Jahr geboren wie” auf der Mengealler Men-
schen: jeder Jahrgang bildet eine Äquivalenzklasse.

• Für die Relation ”gleicher Rest bei Division durchm” auf Z: jede derm
Restklassen[0], [1], . . . , [m − 1] mit

[r] = {a ∈ Z | a mod m = r}

bildet eine Äquivalenzklasse.

Die kleinste Äquivalenzrelation aufA ist dieIdentität IdA, die größte dieAllrela-
tion A×A.Die Äquivalenzklassen der Identität enthalten jeweils nur ein Element,
d.h.A/IdA = {{x} | x ∈ A}, und die Allrelation erzeugt nur eine Äquivalenz-
klasse, nämlichA/(A × A) = {A}.

Für zwei ÄquivalenzrelationenE ⊆ E ′ sind auch die Äquivalenzklassen[x]E
von E in den Klassen[x]E′ von E ′ enthalten. Folglich ist jede Äquivalenzklasse
von E ′ die Vereinigung von (evtl. mehreren) Äquivalenzklassen von E1. Im Fall
E ⊆ E ′ sagt man auch,E1 bewirkt einefeinere Partitionierung alsE2. Demnach
ist die Identität diefeinsteund die Allrelation diegröbsteÄquivalenzrelation.

Da der Schnitt über eine Menge von Äquivalenzrelationen wieder eine Äquiva-
lenzrelation ist, können wir für eine beliebige RelationR auf einer MengeA die
kleinsteR umfassende Äquivalenzrelation definieren:

häq(R) :=
⋂

{E | E ist eine Äquivalenzrelation aufA mit R ⊆ E}

In der Sprache der Graphentheorie werden die durchhäq(R) generierten Äquiva-
lenzklassen auch dieschwachen Zusammenhangskomponentendes gerichteten
Graphen(A, R) genannt (siehe Übungen).


