14 Schatzmethoden

Eigenschaften von Schtzungené

Seif,, eine Scltzung eines Parametetsdie auf n
Beobachtungen beruht.

e § —— # “Konsistenz” (Minimalforderung)

A

o [0,=10 “Erwartungstreue”
EO. —— 0“Asymptotische Erw.treue”
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e vard, moglichst klein: “gute”, “effiziente” Schtzung

e wenn vard,, den kleinstrbglichen Wert annimmtifr alle
e-treuen Schtzungen:

A

0,,. “optimale Sclatzung”
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e MSE =vard, +biag 0,
=vard, + (Ef, — 0)?
— minimal oder ndglichst klein.

e Eigenschaften sollten “oglichst” auch bei (kleinen)
Abweichungen von der
(Normal-)Verteillungsannahme gelten

— robuste Scatzung.
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Schatzmethoden

e Momentenmethode
Man diickt den zu sciitzenden Parameter durch
die Momente, z.BE(X), aus.
Dann werden die Momente durch die
entsprechendeampirischerMomente, z.B. durch

X, ersetzt.

e Maximum-Likelihood-Schtzung (ML-Sclktzung)
Es wird der Schtzwert fir den unbekannten
Parameter ermittelt, der am meistém fliesen
Paramter spricht (most likely).
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¢ Kleinste-Quadrat-S@itzung (KQS)
Seif der zu schtzende Parameter. Man geht aus
von einem Modell, z.B.

Dannn versucht man die Summe der
Fehlerquadrate

ZE? = Z(Yz —g(0, Xi))*.

zu minimieren (Kleinste Quadrate).
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Bsp. 97 (Momentenschtzung bei Normalverteilung)
SeienX, ..., X, ~ N (u, 0.

n=EX, = =X

0’ =E(X-EX)? = ¢=(X;—-X)?2= ! D (Xi—X)?

1=1

S

Bsp. 98 (Momentenschtzung bei Exponentialverteilung)
SeienXy, ..., X, ~ Exp()\).

1

— 5\ —
EX;

A:

=l =
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Bsp. 99 (Momentenschtzung bei Binomialverteilung)
SeienX,,..., X, ~ Bi(1,p).

p=EX;, — p=X

der relative Anteil der Realisierungen = 1.
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Bsp. 100 (ML-Schatzung bei Binomialverteilung)
Beobachten n=1000 Jugendliche. Stichprobg, ..., X,)
X, =1 falls Ubergewicht festgestellt

X; =0 sonst.
Die Wkt., dal3 die beobachtete Stichprobe auftritt, wenn der

Parameterp vorliegt ist
PXi=z,...,.X, =12, = (k>pk(1 —p)"F

wobeik = )" | ;.

Der ML-Sclétzer ist der Wert, der diese Funktioh, (p),
Likelihood-Funktiongenannt, bzglp maximiert. Maximieren
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statt L, (p): log L, (p) (Arg.Max. ist dasselbe).
n
() = () -p)

- m((Z)) +kInp + (n — k) In(1 — p).

Ableiten naclp und Nullsetzen liefert:
k. n—k
p l-p

FuUr ein relatives Extremum in (0,1) kommt nur dieser Wert in
Betracht.
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Mussen aber noch die Likelihood-Funktion an dem&ern
betrachten:
Furp =0undp = 1 wird In L(p) = —oc. Also:

k

PmL — —-
n
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Bsp. 101 (ML-Schatzung bei Normalverteilung)
Likelihood: fx, .. x, (z1,...,2,), die
gemeinsame Dichtefunktion d&t.

SeienXy, ..., X,, unablangig, X; ~ N (u,1).
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Likelihood:

L,(p) = ﬁfxi(a:i) (Unabhangigkeit)

S O
_ gme< 2/
InL,(n) = —nln(@)%—;(—(%;m)

0Ly, -
5 = 2w

Nullsetzen liefert:

i=X.
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Bsp. 102 (ML-Schatzung bei Gleichverteilung auf(0, 8))
Likelihood: fx, .. x, (z1,...,2Z,),
die gemeinsame Dichtefunktion d&y.
SeienXy, ..., X, unablangig, X; ~ R(0,4), d.h.

falls 0<zx;, <0

fXxﬁ%)::<

)
1

0

\O sonst
Likelihood:

L,(0) = f[le(xi) (Unabhangigkeit)

on

1 falls 0<z, <0 Vuz,
0 sonst
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Maximal, wenr¥ > x4, ..., x,, und wenrd
moglichst klein, also

0 = max(y,...,Tn).
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Bsp. 103 ( KQS des LageparametersModell:
Yi=pn+e

Die Summe der Fehlerqguadrate

Y oa=> (vi—w?
1=1 1=1

minimieren: Differenzieren und Nullsetzen liefert:

fixgs =Y.
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Bsp. 104 (KQS im einfachen linearen Regressionsmodell)

Yi=0, +0:X; +¢
f(X,01,02) = 0:.X + 0,

o f 0 f
I ' — =
0, o0,
—
—Z — (61 X;+65))- X; = 0
—Z — (01 X;+602)-1 = 0

588 W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



ZXY—912X2 HQZX _—
Zy—elzx—eg = 0

Die zweite Gleichung nadly auflidosen:

1 1
= — Y. — 0,— X;
PP
und in die erste einsetzen:
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S XY 3 X SN Xt S XY X =0
1 1
D XYim—y Vi) (Xm0 ((Q_Xi——d Xi) Xi) =0

1

_ 2 Xi¥i — %ZZXZZZYQ . Sxy
Zi Xz? o %(Zz Xi)2 B S%(

i = (V-0 Y] X)
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Seid ein zu sclatzender Parameter einer Population mit
Dichte f.

Seif = 6, eine erwartungstreue Satzung vory.
Dann gilt die Cramer-Rao-Ungleichung:

A 1
var(g) >

EIFAGk

wobel

1(£.0) — E<8ln£éx,9))2

= [(EREED w0y da

die sogenannte Fisher-Informatica.
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Beispielea) f normal,

flz,pu) =

N2
In f(z,n) = —In(V2r0)— (33202#)
Ol f(z,p)  z—p 1
ou B % %
I(fip) = i/w(x_M)Q-f(x )daz—i
71u T 0_2 i o 7lu _0_2'
Also:
— 0'2
varX > —
n
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Vergleichen Sie mit:
1 & 2
varX = — varX; = 7
n 1 n
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b) f exponential

le=x® falls >0
flz,A) =" B
0 sonst.
Es qilt:
1 .
Die Cramer-Rao-Schranke ist also:
I A2
nl(\) n’
Andererseits:
SV
varX = —.
T
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c) I Doppelexponential (=Laplace)

e >x* falls x>0

>

1) %
f(xa)\):§ 1
3 falls <0

>

e T
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—1 falls >0
In f((z,n) = —n2—In\f o ~

A1 falls <0

Oln f(x, \) 1 x <1 falls = >0
OA A A1 falls 2 <0
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Cramer-Rao-Schranke

)\2
n
Vergleichen Sie mit(A)
— 1< 2 \?
varX = E;UCLTXZ- =

Bem. 23 Fur den Medianz 5 qilt:

1.\

Var(x0,5) ~ -

(zusatzliche freiwilligeUA, 10 P)
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Satz: Sei f Dichte der Population, unéleine
erwartungstreue Saltzung des ParametetrsDann gilt:

A 1
>
0}
wobel ,
Oln f(x,0)
I =E
(1.0) = B( TEED)
falls der Erwartungswert existieBeweis:Sel
x = (x1,...,2,) €ine unablngige Stichprobe und

n

L(x,0) == | | f(:,6)

1=1

die sogenannte Likelihood der Stichprobe.
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Offenbar gilt
/ L(x,0)dx = 1.

und demzufolge (wir setzen voraus, Differentiation und
Integration dirfen vertauscht werden.)

0

0
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Weiter gilt, dad erwartungstreu,

A

Ed
/ OL(x,0) dx
9

5 /Rn 0L(x,0)dx

0L(x,0)
00

\ - _J/
V

0 dx

Rg )L(X 0) dx
( c‘ﬂnL (x,0) )

/9
Rn
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Auf den linken Term in der vorletzten Gleichung wenden wir
die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung an,
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~0lIn L(x,0) 0
L — — L
/ne o L0 ix =6 [ i)

N

_J/

[ -0 050 L. 0) ax

/ (6~ 0)°L(x,6) dx- / n (@111 gé"’ 9)>2L(X, 9) dx

var(d) - / (82?_1?9]0(%9))2()(,9)dx

var(d Z/ <8lnf zi Y ) L(x,0)dx

vard - n - I(f).
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Die zu den gemischten Summanden@®mden Integrale
sind alle Null, ¢ # 7):

/W <am ];S: 9)) <am g(;j, 9)) F(22,0) f(2;,0) da, da,

[ 0w 0)0f(,0)
_42 50 50 dr;dzr; = 0.
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