5.3 Diskrete zufllige Variablen

X(w) € {xl,ajg,xg, . }

X - X1 X9 T3 +°-Tp
P1 P2 P3 - Dn
pi=PX=m)>0 i=123,... » p=1
1=1
Die Funktion

f(ilfz) — Pi
heil3t Wahrscheinlichkeitsfunktion

Bem: f(x;) nennt man manchmal auclaidichte.
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Beispiele

a) Zweimaliges Werfen einer tyhze
Q= {ZZ, /ZB,BZ, BB}
X := Anzahl von Blatt

X

= O
—_
(\)

N —
=

b) Erfolge bein Versuchen
X: Anzahl der “Erfolge” bein Versuchen, wobel jeder
dern Versuche eine Erfolgswahrscheinlichkeibat.

n

P(X=k)= (k>pk(1 —p)" % Binomialwkt.
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Fx(k) = P(X < k) kj() p)"

Verteilungsfunktion vonX.
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Beispiele: Es seiep = 1 undn = 5. Furz = 2.5 gilt:

F(2.5) = Z Di

L0000

- 333

= 0.9

2. Wurfeln 20 mal. Wie grol3 ist die Wktif
mindestens 4 Sechsen?
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X: Anzahl der Sechsen.

P(X>4) = 1—P(X <4)=1— Fy(4)
- 1—§3:P(X:z):

1- (27— 20(3) (5)" - 5 (3)(2)"-

20-19-18 ,1.3,9

OGN

~ 0.43.
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c) Telefonzentrale

X: Anzahl der Anrufe, die pro Zeiteinheit von einer
Telefonzentrale vermittelt werden.

o 1 2 3

X :
Po P1 P2 P3
X"_A

P(X:i):pi:,—'e x>0
!

Poisson- Wahrscheinlichkeiten.

;pizzﬁe A=,

i=0
N——

Bez: X ~ Poi(\).
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Satz 9 SeienX,, ~ Bi(n,p), Y ~ Poi()\)

FUr n-p=Aqilt
P(X,=k) —, .o P(Y =Fk).
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Bewels: Es gilt:

n k n—=k
1 —
(k p*(1 —p)
nn—1)---(n—k+1) A\, Ao
_ 1__”
. Cra-2)
nn—1)--(n—k+1)(n— XN\ (n— )"+
k'(n — )\)k nk nn—k
lnn—1)---(n—k+1) , A\
1__7’L
k! (n—)\)k )‘( n)
N\ ~ Y H/_/
1 BN
A fest
k fest
N p(y -
e =Py =k)
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d) Munzwurf solange bis B(Blatt) kommt

(2 ={B, ZB, ZZB, ...}
X := Anzahl der Wirfe bis zum ersten Blatt.

I 2 3 4 n
A= 1 12 1\3 1\4 1
: (3)° (3 (%) (3)"
1
ZpZ—ZI/Q =—5-1=1
1=1 2
geometrische Reihe
geometrische Verteilung mit p=1/2, pi = (1/2)".
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Def. 17 : Eine ZufallsvariableX mit
PX=i)=p(1l—p) ', i=12,...

hell3t geometrischiertellt.

Bez: X ~ Geo(p).

Anzahl der Schritte bis zum ersten “Erfolg”.
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e) Qualitskontrolle

Gegeben sel eine Grundgesamtheit (z.B. eine
Warenlieferung) mitV Stiicken, von denen genauschlecht
seien. Wie grol3 ist die WKkt., dal? in einer Stichprobe vom
Umfangm hochstens: Stiick schlecht sind?

X : zufallige Anzahl der schlechtenigtke in der Stichprobe.

() (Gn)
(m)

P(X =x) =
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(M): # moglichen Stichproben.

(Z) # Moglichkeiten, aus schlechten Sicken in der
Grundgesamtheit schlechte Stcke zu ziehen.

(Y~™): 4 Moglichkeiten, ausV — n guten Sticken in
der Grundgesamtheit — = gute Sticke
ZU ziehen.
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Offenbar:
0 <z < min(n,m)
m—x <N —n.
Def. 18 Eine Zufallsvariable mit der Wkt.funktion
f<x|HN,n,m) — P(X = 37)

heil3t hypergeometrisaolrerteilt.

Bez: X ~ Hy . Vertellungsfunktion:

k—1 n N—n)

k|HNnm — Z
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Bemerkung: Er N — oo, n — 00, & — p qilt:
m T m-—-x .
Faltnn) = (7 )1~ 0" = f(alBilrm, )
UA.

Wkt. fur hochstens: schlechte Sicke: F'(k + 1|Hy n.m)-
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Weitere Eigenschaften und Anwendungen diskreter
Zufallsvariablen

5.3.1 Binomialverteilung

Bsp. 37 (Kommunikationskanal) Schicken
Binarzahlen durch einen Kommunikationskanal.
p: WKkt. einer fehlerhaftetbertragung

n: Anzahl derlibertragenen Zeichen

Wkt. ir genaw Fehler:
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Bsp. 38 (Qualiatskontrolle) Stichprobe von 10
Computerchips aus einer sehr grof3en Lieferung (Los). Wenn
keine defekt, so wird die Lieferung angenommen, sonst nicht

p: WKt., ein zuhllig ausgevihlter Chip ist defekt.
WKkt. tir genaui defekte Qicke =b(i; 10, p).

P(Los angenommen= (1 — p)'°
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Bsp. 39 ¢ ausn Systeme) Jede Komponente habe die
Intaktwkt.p.

Wkt., dal3 genauKomponenten ausfallen:

7)19“(1 - p)’

(

P(X:z'):(

Wkt., dald bchstensg: Komponenten ausfallen:

P(X <k) = ko (7;>pnz'(1 _pyi

(?) p'(1—p)"

7
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5.3.2 Geometrische Verteilung

Bem. 2 SeiY ~ Geo(p), d.h.

S

P(Y >s) = 1—2(1—1?)“1'29: (1—p)°

P(Y>t) = 1=) (1-p)t-p=(1-p)

1=1

PY >s)-P(Y>t) = (1—p)

= 1—2(1—19)2_1 p
= P(YZ_>S+t)
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also:

P(Y >s+1t,Y > 1)
P(Y > 1)
PY > s+1)
P(Y > 1)
= PY > s)

P(Y >s+1tY > 1)

Bez. 5 Wir sagen, Verteilungen mit
P(Y >s+tlY >t) = P(Y > s)

besitzen die sogenannte Markov-Eigenschaft oder sie sind
gedachtnislos.
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Satz 10 Sei X diskrete Zufallsvariable mit Werten In
{1,2,3,...} und X habe die Markov-Eigenschaft. Dann ist
X ~ Geo(p) fureinp,p € (0,1)

Bewels:: Sei

1 2 3
X

P1 P2 Ps3
Aus der Markov-Eigenschatft folgt:

P(X>s)-P(X>t) = P(X>s+1t) Vs,t

S t
A=Y= = 1-3n
1=1 1=1 1=1
Setzerp := p;. Einsetzen von

W.Ko0ssler, Humboldt-Universit zu Berlin



s=1,t=1liefert(1—-p)*=(1—p—p2); p2=p(l—p).

s=1,t=2liefert(1—p)(1 —p—p2) = (1 —p—py — p3);
(1—]?—]?2)(1—29—1) = —ps; also
p3 = p(1 —p)* usw. ]
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Bsp. 40 (Qualiatskontrolle) Wkt., dal das i-te Item das
erste defekte ist.

Bsp. 41 (Time-sharing computer systemmit festen
Zeitscheiben.

Programm wird in der Zeitscheibe volfstdig abgearbeitet
mit Wkt.p

Wenn nicht, neuer Versuch in der neuen Zeitscheibe

X # berbtigten Zeitscheiben

X ~ Geo(p).
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Bsp. 42 (Repeat-Schleife)A: aussagenlogischer Ausdruck,
A = true mit WKkt.p.

repeat S until A.
# der DurchBufe von S~ Geo(p).
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