Ubung Algorithmen und Datenstrukturen
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Sommersemester 2017

Patrick Schafer, Humboldt-Universitat zu Berlin



Agenda

1. Heute:
1. Organisatorisches
2. Vorstellung des ersten Ubungsblatts
3. Die Landau-Notation
4. Laufzeitanalyse



Organisation

Vorlesung:

Ubung:

Klausur:

Montag
Mittwoch

Montag
Montag
Dienstag
Dienstag
Mittwoch
Mittwoch
Donnerstag
Freitag
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Montag

11 -13 Uhr
11-13 Uhr

13:00 - 15:00
13:00 - 15:00
13:00 - 15:00
13:00 - 15:00
13:00 - 15:00
15:00 - 17:00
09:00 - 11:00
09:00 - 11:00
13:00 - 15:00
13:00 - 15:00

UIf Leser
UIf Leser

RUD 26, 1'303, Berit Gruldien
RUD 26, 1'305, Marc Bux

RUD 26, 0'313, Marc Bux

RUD 26, 1'303, Berit Gruldien
RUD 26, 0'313, Patrick Schafer
RUD 26, 0'313, Patrick Schafer
RUD 26, 0'313, Lucas Heimberg
RUD 26, 1'303, Lucas Heimberg
RUD 26, 1'303, Berit GruRien
RUD 26, 1'305, Marc Bux

7. August und 29. September 2017, jeweils 11 — 15 Uhr



Ubungsschein

« 6 Ubungsblitter, 50% der Punkte (150) notwendig fir Ubungsschein und
Prifungszulassung

* Anmeldung in Agnes
* Keine Zulassungsgarantie zum Wunschtermin

* Anmeldung in Moodle
* Einschreibeschlissel: Mittwoch 13-15 Mi13.pizrm6 / Mittwoch 15-17 Mi15.sh8xbx
* Bildung von Abgabegruppen bestehend aus zwei (nach Riicksprache drei) Studenten
 Abgabegruppen konnen sich tiber mehrere Termine erstrecken

» Wichtige Nachrichten werden in den Moodle-Foren angekiindigt oder iber Moodle
versendet (ggf. Weiterleitung einrichten)

* Abgaben ohne Anmeldung in Moodle: 0 Punkte
* Abgaben mit invalider Gruppengrolse: O Punkte
* bei vermutetem Abschreiben: O Punkte

* nicht ausfiihrbare Programmieraufgaben: O Punkte



Ubungsaufgaben

* 6 Blatter mit jeweils 50 Punkten
« Zwei wochentlicher Rhythmus (Moodle und auf der Website)
* jedes Aufgabenblatt muss bearbeitet werden
 Abgabe des ersten Aufgabenblatts: bis 8. Mai

» Schriftliche Aufgaben separat auf Papier abgeben
* Blatter einer Aufgabe zusammentackern
* Abgabe vor der Vorlesung bis 11:10 Uhr
» oder bis 10:45 Uhr im Briefkasten bei Raum RUD25, 3.321
« vorher kopieren oder abfotografieren (zur Vorstellung in der Ubung)
* jeder kommt mal dran: Freiwillige vor, ansonsten wird gelost (seid vorbereitet!)

* Programmieraufgaben (Java 8) Giber Moodle abgeben
* vorher auf gruenau? testen

« auf jedes Blatt / jede Java-Datei jeder Abgabe:
* Namen
* CMS-Benutzernamen
* Moodle-Arbeitsgruppe
* gewlinschten Riickgabetermin (eindeutig: Wochentag, Uhrzeit, Dozent)



Aufgaben fur Euch

* jetzt
« wer hat den Ubungsschein bereits?

« wer hat noch keinen Ubungspartner?

e zu nachster Woche:

* noch kein bestatigter Termin in Agnes: Fiir eine der
Ubungsgruppen 6-8 entscheiden und Berit GruRien anschreiben

« noch kein Ubungspartner: Ubungspartner finden
(z.B. Gber den dafiir eingerichteten Post im Moodle-Forum)

* in Moodle anmelden und Abgabegruppe bilden

* dafiir sorgen, dass tiber Agnes und Moodle versandte
Nachrichten in einem regelmafig aberufenem Postfach
ankommen

« O-Tutorial auf der Ubungswebsite durchlesen

» Grenzwerte, Ableitungen, Potenz- und Logarithmusgesetze
wiederholen

* mit der Bearbeitung von Aufgabenblatt 1 beginnen

Aufgabe 1 (Funktionen ordnen)

Ubungsblatt 1

Abgabe: Montag den 8.5.2017 bis 11:10 Uhr vor der Vorlesung im Horsaal oder bis 10:45 Uhr
im Briefkasten neben Raum 3.321, RUD25. Die Ubungsblitter sind in Gruppen von 2 Perso-
nen zu bearbeiten. Jedes Ubungsblatt muss bearbeitet werden. (Sie miissen mindestens ein
Blatt fiir wenigstens eine Aufgabe jedes Ubungsblattes abgeben.) Die Lésungen sind auf nach
Aufgaben getrennten Blittern abzugeben. Heften Sie bitte die zu einer Aufgabe gehérenden
Blitter vor der Abgabe zusammen. Vermerken Sie auf allen Abgaben Ihre Namen, IThre
CMS-Benutzernamen, Thre Abgabegruppe (z.B. AG123) aus Moodle, und Thren Ubungs-
termin (z.B. Di 13 Uhr bei Marc Bux), zu dem Sie Ihre korrigierten Blitter zuriickerhalten
werden.

Beachten Sie auch die aktuellen Hinweise auf der Ubungswebsite unter:
https://hu.berlin/algodat1?

Konventionen:
o Fiir ein Array A ist [A| die Linge von A, also die Anzahl der Elemente in A. Die
Indizierung aller Arrays auf diesem Blatt beginnt bei 1 (und endet also bei |A|). Bitte
beginnen Sie die Indizierung der Arrays in Thren Losungen auch bei 1.

e Mit der Aufforderung “Analysieren Sie die Laufz ist hier gemeint, dass Sie eine
moglichst gute obere Schranke der Zeitkomplexitét angeben sollen und diese begriinden
sollen.

e Mit log wird der Logarithmus log, zur Basis 2 bezeichnet.

o Die Menge der natiirlichen Zahlen N enthélt die Zahl 0.

Beweisen oder widerlegen Sie fiir die Teilaufgaben (a) bis (e) die folgenden Aussagen:

1. feO(g),
2. f € Q(g).

Hinweis: Benutzen Sie entweder die Definitionen direkt, oder betrachten Sie den Grenzwert des
Quotienten der Funktionen und wenden Sie falls nétig den Satz von 1'Hépital an.

f(n) g(n)
(a) 0.1n 99957
(b) 3n%  n%+1000
(¢) 2  n2"
() 2n 2

6 - 2 = 12 Punkte



O-Notation

* Ziel: Abschatzung der Laufzeit eines Algorithmus
* Wird definiert als Funktion der Eingabe.

e Gesucht wird (Ublicherweise) die Laufzeit im schlechtesten
Fall (Worst Case).

Das ist die Laufzeit der ungtinstigsten Eingabe.

* Die Abschatzung ist unabhangig von der Hardware oder der
Implementierung.

e Grundidee: Welche Faktoren bestimmen die Laufzeit
des Algorithmus, wenn die Eingabe grof$ wird.

» Wir betrachten asymptotisches Wachstum der Laufzeit fiir
n — oo

* Intuition: nur der grofite Faktor (mit dem groften Exponent)
ist relevant.
= f(n) =4n*+5n%+ 10 = 0(n*)
= D.h., n* dominiert fiir n » oo

e So erhalten wir obere oder untere Schranken der
Laufzeit.

Algorithmus bar

Input: Array A der Lange |A| =n mit n > 2
Output: Zahl x
x:=0;
for i:=1tondo
for j:=i+1tondo
if x < |A[i] — A[j]| then
x = Al — Al
end if
end for
end for
return z;

Algorithmus bar



Ordne die folgenden Funktionen bzgl. der O-Notation

a f1= %nlogn

b) f, = n?

O fo =V "

d) f, =" wd |
e) fs =100n? + 10n3 ~ ' . |"
D fo=2logn —
g fr= n*

h) fg =loglogn



Beispiel: Losung

Losung: In der folgenden Liste sind die Funktionen aufsteigend bzgl. der O-
Notation sortiert:

fa<fe<h<fa<fo<fs<fr</[a

bzw.
1 3oy 2 2 BepdopnT
loglogn < 2logn < Enlogn<\/n_<n <100n° + 10n°<n*<n
|
loglogn —nlogn Jn3 n"



O-Notation: Menge von Funktionen

0(g) ={f:Nf > R{| 3¢ >0 Iny >0 vn=ny f(n) <c-gn)}
a, a, a, a, as ag
* a;: Wir definieren eine Menge 0(g),
* a,:Sie besteht aus der Menge aller Funktionen f,
* a; und a,: Es existieren zwei Konstanten c und n,,
* a;: Die nachfolgende Aussage gilt ab einer Konstanten n,,

* a4 c- g(n) ist obere Schranke fir f(n)

c - g=obere Schranke

f




GrofB3 O: Obere Schranke

* Definition:
0(g)={f:N}f > R{| 3c>0 Iny >0 Vn=ny f(n) <c-gn)}

» Wir schreiben f(n) € 0(g), falls g eine obere Schranke von f ist,
d.h., f wachst héchstens so schnell wie g.

c - g=obere Schranke

- f

* Beispiele: 10 - n?+n € 0(n?), 10 - n? € 0(n3), n?> ¢ O(n)

* Scharfe obere Schranken angeben: 4n? — n € 0(n?) sagt mehr als 4n? —n € 0(n?). "



GroB3 Omega: Untere Schranke

* Definition:
@) ={fN{ >R 3¢ >0 Inyg >0 vn=ny, f(n)=c-gn)}

* Wir schreiben f(n) € ((g), falls g eine untere Schranke von f ist,
d.h., f wachst mindestens so schnell wie g.

— f

c - g=untere Schranke

:

»
>

No
* Beispiele: n? € Q(v/n), n? € Q(n?), n? ¢ Q(n3)

» Scharfe untere Schranken angeben: 4n? —n € (.(n?) sagt mehr als 4n? —n € Q(n). 5



Theta: Asymptotisch enge Schranke

* Definition:
0(g) = 0(g)n Q(g)
= {f]| 3c,c;>0 Ing >0 Vn=ny : ¢c;-gn) <f(n) <c,-gn)}

» Wir schreiben f(n) € 0(g), falls g untere und obere Schranke von f ist,
d.h., f wachst ebenso schnell wie g.

C, *+ g=obere Schranke

f
C; * g=untere Schranke

K\

* Beispiel: n> + n € 0(n?)

13



Beispiel 1, Konstante Funktionen

» Gegeben zwei Funktionen, gilt f(n) € 8(g(n))? Hinweis: f € 0(g) < f€0(g) A f€0(9)
fm)=kmitk>0
gn) =1

1. Zuzeigen: k€eO(1) e (3c>0: k<c-1)
wahle zB ¢ = k, dann giltfiralleneN: k <c-1

= f(n) € 0(g(n))

2. Zuzeigenk€Q(1) e (3c'>0: k=c"-1)
wadhle zB ¢’ = k, dann gilt fir alle neN: k > ¢"- 1

= f(n) € Q(g(n))

e DakeQ(1)undke0(l) =k € 0(1)

* Allgemein: Konstante Funktionen wachsen asymptotisch gleich schnell.

14



Wichtige Komplexitatsklassen

« O(1): konstant (Array Zugriff)

* O(log n) logarithmisch (Bindre Suche)

* O(n): linear (Sequentielle Suche)
* O(n log n): linear logarithmisch (Mergesort)

« O(n?): quadratisch (Bubble Sort)

« O(n): polynomial

« O@2M: exponentiell (Traveling Salesman)

« Komplexitat bis zu O(n?) ist akzeptabel.
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Die Landau-Notation

* hochstens so schnell wie...
* 0(g)={f13c>0 Ang>0Vn=ny f(n) <c-gn)}

* mindestens so schnell wie...
* QU(g)={f13c>0 Ing>0Vn=ny f(n)=c-gn)}

* genauso schnell wie ...
* 0(g) = 0(g) N Qg)

 wesentlich langsamer als ...
c0o(g) ={fIVc>0 Ing>0VvVn=ny f(n)<c-gn)}

« wesentlich schneller als ...
cw(@={f|Vec>0 Ang >0Vn=ny f(n)>c-gn)}

hochstens

69

mindestens
genauso
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O-Notation - Zusammenhange

Ol Q|0 | o0 | w
f€olg) | X X | —
feB@g | X | X | X | —|—
fewlg | — | X | —]—|X

*f€E0(g) = geaf)
*f€eo(g) & g€ w(f)
‘feo(g)= f¢&Q(g) N f€E0(g)
‘few(l@=f&0(@g) AN felg)



Beispiel 2, Polynome

« Gegeben zwei Funktionen, gilt f(n) € ©(g(n))?
s f(n) =3n>+4n3+15
c g =n°

1. Zu zeigen: f(n) € 0(g(n)) & (3c,ny >0 Vn =ny: 3n+4n3 +15<c-nd)
WiahlezBc = 3 + 4 + 15 =22,

dann gilt vn > 1: 3n°+4n3 + 15 < 3n° + 4n® + 15n° < 22n°

= f(n) € 0(n°)
2. Zu zeigen: f(n) € Q(g(n)) & (3d,ny>0Vn=ng 3n°+4n3+15> ¢ -nd)
Wahle zB ¢’ =3,

dann giltvn > 1: 3n®+4n3 + 15 > 3n°

= f(n) € Q(n°)

= f(n) € ©(g(1n))

Hinweis: f € O(g) © F€Q(g) A f€EO0(g)

18



Allgemeine Beweise, Exponentialfunktionen

* Seien a,b € R positive Konstanten, dann gilt:

axtb e O(a™") 7.B. 3¥+2 ¢ 0(3%) Hinweis: f € O(g) © f€Q(g) A f€O0(g)

1) Zu zeigen: a**th e O & (Elc, ny, > 0Vx = ny: a*th< ¢ )
wahle ¢ = a?, dann gilt Vx > 1: a**P= a* - aP=
= a**th e O(u")

2) Zu zeigen: € O(@**?) & (3c',ny > 0Vx = ny:a” < ¢ - a**P)

. 1 . ab
wahle ¢’ = 5, danngiltvx > 1: a'=a*-—5=c"- ab-a* =¢'-a*tP

= a* € O )

= a* € 0 )

19



Grenzwert als hinreichendes Kriterium

f(m)

¢ Satz: lim —=< o0 = f € 0(g) &g e Q(f)
n-o g(n)
* D.h. Funktion im Nenner wachst mindestens so schnell wie im Zahler
. .., n? n3
* Beispiel: ST
D ()
e Satz: lim===0© f € 0(9) =g € w(f)
n-oo g(n)

* D.h. Funktion im Nenner wachst schneller

.o.on?
* Beispiel: —

. Satz: im L% > 0= £ € Q(g) =g € 0(f)

n-oo g(n)

* D.h. Funktion im Nenner wachst héchstens so schnell

1.5n3 nd
3

* Beispiel: ——, —

. Satz: lim L% = o & £ € w(g) S g €o(f)

n-oo g(n

* D.h. Funktion im Nenner wachst langsamer

.o.ond
* Beispiel: —

20



Beispiel 1, analog zum Ubungsblatt

» Gilt 100n € 0(n?) oder100n € Q(n?)?
Zu zeigen: 100n € o(n?)

Wir betrachten den Grenzwert:
. 100n . 100
lim — = lim — =20
n-oo n n-oo n

= 100n € o(n?)
= 100n € O(n?) und100n & Q(n?)

Hinweis: f €o(g) = f & Q(g) AN f€0(g9)

* Alternativ kann auch n* € w(100n) gezeigt werden.



Beispiel 2, analog zum Ubungsblatt

* Giltf(n) € O(g(n)) oder f(n) € Q(g(n))?
f(n) =3n>+4n3 + 15
gn) =n’

1. Zu zeigen: f(n) € 0(g(n))
Wir betrachten den Grenzwert:

3n° 4+ 4n3 + 15 3n 4n
lim 5 = 1m( —_ —)—3+0+0—3
n—oo n—co ns
= f(n) € O(Q(n))

2. Zu zeigen: f(n) € Q(g(n))
Wir betrachten den Grenzwert:
n> n° 1 1

lim = lim = lim ==
n-o 3n° + 4n3 + 15  noo 4 15 n-o 4 15 3
n5(3+ﬁ+$) (3+F+Tl_5)
= f(n) € Q(g(n))

=>f(n) € ©(g(n))

22



Beispiel 3, analog zum Ubungsblatt

* Gilt f(n) € O(g(n)) oder f(n) € Q(g(n))?
* f(n) =logn(=log,n)
« gln)=+n

1. Zu zeigen: f(n) € o(g(n))

Wir betrachten den Grenzwert:
- logn o

nl—l;lc;lo\/ﬁzoo

23



Satz von L‘Hopital

* Satz von L'Hopital:
Seien f und g zwei differenzierbare Funktionen, deren Grenzwerte entweder
beide gegen 0 oder beide gegen o gehen. Dann gilt :

L'H !
limM = imf ()

n—oo g(n) n-co g'(n)

(falls der Grenzwert existiert).

24



Logarithmengesetze

Basen transformieren:
logpa - loggn log, (a'®%a™) log,n

l = = —
0Ga Tt log,a log,a log, a

Beispiel:
log.n Inn

log,2 In2

log, n =

Woflr brauchen wir das? Zur Ableitungen von Logarithmen:

1
(Inn)' =—
n

Analog:

!/

% ),_(lnn) B 1
0821 = In2) In2-n

25



Beispiel 3, mit L‘Hopital

» Gilt f(n) € 0(g(n)) oder f(n) € Q(g(n))? o
* f(n) =logn (= log, n) 6
« gln)=+n 4

1. Zu zeigen: f(n) € o(g(n))

Wir betrachten den Grenzwert:

lim logn _ lim Inn
n-ow /n  noeln2-./n
L lim —(ln D)
noe (I 2 - /)’
. 2 . 2
=711_r)£10 _1=711_r)£101n2.\m:0

n-ln2-n 2

= f€0(9) f€Q(9)

26



Ausblick

* zu nachster Woche:

- noch kein bestitigter Termin in Agnes: Fiir eine der Ubungsgruppen 6-8 entscheiden und
Berit GrulSien anschreiben

» noch kein Ubungspartner: Ubungspartner finden
(z.B. Uber den dafir eingerichteten Post im Moodle-Forum)

* in Moodle anmelden und Abgabegruppe bilden

« dafiir sorgen, dass tiber Agnes und Moodle versandte Nachrichten gelesen werden
« O-Tutorial auf der Ubungswebsite durchlesen

 Grenzwerte, Ableitungen, Potenz- und Logarithmusgesetze wiederholen

* mit der Bearbeitung von Aufgabenblatt 1 beginnen

* nachste Woche:
* Wiederholung und Vertiefung der O-Notation
* Vorbereitung Aufgabenblatt 1, Aufgaben 3 & 4 (Pseudocode-Analyse, Algorithmenentwurf)
+ Klarung von Fragen zu Aufgabenblatt 1

27



Allgemeine Beweise: Transitivitat

Zeigen Sie, dass fir beliebige Funktionen f,g,h : N - N gilt:
feO(g) A geO(h) = feO(h)

Gegeben:

JcpynpvVn=>ngif(n) <c,-gn) A 3Fcy,ny;: Vn=nyign) <c,-h(n)

Zu zeigen:

Jcg,ng: Vn = ng f(n) < c5- h(n)

Wadbhle c;=c; - ¢, und n;=max(n;,n,), dann gilt:

vn=n; f(n) <ci-gn)<c;-c,-h(n) <cy-h(n)

= feO(h)

28



Komplexeres Beispiel

* Gilt f(n) € O(g(n)) oder f(n) € Q(g(n))?
* f(n) =log?n =logn-logn
« g(n) =+n

Z.z.:f(n) € o(g(n))

Wir betrachten den Grenzwert:
log?n

lim

n—o /n

29



Weitere Beispiele

* nlog,n € 0(n?)
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Beispiel 3 mit L*Hopital

* Beispiel:
« f(n) =3n>+4n3+15
s g =n°

« Gilt f(n) € Q(g(n))?
* Wir betrachten den Grenzwert:

lim M = lim "
n-o f(n) n-ow 3n> + 4n3 4+ 15
L'H I (n°)r T 5n*
o nl_l;l(;lo (3n5+4n3+15)5/ _n—>oo 5-3n%+3-4n2
L'H I 4 -5n
= l1im
n—>005°3n4+2-33°4-n
L'H I 4.5n
= 1l1m
noo4-5-3n34+2-3:-4-1
L'H |, 3.4.5n2 .11
= lim >=1lim - =~
n—oo 3-4:5:3n n—-oo 3 3

=> [ €a(g)

31



