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Organisatorisches

Aktuelle Infos auf der VL-Webseite unter
@ https://hu. berlin/graphalgo

bzw.

e https://www.informatik.hu-berlin.de/de/forschung/
gebiete/algorithmenII/Lehre/ss21/graphalgo



https://hu.berlin/graphalgo

Ablauf

Skript, Folien und Aufgabenblatter

Skript, Folien und Aufzeichnung werden jeweils nach der Vorlesung ins
Netz (Webseite bzw. Moodle) gestellt

Ubungsblatter werden in der Regel donnerstags veréffentlicht

Die Besprechung der miindlichen Aufgaben erfolgt am Donnerstag der
Folgewoche

Losungen dazu kénnen bis zum Tag davor in Moodle hochgeladen
werden, Details siehe dort

Die schriftlichen Aufgaben sind bis Donnerstag zwei Wochen nach
Ausgabe um 13:00 Uhr abzugeben

Fragen zu Ubung und Vorlesung kénnen im Moodle-Forum auch
asynchron gestellt und diskutiert werden




Ubungen

Anmeldung
@ (iber Agnes

@ und bei Moodle (wegen Punktevergabe und Bildung von
Abgabegruppen)

@ Mails von Agnes und von Moodle werden standardmaBig an den
HU-Account gesendet (bitte regelmaBig checken)

Ausgabe der Aufgabenblatter
@ lber Moodle und auf der VL-Webseite

Abgabe von Losungen

o digital iber Moodle




Bearbeitung der Ubungsaufgaben

@ in Gruppen von bis zu drei Teilnehmern

@ Losungen fiir die schriftlichen Aufgaben sollten als PDF abgegeben
werden

@ die Abgabe von Lésungsvorschlagen fiir die miindlichen Aufgaben ist
freiwillig und geht nicht in die Punktewertung ein

@ Losungsvorschlage fir die miindlichen Aufgaben kénnen auch per
Texteingabe gemacht werden

@ besonders gut gelungene Lésungen werden mit Zustimmung der/des
Abgebenden im Forum verdéffentlicht




Ubungsschein und Priifung

Scheinkriterien
@ Losen von mindestens 50% der schriftlichen Aufgaben

Priifungsform
@ voraussichtlich miindlich

@ Der Ubungsschein ist nicht Priifungsvoraussetzung




Gibt es zum organisatorischen Ablauf noch Fragen?



Einflhrung

@ Viele praktisch relevante Problemstellungen lassen sich durch
graphentheoretische Probleme modellieren, wie zum Beispiel

Finden kiirzester Wege zwischen Stadten

Berechnung von Fliissen und Schnitten in Netzwerken

Zuordungsprobleme (Berechnung von Matchings)

Farbungsprobleme (Knoten- und Kantenfarbungen)

planare Einbettungen von Schaltkreisen usw.

© 6 6 ¢ ¢

@ in der Graphentheorie werden kombinatorische Eigenschaften von
Graphen erforscht

@ in diesem Modul steht der Entwurf von effizienten Algorithmen auf
Graphen im Mittelpunkt




Graphentheoretische Grundlagen

Definition

Ein (ungerichteter) Graph ist ein Paar G = (V, E), wobei
V - eine endliche Menge von Knoten/Ecken und
E - die Menge der Kanten ist

Hierbei gilt E C (}) := {{u,v} C V:u# v}

Die Nachbarschaft von v € Vist Ng(v) ={u e V : {u,v} € E}

Der Grad von v ist deg(v) = ||[Ng(v)]|

Der Minimalgrad von G ist §(G) = min,cy deg¢(v) und der
Maximalgrad von G ist A(G) = max,cy degg(v)

Im Fall §(G) = A(G) = k heiBt G k-regular

Jeder Knoten u € V vom Grad < 1 heiBt Blatt und die iibrigen Knoten
(vom Grad > 2) heiBen innere Knoten von G

Falls G aus dem Kontext ersichtlich ist, lassen wir den Index G weg und
schreiben auch einfach N(v), deg(v), ¢ usw.




Graphentheoretische Grundlagen

Beispiel

@ Der vollstandige Graph (V, E) auf n Knoten, d.h. ||V|| = n und
E= (‘2/) wird mit K, und der leere Graph (V/, () auf n Knoten wird
mit E, bezeichnet:

@ Der vollstandige bipartite Graph (A, B, E) auf a + b Knoten, d.h.
ANB =10, |A|=a, |B||=bund E={{u,v}:uecA veB} wird
mit K, , bezeichnet:

Kii,_, K2 < K> X K>3 z K33 %
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Beispiel (Fortsetzung)

@ Der Pfad mit n Knoten wird mit P, bezeichnet:
P, e—e P3 e—e—e P, e—e—e—e P; e—e—e—e—e

@ Der Kreis mit n Knoten wird mit C, bezeichnet:

G A Cs C5< ? Co O
<




Graphentheoretische Grundlagen =

Definition. Sei G = (V/, E) ein Graph.
@ Eine Knotenmenge U C V heiBt unabhingig oder stabil, wenn es keine
Kante von G mit beiden Endpunkten in U gibt, d.h. es gilt EN (g) =0

@ Die Stabilitatszahl ist
a(G) = max{||U|| : U ist stabile Menge in G}
@ Eine Knotenmenge U C V heiBt Clique, wenn jede Kante mit beiden
Endpunkten in U in E ist, d.h. es gilt (lzj) CE
@ Die Cliquenzahl ist

w(G) = max{||U]| : U ist Clique in G}
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Definition (Fortsetzung)

Ein Graph G’ = (V’, E’) heiBt Sub-/Teil-/Untergraph von G = (V, E),
falls V/ C V und E' C E ist

Im Fall V/ = V wird G’ auch ein (auf)spannender Teilgraph von G
genannt und wir schreiben fir G" auch G — E” (bzw. G = G’ U E"),
wobei E” = E — E’ die Menge der aus G entfernten Kanten ist

Im Fall E” = {e} schreiben wir fiir G’ auch einfach G — e (bzw.
G=G Ue)

Ein k-regulérer spannender Teilgraph von G wird auch als k-Faktor von
G bezeichnet

Ein d-regularer Graph G heiBt k-faktorisierbar, wenn sich G in £ = d/k
kantendisjunkte k-Faktoren Gy, ..., G; zerlegen lasst




Graphentheoretische Grundlagen
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Definition (Fortsetzung)

Ein Subgraph G' = (V/, E’) von G = (V, E) heiBt (durch V') induziert,
falls £/ = En (%) ist

Fir G’ schreiben wir dann auch G[V’] oder G — V", wobei

V" =V — V' die Menge der aus G entfernten Knoten ist

Ist V" = {v}, so schreiben wir fiir G’ auch einfach G — v und im Fall
V' ={wvi,..., v} auch Gvi,..., v]

Ein Weg ist eine Folge von (nicht notwendig verschiedenen) Knoten
Vo, -5 Ve mit {vi,vip1t € Efuri=0,...,0—1

Die Lange des Weges ist die Anzahl der durchlaufenen Kanten, also ¢
Im Fall £ =0 heiBt der Weg trivial

Ein Weg (v, . .., v¢) heiBt auch vp-v,-Weg




Graphentheoretische Grundlagen =

Definition (Fortsetzung)
@ G heiBt zusammenhingend, falls es fiir alle Paare {u, v} € (}) einen
u-v-Weg gibt
e Die durch die Aquivalenzklassen V; C V der Relation
Z={(u,v) € V x V: esgibtin G einen u-v-Weg}
induzierten Teilgraphen G[V;] heiBen Zusammenhangskomponenten
(engl. connected components) oder einfach Komponenten von G

@ Ein u-v-Weg heiBt einfach oder u-v-Pfad, falls alle durchlaufenen
Knoten verschieden sind.

e Ein Zyklus ist ein u-v-Weg mit u=v
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Definition (Schluss)
@ Eine Menge von Pfaden heiBt
o disjunkt, wenn je zwei Pfade in der Menge keine gemeinsamen
Knoten haben,
o kantendisjunkt, wenn je zwei Pfade in der Menge keine
gemeinsamen Kanten haben, und
o knotendisjunkt, wenn je zwei Pfade in der Menge hochstens
gemeinsame Endpunkte haben
e Ein Kreis ist ein Zyklus (v ..., vy, vq) der Lange ¢ > 3, fiir den
vi,...,Vy paarweise verschieden sind
@ Ein Graph heiBt kreisfrei, azyklisch oder Wald, falls er keinen Kreis
enthélt

@ Ein Baum ist ein zusammenhangender Wald
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Definition
@ Ein gerichteter Graph oder Digraph ist ein Paar G = (V, E), wobei

V - eine endliche Menge von Knoten/Ecken und
E - die Menge der Kanten ist

Hierbei gilt EC V x V = {(u,v) : u,v € V}

Kanten der Form (u, u) heiBen Schlingen

Die Nachfolgermenge von v € Vist Nt(v) ={u e V :(v,u) € E}

Die Vorgangermenge von v ist N~ (v) ={u e V :(u,v) € E}

Die Nachbarmenge von v ist N(v) = N*(v) U N~ (v)

Der Ausgangsgrad von v ist deg®(v) = ||[NT(v)|| und der Eingangsgrad
von v ist deg (v) = |[N~(v)]]

Der Grad von v ist deg(v) = deg™(v) + deg™(v)

e Ein Knoten w € V vom Eingangsgrad deg™ (w) = 0 heiBt Wurzel von
G, und ein Knoten u € V vom Ausgangsgrad deg™(u) = 0 heiBt Blatt

4
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Definition (Fortsetzung)
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Ein (gerichteter) vp-v,-Weg in G ist eine Folge von Knoten vy, ..., v
mit (Vi,ViJr]_) eEfiri=0,...,0-1
Ein (gerichteter) Zyklus ist ein gerichteter u-v-Weg mit u = v

Ein gerichteter Weg heiBt einfach oder (gerichteter) Pfad, falls alle
durchlaufenen Knoten verschieden sind

Ein (gerichteter) Kreis in G ist ein gerichteter Zyklus (vi ..., vy, vi) der
Lange ¢ > 1, fiir den vy, ..., vy paarweise verschieden sind
G heiBt kreisfrei oder azyklisch, wenn G keinen gerichteten Kreis hat

G heiBt gerichteter Wald, wenn G kreisfrei ist und jeder Knoten v € V
Eingangsgrad deg™(v) <1 hat

G heiBt zusammenhangend, wenn es in G fiir jedes Knotenpaar
u # v € V einen u-v-Pfad oder einen v-u-Pfad gibt

G heiBt stark zusammenhangend, wenn es in G fiir jedes Knotenpaar
u # v € V sowohl einen u-v-Pfad als auch einen v-u-Pfad gibt
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Definition
e Die Adjazenzmatrix eines Graphen bzw. Digraphen G = (V, E) mit
(geordneter) Knotenmenge V = {v1,..., vy} ist die (n x n)-Matrix
A = (aj;) mit den Eintragen
1, i,vi} € E 1, i,vj)€E
aj = i, v} bzw. aj = (vi, )
0, sonst 0, sonst.

@ Fiir ungerichtete Graphen ist die Adjazenzmatrix symmetrisch mit
ai=0fari=1,...,n
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Definition (Fortsetzung)

@ Bei der Adjazenzlisten-Darstellung wird fiir jeden Knoten v; eine Liste
mit seinen Nachbarn verwaltet

@ Im gerichteten Fall verwaltet man entweder nur die Liste der Nachfolger
oder zusatzlich eine weitere fiir die Vorganger

o Falls die Anzahl der Knoten statisch ist, organisiert man die
Adjazenzlisten in einem Feld, d.h. das Feldelement mit Index i verweist
auf die Adjazenzliste von Knoten v;

@ Falls sich die Anzahl der Knoten dynamisch andert, so werden die
Adjazenzlisten typischerweise ebenfalls in einer doppelt verketteten
Liste verwaltet
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Beispiel
Betrachte den gerichteten Graphen G = (V, E) mit
V = {1234) md E = {(23), 24), 31 @D @
(3,4), (4,4)}. Dieser hat folgende Adjazenzmatrix- ‘
und Adjazenzlisten-Darstellung: e e.
1 2 3 4 L[]
1/0 0 0 O -
2/0 0 1 1 2_——’
3/1 001 3___>
4/0 0 0 1 4___)
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