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3 Bedingte Wahrscheinlichkelt,
Unabhangigkeit von Ereignissen

3.1 Einfuhrung

Bsp. 19 (3-maliges Werfen einer Minze)

Menge der Elementarereignisse:
O ={zzz, zzw, 2wz, W2z, ZWW, WZW, WWZ, WWW }.
Q)] = 2° = 8 = N Wir definieren zwei Ereignisse:
A. Das Wappendllt genau einmal, d.h.:
A ={zzw, zwz,wzz}.
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B: Die Anzahl der Wapperiwfe ist ungerade,d.h.:

B ={zzw, 2wz, wzz, www}.

Wir nehmen jetzt an, das Ereignissei bereits eingetreten.
Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dafd unter dieser
Bedingung das Ereignid eintritt? OffenbarA C B.

Bel diesem Experiment ist die Menge der Elementarereigniss
die MengeB. Damit gilt N = 4. Folglich erhalten wir:

P(A,falls B bereits eingetreten ist= P(A/B) = %
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Def. 9 Es seiemd, B € £ zwel zudllige Ereignisse und es
gelte P(B) > 0. Dann wird

P(AN B)

P(A/B) = —p

als bedingte Wahrscheinlichkeibn A unter der Bedingung
B bezeichnet.

Bem.: Oft wird auch die folgende Bezeichnung verwendet:

Pg(A) := P(A/B).

W.Ko0ssler, Humboldt-Universit zu Berlin



98

Bem.: Wir unterscheiden folgendeaHe:

1. A D B:

Dann gilt: P(A/B) = 582l = 03 = 1.
2. A C B:

Dann gilt: P(A/B) = 552 = £33,

3. AN B # () (teilweiseUberschneidung):

Dann gilt: P(A/B) = 252,

Def. 10 Zwel Ereignissed, B € £ heiliden
unablangig, wenn gilt:

P(A/B) = P(A).
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Bem.: FUr zwel unabBAngige Ereignisse gilt:

P(AN B) = P(A) - P(B).
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Bsp. 20 (Skatblatt) Skatspiel mit 32 Karten. Daraus wird

eine Karte gezogenN = || = 32).
Wir betrachten die beiden folgendenaligen Ereignisse:

A:. Ziehen eines #nigs.

n(A) 4 1
PlA) = —~ = — = —,
(4) N 32 8
B: Ziehen einer Herzkarte.

Sind diese beiden Ereignisse voneinander udalig?
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OffenbarP(B) > 0. Es sei eine Herzkarte gezogen worden
(EreignisB also eingetreten). Wahrscheinlichkeit, daf3 dann
der Herzlonig gezogen wurde:

PA/B) = o =

Folglich sind nach Definition 10 die Ereignisgdeund B
voneinander unalé@mgig.
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Satz 4 Es seiend, B € £ zweli Ereignisse, wobét(B) > 0
gelte. Dann geiagt die bedingte Wahrscheinlichkéti den

KoLMOGOROFFAXxiomen. D.h. das Tripél?, £, Pg) ist ein
Wahrscheinlichkeitsraum.

Bewels:Wir zeigen stellvertretend Axiom 2. Es qilt:

Pp(2) = P(§/B)
P(QONB) P(B)

p— :—:1

P(B) P(B)

Die anderen beiden Axiome (vgl. Definition 6) sind ebenfalls
erfullt. O

102 W.Ko0ssler, Humboldt-Universit zu Berlin



Satz 5 Es seiemd, B, C' € &£ drel Ereignisse. Dann gilt:
Pg(A/C)=P(A/BNC).

Bewels:Es gilt:

Pg(ANC)
Pg(C)
P(ANC/B)
P(C/B)
P(ANBNC)-P(B)
P(B)-P(BNnQC)
P(ANBNC)
P(BNC)
P(A/BNC)

Pp(A/C) =

[
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Lemma 6 Es seiemd, B € £ zwel unabAngige Ereignisse.
Dann sind die Ereignissd und B ebenfalls unabiingig.
Gleiches gilt €ir die Ereignisse4 und B sowie fir A und B.

Beweis:Wir zeigen die Aussage am Beispiel der Ereignisse
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A und B. Es gilt:
P(AN B)
P(B)

— P<1fi<];4<g)3)> (Folgerung 2.1))
— P(Ai — ]Izig)ﬂ B) (Folgerung 2.3b))

P(A) — P(A)P(B)

1 — P(B)
P(A)(1 - P(B))
1 — P(B)

—  P(A)

P(A/B) =

Diese beiden Ereignisse sind folglich unahgig.
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Zusammenfassend gilt

P(A/B) = P(A) <= P(A/B) = P(A)
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3.2 Satz der Totalen Wahrscheinlichkelt

Def. 11 Es sei(€2, £, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine
Folge von Ereignissen

{A,}°2, (A, € £,Vn € N)

heil3t vollséndig (oder ausscpfend, falls folgende
Bedingungen et sind:

1. EjAn:Q;

n=1

2. AiNA; =0, farallei # j.
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Satz 7 Es seilA;, A, . .. eine vollsindige Folge von
Ereignissen. Weiterhin séf ein beliebiges Ereignis und es
gelte P(A;) # 0 fur alle ¢ . Dann gilt:

P(B) = ZP(B|Ai)P<Ai)°

Dieser Ausdruck heif3t
Formel der totalen Wahrscheinlichkelit
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Beweis: AusB = BN (-, 4) =U,-, (BN A,) folgt (da
die (B N A;) ebenfalls unvereinbar sind):

p ((’]B : AZ.>>

1=1

P(B)

f: P(BN A;)

ZP(BlA»P(A»

109 W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



Bsp. 21 (Bimarkanal)

Bei derUbertragung auf einem béren kanal kommen die
Zeichen ‘0’ und ‘1’ im Verfltnis 3:4 vor.

Ein ‘O’ wird mit Wkt. von 0.2 fehlerhafibertragen
Ein ‘1’ wird mit Wkt. von 0.3 fehlerhafibertragen

ges.: Wkt. r eine fehlerhaftéJbertragung
Wkt., dass ein ‘0’ empfangen wird.

Ereignisse:
So: ‘0’ wird gesendet, P(Sy) =
S1: ‘1’ wird gesendet, P(S;) =
FEy: ‘0’ wird empfangen
FEy:'1" wird empfangen

[ 3w
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F': Ereignis, das eitubertragungsfehler vorliegt

P(F) = P(E1,5)+ P(Eo, 51)

= P(E1|S0) - P(S0) + P(Eo|S1) - P(51)

3 4 18
— . — = — 2~ 0.2571
10 7

>4
7 70

P(Ey) = P(Ey|So) - P(So) + P(FEy|S1) - P(S1)
18

4
. — = — &~ 0.5143
7

07710 35
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3.3 Satz von Bayes
GegebenP(A;) und P(A/A;), (i € N).

GesuchtP(A;/A).

Unter Benutzung der Definition der bedingte
Wahrscheinlichkeit und der Formelrfdie totale
Wahrscheinlichkeit erhalten wir:
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P(A; N A)

_ P(Ay) - P(AJA;)
- P(A)
— OOP<AZ')  PlA/4:) (Formel der totalen Wkt)
];(P(A/Aj) - P(4;))
Der Ausdruck

P(A;)A) = 2 - PUAA)
];(P(A/Aj) - P(A;))

heil3t Formel von BYES (bzw. Theorem von BYES).
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Bsp. 22 (Bimrkanal, Fortsetzung)
P(Ey|So) P (5)

P(S5y|Ey) =
(So| Eo) (Eo\So) (So) + P(Eo|S1)P(51)
B E % _ 24 :g
8 3 4
5 7 + =2 24 4+12 3
P(E,|S1)P(Sh)
P(S51|E) =
( 1| 1) P<E1|SO)P(SO)—I—P(E1|Sl)P(Sl)
B % % _ 28 _ E
2 3 7.4
2.3 4 5.2 28 + 6 L7
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