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Kapitel 1

Reguläre Sprachen

1.1 Endliche Automaten

Rechenmaschinen spielen in der Informatik eine zentrale Rolle. Hier beschäftigen wir
uns mit mathematischen Modellen für Maschinentypen von unterschiedlicher Berech-
nungskraft. In der Vorlesung Theoretische Informatik 1 wurde die Turingmaschine als
ein universales Berechnungsmodell eingeführt. In dieser Vorlesung werden wir eine
Reihe von Einschränkungen dieses Maschinenmodells kennenlernen, die vielfältige
praktische Anwendungen haben. Dabei betrachten wir zunächst nur Entscheidungs-
probleme, was der Berechnung von{0, 1}-wertigen Funktionen entspricht. Zur Be-
schreibung der Problemeingaben wird ein EingabealphabetΣ verwendet.

Definition 1.1 Ein Alphabet ist eine geordnete endliche MengeΣ = {a1, . . . , am}
von Zeichen. Eine Folgex = x1 . . . xn ∈ Σn heißtWort (der Längen). Die Menge
aller Wörter überΣ ist

Σ∗ =
⋃

n≥0

Σn = {x1 · · ·xn | n ≥ 0 undxi ∈ Σ für i = 1, . . . , n}.

Das (einzige) Wort der Längen = 0 ist dasleere Wort, welches wir mitε bezeichnen.

Ein endlicher Automat ist eine auf
ein Minimum „abgespeckte“ Turing-
maschine, die nur kostant viel Spei-
cherplatz zur Verfügung hat und bei
Eingaben der Längen nur n Rechen-
schritte ausführen darf. Um die gesam-
te Eingabe lesen zu können, muss der
Automat also in jedem Schritt ein Zei-
chen der Eingabe verarbeiten.

x1 . . . xi . . . xn

Steuer-
einheit

��

-

1
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Definition 1.2 Ein endlicher Automat(kurz: DFA; deterministic finite automaton)
wird durch ein 5-TupelM = (Z, Σ, δ, q0, E) beschrieben, wobei

• Z eine endliche Menge vonZuständen,

• Σ dasEingabealphabet,

• δ : Z × Σ→ Z dieÜberführungsfunktion,

• q0 ∈ Z der Startzustandund

• E ⊆ Z die Menge derEndzuständeist.

Die vonM akzeptierteodererkannte Spracheist

L(M) =

{

x1 · · ·xn ∈ Σ∗ ∃ q1, . . . , qn−1 ∈ Z, qn ∈ E :
δ(qi, xi+1) = qi+1 für i = 0, . . . , n− 1

}

Beispiel 1.3 Betrachte den DFAM = (Z, Σ, δ, 0, E)
mit Z = {0, 1, 2}, Σ = {a, b}, E = {1} und der
Überführungsfunktion

δ a b

0 1 2
1 2 0
2 0 1

Graphische Darstellung:

2

0

1

a

b

a

b

b

a

Der Startzustand wird meist durch einen Pfeil und Endzustände werden durch einen
doppelten Kreis gekennzeichnet. ⊳

Behauptung 1.4 M akzeptiert die Sprache

L(M) = {x ∈ Σ∗ | #a(x)−#b(x) ≡ 1 (mod 3)},

wobei #a(x) die Anzahl der Vorkommen des Buchstabensa in x bezeichnet. (Für
j ≡ k (mod m) schreiben wir im Folgenden auch kurzj ≡m k.)

Beweis Bezeichnêδ(q, x) denjenigen Zustand, in dem sichM nach Lesen vonx be-
findet, wennM im Zustandq gestartet wird. Dann können wir die Funktion

δ̂ : Z × Σ∗ → Z

induktiv wie folgt definieren. Fürq ∈ Z, x ∈ Σ∗ unda ∈ Σ sei

δ̂(q, ε) = q,

δ̂(q, xa) = δ(δ̂(q, x), a).
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Da 1 der einzige Endzustand vonM ist, reicht es, folgende Kongruenzgleichung zu
zeigen:

δ̂(0, x) ≡3 #a(x)−#b(x),

Wir beweisen die Kongruenz induktiv über die Länge vonx.

Induktionsanfang (|x| = 0): klar, daδ̂(0, ε) = 0 und#a(ε) = #b(ε) = 0 ist.

Induktionsschritt ( n ; n + 1): Seix = x1 · · ·xn+1 gegeben. Nach IV ist

δ̂(0, x1 · · ·xn) ≡3 #a(x1 · · ·xn)−#b(x1 · · ·xn).

Wegen
δ(i, a) ≡3 i + 1 undδ(i, b) ≡3 i− 1

folgt daher sofort

δ̂(0, x) = δ(δ̂(0, x1 · · ·xn), xn+1) ≡3 #a(x)−#b(x).

�

Eine von einem DFA akzeptierte Sprache wird alsregulär bezeichnet. Die zugehörige
Sprachklasse ist

REG = {L(M) |M ist ein DFA}.

Um ein intuitives Verständnis für die Berechnungskraft vonDFAs zu entwickeln, wer-
den wir uns zunächst intensiv mit der Beantwortung folgender Frage beschäftigen.

Frage: Welche Sprachen gehören zuREG und welche nicht?

Dabei legen wir unseren Überlegungen ein beliebiges aber fest gewähltes Alphabet
Σ = {a1, . . . , am} zugrunde.

Beobachtung 1.5 Alle Sprachen, die aus einem einzigen Wortx = x1 · · ·xn ∈ Σ∗

bestehen, sind regulär. Für folgenden DFAM gilt nämlichL(M) = {x}.

. . .
q0 q1

e

q2 qn

a 6= x1

a 6= x2
a 6= x3

a ∈ Σ

x1 x2 x3 xn

a ∈ Σ

Formal lässt sichM also durch das TupelM = (Z, Σ, δ, q0, E) mit Z =
{q0, . . . , qn, e}, E = {qn} und der Überführungsfunktion

δ(q, aj) =

{

qi+1, q = qi für ein i mit 0 ≤ i ≤ n− 1 undaj = xi+1

e, sonst

beschreiben.
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Als nächstes betrachten wir Abschlusseigenschaften der SprachklasseREG.

Definition 1.6 Ein (k-stelliger) Sprachoperator ist eine Abbildungop, die k Spra-
chenL1, . . . , Lk auf eine Spracheop(L1, . . . , Lk) abbildet.

Beispiel 1.7 Der 2-stellige Schnittoperator bildet zwei SprachenL1 und L2 auf die
SpracheL1 ∩ L2 ab. ⊳

Definition 1.8 Eine SprachklasseK heißt unterop abgeschlossen, wenn gilt:

L1, . . . , Lk ∈ K ⇒ op(L1, . . . , Lk) ∈ K.

Der AbschlussvonK unterop ist die kleinste SprachklasseK′, dieK enthält und unter
op abgeschlossen ist.

Beobachtung 1.9 Mit L1, L2 ∈ REG sind auch die SprachenL1 = Σ∗ \ L1, L1 ∩ L2

undL1∪L2 regulär. Sind nämlichMi = (Zi, Σ, δi, q0, Ei), i = 1, 2, DFAs mitL(Mi) =
Li, so akzeptiert der DFA

M1 = (Z1, Σ, δ1, q0, Z1 \ E1)

das KomplementL1 vonL1. Der SchnittL1∩L2 vonL1 undL2 wird dagegen von dem
DFA

M ′ = (Z1 × Z2, Σ, δ′, (q0, q0), E1 × E2)

mit
δ′((q, p), a) = (δ1(q, a), δ2(p, a))

akzeptiert (M ′ wird auch Kreuzproduktautomat genannt). WegenL1 ∪ L2 =

(L1 ∩ L2) ist dann aber auch die Vereinigung vonL1 undL2 regulär. (Wie sieht der
zugehörige DFA aus?)

Aus Beobachtung 1.9 folgt, dass alle endlichen und alle co-endlichen Sprachen regulär
sind. Da die in Beispiel 1.3 betrachtete Sprache weder endlich noch co-endlich ist,
haben wir damit allerdings noch nicht alle regulären Sprachen erfasst. Es stellt sich die
Frage, obREG neben den mengentheoretischen Operationen Schnitt, Vereinigung und
Komplement unter weiteren Operationen wie etwa derProduktbildung

L1L2 = {xy | x ∈ L1, y ∈ L2}

(auchVerkettung oderKonkatenation genannt) oder der Bildung derSternhülle

L∗ =
⋃

n≥0

Ln

abgeschlossen ist. Dien-fache PotenzLn vonL ist dabei induktiv definiert durch

L0 = {ε}, Ln+1 = LnL.
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Im übernächsten Abschnitt werden wir sehen, dass die KlasseREG als der Abschluss
der endlichen Sprachen unter Vereinigung, Produktbildungund Sternhülle charakteri-
sierbar ist.

Beim Versuch, einen endlichen Automaten für das ProduktL1L2 zweier regulärer
Sprachen zu konstruieren, stößt man auf die Schwierigkeit,den richtigen Zeitpunkt
für den Übergang von (der Simulation von)M1 zu M2 zu finden. Unter Verwendung
eines nichtdeterministischen Automaten lässt sich diesesProblem jedoch leicht behe-
ben, da dieser den richtigen Zeitpunkt „erraten“ kann.

Im nächsten Abschnitt werden wir nachweisen, dass auch nichtdeterministische endli-
che Automaten nur reguläre Sprachen erkennen können.

1.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition 1.10 Ein nichtdeterministischer endlicher Automat(kurz: NFA; nonde-
terministic finite automaton) N = (Z, Σ, δ, Q0, E) ist ähnlich aufgebaut wie ein DFA,
nur dass er mehrere Startzustände (zusammengefasst in der MengeQ0 ⊆ Z) haben
kann und seine Überführungsfunktion

δ : Z × Σ→ P(Z)

die PotenzmengeP(Z) vonZ als Wertebereich hat. Die vonN akzeptierte Sprache ist

L(N) =

{

x1 · · ·xn ∈ Σ∗ ∃ q0 ∈ Q0, q1, . . . , qn−1 ∈ Z, qn ∈ E :
qi+1 ∈ δ(qi, xi+1) für i = 0, . . . , n− 1

}

Ein NFA kann also nicht nur eine, sondern mehrere verschiedene Rechnungen ausfüh-
ren. Die Eingabe gehört bereits dann zuL(N), wenn bei einer dieser Rechnungen nach
Lesen des gesamten Eingabewortes ein Endzustand erreicht wird.

Im Gegensatz zu einem DFA, dessen Überführungsfunktion aufder gesamten Menge
Z × Σ definiert ist, kann ein NFA „stecken bleiben“. Das ist dann der Fall, wenn er
in einen Zustandq gelangt, in dem das nächste Eingabezeichenxi wegenδ(q, xi) = ∅
nicht gelesen werden kann.

Beispiel 1.11 Betrachte den NFAN = (Z, Σ, δ, Q0, E) mit ZustandsmengeZ =
{p, q, r, s}, EingabealphabetΣ = {0, 1, 2}, Start- und EndzustandsmengeQ0 = {p}
undE = {s} sowie der Überführungsfunktion

δ p q r s

0 {p, q} ∅ ∅ ∅
1 {p} {r} ∅ ∅
2 {p} ∅ {s} ∅

Graphische Darstellung:

p q r s
0 1 2

0, 1, 2

Offensichtlich akzeptiertN die SpracheL(N) = {x012 | x ∈ Σ∗} aller Wörter, die
mit dem Suffix012 enden. ⊳
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Beobachtung 1.12 SindNi = (Zi, Σ, δi, Qi, Ei) (i = 1, 2) NFAs, so werden auch die
SprachenL(N1)L(N2) undL(N1)

∗ von einem NFA erkannt. Wir könnenZ1 ∩ Z2 = ∅
annehmen. Dann akzeptiert der NFA

N = (Z1 ∪ Z2, Σ, δ, Q1, E)

mit

δ(p, a) =







δ1(p, a), p ∈ Z1 \ E1,

δ1(p, a) ∪
⋃

q∈Q2
δ2(q, a), p ∈ E1,

δ2(p, a), sonst

und

E =

{

E1 ∪ E2, Q2 ∩E2 6= ∅

E2, sonst

die SpracheL(N1)L(N2) und der NFA

N∗ = (Z1 ∪ {qneu}, Σ, δ∗, Q1 ∪ {qneu}, E1 ∪ {qneu})

mit

δ∗(p, a) =

{

δ(p, a) ∪
⋃

q∈Q1
δ(q, a), p ∈ E1,

δ(p, a), sonst

die SpracheL(N1)
∗.

Theorem 1.13 REG = {L(N) | N ist ein NFA}.

Beweis Die Inklusion von links nach rechts ist klar, da jeder DFA auch als NFA
aufgefasst werden kann. Für die Gegenrichtung konstruieren wir zu einem NFA
N = (Z, Σ, δ, Q0, E) einen DFAM mit L(M) = L(N). Zunächst erweitern wir
die Überführungsfunktionδ : Z × Σ→ P(Z) zu δ′ : P(Z)× Σ→ P(Z) mittels

δ′(Q, a) =
⋃

q∈Q

δ(q, a).

und zeigen folgende Behauptung:

δ̂′(Q0, x) enthält alle vonN bei Eingabex in |x| Schritten erreichbaren
Zustände.

Wir beweisen die Behauptung induktiv über die Länge vonx.

Induktionsanfang (|x| = 0): klar, daδ̂′(Q0, ε) = Q0 ist.
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Induktionsschritt ( n− 1 ; n): Seix = x1 · · ·xn gegeben. Nach Induktionsvoraus-
setzung enthält

Qn−1 = δ̂′(Q0, x1 · · ·xn−1)

alle Zustände, dieN(x) in n− 1 Schritten erreichen kann. Wegen

δ̂′(Q0, x) = δ′(Qn−1, xn) =
⋃

q∈Qn−1

δ(q, xn)

enthält dann aber̂δ′(Q0, x) alle Zustände, dieN(x) in n Schritten erreichen
kann.

Nun ist leicht zu sehen, dass der DFA

M = (P(Z), Σ, δ′, Q0, E
′)

mit
δ′(Q, a) =

⋃

q∈Q

δ(q, a)

und
E ′ = {Q ⊆ Z | Q ∩E 6= ∅}

äquivalent zuN ist, da für alle Wörterx ∈ Σ∗ gilt:

x ∈ L(N) ⇔ N(x) kann in genau|x| Schritten einen Endzustand erreichen

⇔ δ̂′(Q0, x) ∩E 6= ∅

⇔ δ̂′(Q0, x) ∈ E ′

⇔ x ∈ L(M).

�

Beispiel 1.14 Für den NFAN = (Z, Σ, δ, Q0, E) aus Beispiel 1.11

p q r s
0 1 2

0, 1, 2

ergibt die Konstruktion des vorigen Satzes den folgenden DFA M (nach Entfernung
aller vom StartzustandQ0 = {p} aus nicht erreichbaren Zustände):

δ′ 0 1 2

Q0 = {p} {p, q} {p} {p}
Q1 = {p, q} {p, q} {p, r} {p}
Q2 = {p, r} {p, q} {p} {p, s}
Q3 = {p, s} {p, q} {p} {p}
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{p} {p, q} {p, r} {p, s}

0

2 0

1

1, 2

0

1 2

1, 2

0

⊳

Im obigen Beispiel wurden für die Konstruktion des DFAM aus dem NFAN nur 4
der insgesamt2‖Z‖ = 16 Zustände benötigt, da die übrigen 12 Zustände inP(Z) nicht
vom StartzustandQ0 = {p} aus erreichbar sind. Es gibt jedoch Beispiele, bei denen
alle2‖Z‖ Zustände inP(Z) für die Konstruktion des so genanntenPotenzmengenau-
tomatenM benötigt werden (siehe Übungen).

1.3 Reguläre Ausdrücke

Wir haben uns im letzten Abschnitt davon überzeugt, dass auch NFAs nur reguläre
Sprachen erkennen können:

REG = {L(M) |M ist ein DFA} = {L(N) | N ist ein NFA}.

In diesem Abschnitt werden wir eine weitere Charakterisierung der regulären Sprachen
kennen lernen:

REG ist die Klasse aller Sprachen, die sich mittels der Operationen Verei-
nigung, Durchschnitt, Komplement, Produkt und Sternhülleaus der leeren
Menge und den einelementigen Sprachen bilden lassen.

Tatsächlich kann hierbei sogar auf die Durchschnitts- und Komplementbildung ver-
zichtet werden.

Definition 1.15 Die Menge derregulären Ausdrückeγ (über einem AlphabetΣ) und
die durchγ dargestellte SpracheL(γ) sind induktiv wie folgt definiert. Die Symbole∅,
ǫ unda (a ∈ Σ) sind reguläre Ausdrücke, die

• die leere SpracheL(∅) = ∅,

• die SpracheL(ǫ) = {ε} und

• für jedes Zeichena ∈ Σ die SpracheL(a) = {a}

beschreiben. Sindα undβ reguläre Ausdrücke, die die SprachenL(α) undL(β) be-
schreiben, so sind auchαβ, (α|β) und(α)∗ reguläre Ausdrücke, die die Sprachen
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• L(αβ) = L(α)L(β),

• L(α|β) = L(α) ∪ L(β) und

• L((α)∗) = L(α)∗

beschreiben.

Beispiel 1.16 ÜberΣ = {0, 1} sindǫ∗, ∅∗, (0|1)∗00 und(ǫ0|∅1∗) reguläre Ausdrücke,
die folgende Sprachen beschreiben:

γ ǫ∗ ∅∗ (0|1)∗00 (ǫ0|∅1∗)
L(γ) {ε}∗ = {ε} ∅∗ = {ε} {x00 | x ∈ Σ∗} {0}

⊳

Bemerkung 1.17

• Um Klammern zu sparen, definieren wir folgendePräzedenzordnung:
Der Sternoperator∗ bindet stärker als der Produktoperater und dieser wiederum
stärker als der Vereinigungsoperator|.

• Da der reguläre Ausdruckγγ∗ die SpracheL(γ)+ beschreibt, verwenden wirγ+

als Abkürzung für den Ausdruckγγ∗.

Beispiel 1.18 Betrachte den DFAM :

2

0

1

a
b

a
b

b

a

Um für die vonM erkannte Sprache

L(M) = {x ∈ {a, b}∗ | #a(x)−#b(x) ≡3 1}

einen regulären Ausdruck zu finden, betrachten wir zunächstdie SpracheL1 = {x ∈
{a, b}∗ | #a(x)−#b(x) ≡3 0}. Da sichL1 durch den regulären Ausdruck

γ = (a(ab)∗(aa|b) | b(ba)∗(a|bb))∗

beschreiben lässt, erhalten wir fürL(M) den regulären Ausdruckγ(ba)∗(a|bb). ⊳

Theorem 1.19 REG = {L(γ) | γ ist ein regulärer Ausdruck}.
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Beweis Die Inklusion von rechts nach links ist klar, da die Basisausdrücke∅, ǫ unda,
a ∈ Σ∗, nur reguläre Sprachen beschreiben und die SprachklasseREG unter Produkt,
Vereinigung und Sternhülle abgeschlossen ist (siehe Beobachtungen 1.9 und 1.12).

Für die Gegenrichtung konstruieren wir zu einem DFAM einen regulären Ausdruck
γ mit L(γ) = L(M). Sei alsoM = (Z, Σ, δ, q0, E) ein DFA, wobei wir annehmen
können, dassZ = {1, . . . , m} undq0 = 1 ist. Dann lässt sichL(M) als Vereinigung

L(M) =
⋃

q∈E

L1,q

von Sprachen der Form

Lp,q = {x ∈ Σ∗ | δ̂(p, x) = q}

darstellen. Folglich reicht es zu zeigen, dass die SprachenLp,q durch reguläre Aus-
drücke beschreibbar sind. Hierzu betrachten wir die Sprachen

Lr
p,q = {x ∈ Σ∗ | δ̂(p, x) = q und füri = 1, . . . , n− 1 gilt δ̂(p, x1 · · ·xi) ≤ r}.

WegenLp,q = Lm
p,q reicht es, reguläre Ausdrückeγr

p,q für die SprachenLr
p,q anzugeben.

Im Fall r = 0 enthält

L0
p,q =

{

{a ∈ Σ | δ(p, a) = q} ∪ {ε}, p = q,

{a ∈ Σ | δ(p, a) = q}, sonst

nur Buchstaben (und eventuell das leere Wort) und ist somit leicht durch einen regulä-
ren Ausdruckγ0

p,q beschreibbar. Wegen

Lr+1
p,q = Lr

p,q ∪ Lr
p,r+1(L

r
r+1,r+1)

∗Lr
r+1,q

lassen sich aus den regulären Ausdrückenγr
p,q für die SprachenLr

p,q leicht reguläre
Ausdrücke für die SprachenLr+1

p,q gewinnen:

γr+1
p,q = γr

p,q|γ
r
p,r+1(γ

r
r+1,r+1)

∗γr
r+1,q.

�

Beispiel 1.20 Betrachte den DFA

1 2

a

a

b b

DaM insgesamtm = 2 Zustände und nur den Endzustand2 besitzt, ist

L(M) =
⋃

q∈E

L1,q = L1,2 = L2
1,2 = L(γ2

1,2).



1.4 Relationalstrukturen 11

Um γ2
1,2 zu berechnen, benutzen wir die Rekursionsformel

γr+1
p,q = γr

p,q|γ
r
p,r+1(γ

r
r+1,r+1)

∗γr
r+1,q

und erhalten

γ2
1,2 = γ1

1,2|γ
1
1,2(γ

1
2,2)

∗γ1
2,2,

γ1
1,2 = γ0

1,2|γ
0
1,1(γ

0
1,1)

∗γ0
1,2,

γ1
2,2 = γ0

2,2|γ
0
2,1(γ

0
1,1)

∗γ0
1,2.

Um einen regulären Ausdruck fürL(M) = L(b∗a(b|ab∗a)∗) zu erhalten, genügt es
also, die regulären Ausdrückeγ0

1,1, γ0
1,2, γ0

2,1, γ0
2,2, γ1

1,2, γ1
2,2 undγ2

1,2 zu berechnen:

r
p, q

1, 1 1, 2 2, 1 2, 2

0 ǫ|b a a ǫ|b

1 -
a|(ǫ|b)(ǫ|b)∗a
︸ ︷︷ ︸

b∗a
-

(ǫ|b)|a(ǫ|b)∗a
︸ ︷︷ ︸

ǫ|b|ab∗a

2 -
b∗a|b∗a(ǫ|b|ab∗a)∗(ǫ|b|ab∗a)
︸ ︷︷ ︸

b∗a(b|ab∗a)∗
- -

⊳

1.4 Relationalstrukturen

Sei A eine nichtleere Menge,Ri eineki-stellige Relation aufA, d.h.Ri ⊆ Aki für
i = 1, . . . , n. Dann heißt(A; R1, . . . , Rn) Relationalstruktur . Die MengeA heißt
Grundmenge, TrägermengeoderIndividuenbereich der Relationalstruktur.

Bemerkung 1.21

• Wir werden hier hauptsächlich den Falln = 1, k1 = 2, also (A, R) mit R ⊆
A× A betrachten. Man nennt dannR eine(binäre) RelationaufA.

• Oft wird für (a, b) ∈ R auch dieInfix-SchreibweiseaRb benutzt.

Beispiel 1.22

• (F, M) mit F := {f | f ist Fluss in Europa} und
M := {(f, g) ∈ F × F | f mündet ing}.
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• (U, B) mit U := {x | x ist Berliner} und
B := {(x, y) ∈ U × U | x ist Bruder vony}.

• (P(M),⊆), wobeiP(M) die Potenzmenge einer beliebigen MengeM und⊆
die Inklusionsbeziehung auf den Teilmengen vonM ist.

• (A, IdA), wobeiIdA = {(x, x) | x ∈ A} die Identität auf A ist.

• (R,≤).

• (Z, |), wobei| die ”teilt”-Relation bezeichnet.

• (Fml,⇒) mit Fml := {F | F ist aussagenlogische Formel} und
⇒= {(F, G) ∈ Fml × Fml | G ist aussagenlogische Folgerung vonF}.

⊳

Graphische Darstellung von Relationen

Eine RelationR auf einer endlichen MengeA kann durch einengerichteten Graphen
G = (V, E) mit KnotenmengeV = A undKantenmengeE = R veranschaulicht
werden. Hierzu stellen wir jedes Elementx ∈ A als einen Knoten dar und verbinden
jedes Knotenpaar(x, y) ∈ R durch eine gerichtete Kante (Pfeil). Zwei durch eine
Kante verbundene Knoten heißenbenachbart oderadjazent.

Beispiel 1.23 Für die Relation (A, R) mit A = {a, b, c, d} und R =
{(b, c), (b, d), (c, a), (c, d), (d, d)} erhalten wir folgende graphische Darstellung.

a

c d

b

⊳

Der Ausgangsgradeines Knotensx ∈ V ist dout(x) = ‖R(x)‖, wobeiR(x) = {y ∈
V | xRy} derNachbereich von x ist. Entsprechend istdin(x) = ‖{y ∈ V | yRx}‖
derEingangsgradvonx. FallsR symmetrisch ist, können die Pfeilspitzen auch weg-
gelassen werden. In diesem Fall istd(x) = din(x) = dout(x) derGrad von x. Ist R
zudem irreflexiv, so erhalten wir einen (schleifenfreien)Graphen.

Darstellung durch eine Adjazenzmatrix

Eine RelationR auf einer endlichen (geordneten) MengeA = {a1, . . . , an} lässt sich
durch eine booleschen× n-Matrix MR = (mij) mit

mij :=

{
1, aiRaj ,
0, sonst
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darstellen. Beispielsweise hat die Relation

R = {(b, c), (b, d), (c, a), (c, d), (d, d)}

auf der MengeA = {a, b, c, d} die Matrixdarstellung

MR =







0 0 0 0
0 0 1 1
1 0 0 1
0 0 0 1







.

Darstellung durch eine Adjazenzliste

Eine weitere Möglichkeit besteht darin, eine endliche RelationR in Form einer Tabelle
darzustellen, die jedem Elementx ∈ A seinen NachbereichR(x) in Form einer Liste
zuordnet:

x R(x)
a -
b c, d
c a, d
d d

1.4.1 Eigenschaften von Relationen

SeiR eine Relation aufA. Dann heißtR

reflexiv, falls∀x ∈ A : xRx (d.h.IdA ⊆ R),

irreflexiv , falls∀x ∈ A : ¬xRx (d.h.IdA ⊆ R),

symmetrisch, falls∀x, y ∈ A : xRy ⇒ yRx (d.h.R ⊆ RT ),

asymmetrisch, falls∀x, y ∈ A : xRy ⇒ ¬yRx (d.h.R ⊆ RT ),

antisymmetrisch, falls∀x, y ∈ A : xRy ∧ yRx⇒ x = y (d.h.R ∩RT ⊆ Id),

konnex, falls∀x, y ∈ A : xRy ∨ yRx (d.h.A× A ⊆ R ∪RT ),

semikonnex, falls∀x, y ∈ A : x 6= y ⇒ xRy ∨ yRx (d.h.Id ⊆ R ∪ RT ),

transitiv , falls∀x, y, z ∈ A : xRy ∧ yRz ⇒ xRz (d.h.R2 ⊆ R)
gilt.

Beispiel 1.24

• Die Relation ”ist Schwester von” ist zwar in einer reinen Damengesellschaft
symmetrisch, i.a. jedoch weder symmetrisch noch asymmetrisch noch antisym-
metrisch.

• (R, <) ist irreflexiv, asymmetrisch, transitiv und semikonnex.
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• (R,≤) und(P(M),⊆) sind reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.

• (R,≤) ist auch konnex und(P(M),⊆) ist im Fall‖M‖ ≤ 1 zwar auch konnex,
aber im Fall‖M‖ ≥ 2 weder semikonnex noch konnex.

⊳

Operationen auf Relationen

Da Relationen Mengen sind, sind auf ihnen die mengentheoretischen Operationen
Durchschnitt, Vereinigung, Komplement und Differenz definiert. SeienR und S
Relationen aufA, dann ist

R ∩ S = {(x, y) ∈ A× A | xRy ∧ xSy},
R ∪ S = {(x, y) ∈ A× A | xRy ∨ xSy},
R− S = {(x, y) ∈ A× A | xRy ∧ ¬xSy},

R = (A× A)− R.

Sei allgemeinerM ⊆ P(A × A) eine beliebige Menge von Relationen aufA. Dann
sind derSchnitt überM und dieVereinigung überM folgende Relationen:

⋂

M = {(x, y) | ∀R ∈M : xRy}

⋃

M = {(x, y) | ∃R ∈M : xRy}

Weiterhin ist dieInklusionsrelation R ⊆ S auf Relationen definiert:

R ⊆ S ⇔ ∀x, y : xRy → xSy.

Die transponierte (konverse) RelationzuR ist

RT := {(y, x) | xRy}.

RT wird oft auch mitR−1 bezeichnet. Zum Beispiel ist(R,≤T ) = (R,≥).

Eine wichtige zweistellige Operation auf der MengeP(A×A) aller Relationen aufA
ist das Relationenprodukt (auch Komposition genannt).

DasProdukt zweier RelationenR undS aufA ist

R ◦ S := {(x, z) | ∃y : xRy ∧ ySz}.

Übliche Bezeichnungen für das Relationenprodukt sind auchR ;S undR · S oder ein-
fachRS. FürR ◦ · · · ◦R

︸ ︷︷ ︸

n-mal

wird auchRn geschrieben. Dabei istR0 = Id.

Vorsicht: Dasn-fache Relationenprodukt vonR sollte nicht mit demn-fachen kar-
tesischen Produkt derMengeR verwechselt werden. Wir vereinbaren, dassRn das
n-fache Relationenprodukt bezeichnen soll, fallsR eine Relation ist.
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Beispiel 1.25 Ist B die Relation ”ist Bruder von”,V ”ist Vater von”,M ”ist Mutter
von” undE = V ∪M ”ist Elternteil von”, so istB ◦E die Relation ”ist Onkel von”.⊳

SindMR = (rij) undMS = (sij) booleschen× n-Matrizen fürR undS, so erhalten
wir für T = R ◦ S die MatrixMT = (tij) mit

tij :=
∨

k=1,...,n

(rik ∧ skj)

Der NachbereichT (x) vonx bzgl. der RelationT = R ◦ S berechnet sich zu

T (x) =
⋃

{S(y) | y ∈ R(x)} =
⋃

y∈R(x)

S(y).

Beispiel 1.26 Betrachte die RelationenR = {(a, a), (a, c), (c, b), (c, d)} und S =
{(a, b), (d, a), (d, c)} auf der MengeA = {a, b, c, d}.

Relation R S R ◦ S S ◦R

Graph
a

c d

b a

c d

b a

c d

b a

c d

b

Adjazenz-
matrix

1 0 1 0
0 0 0 0
0 1 0 1
0 0 0 0

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 1 0

0 1 0 0
0 0 0 0
1 0 1 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 1 1

Adjazenz-
liste

a : a, c
b : -
c : b, d
d : -

a : b
b : -
c : -
d : a, c

a : b
b : -
c : a, c
d : -

a : -
b : -
c : -
d : a, b, c, d

⊳

Beobachtung:Das Beispiel zeigt, dass das Relationenprodukt nicht kommutativ ist,
d.h. i.a. gilt nichtR ◦ S = S ◦R.

Als nächstes zeigen wir, dass die MengeR = P(A×A) aller binären Relationen aufA
mit dem Relationenprodukt◦ als binärer Operation und der RelationIdA als neutralem
Element eine Halbgruppe (oderMonoid ) bildet.

Theorem 1.27 SeienQ, R, S Relationen aufA. Dann gilt

(i) (Q ◦R) ◦ S = Q ◦ (R ◦ S), d.h.◦ ist assoziativ,

(ii) Id ◦R = R ◦ Id = R, d.h.Id ist neutrales Element.
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Beweis

(i) Es gilt:
x (Q ◦R) ◦ S y ⇔ ∃u ∈ A : x (Q ◦R) u ∧ u S y

⇔ ∃u ∈ A : (∃v ∈ A : x Q v R u) ∧ u S y
⇔ ∃u, v ∈ A : x Q v R u S y
⇔ ∃v ∈ A : x Q v ∧ (∃u ∈ A : v R u ∧ u S y)
⇔ ∃v ∈ A : x Q v (R ◦ S) y
⇔ x Q ◦ (R ◦ S) y

(ii) Wegenx Id ◦ R y ⇔ ∃z : x = z ∧ z R y ⇔ x R y folgt Id ◦ R = R. Die
GleichheitR ◦ Id = R folgt analog. �

Manchmal steht man vor der Aufgabe, eine gegebene RelationR durch eine möglichst
kleine Modifikation in eine RelationR′ mit vorgegebenen Eigenschaften zu überfüh-
ren. Will man dabei alle inR enthaltenen Paare beibehalten, dann sollteR′ ausR durch
Hinzufügen möglichst weniger Paare hervorgehen.

Es lässt sich leicht nachprüfen, dass der Schnitt über eine Menge reflexiver (bzw.
transitiver oder symmetrischer) Relationen wieder reflexiv (bzw. transitiv oder sym-
metrisch) ist. Folglich existiert zu jeder RelationR auf einer MengeA eine kleinste
reflexive (bzw. transitive oder symmetrische) RelationR′, dieR enthält.

Definition 1.28 SeiR eine Relation.

• Die reflexive Hülle vonR ist

hrefl(R) =
⋂

{S ⊆ A× A | S ist reflexiv undR ⊆ S}.

• Die symmetrische HüllevonR ist

hsym(R) =
⋂

{S ⊆ A× A | S ist symmetrisch undR ⊆ S}.

• Die transitive Hülle vonR ist

R+ =
⋂

{S ⊆ A×A | S ist transitiv undR ⊆ S}.

• Die reflexiv-transitive Hülle vonR ist

R∗ =
⋂

{S ⊆ A× A | S ist reflexiv, transitiv undR ⊆ S}.

Theorem 1.29 SeiR eine Relation aufA.

(i) hrefl(R) = R ∪ IdA,

(ii) hsym(R) = R ∪RT ,
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(iii) R+ =
⋃

n≥1 Rn,

(iv) R∗ =
⋃

n≥0 Rn.

Beweis Siehe Übungen. �

Anschaulich besagt der vorhergehende Satz, dass ein Paar(a, b) genau dann in der
reflexiv-transitiven HülleR∗ vonR ist, wenn es einn ≥ 0 gibt mit aRnb, d.h. es gibt
Elementex0, . . . , xn ∈ A mit x0 = a, xn = b und

x0Rx1Rx2 · · ·xn−1Rxn.

In der Graphentheorie nennt manx0 · · ·xn einenWeg der Längen von a nach b.

1.4.2 Äquivalenz- und Ordnungsrelationen

Die nachfolgende Tabelle gibt einen Überblick über die definierenden Eigenschaften
der wichtigsten Relationalstrukturen.

refl. sym. trans. asym. antisym. konnex semikon.

Äquivalenzrel. X X X

(Halb-)Ordnung X X X

Striktordnung X X

lineare Ord. X X X

lin. Striktord. X X X

schwache Ord. X X

Quasiordnung X X

In der Tabelle sind nur die definierenden Eigenschaften durch ein ”X” gekennzeichnet.
Das schließt nicht aus, dass gleichzeitig auch noch weitereEigenschaften vorliegen
können.

Wir betrachten zunächst eine Reihe von Beispielen fürÄquivalenzrelationen, die
durch die drei Eigenschaften reflexiv, symmetrisch und transitiv definiert sind.

Beispiel 1.30

• Auf der Menge aller Geraden imR2 die Parallelität.

• Auf der Menge aller Menschen ”im gleichen Jahr geboren wie”.

• Auf Z die Relation ”gleicher Rest bei Division durchm”.

• Auf der Menge der aussagenlogischen Formeln die semantische Äquivalenz. ⊳
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Ist E eine Äquivalenzrelation, so nennt man den zux gehörigen NachbereichE(x)
die von x repräsentierte Äquivalenzklasseund bezeichnet sie mit[x]E oder einfach
mit [x]. Die durchE auf A induzierte Partition{[x] | x ∈ A} wird Quotienten- oder
Faktormenge genannt und mitA/E bezeichnet. Die Anzahl der Äquivalenzklassen
vonE wird auch als derIndex vonE bezeichnet.

Definition 1.31 Eine Familie{Mi | i ∈ I} von nichtleeren TeilmengenMi ⊆ A heißt
Partition der MengeA, falls gilt:

a) die MengenMi überdeckenA, d.h.A =
⋃

i∈I Mi und

b) die MengenMi sindpaarweise disjunkt, d.h. für je zwei verschiedene Mengen
Mi 6= Mj gilt Mi ∩Mj = ∅.

Wie der nächste Satz zeigt, beschreiben Äquivalenzrelationen aufA und Partitionen
vonA den selben Sachverhalt.

Theorem 1.32 SeiE eine Relation aufA. Dann sind folgende Aussagen äquivalent.

(i) E ist eine Äquivalenzrelation aufA.

(ii) Für alle x, y ∈ A gilt

xEy ⇔ E(x) = E(y) (∗)

(iii) E ist reflexiv und{E(x) | x ∈ A} ist eine Partition vonA.

Beweis

(i)⇒ (ii) SeiE eine Äquivalenzrelation aufA. DaE transitiv ist, impliziertxEy die
InklusionE(y) ⊆ E(x):

z ∈ E(y)⇒ yEz ⇒ xEz ⇒ z ∈ E(x).

DaE symmetrisch ist, folgt ausxEy aber auchE(x) ⊆ E(y).

Umgekehrt folgt ausE(x) = E(y) wegen der Reflexivität vonE, dassx ∈
E(x) = E(y) enthalten ist, und somitxEy. Dies zeigt, dassE die Äquivalenz
(∗) erfüllt.

(ii)⇒ (iii) Falls E die Bedingung(∗) erfüllt, so folgt sofortxEx (wegenE(x) =
E(x)) und folglich überdecken die NachbereicheE(x) (wegenx ∈ E(x)) die
MengeA.

IstE(x)∩E(y) 6= ∅ undz ein Element inE(x)∩E(y), so giltxEz undyEz und
daher folgtE(x) = E(z) = E(y). Da also je zwei NachbereicheE(x) undE(y)
entweder gleich oder disjunkt sind, bildet{E(x) | x ∈ A} sogar eine Partition
vonA.
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(iii)⇒ (i) Wird schließlichA von den MengenE(x) partitioniert, wobeix ∈ E(x)
für allex ∈ A gilt, so folgt

xEy ⇔ y ∈ E(x) ∩ E(y)⇔ E(x) = E(y).

Daher übertragen sich die Eigenschaften Reflexivität, Symmetrie und Transiti-
vität unmittelbar von der Gleichheitsrelation aufE.

�

Beispiel 1.33 Für die weiter oben betrachteten Äquivalenzrelationen erhalten wir fol-
gende Klasseneinteilungen.

• Für die Parallelität auf der Menge aller Geraden imR2: alle Geraden mit dersel-
ben Richtung (oder Steigung) bilden jeweils eine Äquivalenzklasse.

• Für die Relation ”im gleichen Jahr geboren wie” auf der Mengealler Menschen:
jeder Jahrgang bildet eine Äquivalenzklasse.

• Für die Relation ”gleicher Rest bei Division durchm” auf Z: jede derm Rest-
klassen[0], [1], . . . , [m− 1] mit

[r] = {a ∈ Z | a mod m = r}

bildet eine Äquivalenzklasse. ⊳

Die kleinste Äquivalenzrelation aufA ist dieIdentität IdA, die größte dieAllrelation
A × A. Die Äquivalenzklassen der Identität enthalten jeweils nur ein Element, d.h.
A/IdA = {{x} | x ∈ A}, und die Allrelation erzeugt nur eine Äquivalenzklasse,
nämlichA/(A× A) = {A}.

Für zwei ÄquivalenzrelationenE ⊆ E ′ sind auch die Äquivalenzklassen[x]E von E
in den Klassen[x]E′ von E ′ enthalten. Folglich ist jede Äquivalenzklasse vonE ′ die
Vereinigung von (evtl. mehreren) Äquivalenzklassen vonE1. Im Fall E ⊆ E ′ sagt
man auch,E1 bewirkt einefeinere Partitionierung alsE2. Demnach ist die Identität
die feinsteund die Allrelation diegröbsteÄquivalenzrelation.

Da der Schnitt über eine Menge von Äquivalenzrelationen wieder eine Äquivalenzre-
lation ist, können wir für eine beliebige RelationR auf einer MengeA die kleinsteR
umfassende Äquivalenzrelation definieren:

häq(R) :=
⋂

{E | E ist eine Äquivalenzrelation aufA mit R ⊆ E}

In der Sprache der Graphentheorie werden die durchhäq(R) generierten Äquivalenz-
klassen auch dieschwachen Zusammenhangskomponentendes gerichteten Graphen
(A, R) genannt (siehe Übungen). Als nächstes betrachten wir Ordnungen.
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Definition 1.34 (A, R) heißt Ordnung (auch Halbordnung oder partielle Ord-
nung), wennR eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation auf A ist.

Beispiel 1.35

• (Z,≤) und(N, |) sind Ordnungen. Erstere ist linear, letztere nicht.

• Für jede MengeM ist die relationale Struktur(P(M);⊆) eine Ordnung. Diese
ist nur im Fall‖M‖ ≤ 1 linear.

• Auf der MengeA(M) aller Äquivalenzrelationen aufM die Relation ”feiner
als”. Dabei ist, wie wir gesehen haben,E1 eine Verfeinerung vonE2, falls E1 in
E2 enthalten ist. In diesem Fall bewirktE1 nämlich eine feinere Klasseneintei-
lung aufM alsE2, da jede Äquivalenzklasse vonE1 in einer Äquivalenzklasse
vonE2 enthalten ist.

• Ist R eine Ordnung aufA undB ⊆ A, so heißt die OrdnungRB = R ∩ (B ×
B) die Einschränkung (oder Restriktion ) von R auf B. Beispielsweise ist
(A(M);⊆) die Einschränkung von(P(M ×M);⊆) aufA(M). ⊳

Ordnungen lassen sich sehr anschaulich durch Hasse-Diagramme darstellen. Sei≤
eine Ordnung aufA und sei< die Relation≤ ∩ IdA. Um die Ordnung≤ in einem
Hasse-Diagrammdarzustellen, wird nur der Graph derNachbarrelation

� = < \<2, d.h.x � y ⇔ x < y ∧ ¬∃z : x < z < y

gezeichnet. Fürx � y sagt man auch,y ist oberer Nachbar vonx. Weiterhin wird im
Fall x � y der Knoteny oberhalb vom Knotenx gezeichnet, so dass auf Pfeilspitzen
verzichtet werden kann.

Beispiel 1.36

1. Die Inklusionsrelation auf der PotenzmengeP(M) von M = {a, b, c} und die
Verfeinerungsrelation auf der MengeA(M) aller Äquivalenzrelationen aufM =
{a, b, c} lassen sich durch folgende Hasse-Diagramme darstellen.

{a}

{a, b}

∅

{b}

{a, c}

M

{c}

{b, c}

häq{(a, b)}
häq{(a, c)}

häq{(b, c)}

IdM

M ×M
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2. Die ”teilt”-Relation auf{1, 2, . . . , 10} ist durch folgendes Hasse-Diagramme
darstellbar.

1

2 3 5 7

4 6 9 10

8

⊳

Definition 1.37 Sei≤ eine Ordnung aufA und seih ∈ H Element einer Teilmenge
H ⊆ A.

• h heißtkleinstes ElementoderMinimum vonH (h = min H), falls gilt:

∀h′ ∈ H : h ≤ h′.

• h heißtgrößtes ElementoderMaximum vonH (h = max H), falls gilt:

∀h′ ∈ H : h′ ≤ h.

• a heißtminimal in H, falls es inH kein kleineres Element gibt:

∀h′ ∈ H : h′ ≤ h⇒ h′ = h.

• a heißtmaximal in H, falls es inH kein größeres Element gibt:

∀h′ ∈ H : h ≤ h′ ⇒ h = h′.

Bemerkung 1.38 Wegen der Antisymmetrie kann es inH höchstens ein kleinstes und
höchstens ein größtes Element geben.

Definition 1.39 Sei≤ eine Ordnung aufA und seiH ⊆ A.

• Jedes Elementu ∈ A mit u ≤ h für alle h ∈ H heißtuntere und jedeso ∈ A
mit h ≤ o für alle h ∈ H heißtobere SchrankevonH.

• H heißtnach oben beschränkt, wennH eine obere Schranke hat, undnach
unten beschränkt, wennH eine untere Schranke hat.

• H heißtbeschränkt, wennH nach oben und nach unten beschränkt ist.

• BesitztH eine größte untere Schrankei, d.h. besitzt die MengeU aller unteren
Schranken vonH ein größtes Elementi, so heißti das Infimum von H (i =
inf H):

(∀h ∈ H : h ≥ i) ∧ [∀u ∈ A : (∀h ∈ H : h ≥ u)⇒ u ≤ i].
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• BesitztH eine kleinste obere Schrankes, d.h. besitzt die MengeO aller oberen
Schranken vonH ein kleinstes Elements, so heißts das Supremum von H
(s = sup H):

(∀h ∈ H : h ≤ s) ∧ [∀o ∈ A : (∀h ∈ H : h ≤ o)⇒ s ≤ o]

Bemerkung 1.40 H kann nicht mehr als ein Supremum und ein Infimum haben.

Beispiel 1.41 Betrachte nebenstehende Ordnung auf der Menge
A = {a, b, c, d, e}. Die folgende Tabelle zeigt für verschiedene
TeilmengenH ⊆ A alle minimalen und maximalen Elemente in
H, alle unteren und oberen Schranken, sowie Minimum, Maxi-
mum, Infimum und Supremum vonH (falls existent).

a b

c d

e

H minimal maximal Minimum Maximum unt. Schr. ob. Schr. Inf. Sup.
{a, b} a, b a, b - - c, d, e - - -
{c, d} c, d c, d - - e a, b e -
{a, b, c} c a, b c - c, e - c -
{a, b, c, e} e a, b e - e - e -
{a, c, d, e} e a e a e a e a

⊳

Bemerkung 1.42

• Auch in linearen Ordnungen muss nicht jede beschränkte Teilmenge ein Supre-
mum oder Infimum besitzen.

• So hat in der linear geordneten Menge(Q,≤) die Teilmenge

H = {x ∈ Q | x2 ≤ 2}

weder ein Supremum noch ein Infimum.

• Dagegen hat in einer linearen Ordnung jedeendlicheTeilmenge ein kleinstes
und ein größtes Element und somit erst recht ein Supremum undein Infimum.

1.4.3 Abbildungen

Definition 1.43 SeiR eine binäre Relation auf einer MengeM .

• R heißtrechtseindeutig, falls gilt:

∀x, y, z ∈M : xRy ∧ xRz ⇒ y = z.
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• R heißtlinkseindeutig, falls gilt:

∀x, y, z ∈M : xRz ∧ yRz ⇒ x = y.

• Der NachbereichN(R) und derVorbereichV (R) vonR sind

N(R) =
⋃

x∈M

R(x) und V (R) =
⋃

x∈M

RT (x).

• Eine rechtseindeutige RelationR mit V (R) = A undN(R) ⊆ B heißtAbbil-
dung oderFunktion von A nach B(kurzR : A→ B).

Bemerkung 1.44

• Wie üblich werden wir Abbildungen meist mit kleinen Buchstabenf, g, h, ... be-
zeichnen und für(x, y) ∈ f nicht xfy sondernf(x) = y oder f : x 7→ y
schreiben.

• Ist f : A → B eine Abbildung, so wird der VorbereichV (f) = A der Definiti-
onsbereichund die MengeB derWertebereichoderWertevorratvonf genannt.

• Der NachbereichN(f) wird alsBild vonf bezeichnet.

Definition 1.45

• Im Fall N(f) = B heißtf surjektiv.

• Ist f linkseindeutig, so heißtf injektiv. In diesem Fall impliziertf(x) = f(y)
die Gleichheitx = y.

• Eine injektive und surjektive Abbildung heißtbijektiv.

• Für eine injektive Abbildungf : A → B ist auchfT eine Abbildung, die mit
f−1 bezeichnet und dieinverse Abbildungzuf genannt wird.

Man beachte, dass der DefinitionsbereichV (f−1) = N(f) nur dann gleichB ist, wenn
f auch surjektiv, also eine Bijektion ist.

1.4.4 Homo- und Isomorphismen

Definition 1.46 Seien(A1, R1) und(A2, R2) Relationalstrukturen.

• Eine Abbildungh : A1 → A2 heißtHomomorphismus, falls für allea, b ∈ A1

gilt:
aR1b⇒ h(a)R2h(b).
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• Sind (A1, R1) und (A2, R2) Ordnungen, so spricht man vonOrdnungshomo-
morphismenoder einfach vonmonotonenAbbildungen.

• Injektive Ordnungshomomorphismen werden auchstreng monotoneAbbildun-
gen genannt.

Beispiel 1.47 Folgende Abbildungh : A1 → A2 ist ein bijektiver Ordnungshomo-
morphismus.

b

d

a

c

h

(A1,≤1) (A2,≤2)

1

2

3

4

Obwohlh ein bijektiver Homomorphismus ist, ist die Umkehrungh−1 kein Homomor-
phismus, dah−1 nicht monoton ist. Es gilt nämlich

2 ≤2 3, aberh−1(2) = b 6≤1 c = h−1(3).

⊳

Definition 1.48 Ein bijektiver Homomorphismush : A1 → A2, bei dem auchh−1 ein
Homomorphismus ist, d.h. es gilt

∀a, b ∈ A1 : aR1b⇔ h(a)R2h(b).

heißt Isomorphismus. In diesem Fall heißen die Strukturen(A1, R1) und (A2, R2)
isomorph(kurz: (A1, R1) ∼= (A2, R2)).

Beispiel 1.49

• Die beiden folgenden Graphen sind isomorph. Zwei Isomorphismen sind bei-
spielsweiseh1 undh2.

1

5 2

4 3

1

5 2

4 3

v 1 2 3 4 5
h1(v) 1 3 5 2 4
h2(v) 1 4 2 5 3

• Die Bijektionh : x 7→ ex ist ein Ordnungsisomorphismus zwischen(R,≤) und
((0,∞),≤).
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• Fürn ∈ N sei
Tn = {k ∈ N | k teilt n}

die Menge aller Teiler vonn undPn = Tn ∩ Prim die Menge aller Primteiler
vonn. Dann ist für quadratfreiesn, d.h. es gibt keink ≥ 2, so dassk2 die Zahl
n teilt, die Abbildung

h : k 7→ Pk

ein Ordnungsisomorphismus zwischen(Tn, |) und(P(Pn),⊆).

• Während auf der KnotenmengeV = [3] insgesamt23 = 8 verschiedene Gra-
phen existieren, gibt es auf dieser Menge nur4 unterschiedliche nichtisomorphe
Graphen:

⊳

Bemerkung 1.50 Auf der KnotenmengeV = [n] existieren genau2(n

2) verschiedene
Graphen. Seia(n) die Anzahl aller nichtisomorphen Graphen aufV . Da maximal
n! verschiedene Graphen aufV in einer Isomorphieklasse liegen können, ista(n) ≥

2(n
2)/n!.

Tatsächlich ista(n) asymptotisch gleichg(n) = 2(n
2)/n! (in Zeichen:a(n) ∼ g(n)),

d.h.
lim

n→∞
a(n)/g(n) = 1.

Also gibt es aufV = [n] nicht wesentlich mehr alsg(n) nichtisomorphe Graphen.

Beispiel 1.51 Es existieren genau 5 nichtisomorphe Ordnungen mit 3 Elementen:

Anders ausgedrückt: Die Klasse aller dreielementigen Ordnungen zerfällt unter
der Äquivalenzrelation∼= in fünf Äquivalenzklassen, die durch obige fünf Hasse-
Diagramme repräsentiert werden. ⊳

1.5 Minimierung von DFAs

Wie können wir feststellen, ob ein DFAM = (Z, Σ, δ, q0, E) unnötige Zustände ent-
hält? Zunächst einmal können alle Zustände entfernt werden, die nicht vom Startzu-
stand aus erreichbar sind. Im folgenden gehen wir daher davon aus, dassM keine
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unerreichbaren Zustände enthält. Offensichtlich können zwei Zuständeq undp zu ei-
nem Zustand verschmolzen werden (kurz:q ∼ p), wennM vonq und vonp ausgehend
jeweils dieselben Wörter akzeptiert. Bezeichnen wir den DFA (Z, Σ, δ, q, E) mit Mq

undL(Mq) mit Lq, so sindq undp genau dann verschmelzbar, wennLq = Lp ist.

Fassen wir alle zu einem Zustandz äquivalenten Zustände in dem neuen Zustand

[z]∼ = {z′ ∈ Z | Lz′ = Lz}

zusammen (wofür wir auch kurz[z] oder z̃ schreiben) und ersetzen wirZ und E
durch Z̃ = {z̃ | z ∈ Z} und Ẽ = {z̃ | z ∈ E}, so erhalten wir den DFA
M ′ = (Z̃, Σ, δ′, [q0], Ẽ) mit

δ′([q], a) = [δ(q, a)].

Im nächsten Satz zeigen wir, dassM ′ tatsächlich der gesuchte Minimalautomat für
L(M) ist. Für eine TeilmengeQ ⊆ Z bezeichneQ̃ die Menge{q̃ | q ∈ Q} aller
Äquivalenzklasseñq, die einen Repräsentantenq in Q haben.

Theorem 1.52 SeiM = (Z, Σ, δ, q0, E) ein DFA, der nur Zustände enthält, die vom
Startzustandq0 aus erreichbar sind. Dann istM ′ = (Z̃, Σ, δ′, [q0], Ẽ) mit

δ′([q], a) = [δ(q, a)]

ein DFA fürL(M) mit einer minimalen Anzahl von Zuständen.

Beweis

• Wir zeigen zuerst, dassδ′ wohldefiniert ist, also der Wert vonδ′(q̃, a) nicht von
der Wahl des Repräsentantenq abhängt. Hierzu zeigen wir, dass im Fallp ∼ q
auchδ(q, a) undδ(p, a) äquivalent sind:

Lq = Lp ⇒ ∀x ∈ Σ∗ : x ∈ Lq ↔ x ∈ Lp

⇒ ∀x ∈ Σ∗ : ax ∈ Lq ↔ ax ∈ Lp

⇒ ∀x ∈ Σ∗ : x ∈ Lδ(q,a) ↔ x ∈ Lδ(p,a)

⇒ Lδ(q,a) = Lδ(p,a).

• Als nächstes zeigen wir, dassL(M ′) = L(M) ist. Seix = x1 · · ·xn eine Eingabe
und seien

qi = δ̂(q0, x1 · · ·xi), i = 0, . . . , n

die vonM beim Abarbeiten vonx durchlaufenen Zustände. Wegen

δ′([qi−1], xi) = [δ(qi−1, xi)] = [qi]

durchläuftM ′ dann die Zustände

[q0], [q1], · · · , [qn].

Da aberqn genau dann zuE gehört, wenn[qn] ∈ Ẽ ist, folgt L(M ′) = L(M).
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• Es bleibt zu zeigen, dassM ′ eine minimale Anzahl‖Z̃‖ von Zuständen hat. Dies
ist sicher dann der Fall, wenn bereitsM minimal ist. Es reicht also zu zeigen,
dass die Anzahlk = ‖Z̃‖ = ‖{Lq | q ∈ Z}‖ nicht vonM , sondern nur von
L(M) abhängt. Fürx ∈ Σ∗ sei

Lx = {y ∈ Σ∗ | xy ∈ L(M)}.

Dann gilt{Lx | x ∈ Σ∗} ⊆ {Lq | q ∈ Z}, daLx = Lδ̂(q0,x) ist. Die umgekehrte
Inklusion gilt ebenfalls, da nach Voraussetzung jeder Zustandq ∈ Z über ein
x ∈ Σ∗ erreichbar ist. Also hängtk = ‖{Lq | q ∈ Z}‖ = ‖{Lx | x ∈ Σ∗}‖ nur
vonL(M) ab. �

Für die algorithmische Konstruktion vonM ′ ausM steht man vor der Aufgabe, fest-
zustellen, ob zwei Zuständep undq verschmelzbar sind oder nicht. Zur Beantwortung
dieser Frage machen wir folgende Beobachtungen.

Beobachtung 1.53

• Kein Endzustandp ∈ E ist mit einem Zustandq ∈ Z \E verschmelzbar (wegen
ε ∈ Lp∆Lq).

• Wennδ(p, a) undδ(q, a) unverschmelzbar sind, dann sind auchp undq unver-
schmelzbar (wegenp ∼ q ⇒ δ(p, a) ∼ δ(q, a)).

• Wenn alsoD nur unverschmelzbare Zustandspaare enthält, dann sind auch alle
Paare in der Menge

D′ = {{p, q} | ∃a ∈ Σ : {δ(p, a), δ(q, a)} ∈ D}.

unverschmelzbar.

Daher berechnen wir ausgehend von der Menge

D0 = {{p, q} | p ∈ E, q 6∈ E}

eine Folge von Mengen

D0 ⊆ D1 ⊆ · · · ⊆ {{z, z
′} ⊆ Z | z 6= z′}

mittels
Di+1 = Di ∪ {{p, q} | ∃a ∈ Σ : {δ(p, a), δ(q, a)} ∈ Di},

indem wir zuDi alle Paare{q, p} hinzufügen, für die eines der Paare{δ(q, a), δ(p, a)},
a ∈ Σ, bereits zuDi gehört. DaZ endlich ist, muss es einj mit Dj+1 = Dj geben. In
diesem Fall gilt (siehe Übungen):

p ∼ q ⇔ {p, q} 6∈ Dj.

Daher kann nunM ′ durch Verschmelzen aller Zuständep, q mit {p, q} 6∈ Dj gebildet
werden. Damit erhalten wir folgenden Algorithmus zur Berechnung eines minimalen
DFA.
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Algorithmus 1.54 M IN-DFA

1 Eingabe: DFA M = (Z, Σ, δ, q0, E).
2 Entferne alle vonq0 aus unerreichbaren Zustände ausZ.
3 Markiere alle Paare{z, z′} mit z ∈ E undz′ 6∈ E.
4 Solange noch ein unmarkiertes Paar{z, z′} ⊆ Z existiert, für das eines der

Paare{δ(z, a), δ(z′, a)}, a ∈ Σ, bereits markiert ist, markiere auch{z, z′}.
5 Bilde die Verschmelzungsmengen

z̃ = {z} ∪ {z′ ∈ Z | {z, z′} ist nicht markiert}, z ∈ Z.

6 Ausgabe:Minimal-DFA M ′ = (Z̃, Σ, δ′, z̃0, Ẽ) mit Z̃ = {z̃ | z ∈ Z},

Ẽ = {z̃ | z ∈ E} undδ′(z̃, a) = δ̃(z, a).

Beispiel 1.55 Betrachte den DFAM

2 3 4

1 6 5

aa

b

b

a

a

b

b

a

a

bb

Dann enthältD0 die Paare

{1, 3}, {1, 6}, {2, 3}, {2, 6}, {3, 4}, {3, 5}, {4, 6}, {5, 6}.

Die Paare inD0 sind in der folgenden Matrix durch eine Null markiert.

2
3 0 0
4 1 1 0
5 1 1 0
6 0 0 0 0

1 2 3 4 5

Wegen
{p, q} {1, 4} {1, 5} {2, 4} {2, 5}

{δ(q, a), δ(p, a)} {2, 3} {2, 6} {1, 3} {1, 6}

enthältD1 zusätzlich die Paare{1, 4}, {1, 5}, {2, 4}, {2, 5} (in obiger Matrix durch
eine Eins markiert). Da die verbliebenen Paare{1, 2}, {3, 6}, {4, 5} wegen

{p, q} {1, 2} {3, 6} {4, 5}
{δ(p, a), δ(q, a)} {1, 2} {4, 5} {3, 6}
{δ(p, b), δ(q, b)} {3, 6} {1, 2} {4, 5}
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nicht zuD1 hinzugefügt werden können, istD2 = D1. Aus den unmarkierten Paaren
{1, 2}, {3, 6} und{4, 5} erhalten wir die Verschmelzungsmengen

1̃ = {1, 2}, 3̃ = {3, 6} und 4̃ = {4, 5},

die auf folgenden Minimal-DFAM ′ führen:

1̃ 3̃ 4̃
b

b

a

a

a b

⊳

Durch eine leichte Modifikation vonM ′ ist es möglich, einen MinimalautomatenML

direkt aus einer regulären SpracheL zu gewinnen (also ohne den Umweg über einen
DFA M für L). Da nämlich zwei Eingabenx undy den DFAM ′ genau dann in densel-
ben Zustand[δ̂(q0, x)] = [δ̂(q0, y)] überführen, wennLx = Ly ist, können wir den von
M ′ bei Eingabex erreichten Zustand[δ̂(q0, x)] auch mit der SpracheLx bezeichnen.
Dies führt auf den DFAML = (ZL, Σ, δL, Lε, EL) mit

ZL = {Lx | x ∈ Σ∗},
EL = {Lx | x ∈ L} und

δL(Lx, a) = Lxa,

welcher isomorph zuM ′ ist (also bis auf die Benennung der Zustände mit diesem
identisch ist).

Beispiel 1.56 FürL = {x1 · · ·xn | xi ∈ {0, 1} für i = 1, . . . n undxn−1 = 0} ist

Lx =







L, x ∈ {ε, 1} oderx endet mit11,

L ∪ {0, 1}, x = 0 oderx endet mit10,

L ∪ {ε, 0, 1}, x endet mit00,

L ∪ {ε}, x endet mit01.

Somit erhalten wir den folgenden MinimalautomatenML:

Lε

L0

L00

L01

0 0

11

10

1 0
⊳
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Im Fall, dassM bereits ein Minimalautomat ist, sind alle Zustände vonM ′ von der
Form q̃ = {q}, so dassM isomorph zuM ′ und damit auch isomorph zuML ist. Dies
zeigt, dass alle Minimalautomaten für eine SpracheL isomorph sind.

Um für eine reguläre SpracheL einen Minimalautomaten zu konstruieren, ist es nicht
nötig, die SprachenLx zu bestimmen. Um die Überführungsfunktion aufzustellen,
müssen wir nur herausfinden, welche Eigaben jeweils in denselben ZustandLx füh-
ren. Wie die SprachenLx konkret aussehen, spielt dagegen keine Rolle. Daher werden
häufig einfach die Äquivalenzklassen[x] = {y | xRL y} der durch

xRL y ⇔ Lx = Ly

definierten RelationRL als Zustände des Minimalautomaten verwendet. Dies führt auf
den so genanntenÄquivalenzklassenautomatenMRL

= (Z, Σ, δ, [ε], E) mit

Z = {[x] | x ∈ Σ∗},
E = {[x] | x ∈ L} und

δ([x], a) = [xa].

Die RelationRL gibt uns eine Möglichkeit an die Hand, herauszufinden, ob eine ge-
gebene SpracheL regulär ist oder nicht. Offensichtlich gibt es genau dann einen DFA
für L, wennRL die MengeΣ∗ in endlich viele Klassen zerlegt.

Satz 1.57 (Myhill und Nerode) Für eine SpracheL bezeichneindex(RL) =
‖{[x]RL

| x ∈ Σ∗}‖ den Index der ÄquivalenzrelationRL.

1. REG = {L | index(RL) <∞}.

2. IstL regulär, so gibt es bis auf Isomorphie nur einen DFA fürL mit einer mini-
malen Anzahl von Zuständen.

Beispiel 1.58 Sei L = {aibi | i ≥ 0}. Wegenbi ∈ Lai∆Laj für i 6= j hat RL

unendlichen Index, d.h.L ist nicht regulär. ⊳

1.6 Grammatiken

Eine beliebte Methode, Sprachen zu beschreiben, sind Grammatiken. Implizit haben
wir hiervon bei der Definition der regulären Ausdrücke bereits Gebrauch gemacht.

Beispiel 1.59 Die SpracheRA aller regulären Ausdrücke über einem AlphabetΣ =
{a1, . . . , ak} lässt sich aus dem SymbolR durch wiederholte Anwendung folgender
Regeln erzeugen:

R → ∅,

R → ǫ,

R → ai, i = 1, . . . , k,

R → RR,

R → (R|R),

R → (R)∗. ⊳
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Definition 1.60 EineGrammatikist ein 4-TupelG = (V, Σ, P, S), wobei

• V eine endliche Menge vonVariablen (auchNichtterminalsymbolegenannt),

• Σ dasTerminalalphabet,

• P ⊆ (V ∪Σ)+×(V ∪Σ)∗ eine endliche Menge vonRegeln(oderProduktionen)
und

• S ∈ V dieStartvariableist.

Für (u, v) ∈ P schreiben wir auch kurzu →G v bzw. u → v, wenn die benutzte
Grammatik aus dem Kontext ersichtlich ist.

Definition 1.61 Seienα, β ∈ (V ∪ Σ)∗.

a) Wir sagen,β ist ausα in G ableitbar(kurz:α ⇒G β), falls eine Regelu→G v
und Wörterl, r ∈ (V ∪ Σ)∗ existieren mit

α = lur undβ = lvr.

Hierfür schreiben wir auchlur ⇒G lvr. (Man beachte, dass durch Unterstrei-
chen vonu in α sowohl die benutzte Regel als auch die Stelle inα, an deru
durchv ersetzt wird, eindeutig erkennbar sind.)

b) Die durchG erzeugte Spracheist

L(G) = {x ∈ Σ∗ | S ⇒∗
G x}.

Dasn-fache Produkt von⇒G ist⇒n
G, d.h.α⇒n

G β besagt, dassβ ausα in n Schritten
ableitbar ist. Die reflexiv-transitive Hülle von⇒G ist⇒∗

G, d.h.α ⇒∗
G β besagt, dass

β ausα (in endlich vielen Schritten)ableitbar ist. Ein Wort α ∈ (V ∪ Σ)∗ heißt
Satzform, wenn es aus dem StartsymbolS ableitbar ist.

Definition 1.62 EineAbleitung vonx ist eine Folge

σ = (l0, u0, r0), . . . , (lm, um, rm)

von Tripeln(li, ui, ri) mit (l0, u0, r0) = (ε, S, ε), lmumrm = x und

liuiri ⇒ li+1ui+1ri+1 für i = 0, . . . , m− 1.

Die Längevonσ ist m. Wir notieren eine Ableitungσ wie oben auch in der Form

l0u0r0 ⇒ l1u1r1 ⇒ · · · ⇒ lm−1um−1rm−1 ⇒ lmumrm.
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Beispiel 1.63 Wir betrachten nochmals die GrammatikG = ({R}, Σ ∪
{∅, ǫ, (, ),∗ , |}, P, R), die die Menge der regulären Ausdrücke über dem AlphabetΣ
erzeugt, wobeiP die oben angegebenen Regeln enthält. IstΣ = {0, 1}, so lässt sich
der reguläre Ausdruck(01)∗(ǫ|∅) beispielsweise wie folgt ableiten:

R⇒ RR⇒ (R)∗R⇒ (RR)∗R⇒ (RR)∗(R|R)

⇒ (0R)∗(R|R)⇒ (01)∗(R|R)⇒ (01)∗(ǫ|R)⇒ (01)∗(ǫ|∅)
⊳

Man unterscheidet vier verschiedene Typen von Grammatiken.

Definition 1.64 SeiG = (V, Σ, P, S) eine Grammatik.

1. G heißtvom Typ 3oder regulär, falls für alle Regelnu → v gilt: u ∈ V und
v ∈ ΣV ∪ Σ ∪ {ǫ}.

2. G heißtvom Typ 2oderkontextfrei, falls für alle Regelnu→ v gilt: u ∈ V .

3. G heißtvom Typ 1oderkontextsensitiv, falls für alle Regelnu → v gilt: |v| ≥
|u| (mit Ausnahme derε-Sonderregel, siehe unten).

4. Jede Grammatik ist automatischvom Typ 0.

ε-Sonderregel:In einer kontextsensitiven GrammatikG = (V, Σ, P, S) kann auch die
RegelS → ε benutzt werden. Aber nur, wenn das StartsymbolS nicht auf der rechten
Seite einer Regel inP vorkommt.

Die Sprechweisen „vom Typi“ bzw. „regulär“, „kontextfrei“ und „kontextsensitiv“
werden auch auf die durch solche Grammatiken erzeugte Sprachen angewandt. (Der
folgende Satz rechtfertigt dies für die regulären Sprachen, die wir bereits mit Hilfe von
DFAs definiert haben.) Die zugehörigen neuen Sprachklassensind

CFL = {L(G) | G ist eine kontextfreie Grammatik},

(context free languages) und

CSL = {L(G) | G ist eine kontextsensitive Grammatik}

(context sensitive languages). Da die Klasse der Typ0 Sprachen mit der Klasse der
rekursiv aufzählbaren (recursively enumerable) Sprachen übereinstimmt, bezeichnen
wir diese Sprachklasse mit

RE = {L(G) | G ist eine Grammatik}.

Die Sprachklassen
REG ⊂ CFL ⊂ CSL ⊂ RE

bilden eine Hierarchie (d.h. alle Inklusionen sind echt), die so genannteChomsky-
Hierarchie.

Als nächstes zeigen wir, dass sich mit regulären Grammatiken gerade die regulären
Sprachen erzeugen lassen. Hierbei erweist sich folgende Beobachtung als nützlich.
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Lemma 1.65 Zu jeder regulären GrammatikG = (V, Σ, P, S) gibt es eine äquiva-
lente reguläre GrammatikG′, die keine Produktionen der FormA→ a hat.

Beweis Betrachte die GrammatikG′ = (V ′, Σ, P ′, S) mit

V ′ = V ∪ {Xneu},
P ′ = {A→ aXneu | A→G a} ∪ {Xneu → ε} ∪ P \ (V × Σ).

Es ist leicht zu sehen, dassG′ die gleiche Sprache wieG erzeugt. �

Satz 1.66 REG = {L(G) | G ist eine reguläre Grammatik}.

Beweis Sei L ∈ REG und seiM = (Z, Σ, δ, q0, E) ein DFA mit L(M) = L. Wir
konstruieren eine reguläre GrammatikG = (V, Σ, P, S) mit L(G) = L. Setzen wir

V = Z,
S = q0 und
P = {q → ap | δ(q, a) = p} ∪ {q → ε | q ∈ E},

so gilt für alle Wörterx = x1 · · ·xn ∈ Σ∗:

x ∈ L(M) ⇔ ∃ q1, . . . , qn−1 ∈ Z ∃ qn ∈ E : δ(qi−1, xi) = qi für i = 1, . . . , n

⇔ ∃ q1, . . . , qn ∈ V : qi−1 →G xiqi für i = 1, . . . , n undqn →G ε

⇔ ∃ q1, . . . , qn ∈ V : q0 ⇒
i
G x1 · · ·xiqi für i = 1, . . . , n undqn →G ε

⇔ x ∈ L(G)

Für die entgegengesetzte Inklusion sei nunG = (V, Σ, P, S) eine reguläre Grammatik,
die keine Produktionen der FormA→ a enthält. Dann können wir die gerade beschrie-
bene Konstruktion einer Grammatik aus einem DFA „umdrehen“, um ausgehend von
G einen NFAM = (Z, Σ, δ, {S}, E) mit

Z = V,
E = {A | A→G ε} und

δ(A, a) = {B | A→G aB}

zu erhalten. Genau wie oben folgt nunL(M) = L(G). �

Beispiel 1.67 Der DFA

q0

q1

q2

q3

0 0

11

10

1 0
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führt auf die Grammatik({q0, q1, q2, q3}, {0, 1}, P, q0) mit

P : q0 → 1q0, 0q1,
q1 → 0q2, 1q3,
q2 → 0q2, 1q3, ε,
q3 → 0q1, 1q0, ε.

Umgekehrt führt die GrammatikG = ({A, B, C}, {a, b}, P, A) mit

P : A→ aB, bC, ε,
B → aC, bA, b,
C → aA, bB, a

über die GrammatikG′ = ({A, B, C, D}, {a, b}, P ′, A) mit

P ′ : A→ aB, bC, ε,
B → aC, bA, bD,
C → aA, bB, aD,
D → ε

auf den NFA

A

B

D

C

b

a

b

aa

b

ab

⊳

1.7 Das Pumping-Lemma

Wie kann man von einer Sprache nachweisen, dass sie nicht regulär ist? Eine Möglich-
keit besteht darin, die Kontraposition folgender Aussage anzuwenden.

Theorem 1.68 (Pumping-Lemma für reguläre Sprachen)Zu jeder regulären Spra-
cheL gibt es eine Zahll, so dass sich alle Wörterx ∈ L mit |x| ≥ l in x = uvw
zerlegen lassen mit

1. v 6= ε,

2. |uv| ≤ l und

3. uviw ∈ L für alle i ≥ 0.
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Falls eine Zahll mit diesen Eigenschaften existiert, wird das kleinste solche l die
Pumping-ZahlvonL genannt.

Beweis Sei M = (Z, Σ, δ, q0, E) ein DFA mit L(M) = L und seil die Anzahl der
Zustände vonM . Setzen wir nunM auf eine Eingabex = x1 · · ·xn ∈ L der Länge
n ≥ l an, so mussM nach spätestensl Schritten einen Zustandq ∈ Z zum zweiten
Mal annehmen:

∃ 0 ≤ j < k ≤ l : δ̂(q0, x1 · · ·xj) = δ̂(q0, x1 · · ·xk) = q.

Wählen wir nunu = x1 · · ·xj , v = xj+1 · · ·xk und w = xk+1 · · ·xn, so ist |v| =

k− j ≥ 1 und|uv| = k ≤ l. Ausserdem giltuviw ∈ L für i ≥ 0, da wegen̂δ(q, v) = q

δ̂(q0, uviw) = δ̂(δ̂(δ̂(q0, u)
︸ ︷︷ ︸

q

, vi), w) = δ̂(δ̂(q, vi)
︸ ︷︷ ︸

q

, w) = δ̂(q0, x) ∈ E

ist. �

Beispiel 1.69 Die Sprache

L = {x ∈ {a, b}∗ | #a(x)−#b(x) ≡3 1}

hat die Pumping-Zahll = 3. Sei nämlichx ∈ L beliebig mit |x| ≥ 3. Dann lässt
sich innerhalb des Präfixes vonx der Länge drei ein nichtleeres Teilwortv finden, das
gepumpt werden kann:

1. Fall: x hat das Präfixab (oderba).
Zerlegex = uvw mit u = ε undv = ab (bzw.v = ba).

2. Fall: x hat das Präfixaab (oderbba).
Zerlegex = uvw mit u = a (bzw.u = b) undv = ab (bzw.v = ba).

3. Fall: x hat das Präfixaaa (oderbbb).
Zerlegex = uvw mit u = ε undv = aaa (bzw.v = bbb). ⊳

Beispiel 1.70 Eine endliche SpracheL hat die Pumping-Zahl

l =

{

0, L = ∅,

max{|x|+ 1 | x ∈ L}, sonst.

Tatsächlich lässt sich jedes Wortx ∈ L der Länge|x| ≥ l „pumpen“ (da solche Wörter
gar nicht existieren), weshalb die Pumping-Zahl höchstensl ist. Zudem gibt es im Fall
l > 0 ein Wortx ∈ L der Länge|x| = l − 1, das sich nicht „pumpen“ lässt, weshalb
die Pumping-Zahl nicht kleiner alsl sein kann. ⊳
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Wollen wir mit Hilfe des Pumping-Lemmas von einer SpracheL zeigen, dass sie nicht
regulär ist, so genügt es, für jede Zahll ein Wortx ∈ L der Länge|x| ≥ l anzugeben,
so dass für jede Zerlegung vonx in drei Teilwörteru, v, w mindestens eine der drei in
Satz 1.68 aufgeführten Eigenschaften verletzt ist.

Beispiel 1.71

• Die Sprache
L = {ajbj | j ≥ 0}

ist nicht regulär, da sich für jede Zahll ≥ 0 das Wortx = albl der Länge
|x| = 2l ≥ l in der SpracheL befindet, welches offensichtlich nicht in Teilwörter
u, v, w mit v 6= ε unduv2w ∈ L zerlegbar ist.

• Die Sprache
L = {an2

| n ≥ 0}

ist ebenfalls nicht regulär. Andernfalls müsste es nämlicheine Zahll geben, so
dass jede Quadratzahln2 ≥ l als Summe von natürlichen Zahlenu + v + w
darstellbar ist mit der Eigenschaft, dassv ≥ 1 undu + v ≤ l ist, und für jedes
i ≥ 0 auchu+iv+w eine Quadratzahl ist. Insbesondere müsste alsou+2v+w =
n2 + v eine Quadratzahl sein, was wegen

n2 < n2 + v ≤ n2 + l < n2 + 2l + 1 = (n + 1)2

ausgeschlossen ist.

• Schließlich ist auch die Sprache

L = {ap | p prim }

nicht regulär, da sich sonst jede Primzahlp einer bestimmten Mindestgrößel
als Summe von natürlichen Zahlenu + v + w darstellen ließe, so dassv ≥ 1,
u + v ≤ l und für allei ≥ 0 auchu + iv + w prim ist. Insbesondere müsste also
u + (u + w)v + w eine Primzahl sein, was wegen

u + (u + w)v + w = (u + w)(v + 1) = (p− v)
︸ ︷︷ ︸

≥p−l

(v + 1)
︸ ︷︷ ︸

≥2

für alle Primzahlenp ≥ l + 2 ausgeschlossen ist. ⊳

Bemerkung 1.72 Mit dem Pumping-Lemma können nicht alle SprachenL 6∈ REG

als nicht regulär nachgewiesen werden, da seine Umkehrung falsch ist. Beispielsweise
hat die Sprache

L = {aibjck | i = 0 oderj = k}

die Pumping-Zahl 1 (jedes Wortx ∈ L mit Ausnahme vonε kann also „gepumpt“
werden), obwohlL nicht regulär ist (siehe Übungen).



Kapitel 2

Kontextfreie Sprachen

2.1 Kellerautomaten

Wie wir gesehen haben, ist die SpracheL = {anbn | n ≥ 0} nicht regulär. Es ist aber
leicht, eine kontextfreie Grammatik fürL zu finden:

G = ({S}, {a, b}, {S → aSb, S → ε}, S).

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Frage, wie sich das Maschinenmodell
des DFA erweitern lässt, um die SpracheL und alle anderen kontextfreien Sprachen
erkennen zu können. Dass ein DFA die SpracheL = {anbn | n ≥ 0} nicht erkennen
kann, liegt an seinem beschränkten Speichervermögen, das zwar vonL aber nicht von
der Eingabe abhängen darf. UmL erkennen zu können, reicht bereits ein so genannter
Kellerspeicher (engl.stack, pushdown memory) aus. Dieser erlaubt nur den Zugriff
auf die höchste belegte Speicheradresse. Ein Kellerautomat

• verfügt über einen Kellerspeicher,

• kannε-Übergänge machen,

• liest in jedem Schritt das aktuelle Eingabe-
zeichen und das oberste Kellersymbol,

• kann das oberste Kellersymbol entfernen
(durch einepop-Operation) und

x1 · · · xi · · · xn

A
B
C
#

Steuer-
einheit

Schreib-
Lesekopf

Keller-
speicher

Arbeitsband

• danach beliebig viele Symbole einkellern (mittelspush-Operationen).

Für eine MengeM bezeichnePe(M) die Menge aller endlichen Teilmengen vonM ,
d.h.

Pe(M) = {A ⊆M | A ist endlich}.

37
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Definition 2.1 Ein Kellerautomat(kurz: PDA;pushdown automaton) wird durch ein
6-TupelM = (Z, Σ, Γ, δ, q0, #) beschrieben, wobei

• Z, Σ undq0 wie bei einem DFA,

• Γ dasKelleralphabet,

• δ : Z × (Σ ∪ {ε})× Γ→ Pe(Z × Γ∗) dieÜberführungsfunktion und

• # ∈ Γ dasKelleranfangszeichenist.

Arbeitsweise eines PDA

Wennq der momentane Zustand,A das oberste Kellerzeichen undu ∈ Σ das nächste
Eingabezeichen (bzw.u = ε) ist, so kannM im Fall (p, B1 · · ·Bk) ∈ δ(q, u, A)

• in den Zustandp wechseln,

• den Lesekopf auf dem Eingabeband um|u| Positionen vorrücken und

• das ZeichenA im Keller durch die ZeichenfolgeB1 · · ·Bk ersetzen.

Hierfür sagen wir auch,M führt dieAnweisung quA → pB1 · · ·Bk aus. Da im Fall
u = ε kein Eingabezeichen gelesen wird, spricht man auch von einem spontanen
Übergang (oderε-Übergang). EineKonfiguration wird durch ein Tripel

K = (q, xi · · ·xn, A1 · · ·Al) ∈ Z × Σ∗ × Γ∗

beschrieben und besagt, dass

• q der momentane Zustand,

• xi · · ·xn der ungelesene Rest der Eingabe und

• A1 · · ·Al der aktuelle Kellerinhalt ist (oberstes Kellerzeichen istA1).

Eine AnweisungquA1 → pB1 · · ·Bk (mit u ∈ {ε, xi}) überführt die KonfigurationK
in dieFolgekonfiguration

K ′ = (p, xj · · ·xn, B1 · · ·BkA2 · · ·Al) mit j = i + |u|.

Hierfür schreiben wir auch kurzK ⊢ K ′. Die reflexive, transitive Hülle von⊢ bezeich-
nen wir wie üblich mit⊢∗. Die vonM akzeptierte odererkannte Spracheist

L(M) = {x ∈ Σ∗ | ∃ p ∈ Z : (q0, x, #) ⊢∗ (p, ε, ε)}.

Ein Wort x wird also genau dann vonM akzeptiert, wenn es eine Rechnung (Folge
von Konfigurationen) vonM bei Eingabex gibt, die ausgehend von derStartkonfi-
guration (q0, x, #) das gesamte Wort bis zum Ende liest und den Keller leert. Man
beachte, dass bei leerem Keller kein weiterer Übergang mehrmöglich ist.
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Beispiel 2.2 SeiM der PDA({q, p}, {a, b}, {A, #}, δ, q, #) mit

δ : qε#→ q (1) qaA→ qAA (3) pbA→ p (5)
qa#→ qA (2) qbA→ p (4)

Dann wird das Wortx = aabb beispielsweise durch folgende Rechnung akzeptiert:

(q, aabb, #) ⊢
(2)

(q, abb, A) ⊢
(3)

(q, bb, AA) ⊢
(4)

(p, b, A) ⊢
(5)

(p, ε, ε).

Allgemein kann das Wortx = anbn wie folgt akzeptiert werden:

n = 0: (q, ε, #) ⊢
(1)

(p, ε, ε).

n ≥ 1: (q, anbn, #) ⊢
(2)

(q, an−1bn, A) ⊢
(3)

n−1 (q, bn, An)

⊢
(4)

(p, bn−1, An−1) ⊢
(5)

n−1 (p, ε, ε).

Dies zeigt{anbn | n ≥ 0} ⊆ L(M). Als nächstes zeigen wir, dass jede vonM
akzeptierte Eingabex = x1 . . . xn ∈ L(M) die Formx = ambm hat.

Ausgehend von der Startkonfiguration(q, x, #) sind nur die Anweisungen(1) oder(2)
anwendbar. Da Anweisung(1) den Keller leert, ohne ein Zeichen zu lesen, mussx in
diesem Fall das leere Wortx = ε = a0b0 sein.

FallsM die Rechnung mit Anweisung(2) beginnt, mussM in den Zustandp gelangen,
um den Keller leeren zu können. Da eine Rückkehr vonp nachq nicht möglich ist,
wechseltM den Zustand nur einmal, und zwar mittels Anweisung(4). Bis dahin kann
M nura’s lesen, wobei für jedes gelesenea einA eingekellert wird. LiestM bis zum
Wechsel in den Zustandp insgesamtm a’s, so muss die Rechnung wie folgt verlaufen:

(q, x1 . . . xn, #) ⊢
(2)

(q, x2 . . . xn, A) ⊢
(3)

m−1 (q, xm+1 · · ·xn, A
m)

⊢
(4)

(p, xm+2 · · ·xn, Am−1)

mit x1 = x2 = · · · = xm = a undxm+1 = b. Um den Keller zu leeren, mussM noch
m − 1 weitereb’s lesen. Also mussn = 2m undxm+2 = · · · = x2m = b sein.x hat
also auch in diesem Fall die Formambm. ⊳

2.2 Äquivalenz von kontextfreien Grammatiken und
Kellerautomaten

Als nächstes wollen wir zeigen, dass eine Sprache genau dannkontextfrei ist, wenn sie
von einem PDA erkannt wird. Zuvor führen wir aber noch Links-und Rechtsableitun-
gen sowie den Begriff des Syntaxbaums ein.
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Definition 2.3 SeiG = (V, Σ, P, S) eine kontextfreie Grammatik.

a) Eine Ableitung

α0 = l0A0r0 ⇒ l1A1r1 ⇒ · · · ⇒ lm−1Am−1rm−1 ⇒ αm.

heißtLinksableitungvonα (kurzα0 ⇒
∗
L αm), falls in jedem Ableitungsschritt

die am weitesten links stehende Variable ersetzt wird, d.h.es gilt li ∈ Σ∗ für
i = 0, . . . , m− 1.

b) Rechtsableitungenα0 ⇒
∗
R αm sind analog definiert.

c) G heißtmehrdeutig, wenn es ein Wortx ∈ L(G) gibt, das zwei verschiedene
LinksableitungenS ⇒∗

L x hat.

Es ist leicht zu sehen, dass für alle Wörterx ∈ Σ∗ folgende Äquivalenzen gelten:

x ∈ L(G) ⇔ S ⇒∗
L x ⇔ S ⇒∗

R x.

Definition 2.4 SeiG eine kontextfreie Grammatik. Dann ordnen wir einer Ableitung

A0 ⇒ l1A1r1 ⇒ · · · ⇒ lm−1Am−1rm−1 ⇒ αm.

denSyntaxbaumTm zu, wobei die BäumeT0, . . . , Tm induktiv wie folgt definiert sind:

• T0 besteht aus einem einzigen Knoten, der mitA0 markiert ist.

• Wird im (i + 1)-ten Ableitungsschritt die RegelAi → v1 · · · vk mit vj ∈ Σ ∪ V
für j = 1, . . . , k angewandt, so enstehtTi+1 ausTi, indem wir das BlattAi in Ti

durch folgenden Unterbaum ersetzen:

k > 0 : k = 0 :Ai

v1 · · · vk

Ai

ε

• Hierbei stellen wir uns die Kanten von oben nach unten gerichtet und die Kinder
v1 · · · vk von links nach rechts geordnet vor.

Beispiel 2.5 Betrachte die GrammatikG = ({S}, {a, b, c}, {S → aSbS, ε}, S) und
die Ableitung

S ⇒ aSbS ⇒ aaSbSbS ⇒ aaSbbS ⇒ aabbS ⇒ aabb.

Die zugehörigen Syntaxbäume sind dann
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S ⇒ aSbS ⇒ aaSbSbS ⇒ aaSbbS ⇒ aabbS ⇒ aabb.

T0: S T1: S

a S b S

T2: S

a S b S

a S b S

T3: S

a S b S

a S b S

ε

T4: S

a S b S

a S b S

εε

T5: S

a S b S

a S b S

ε

ε

ε

⊳

Bemerkung 2.6

• Die Satzformαi ergibt sich ausTi, indem wir die Blätter vonTi von links nach
rechts zu einem Wort zusammensetzen.

• Ableitungen, die sich nur in der Reihenfolge der Regelanwendungen unterschei-
den, führen auf denselben Syntaxbaum.

• Aus einem Syntaxbaum ist die zugehörige Linksableitung ein- deutig rekonstru-
ierbar.

• Daher führen unterschiedliche Linksableitungen auch auf unter- schiedliche
Syntaxbäume.

• Linksableitungen und Syntaxbäume entsprechen sich also ein- eindeutig.

• Ebenso Rechtsableitungen und Syntaxbäume.

Als nächstes wollen wir zeigen, dass PDAs genau die kontextfreien Sprachen erken-
nen.

Satz 2.7 CFL = {L(M) |M ist ein PDA}.

Beweis Wir zeigen zuerst die InklusionCFL ⊆ {L(M) |M ist ein PDA}.

Idee:Konstruiere zu einer kontextfreien GrammatikG = (V, Σ, P, S) einen PDAM =
({q}, Σ, Γ, δ, q0, S) mit Γ = V ∪ Σ, so dass

S ⇒∗
L x1 · · ·xn gdw. (q, x1 · · ·xn, S) ⊢∗ (q, ε, ε)

gilt. Hierzu fügen wir die Anweisungen

qεA→ qα, A→G α,

qaa→ qε, a ∈ Σ.

zu δ hinzu. Dann ist leicht zu sehen, dass sogar

(q, x1 · · ·xn, S) ⊢l (q, ε, ε) gdw. S ⇒l−n
L x1 · · ·xn
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gilt. Daher folgt

x ∈ L(G) ⇔ S ⇒∗
L x ⇔ (q, x, S) ⊢∗ (q, ε, ε) ⇔ x ∈ L(M).

Als nächstes zeigen wir die umgekehrte Inklusion{L(M) |M ist ein PDA} ⊆ CFL.

Idee:Konstruiere zu einem PDAM = (Z, Σ, Γ, δ, q0, #) eine kontextfreie Grammatik
G = (V, Σ, P, S) mit VariablenXpAq, A ∈ Γ, p, q ∈ Z, so dass

(p, x, A) ⊢∗ (q, ε, ε) gdw.XpAq ⇒
∗ x.

gilt. Hierzu fügen wir für jede AnweisungpuA → q1B1 · · ·Bk, k ≥ 0, die folgenden
Regeln zuP hinzu:

XpAqk+1
→ uXq1B1q2 · · ·XqkBkqk+1

, q2, . . . , qk+1 ∈ Z.

Um damit alle Wörterx ∈ L(M) ausS ableiten zu können, benötigen wir jetzt nur
noch die RegelnS → Xq0#q, q ∈ Z. Damit hatM die Variablenmenge

V = {S} ∪ {XpAq | p, q ∈ Z, A ∈ Γ},

und P enthält neben den RegelnS → Xq0#q, q ∈ Z, für jede AnweisungpuA →
q1B1 · · ·Bk vonM die folgenden Regeln:

XpAqk+1
→ uXq1B1q2 · · ·XqkBkqk+1

, q2, . . . , qk+1 ∈ Z.

Dann folgtL(G) = L(M) aus der Äquivalenz

(p, x, A) ⊢∗ (q, ε, ε) gdw.XpAq ⇒
∗ x,

deren Beweis wir gleich nachholen. Es gilt nämlich

x ∈ L(M) ⇔ (q0, x, #) ⊢∗ (q, ε, ε) für ein q ∈ Z

⇔ S ⇒ Xq0#q ⇒
∗ x für ein q ∈ Z

⇔ x ∈ L(G).

Es bleibt zu zeigen, dass für allep, q ∈ Z, A ∈ Γ undx ∈ Σ∗ die Äquivalenz

(p, x, A) ⊢∗ (q, ε, ε) gdw.XpAq ⇒
∗ x.

gilt. Hierzu zeigen wir durch Induktion überm folgende stärkere Behauptung:

Für allep, q ∈ Z, A ∈ Γ, x ∈ Σ∗ undm ≥ 0 gilt:

(p, x, A) ⊢m (q, ε, ε) gdw.XpAq ⇒
m x.
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m = 0: Da sowohl(p, x, A) ⊢0 (q, ε, ε) als auchXpAq ⇒
0 x falsch sind, ist die Äqui-

valenz fürm = 0 erfüllt.

m;m + 1: Wir zeigen unter der Induktionsvoraussetzung (IV), dass für alle i ≤ m,
p, q ∈ Z, A ∈ Γ undx ∈ Σ∗ die Äquivalenz

(p, x, A) ⊢i (q, ε, ε) gdw.XpAq ⇒
i x

gilt, folgnde Induktionsbehauptung (IB):

Für allep, q ∈ Z, A ∈ Γ undx ∈ Σ∗ gilt

(p, x, A) ⊢m+1 (q, ε, ε) gdw.XpAq ⇒
m+1 x.

Wir beginnen mit dem Induktionsschritt für die Implikationvon links nach
rechts. Sei eine Rechnung(p, x, A) ⊢m+1 (q, ε, ε) der Längem + 1 gegeben
und seipuA → q1B1 · · ·Bk, k ≥ 0, die im ersten Rechenschritt ausgeführte
Anweisung:

(p, x, A) ⊢ (q1, x
′, B1 · · ·Bk) ⊢

m (q, ε, ε), wobeix = ux′ ist.

Füri = 2, . . . , k seiqi der Zustand vonM , wennBi oberstes Kellerzeichen wird,
und für i = 1, . . . , k seiui das Teilwort vonx′, dasM zwischen den Besuchen
von qi undqi+1 verarbeitet (wobeiqk+1 = q ist).

Dann enthältP die RegelXpAq → uXq1B1q2 · · ·XqkBkqk+1
und es gibt Zahlen

mi ≥ 1 mit m1 + · · ·+ mk = m und

(qi, ui, Bi) ⊢
mi (qi+1, ε, ε) für i = 1, . . . , k.

Nach IV gibt es daher Ableitungen

XqiBiqi+1
⇒mi ui, i = 1, . . . , k,

die wir zu der gesuchten Ableitung zusammensetzen können:

XpAq ⇒ uXq1B1q2 · · ·Xqk−1Bk−1qk
XqkBkq

⇒m1 uu1Xq2B2q3 · · ·Xqk−1Bk−1qk
XqkBkq

...
⇒mk−1 uu1 · · ·uk−1XqkBkq

⇒mk uu1 · · ·uk = x.

Zuletzt zeigen wir den Induktionsschritt für die Implikation von rechts nach
links. Gelte also umgekehrtXpAq ⇒

m+1 x und seiα die im ersten Schritt abge-
leitete Satzform, d.h.

XpAq ⇒ α⇒m x.
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WegenXpAq →G α gibt es eine AnweisungpuA → q1B1 · · ·Bk, k ≥ 0, und
Zuständeq1, . . . , qk ∈ Z mit

α = uXq1B1q2 · · ·Xqk−1Bk−1qk
XqkBkqk+1

, wobeiqk+1 = q ist.

Wegenα ⇒m x ex. eine Zerlegungx = uu1 · · ·uk und Zahlenmi ≥ 1 mit
m1 + · · ·+ mk = m mit

XqiBiqi+1
⇒mi ui (i = 1, . . . , k), wobeiqk+1 = q ist.

Nach IV gibt es somit Rechnungen

(qi, ui, Bi) ⊢
mi (qi+1, ε, ε), i = 1, . . . , k,

aus denen sich die gesuchte Rechnung der Längem + 1 zusammensetzen lässt:

(q, uu1 · · ·uk, A) ⊢ (q1, u1 · · ·uk, B1 · · ·Bk)
⊢m1 (q2, u2 · · ·uk, B2 · · ·Bk)
...

⊢mk−1 (qk, uk, Bk)
⊢mk (q, ε, ε).

�

Beispiel 2.8 SeiG = ({S}, {a, b}, P, S) mit

P : S → aSbS, (1) S → a. (2)

Der zugehörige PDA besitzt dann die Anweisungen

δ : qaa→ qε, (0) qεS→ qaSbS, (1′)

qbb → qε, (0′) qεS→ qa (2′)

und der Linksableitung

S ⇒
(1)

aSbS ⇒
(2)

aabS ⇒
(2)

aaba

entspricht dann die Rechnung

(q, aaba, S) ⊢
(1′)

(q, aaba, aSbS) ⊢
(0)

(q, aba, SbS)

⊢
(2′)

(q, aba, abS) ⊢
(0)

(q, ba, bS)

⊢
(0′)

(q, a, S) ⊢
(2′)

(q, a, a) ⊢
(0)

(q, ε, ε).

⊳
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Beispiel 2.9 SeiM der PDA({p, q}, {a, b}, {A, #}, δ, p, #) mit

δ : pε#→ qε, (1) paA→ pAA, (3) qbA→ qε. (5)
pa#→ pA, (2) pbA→ qε, (4)

Dann erhalten wir die GrammatikG = (V, Σ, P, S) mit

V = {S, Xp#p, Xp#q, Xq#p, Xq#q, XpAp, XpAq, XqAp, XqAq}

und den RegelnP :

S → Xp#p, Xp#q, (0, 0′)
Xp#q → ε, (1′)
Xp#p → aXpAp, (2′)
Xp#q → aXpAq, (2′′)

XpAp → aXpApXpAp, (3′)
XpAp → aXpAqXqAp, (3′′)
XpAq → aXpApXpAq, (3′′′)
XpAq → aXpAqXqAq, (3′′′′)

XpAq → b, (4′)
XqAq → b. (5′)

Der Rechnung

(p, aabb, #) ⊢
(2)

(p, abb, A) ⊢
(3)

(p, bb, AA) ⊢
(4)

(q, b, A) ⊢
(5)

(q, ε, ε)

entspricht dann die Ableitung

S ⇒
(0′)

Xp#q ⇒
(2′′)

aXpAq ⇒
(3′′′′)

aaXpAqXqAq ⇒
(4′)

aabXqAq ⇒
(5′)

aabb.
⊳

2.3 Das Wortproblem für kontextfreie Grammatiken

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, können wir zwar zu jeder kontextfrei-
en GrammatikG einen PDAM mit L(M) = L(G) konstruieren. Dabei istM bei
Eingabe vonG auch effizient berechenbar. Dennoch liefert dieser Ansatz keinen ef-
fizienten Algorithmus für das Wortproblem, daM nichtdeterministisch ist. In diesem
Abschnitt stellen wir einen effizienten Algorithmus zur Lösung des Wortproblems für
kontextfreie Grammatiken vor, das wie folgt definiert ist.

Wortproblem für kontextfreie Grammatiken:

Gegeben: Eine kontextfreie GrammatikG und ein Wortx.

Gefragt: Ist x ∈ L(G)?

2.3.1 Chomsky-Normalform

Um das Wortproblem für kontextfreie Grammatiken zu lösen, transformieren wir die
gegebene Grammatik zunächst in Chomsky-Normalform, die wie folgt definiert ist.
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Definition 2.10 Eine Grammatik(V, Σ, P, S) ist in Chomsky-Normalform(CNF),
falls alle Regeln die FormA→ BC oderA→ a haben.

Außer einer effizienten Lösung des Wortproblems für kontextfreie Sprachen ermög-
lichen CNF-Grammatiken den Beweis des Pumping-Lemmas für kontextfreie Spra-
chen, mit dem sich viele Sprachen als nicht kontextfrei nachweisen lassen. Um eine
gegebene Grammatik in Chomsky-Normalform zu bringen, entfernen wir zuerst alle
ε-Produktionen.

Satz 2.11 Zu jeder kontextfreien GrammatikG gibt es eine kontextfreie Grammatik
G′ ohneε-Produktionen mitL(G′) = L(G) \ {ε}.

Beweis Zuerst sammeln wir mit folgendem Algorithmus alle Variablen A, aus denen
das leere Wort ableitbar ist.

Algorithmus 2.12 BESTIMMUNG VON E = {A ∈ V | A⇒∗ ε}

1 Eingabe:G = (V, Σ, P, S)

2 E ← ∅

3 E ′ ← {A ∈ V | A→G ε}

4 while E ′ 6= E do
5 E ← E ′

6 E ′ ← E ∪ {A ∈ V | ∃B1, . . . , Bk ∈ E : A→G B1 · · ·Bk}

7 end
8 Ausgabe:E

Nun konstruieren wirG′ = (V, Σ, P ′, S) wie folgt:

Nehme zuP ′ alle RegelnA → α′ mit α′ 6= ε hinzu, für dieP eine Regel
A → α enthält, so dassα′ ausα durch Entfernen von beliebig vielen
VariablenA ∈ E hervorgeht.

�

Beispiel 2.13 Betrachte die GrammatikG = ({S, T, U, X, Y, Z}, {a, b, c}, P, S) mit

P : S → aY, bX, Z; Y → bS, aY Y ; T → U ;
X → aS, bXX; Z → ε, S, T, cZ; U → abc.

Bei der Berechnung vonE = {A ∈ V | A ⇒∗ ε} ergeben sich der Reihe nach
folgende Belegungen für die MengenvariablnE undE ′:

E ∅ {Z} {Z, S}
E ′ {Z} {Z, S} {Z, S}
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Um nun die RegelmengeP ′ zu bilden, entfernen wir ausP die einzigeε-RegelZ → ε
und fügen die RegelnX → a (wegenX → aS), Y → b (wegenY → bS) undZ → c
(wegenZ → cZ) hinzu:

P ′ : S → aY, bX, Z; Y → b, bS, aY Y ; T → U ;
X → a, aS, bXX; Z → c, S, T, cZ; U → abc.

⊳

Als direkte Anwendung des obigen Satzes können wir die Inklusion der Klasse der
Typ 2 Sprachen in der Klasse der Typ 1 Sprachen zeigen.

Korollar 2.14 REG ( CFL ⊆ CSL ⊆ RE.

Beweis Die InklusionenREG ⊆ CFL und CSL ⊆ RE sind klar. Wegen{anbn|n ≥
0} ∈ CFL − REG ist die InklusionREG ⊆ CFL auch echt. Also ist nur noch die
InklusionCFL ⊆ CSL zu zeigen. Nach obigem Satz ex. zuL ∈ CFL eine kontextfreie
GrammatikG = (V, Σ, P, S) ohneε-Produktionen mitL(G) = L \ {ε}. Da G dann
auch kontextsensitiv ist, folgt hieraus im Fallε 6∈ L unmittelbarL(G) = L ∈ CSL. Im
Fall ε ∈ L erzeugt die kontextsensitive Grammatik

G′ = (V ∪ {S ′}, Σ, P ∪ {S ′ → S, ε}, S ′)

die SpracheL(G′) = L, d.h.L ∈ CSL. �

Als nächstes entfernen wir sämtliche Variablenumbenennungen.

Definition 2.15 Regeln der FormA→ B heißenVariablenumbenennungen.

Satz 2.16 Zu jeder kontextfreien GrammatikG ex. eine kontextfreie GrammatikG′

ohne Variablenumbenennungen mitL(G′) = L(G).

Beweis Zuerst entfernen wir sukzessive alle Zyklen

A1 → A2 → · · · → Ak → A1,

indem wir diese Regeln ausP entfernen und alle übrigen Vorkommen der Variablen
A2, . . . , Ak durchA1 ersetzen. Falls sich unter den entfernten VariablenA2, . . . , Ak

die StartvariableS befindet, seiA1 die neue Startvariable.

Nun entfernen wir sukzessive die restlichen Variablenumbenennungen, indem wir

• eine RegelA → B wählen, so dass inP keine VariablenumbenennungB → C
mit B auf der rechten Seite existiert,

• diese RegelA→ B ausP entfernen und

• für jede RegelB → α in P die RegelA→ α zuP hinzunehmen. �
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Beispiel 2.17 Ausgehend von den Produktionen

P : S → aY, bX, Z; Y → b, bS, aY Y ; T → U ;
X → a, aS, bXX; Z → c, S, T, cZ; U → abc

entfernen wir den ZyklusS → Z → S, indem wir die RegelnS → Z undZ → S ent-
fernen und dafür die ProduktionenS → c, T, cS (wegenZ → c, T, cZ) hinzunehmen:

S → aY, bX, c, T, cS; Y → b, bS, aY Y ; T → U ;
X → a, aS, bXX; U → abc.

Nun entfernen wir die RegelT → U und fügen die RegelT → abc (wegenU → abc)
hinzu:

S → aY, bX, c, T, cS; Y → b, bS, aY Y ; T → abc;
X → a, aS, bXX; U → abc.

Als nächstes entfernen wir dann auch die RegelS → T und fügen die RegelS → abc
(wegenT → abc) hinzu:

S → abc, aY, bX, c, cS; Y → b, bS, aY Y ; T→ abc;
X → a, aS, bXX; U→ abc.

Da T und U nun nirgends mehr auf der rechten Seite vorkommen, können wir die
RegelnT → abc undU → abc weglassen:

S → abc, aY, bX, c, cS; Y → b, bS, aY Y ; X → a, aS, bXX.
⊳

Nach diesen Vorarbeiten ist es nun leicht, eine gegebene kontextfreie Grammatik in
Chomsky-Normalform umzuwandeln.

Satz 2.18 Zu jeder kontextfreien SpracheL ∈ CFL gibt es eine CNF-GrammatikG′

mit L(G′) = L \ {ε}.

Beweis Aufgrund der beiden vorigen Sätze hatL \ {ε} eine kontextfreie Gramma-
tik G = (V, Σ, P, S) ohneε-Produktionen und ohne Variablenumbenennungen. Wir
transformierenG wie folgt in eine CNF-Grammatik.

• Füge für jedes Terminalsymbola ∈ Σ eine neue VariableXa zuV und eine neue
RegelXa → a zuP hinzu.

• Ersetze alle Vorkommen vona durchXa, ausser wenna alleine auf der rechten
Seite einer Regel steht.

• Ersetze jede RegelA→ B1 · · ·Bk, k ≥ 3, durch diek − 1 Regeln

A→B1A1, A1→B2A2, . . . , Ak−3→Bk−2Ak−2, Ak−2→Bk−1Bk,

wobeiA1, . . . , Ak−2 neue Variablen sind. �
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Beispiel 2.19 In der Produktionenmenge

P : S→abc, aY, bX, c, cS; X→a, aS, bXX; Y →b, bS, aY Y

ersetzen wir die Terminalsymbolea, b undc durch die VariablenA, B undC (ausser
wenn sie alleine auf der rechten Seite einer Regel vorkommen) und fügen die Regeln
A→a, B→b, C→c hinzu:

S→ c, ABC, AY, BX, CS; X→ a, AS, BXX;

Y → b, BS, AY Y ; A→a; B→b; C→c.

Ersetze nun die RegelnS → ABC, X → BXX und Y → AY Y durch die Regeln
S→AS ′, S ′→BC, X→BX ′, X ′→XX undY →AY ′, Y ′→Y Y :

S→c, AS ′, AY, BX, CS; S ′→BC;
X→ a, AS, BX ′; X ′→XX; Y → b, BS, AY ′; Y ′→Y Y ;
A→a; B→b; C→c. ⊳

2.3.2 Der CYK-Algorithmus

Als erste Anwendung der Chomsky-Normalform stellen wir einen effizienten Algo-
rithmus zur Entscheidung des Wortproblems für kontextfreie Grammatiken vor.

Satz 2.20 Das Wortproblem für kontextfreie Grammatiken ist effiziententscheidbar.

Beweis Sei eine GrammatikG = (V, Σ, P, S) und ein Wortx = x1 · · ·xn gegeben.
Fallsx = ε ist, können wir effizient prüfen, obS ⇒∗ ε gilt. Andernfalls bringen wir
G in Chomsky-Normalform und setzen den nach seinen AutorenCocke,Younger und
Kasami benanntenCYK-Algorithmus auf das Paar(G, x) an.

Der CYK-Algorithmus bestimmt fürl = 1, . . . , n die Mengen

Vl,k = {A ∈ V | A⇒∗ xk · · ·xk+l−1}, k = 1, . . . , n− l + 1.

aller Variablen, aus denen das Teilwortxk · · ·xk+l−1 ableitbar ist. Dann gilt offensicht-
lich x ∈ L(G)⇔ S ∈ Vn,1. Für l = 1 ist

V1,k = {A ∈ V | A→ xk}

und fürl = 2, · · · , n ist

Vl,k = {A ∈ V | ∃l′ < l ∃B ∈ Vl′,k ∃C ∈ Vl−l′,k+l′ : A→ BC}.

Eine VariableA gehört also genau dann zuVl,k, falls eine Zahll′ ∈ {1, . . . , l − 1}
und eine RegelA → BC existieren, so dassB ∈ Vl′,k und C ∈ Vl−l′,k+l′ ist. Da
der Zeitaufwand für die Berechnung der MengeVl,k durchO(l|G|) beschränkt ist, und
insgesamtn(n+1)/2 solche Mengen zu bestimmen sind, lässt sich die Zeitkomplexität
durchO(n3|G|) abschätzen
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Beispiel 2.21 Betrachte die CNF-Grammatik mit den Produktionen

S→AS ′, AY, BX, CS, c; S ′→BC; X→AS, BX ′, a; X ′→XX;
Y →BS, AY ′, b; Y ′→Y Y ; A→a; B→b; C→c.

Dann erhalten wir für das Wortx = abb folgende MengenVl,k:

k: 1 2 3

a b b

l: 1 {X, A} {Y, B} {Y, B}
2 {S} {Y ′}
3 {Y }

WegenS 6∈ V3,1 ist x 6∈ L(G). Dagegen gehört das Worty = aababb wegenS ∈ V6,1

zuL(G):

a a b a b b

{X, A} {X, A} {Y, B} {X, A} {Y, B} {Y, B}
{X ′} {S} {S} {S} {Y ′}
{X} {X} {Y } {Y }
{X ′} {S} {Y ′}
{X} {Y }
{S}

⊳

2.4 Das Pumping-Lemma für kontextfreie Sprachen

Als zweite Anwendung der Chomsky-Normalform beweisen wir in diesem Abschnitt
das Pumping-Lemma für kontextfreie Sprachen. Dabei nützenwir die Tatsache aus,
dass die Syntaxbäume einer CNF-Grammatik Binärbäume sind (d.h. jeder Knoten hat
maximal 2 Kinder).

Definition 2.22 Die Tiefe eines Baumes ist die maximale Pfadlänge von der Wurzel
zu einem Blatt.

Lemma 2.23 Ein BinärbaumB der Tiefe≤ k hat höchstens2k Blätter.

Beweis Wir führen den Beweis durch Induktion überk:

k = 0: Ein Baum der Tiefe0 kann nur einen Knoten haben.

k ; k + 1: Sei B ein Binärbaum der Tiefe≤ k + 1. Dann hängen anB’s Wurzel
maximal zwei Teilbäume. Da deren Tiefe≤ k ist, haben sie nach IV höchstens
2k Blätter. Also hatB höchstens2k+1 Blätter. �
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Korollar 2.24 Ein BinärbaumB mit mehr als2k−1 Blättern hat mindestens Tiefek.

Beweis WürdeB mehr als2k−1 Blätter und eine Tiefe≤ k − 1 besitzen, so würde
dies im Widerspruch zu Lemma 2.23 stehen.

Satz 2.25 (Pumping-Lemma für kontextfreie Sprachen) Zu jeder kontextfreien
SpracheL gibt es eine Zahll, so dass sich alle Wörterz ∈ L mit |z| ≥ l in z = uvwxy
zerlegen lassen mit

1. vx 6= ε,

2. |vwx| ≤ l und

3. uviwxiy ∈ L für alle i ≥ 0.

Beweis SeiG = (V, Σ, P, S) eine CNF-Grammatik fürL \ {ε}. Dann existiert inG
für jedes Wortz = z1 · · · zn ∈ L mit n ≥ 1, eine Ableitung

S = α0 ⇒ α1 · · · ⇒ αm = z.

Da G in CNF ist, werden hierbein − 1 Regeln der Form
A→ BC undn Regeln der FormA→ a angewandt. Folg-
lich ist m = 2n− 1 undz hat den SyntaxbaumT2n−1.

T2n−1

S

z1 ... ... zn

T2n−1

S

z1 ... ... zn

Tn−1

Wir können annehmen, dass zuerst alle Regeln der Form
A→ BC und danach die Regeln der FormA→ a zur An-
wendung kommen. Dann besteht die Satzformαn−1 ausn
Variablen und der SyntaxbaumTn−1 hat ebenfallsn Blätter.
Setzen wirl = 2k, wobeik = ‖V ‖ ist, so hatTn−1 im Fall
n ≥ l wegenl = 2k > 2k−1 mindestens die Tiefek.

Seiπ ein von der Wurzel ausgehender Pfad maximaler Län-
ge inTn−1. Dann hatπ die Länge≥ k und unter den letzten
k+1 Knoten vonπ müssen zwei mit derselben VariablenA
markiert sein. SeienU undU ′ die von diesen Knoten ausge-
henden Unterbäume des vollständigen SyntaxbaumsT2n−1.
Nun zerlegen wirz wie folgt:

S

z1 ... ... zn

Tn−1
π

A

A

S

A

A
T2n−1

U

U ′u
v

w
︸ ︷︷ ︸

w′

x
y

w′ ist das Teilwort vonz = uw′y, das vonU erzeugt wird
undw ist das Teilwort vonw′ = vwx, das vonU ′ erzeugt
wird. Jetzt bleibt nur noch zu zeigen, dass diese Zerlegung
die geforderten 3 Eigenschaften erfüllt.

• Da U mehr Blätter hat alsU ′, ist vx 6= ε, also ist
Bedingung 1 erfüllt.

• Da der BaumU∗ = U ∩ Tn−1 die Tiefe≤ k hat (andernfalls wäreπ nicht
maximal), hatU∗ höchstens2k = l Blätter. DaU∗ genau|vwx| Blätter hat, folgt
|vwx| ≤ l, also ist auch Bedingung 2 erfüllt.
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• Für den Nachweis von Bedingung 3 lassen sich schließlich SyntaxbäumeBi für
die Wörteruviwxiy, i ≥ 0, wie folgt konstruieren:

A

S
B0:

u

w
U′

y

A

S

A

B1:

u
v

w

U
U′

x
y

A

S

A

A

B2:

u
v

v
w

U
U′

x

x

y

A

S

A

A

A

B3:

u
v

v

v
w

U
U′

x

x

x

y

B0 entsteht also ausB1 = T2n−1, indem wir U durchU ′ ersetzen, undBi+1

entsteht ausBi, indem wirU ′ durchU ersetzen. �

Beispiel 2.26 Betrachte die SpracheL = {anbn|n ≥ 0}. Dann lässt sich jedes Wort
z = anbn mit |z| ≥ 2 pumpen: Zerlegez = uvwxy mit u = an−1, v = a, w = ε, x = b
undy = bn−1. ⊳

Beispiel 2.27 Die Sprache{anbncn | n ≥ 0} ist nicht kontextfrei. Für eine vorgege-
bene Zahll ≥ 0 hat nämlichz = alblcl die Länge|z| = 3l ≥ l. Dieses Wort lässt sich
aber nicht pumpen, da für jede Zerlegungz = uvwxy mit vx 6= ε und |vwx| ≤ l das
Wort z′ = uv2wx2y nicht zuL gehört:

• Wegenvx 6= ε ist |z| < |z′|.

• Wegen|vwx| ≤ l kann invx nicht jedes der drei Zeichena, b, c vorkommen.

• Kommt aber invx beispielsweise keina vor, so ist

#a(z
′) = #a(z) = l = |z|/3 < |z′|/3,

also kannz′ nicht zuL gehören. ⊳

Theorem 2.28 Die KlasseCFL ist abgeschlossen unter

• Vereinigung,

• Produkt und

• Sternhülle,

aber nicht unter

• Durchschnitt und
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• Komplement.

Beweis SeienGi = (Vi, Σ, Pi, Si), i = 1, 2, kontextfreie Grammatiken für die Spra-
chenL(Gi) = Li mit V1 ∩ V2 = ∅ und seiS eine neue Variable. Dann erzeugt die
kontextfreie Grammatik

G3 = (V1 ∪ V2 ∪ {S}, Σ, P1 ∪ P2 ∪ {S → S1, S2}, S)

die VereinigungL(G3) = L1 ∪ L2. Die Grammatik

G4 = (V1 ∪ V2 ∪ {S}, Σ, P1 ∪ P2 ∪ {S → S1S2}, S)

erzeugt das ProduktL(G4) = L1L2 und die SternhülleL∗
1 wird von der Grammatik

G5 = (V1 ∪ {S}, Σ, P1 ∪ {S → S1S, ε}, S)

erzeugt. Die beiden Sprachen

L1 = {anbmcm | n, m ≥ 0} und L2 = {anbncm | n, m ≥ 0}

sind kontextfrei. Nicht jedochL1 ∩ L2 = {anbncn | n ≥ 0}. Also istCFL nicht unter
Durchschnitt abgeschlossen.
Da CFL zwar unter Vereinigung aber nicht unter Schnitt abgeschlossen ist, kannCFL

wegen de Morgan nicht unter Komplementbildung abgeschlossen sein. �

2.5 Deterministisch kontextfreie Sprachen

Von besonderem Interesse sind kontextfreie Sprachen, die von einem deterministi-
schen Kellerautomaten erkannt werden können.

Definition 2.29 Ein Kellerautomat heißtdeterministisch, falls die Relation⊢ rechts-
eindeutig ist:

K ⊢ K1 ∧K ⊢ K2 ⇒ K1 = K2.

Äquivalent hierzu ist, dass die Überführungsfunktionδ für alle (q, a, A) ∈ Z × Σ× Γ
folgende Bedingung erfüllt (siehe Übungen):

‖δ(q, a, A)‖+ ‖δ(q, ε, A)‖ ≤ 1.

Beispiel 2.30 Der PDA M = ({q0, q1, q2}, {a, b, c}, {A, B, #}, δ, q0, #) mit der
Überführungsfunktion

δ: q0a#→ q0A# q0b#→ q0B# q0aA→ q0AA q0bA→ q0BA
q0aB→ q0AB q0bB→ q0BB q0cA→ q1A q0cB→ q1B
q1aA→ q1 q1bB→ q1 q1ε#→ q2
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erkennt die SpracheL(M) = {xcxR | x ∈ {a, b}+}. Um auf einen Blick erkennen zu
können, obM deterministisch ist, empfiehlt es sich,δ in Form einer Tabelle darzustel-
len:

δ q0, # q0, A q0, B q1, # q1, A q1, B q2, # q2, A q2, B
ε − − − q2 − − − − −
a q0A# q0AA q0AB − q1 − − − −
b q0B# q0BA q0BB − − q1 − − −
c − q1A q1B − − − − − −

Man beachte, dass jedes Tabellenfeld höchstens eine Anweisung enthält und jede Spal-
te, die einenε-Eintrag in der ersten Zeile hat, sonst keine weiteren Einträge enthält.
Daher ist für alle(q, a, A) ∈ Z × Σ× Γ die Bedingung

‖δ(q, a, A)‖+ ‖δ(q, ε, A)‖ ≤ 1

erfüllt. ⊳

Verlangen wir von einem deterministischen Kellerautomaten, dass er seine Eingabe
durch Leeren des Kellers akzeptiert, so können nicht alle regulären Sprachen von
deterministischen Kellerautomaten erkannt werden. Um beispielsweise die Sprache
L = {a, aa} zu erkennen, muss der Keller vonM nach Lesen vona geleert werden.
Daher ist esM nicht mehr möglich, die Eingabeaa zu akzeptieren.

Wir können das Problem aber einfach dadurch lösen, dass wir deterministischen Kel-
lerautomaten erlauben, ihre Eingabe durch Erreichen einesEndzustands zu akzeptie-
ren.

Definition 2.31 Ein deterministischer Kellerautomat(kurz: DPDA) wird durch ein
7-TupelM = (Z, Σ, Γ, δ, q0, #, E) beschrieben. Dabei sind

• die KomponentenZ, Σ, Γ, δ, q0, # dieselben wie bei einem PDA und zusätzlich
ist E ⊆ Z eine Menge vonEndzuständen.

• Zudem muss die Überführungsfunktionδ für alle (q, a, A) ∈ Z×Σ×Γ folgende
Bedingung erfüllen:

‖δ(q, a, A)‖+ ‖δ(q, ε, A)‖ ≤ 1.

Die vonM akzeptierteodererkannte Spracheist

L(M) = {x ∈ Σ∗ | ∃ p ∈ E ∃α ∈ Γ∗ : (q0, x, #) ⊢∗ (p, ε, α)}.

Bemerkung 2.32 Die KlasseDCFL = {L(M) |M ist ein DPDA} (deterministic con-
text free languages) ist eine echte Teilklasse vonCFL (siehe Übungen).
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Als nächstes zeigen wir, dassDCFL unter Komplementbildung abgeschlossen ist.
Beim Versuch, die End- und Nichtendzustände eines DPDAM einfach zu vertauschen,
um einen DPDAM für L(M) zu erhalten, ergeben sich folgende Schwierigkeiten:

1. FallsM eine Eingabex nicht zu Ende liest, wirdx weder vonM noch vonM
akzeptiert.

2. FallsM nach dem Lesen vonx nochε-Übergänge ausführt und dabei End- und
Nichtendzustände besucht, wirdx vonM und vonM akzeptiert.

Der nächste Satz zeigt, wie sich Problem 1 beheben lässt.

Satz 2.33 Jede SpracheL ∈ DCFL wird von einem DPDAM ′ erkannt, der alle Ein-
gaben zu Ende liest.

Beweis SeiM = (Z, Σ, Γ, δ, q0, #, E) ein DPDA mitL(M) = L. Es gibt drei Grün-
de, dieM daran hindern können, eine Eingabe zu Ende zu lesen:

1. M gerät in eine Konfiguration mit leerem Keller.

2. M gerät in eine Konfiguration(q, xi · · ·xn, Aγ), in der wegenδ(q, xi, A) =
δ(q, ε, A) = ∅ keine Anweisung ausführbar ist.

3. M führt eine unendliche Folge vonε-Anweisungen aus.

Den 1. Grund schließen wir aus, indem wir ein neues Zeichen� auf dem Kellerboden
platzieren (dabei seis der neue Startzustand):

(a) sε#→ q0#�,

Den 2. und 3. Hinderungsgrund beseitigen wir durch Einführen eines neuen Fehlerzu-
standsf (hierbei istΓ′ = Γ ∪ {�}):

(b) qaA→ fA, für alle (q, a, A) ∈ Z ×Σ× Γ′ mit A = � oderδ(q, a, A) =
δ(q, ε, A) = ∅,

(c) qεA→ fA, für alle q ∈ Z undA ∈ Γ, so dass ausgehend von der Kon-
figuration(q, ε, A) unendlich vieleε-Übergänge ausgeführt
werden, ohne dass dabei ein Endzustand besucht wird.

(d) faA→ fA, für allea ∈ Σ undA ∈ Γ′.

Zudem sehen wir im Falle einer unendlichen Folge vonε-Übergängen, bei denen ein
Endzustand besucht wird, einen Umweg über den neuen Endzustande vor:

(e) qεA→ eA,
eεA→ fA,

für alle q ∈ Z undA ∈ Γ, so dass ausgehend von der Kon-
figuration(q, ε, A) unendlich vieleε-Übergänge ausgeführt
und dabei auch Endzustände besucht werden,
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Zusammenfassend transformieren wirM in den DPDA

M ′ = (Z ∪ {s, e, f}, Σ, Γ′, δ′, s, #, E ∪ {e})

mit Γ′ = Γ ∪ {�}, wobeiδ′ neben den unter (a) bis (e) genannten Anweisungen noch

(f) alle Anweisungen ausδ enthält, soweit sie nicht durch Anweisungen vom
Typ (c) oder(e) überschrieben wurden.

�

Beispiel 2.34 Wenden wir diese Konstruktion auf den DPDA

M = ({q0, q1, q2}, {a, b, c}, {A, B, #}, δ, q0, #, {q2})

mit der Überführungsfunktion

δ q0, # q0, A q0, B q1, # q1, A q1, B q2, # q2, A q2, B
ε − − − q2 − − q2# − −
a q0A# q0AA q0AB − q1 − − − −
b q0B# q0BA q0BB − − q1 − − −
c − q1A q1B − − − − − −

an, so erhalten wir den DPDA

M ′ = ({q0, q1, q2, s, e, f}, {a, b, c}, {A, B, #, �}, δ′, s, #, {q2, e})

mit folgender Überführungsfunktionδ′:

δ′ s, # s, A s, B s, � q0, # q0, A q0, B q0, �
ε q0#� − − − − − − −
a − − − − q0A# q0AA q0AB f�

b − − − − q0B# q0BA q0BB f�

c − − − − f# q1A q1B f�

Typ (a) (f), (b) (f) (f) (b)

q1, # q1, A q1, B q1, � q2, # q2, A q2, B q2, �
ε q2 − − − e# − − −
a − q1 fB f� − fA fB f�

b − fA q1 f� − fA fB f�

c − fA fB f� − fA fB f�

Typ (f) (f), (b) (f), (b) (b) (e) (b) (b) (b)

f, # f, A f, B f, � e, # e, A e, B e, �
ε − − − − f# − − −
a f# fA fB f� − − − −
b f# fA fB f� − − − −
c f# fA fB f� − − − −

Typ (d) (d) (d) (d) (e)
⊳
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Definition 2.35 Für eine SprachklasseC bezeichne co-C die Klasse{L̄ | L ∈ C}
aller Komplemente von Sprachen inC.

Satz 2.36 DCFL = co-DCFL, d.h.DCFL ist unter Komplement abgeschlossen.

Beweis Sei M = (Z, Σ, Γ, δ, q0, #, E) ein DPDA, der alle Eingaben zu Ende liest,
und seiL(M) = L. Wir konstruieren einen DPDAM für L.

Die Idee dabei ist, dass sichM in seinem Zustand(q, i) neben dem aktuellen Zustand
q vonM in der Komponentei merkt, obM nach Lesen des letzten Zeichens (bzw. seit
Rechnungsbeginn) einen Endzustand besucht hat (i = 2) oder nicht (i = 1). Möchte
M das nächste Zeichen lesen und befindet sichM im Zustand(q, 1), so machtM
vorher noch einenε-Übergang in den Endzustand(q, 3).

Konkret erhalten wirM = (Z×{1, 2, 3}, Σ, Γ, δ′, s, #, Z×{3}) mit

s =

{

(q0, 1), q0 6∈ E,

(q0, 2), sonst,

indem wir zuδ′ für jede AnweisungqεA→M pγ die Anweisungen

(q, 1)εA → (p, 1)γ, falls p 6∈ E,
(q, 1)εA → (p, 2)γ, falls p ∈ E und
(q, 2)εA → (p, 2)γ,

sowie für jede AnweisungqaA→M pγ die Anweisungen

(q, 1)εA → (q, 3)A,
(q, 2)aA → (p, 1)γ, falls p 6∈ E,
(q, 2)aA → (p, 2)γ, falls p ∈ E,
(q, 3)aA → (p, 1)γ, falls p 6∈ E und
(q, 3)aA → (p, 2)γ, falls p ∈ E.

hinzufügen. �

Beispiel 2.37 Angenommen, ein DPDAM = (Z, Σ, Γ, δ, q0, #, E) führt bei der Ein-
gabex = a folgende Rechnung aus:

(q0, a, #) ⊢ (q1, ε, γ1) ⊢ (q2, ε, γ2).

Dann würdeM im Fall q0, q2 ∈ E undq1 6∈ E (d.h.x ∈ L(M)) die Rechnung

((q0, 2), a, #) ⊢ ((q1, 1), ε, γ1) ⊢ ((q2, 2), ε, γ2)

ausführen. Da(q1, 1), (q2, 2) 6∈ Z×{3} sind, verwirft alsoM das Worta. Dagegen
würdeM im Fall q0 ∈ E undq1, q2 6∈ E (d.h.x 6∈ L(M)) die Rechnung

((q0, 2), a, #) ⊢ ((q1, 1), ε, γ1) ⊢ ((q2, 1), ε, γ2) ⊢ ((q2, 3), ε, γ2)

ausführen. Da(q2, 3) ∈ Z×{3} ein Endzustand vonM ist, würdeM in diesem Fall
das Worta akzeptieren. ⊳
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Satz 2.38 Die KlasseDCFL ist nicht abgeschlossen unter Durchschnitt, Vereinigung,
Produkt und Sternhülle.

Beweis Die beiden Sprachen

L1 = {anbmcm | n, m ≥ 0} und L2 = {anbncm | n, m ≥ 0}

sind sogar deterministisch kontextfrei. DaL1 ∩ L2 = {anbncn | n ≥ 0} nicht kontext-
frei ist, liegt diese Sprache natürlich erst recht nicht inDCFL, also istDCFL nicht unter
Durchschnitt abgeschlossen.

DaDCFL unter Komplementbildung abgeschlossen ist, kannDCFL wegen de Morgan
dann auch nicht unter Vereinigung abgeschlossen sein. Beispielsweise sind folgende
Sprachen deterministisch kontextfrei:

L3 = {aibjck | i 6= j} undL4 = {aibjck | j 6= k}.

Ihre Vereinigung gehört aber nicht zuDCFL, d.h.

L3 ∪ L4 = {aibjck | i 6= j oderj 6= k} ∈ CFL \ DCFL.

DCFL ist nämlich unter Schnitt mit regulären Sprachen abgeschlossen (siehe Übun-
gen). Daher wäre mitL3 ∪ L4 auch die Sprache

(L3 ∪ L4) ∩ L(a∗b∗c∗) = {anbncn | n ≥ 0}

(deterministisch) kontextfrei. Als nächstes zeigen wir, dassDCFL nicht unter Produkt-
bildung abgeschlossen ist. Betrachte hierzu die Sprachen

L0 = {0}, L3 = {aibjck | i 6= j} undL4 = {aibjck | j 6= k}.

Wir zeigen zuerst, dass die Sprache

L5 = L0(L3 ∪ L4) = {0aibjck | i 6= j ∨ j 6= k} 6∈ DCFL ist.

Wäre nämlichM = (Z, Σ, Γ, δ, q0, #, E) ein DPDA fürL5, so könnten wirM in einen
DPDA M ′ = (Z ∪ {s}, Σ, Γ, δ′, s, #, E) für die SpracheL3 ∪ L4 transformieren (was
wegenL3 ∪ L4 6∈ DCFL nicht möglich ist).

Sei p der Zustand undγ der Kellerinhalt vonM nach Lesen des Zeichens0. Dann
können wirδ′ wie folgt definieren:

δ′(q, u, A) =

{

(p, γ), (q, u, A) = (s, ε, #),

δ(q, u, A), (q, u, A) ∈ Z × (Σ ∪ {ε})× Γ.

Es ist leicht zu sehen, dass die beiden SprachenL∗
0 undL = L0L3 ∪ L4 in DCFL sind.

Ihr ProduktL∗
0L gehört aber nicht zuDCFL. Da DCFL unter Schnitt mit regulären

Sprachen abgeschlossen ist, wäre andernfalls auch

L∗
0L ∩ L0L(a∗b∗c∗) = {0aibjck | i 6= j ∨ j 6= k} = L0(L3 ∪ L4) = L5

in DCFL, was wir bereits ausgeschlossen haben. �
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Bemerkung 2.39 DassDCFL auch nicht unter Sternhüllenbildung abgeschlossen ist,
lässt sich ganz ähnlich zeigen (siehe Übungen).

Wir fassen die bewiesenen Abschlusseigenschaften der KlassenREG, DCFL undCFL

in folgender Tabelle zusammen:

Vereinigung Schnitt Komplement Produkt Sternhülle
REG ja ja ja ja ja
DCFL nein nein ja nein nein
CFL ja nein nein ja ja



Kapitel 3

Kontextsensitive Sprachen

In diesem Kapitel führen wir das Maschinenmodell des linearbeschränkten Automa-
ten (LBA) ein und zeigen, dass LBAs genau die kontextsensitiven Sprachen erkennen.
Erst vor wenigen Jahren gelang der Nachweis, dass die KlasseCSL unter Komple-
mentbildung abgeschlossen ist. Nach wie vor offen ist jedoch die Frage, ob die Klasse
DCSL der von einem deterministischen LBA erkannten Sprachen eine echte Teilklasse
vonCSL ist oder nicht (diese Frage ist alsLBA-Problembekannt).

3.1 Kontextsensitive Grammatiken

Zur Erinnerung: Eine GrammatikG = (V, Σ, P, S) heißt kontextsensitiv, falls für
alle Regelnα→ β gilt: |β| ≥ |α|. Als einzige Ausnahme hiervon ist die RegelS → ε
erlaubt. Allerdings nur dann, wenn das StartsymbolS nicht auf der rechten Seite einer
Regel vorkommt.

Wie wir gesehen haben, ist die SpracheL = {anbncn | n ≥ 0} nicht kontextfrei. Das
nächste Beispiel zeigt jedoch, dassL von einer kontextsensitiven Grammatik erzeugt
werden kann. Daher ist die KlasseCFL echt in der KlasseCSL enthalten.

Beispiel 3.1 Betrachte die kontextsensitive GrammatikG = (V, Σ, P, S) mit V =
{S, B, C}, Σ = {a, b, c} und den Regeln

P : S→ aSBC, aBC, (1, 2) CB→BC, (3) aB→ ab, (4)
bB→ bb, (5) bC→ bc, (6) cC→ cc. (7)

In G läßt sich beispielsweise das Wortw = aabbcc ableiten:

S ⇒
(1)

aSBC ⇒
(2)

aaBCBC ⇒
(3)

aaBBCC

⇒
(4)

aabBCC ⇒
(5)

aabbCC ⇒
(6)

aabbcC ⇒
(7)

aabbcc

60
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Allgemein gilt für allen ≥ 1:

S ⇒
(1)

n an−1S(BC)n−1 ⇒
(2)

an(BC)n ⇒
(3)

(n
2) anBnCn

⇒
(4)

anbBn−1Cn ⇒
(5)

n−1 anbnCn ⇒
(6)

anbncCn−1 ⇒
(7)

n−1 anbncn

Also gilt anbncn ∈ L(G) für alle n ≥ 1. Umgekehrt folgt durch Induktion über die
Ableitungslänge, dass jede Satzformu mit S ⇒∗ u die folgenden Bedingungen erfüllt:

• #a(u) = #b(u) + #B(u) = #c(u) + #C(u),

• links vonS und links von einema kommen nura’s vor,

• links von einemb kommen nura’s oderb’s vor.

Daraus ergibt sich, dass inG nur Wörter der Formw = anbncn ableitbar sind. ⊳

3.2 Turingmaschinen

Um ein geeignetes Maschinenmodell für die kontextsensitiven Sprachen zu finden,
führen wir zunächst das Rechenmodell der Turingmaschine (TM) ein. Eine TM darf
während ihrer Rechnung ihre Eingabe überschreiben und beliebig viele Bandfelder als
Speicher benutzen. Es ist leicht zu sehen, dass jede kontextsensitive Sprache von einer
nichtdeterministischen 1-Band Turingmaschine (1-NTM)M akzeptiert wird. Dabei
kann die Rechnung vonM sogar auf den Bereich der Eingabe beschränkt werden
(siehe Satz 3.9).

Definition 3.2

a) Seik ≥ 1. Einenichtdeterministische k-Band-Turingmaschine(kurzk-NTM
oder einfachNTM) wird durch ein 6-TupelM = (Z, Σ, Γ, δ, q0, E) beschrieben,
wobei

• Z eine endliche Menge von Zuständen,

• Σ das Eingabealphabet (wobei⊔ /∈ Σ),

• Γ das Arbeitsalphabet (wobeiΣ ∪ {⊔} ⊆ Γ),

• δ: Z × Γk → P(Z × Γk × {L, R, N}k) die Überführungsfunktion,

• q0 der Startzustand und

• E ⊆ Z die Menge der Endzustände ist.

b) Einek-NTM M heißtdeterministisch(kurz: M ist einek-DTM oder einfach
DTM), falls für alle(q, a1, . . . ak) ∈ Z × Γk gilt:

‖δ(q, a1, . . . ak)‖ ≤ 1.
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Für (q′, a′
1, . . . , a

′
k, D1, . . . , Dk) ∈ δ(q, a1, . . . ak) schreiben wir auch

(q, a1, . . . , ak)→ (q′, a′
1, . . . , a

′
k, D1, . . . , Dk).

Eine solche Anweisung ist ausführbar, falls

• q der aktuelle Zustand vonM ist und

• sich füri = 1, . . . , k der Lesekopf desi-ten Bandes auf einem mitai beschrifte-
ten Feld befindet.

Ihre Ausführung bewirkt, dassM

• vom Zustandq in den Zustandq′ übergeht,

• auf Bandi das Symbolai durcha′
i ersetzt und

• den Kopf gemäßDi bewegt (L: ein Feld nach links, R: ein Feld nach rechts, N:
keine Bewegung).

Definition 3.3

a) EineKonfiguration ist ein(3k + 1)-Tupel

K = (q, u1, a1, v1, . . . , uk, ak, vk) ∈ Z × (Γ∗ × Γ× Γ∗)k

und besagt, dass

• q der momentane Zustand ist und

• dasi-te Band mit. . .⊔ uiaivi ⊔ . . . beschriftet ist, wobei sich der Kopf auf
dem Zeichenai befindet.

b) Im Fall k = 1 schreiben wir für eine Konfiguration(q, u, a, v) auch kurzuqav.

c) Eine KonfigurationK ′ = (q′, u′
1, a

′
1, v

′
1, . . . , u

′
k, a

′
k, v

′
k) heißtFolgekonfigurati-

on vonK = (q, u1, a1, v1, . . . , uk, ak, vk) (kurzK ⊢ K ′), falls eine Anweisung

(q, a1, . . . , ak)→ (q′, b1, . . . , bk, D1, . . . , Dk)

existiert, so dass füri = 1, . . . , k gilt:

im Fall Di = N: Di = R: Di = L:

K: ui ai vi

K ′: ui bi vi

K: ui ai vi

K ′: ui bi a′
i v′

i

K: ui ai vi

K ′: u′
i a′

i bi vi

u′
i = ui,a

′
i = bi

undv′
i = vi

u′
i = uibi und

a′
iv

′
i =

{
vi, vi 6= ε,
⊔, sonst.

u′
ia

′
i =

{
ui, ui 6= ε,
⊔, sonst.

undv′
i = bivi
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Man beachte, dass sich die Länge der Bandinschriftuiaivi beim Übergang vonK zu
K ′ nicht verkleinern kann, d.h.|u′

ia
′
iv

′
i| ≥ |uiaivi|.

Definition 3.4 SeiM = (Z, Σ, Γ, δ, q0, E) einek-NTM und seix = x1 · · ·xn ∈ Σ∗

eine Eingabe.

a) Die zugehörigeStartkonfiguration ist

Kx =

{

(q0, ε, x1, x2 · · ·xn, ε,⊔, ε, . . . , ε,⊔, ε), x 6= ε,

(q0, ε,⊔, ε, . . . , ε,⊔, ε), x = ε.

b) Die vonM akzeptierteodererkannte Spracheist

L(M) = {x ∈ Σ∗ | ∃K ∈ E × (Γ∗ × Γ× Γ∗)k : Kx ⊢
∗ K}.

Ein Wortx wird also genau dann vonM akzeptiert (kurz:M(x) akzeptiert), wenn es
eineRechnung (Folge von Konfigurationen) vonM bei Eingabex gibt, bei der ein
Endzustand erreicht wird.

Beispiel 3.5 Betrachte die 1-DTMM = (Z, Σ, Γ, δ, q0, E) mit Z = {q0, . . . q4}, Σ =
{a, b}, Γ = Σ ∪ {A, B,⊔}, E = {q4} und den Anweisungen

δ: q0a→ q1AR (1) Anfang der Schleife: Ersetze das erstea durchA.

q1a
q1B
q1b

→
→
→

q1aR
q1BR
q2BL

(2)
(3)
(4)

Bewege den Kopf nach rechts bis zum erstenb und ersetze
dies durch einB (falls kein b mehr vorhanden ist, dann
halte ohne zu akzeptieren).

q2a
q2B
q2A

→
→
→

q2aL
q2BL
q0AR

(5)
(6)
(7)

Bewege den Kopf zurück nach links bis einA kommt, gehe
wieder ein Feld nach rechts und wiederhole die Schleife.

q0B
q3B
q3⊔

→
→
→

q3BR
q3BR
q4⊔N

(8)
(9)

(10)

Falls keina am Anfang der Schleife, dann teste, ob noch
ein b vorhanden ist. Wenn ja, dann halte ohne zu akzeptie-
ren. Andernfalls akzeptiere.

Dann führtM bei Eingabeaabb folgende Rechnung aus:

q0aabb ⊢
(1)

Aq1abb ⊢
(2)

Aaq1bb ⊢
(4)

Aq2aBb

⊢
(5)

q2AaBb ⊢
(7)

Aq0aBb ⊢
(1)

AAq1Bb

⊢
(3)

AABq1b ⊢
(4)

AAq2BB ⊢
(6)

Aq2ABB

⊢
(7)

AAq0BB ⊢
(8)

AABq3B ⊢
(9)

AABBq3⊔ ⊢
(10)

AABBq4⊔
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Ähnlich läßt sichanbn ∈ L(M) für ein beliebigesn ≥ 1 zeigen. Andererseits führtM
bei Eingabeabb folgende Rechnung aus:

q0abb ⊢
(1)

Aq1bb ⊢
(4)

q2ABb ⊢
(7)

Aq0Bb ⊢
(8)

ABq3b

Da diese Rechnung nicht fortsetzbar ist und daM deterministisch ist, muss jede Rech-
nung vonM(abb) ein Anfangsstück dieser Rechnung sein.M kann bei Eingabeabb
somit keinen Endzustand erreichen, weshalbabb nicht zuL(M) gehört. Tatsächlich
lässt sich durch Betrachtung der übrigen Fälle (x = anbm, n > m, x = anbmak,
m, k ≥ 1, etc.) zeigen, dassM nur Eingaben der Formanbn akzeptiert, und somit
L(M) = {anbn | n ≥ 1} ist. ⊳

3.3 Linear beschränkte Automaten

Eine 1-NTMM , die nicht mehr Platz benötigt als ihr durch die Eingabe bereitgestellt
wird, wird als LBA (linear beschränkter Automat) bezeichnet. DassM bei Eingabex
nurn = |x| Bandfelder besuchen darf, scheint auf den ersten Blick der Begriffsbildung
„linear beschränkt“ zu widersprechen. Man kann jedoch zeigen, dass jedek-NTM, die
bei Eingaben der Längen nur linear viele (alsoO(n)) Bandfelder besucht, von einem
LBA simuliert werden kann.

Damit ein LBA das Ende der Eingabe erkennen kann (und nicht versehentlich darüber
hinausliest), muss das letzte Zeichen der Eingabe markiertwerden. Das erste Zeichen
der Eingabe braucht dagegen nicht markiert zu werden, da dies der LBA im ersten
Rechenschritt selbst tun kann.

Definition 3.6

a) Für ein AlphabetΣ und ein Wortx = x1 · · ·xn ∈ Σ∗ bezeichnêx das Wort

x̂ =

{

x, x = ε,

x1 · · ·xn−1x̂n, x 6= ε

über dem Alphabet̂Σ = Σ ∪ {â | a ∈ Σ}.

b) Eine 1-NTMM = (Z, Σ̂, Γ, δ, q0, E) heißt linear beschränkt(kurz: M ist ein
LBA), falls M für jedes Wortx ∈ Σ+ ausgehend von der StartkonfigurationKx̂

nur KonfigurationenK = uqav mit |uav| ≤ n erreichen kann:

∀x ∈ Σ+ : Kx̂ ⊢
∗ uqav ⇒ |uav| ≤ |x|.

c) Die von einem LBAakzeptierteodererkannte Spracheist

L(M) = {x ∈ Σ∗ |M(x̂) akzeptiert}.
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Beispiel 3.7 Es ist nicht schwer, die 1-DTMM = (Z, Σ, Γ, δ, q0, E) aus Beispiel 3.5
mit

δ: q0a → q1AR (1)
q1a → q1aR (2)
q1B→ q1BR (3)
q1b → q2BL (4)

q2a → q2aL (5)
q2B→ q2BL (6)
q2A→ q0AR (7)

q0B→ q3BR (8)
q3B→ q3BR (9)
q3⊔ → q4⊔N (10)

in einen deterministischen LBA (kurz:DLBA ) M ′ = (Z, Σ̂, Γ′, δ′, q0, E) für die Spra-
che{anbn |n ≥ 1} umzuwandeln. Ersetze hierzu

• Σ durchΣ̂ = {a, b, â, b̂},

• Γ durchΓ′ = Σ̂ ∪ {A, B, B̂,⊔} sowie

• die Anweisungq3⊔ → q4⊔N (10) durchq3B̂ → q4B̂N (10′)

• und füge die Anweisungq1b̂→ q2B̂L (4a) hinzu:

δ: q0a→ q1AR (1)
q1a→ q1aR (2)
q1B→ q1BR (3)
q1b→ q2BL (4)

q1b̂→ q2B̂L (4a)
q2a→ q2aL (5)
q2B→ q2BL (6)
q2A→ q0AR (7)

q0B→ q3BR (8)
q3B→ q3BR (9)

q3B̂→ q4B̂N (10′)

Dann wird das Wortaabb durch folgende Rechnung vonM ′ bei Eingabeaabb̂ akzep-
tiert:

q0aabb̂ ⊢∗ AABq1b̂ ⊢
(4a)

AAq2BB̂ ⊢∗ AABq3B̂ ⊢
(10′)

AABq4B̂
⊳

Definition 3.8 Die Klasse derdeterministisch kontextsensitivenSprachen ist defi-
niert als

DCSL = {L(M) |M ist ein DLBA}.

Der DLBA M ′ für die SpracheA = {anbn | n ≥ 1} aus dem letzten Beispiel lässt
sich leicht in einen DLBA für die SpracheB = {anbncn | n ≥ 1} transformieren
(siehe Übungen), d.h.B ∈ DCSL \ CFL. DassCFL in DCSL enthalten ist, wird in den
Übungen gezeigt. Als nächstes beweisen wir, dass LBAs genaudie kontextsensitiven
Sprachen erkennen.

Satz 3.9 CSL = {L(M) |M ist ein LBA}.

Beweis Wir zeigen zuerst die InklusionCSL ⊆ {L(M) | M ist ein LBA}. SeiG =
(V, Σ, P, S) eine kontextsensitive Grammatik. Dann wirdL(G) von folgendem LBA
M akzeptiert (o.B.d.A. seiε 6∈ L(G)):

1 Markiere das erste Eingabezeichen.
2 Wähle (nichtdeterministisch) eine Regelα→ β ausP .
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3 Wähle ein beliebiges Vorkommen vonβ auf dem Band. (Fallsβ auf dem
Band nicht vorkommt, halte ohne zu akzeptieren.)

4 Ersetze die ersten|α| Zeichen vonβ durchα.
5 Falls das erste (oder letzte) Zeichen vonβ markiert war, markiere auch das

erste (letzte) Zeichen vonα.

6 Verschiebe die Zeichen rechts vonβ um |β| − |α| Positionen nach links
und überschreibe die frei werdenden Bandfelder mit Blanks.

7 Enthält das Band außer Blanks nur noch das (markierte) Startsymbol, so
halte in einem Endzustand; sonst gehe zurück zu Schritt 2.

Nun ist leicht zu sehen, dassM wegen|β| ≥ |α| tatsächlich linear beschränkt ist.
M akzeptiert eine Eingabex, falls es gelingt, eine Ableitung fürx in G zu finden (in
umgekehrter Reihenfolge, d.h.M ist ein nichtdeterministischerBottom-Up Parser).
Da sich genau für die Wörter inL(G) eine Ableitung finden lässt, folgtL(M) = L(G).

Für den Beweis der umgekehrten Inklusion von{L(M) | M ist ein LBA} ⊆ CSL sei
ein LBA M = (Z, Σ̂, Γ, δ, q0, E) gegeben (o.B.d.A. seiε 6∈ L(M)). Betrachte die
kontextsensitive GrammatikG = (V, Σ, P, S) mit

V = {S, A} ∪ (ZΓ ∪ Γ)×Σ,

die für allea, b ∈ Σ undc, d ∈ Γ folgende Regeln enthält:

P : S→A(â, a), (1)
A→A(a, a), (2)
A→ (q0a, a), (3)

(qc, a)→ (q′c′, a), falls qc→M q′c′N (4)
(qc, a)(d, b)→ (c′, a)(q′d, b), falls qc→M q′c′R (5)
(d, a)(qc, b)→ (q′d, a)(c′, b), falls qc→M q′c′L (6)

(qc, a)→ a, falls q ∈ E (7)
(c, a)→ a. (8)

Durch Induktion überm lässt sich nun leicht für allea1, . . . , an ∈ Γ und q ∈ Z die
folgende Äquivalenz beweisen:

q0x1 · · ·xn−1x̂n ⊢
m a1 · · ·ai−1qai · · ·an ⇐⇒

(q0x1, x1) · · · (x̂n, xn) ⇒
(4,5,6)

m (a1, x1) · · · (qai, xi) · · · (an, xn)

Ist alsoq0x1 · · ·xn−1x̂n ⊢
m a1 · · ·ai−1qai · · ·an mit q ∈ E eine akzeptierende Rech-

nung vonM(x1 · · ·xn−1x̂n), so folgt

S ⇒
(1,2,3)

n (q0x1, x1)(x2, x2) · · · (xn−1, xn−1)(x̂n, xn)

⇒
(4,5,6)

m (a1, x1) · · · (ai−1, xi−1)(qai, xi) · · · (an, xn)

⇒
(7,8)

n x1 · · ·xn

Ganz ähnlich folgt auchL(G) ⊆ L(M). �
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Bemerkung 3.10

• Eine einfache Modifikation des Beweises zeigt, dass 1-NTMs genau die Spra-
chen vom Typ 0 akzeptieren (siehe Übungen). Im nächsten Abschnitt werden wir
sehen, dass sogar für allek ≥ 1 folgende Gleichheiten gelten:

RE = {L(M) |M ist einek-NTM} = {L(G) |G ist eine Typ-0 Grammatik}

= {L(M) |M ist einek-DTM} = {L |L ist semi-entscheidbar}.

• Bis heute ungelöst ist die Frage, ob jede kontextsensitive Sprache von einem
DLBA erkannt wird, d.h. obDCSL eine echte Teilklasse vonCSL ist oder nicht.
Diese Frage ist alsLBA-Problembekannt.

Zum Schluss dieses Abschnitts betrachten wir (neben dem Wortproblem) die folgen-
den Problemstellungen für (durch Grammatiken oder Automaten) gegebene Sprachen
L, L1 undL2:

• Leerheitsproblem: Ist L = ∅ ?

• Schnittproblem: Ist L1 ∩ L2 = ∅ ?

• Äquivalenzproblem: Ist L1 = L2 ?

Solange es nur um die Frage geht, ob diese Probleme entscheidbar sind oder nicht,
ist es unerheblich, ob beispielsweise eine reguläre Sprache durch einen endlichen Au-
tomaten, durch eine Grammatik oder durch einen regulären Ausdruck gegeben ist.
Dies liegt daran, dass die verschiedenen Darstellungsformeneffektivineinander trans-
formierbar sind. Dagegen kann die gewählte Darstellungsform einen beträchtlichen
Einfluss auf dieKomplexitätdieser Probleme haben.

Die folgende Tabelle zeigt, welche dieser Probleme entscheidbar sind und welche
nicht.

Wort- Leerheits- Äquivalenz- Schnitt-
Sprachklasse problem problem problem problem

regulär (DFA, NFA etc.) ja ja ja ja
det. kontextfrei (DPDA) ja ja jaa nein
kontextfrei (PDA, kfr. Gr.) ja ja nein nein
kontextsensitiv (LBA) ja nein nein nein
semi-entscheidbar (DTM, NTM) nein nein nein nein

aBewiesen in 1997 von Géraud Sénizergues (Univ. Bordeaux).

Eine Sonderrolle spielen hierbei die entscheidbaren Sprachen, da sich diese nicht syn-
taktisch mittels Automaten oder Grammatiken charakterisieren lassen. Vielmehr sind
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die entscheidbaren Sprachen nur semantisch (etwa durch Turingmaschinen, die bei
jeder Eingabe halten) charakterisierbar.

Folgende Tabelle gibt einen Überblick über die Abschlusseigenschaften der Klassen
REG, DCFL, CFL, DCSL, CSL undRE. In der VL Komplexitätstheorie wird gezeigt,
dass die KlasseCSL unter Komplementbildung abgeschlossen ist. Im nächsten Kapitel
werden wir sehen, dass die KlasseRE nicht unter Komplementbildung abgeschlossen
ist. Die übrigen Abschlusseigenschaften in folgender Tabelle werden in den Übungen
bewiesen.

Vereinigung Schnitt Komplement Produkt Sternhülle
REG ja ja ja ja ja
DCFL nein nein ja nein nein
CFL ja nein nein ja ja

DCSL ja ja ja ja ja
CSL ja ja ja ja ja
RE ja ja nein ja ja



Kapitel 4

Entscheidbare und semi-entscheidbare
Sprachen

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit der KlasseRE, die alle Typ-0 Sprachen
enthält. Wir werden eine Reihe von Charakterisierungen fürdiese Klasse mittels Tu-
ringmaschinen beweisen, wodurch auch die Namensgebung (rekursiv aufzählbar) ver-
ständlich wird. Eine wichtige Teilklasse vonRE bildet die KlasseREC der entscheidba-
ren (oder rekursiven) Sprachen, in der bereits alle kontextsensitiven Sprachen enthalten
sind.

Definition 4.1

a) Eine DTMM hält bei Eingabex, fallsM(x) eine KonfigurationK erreicht, die
keine Folgekonfiguration hat.

b) Eine DTMM entscheideteine Eingabex, fallsM(x) nach endlich vielen Schrit-
ten hält oder in einen Endzustand gelangt.

c) Eine SpracheL ⊆ Σ∗ heißtentscheidbar, falls eine DTMM mit L(M) = L
existiert, die jede Eingabex ∈ Σ∗ entscheidet.

d) Eine SpracheL heißt semi-entscheidbar, falls eine DTMM mit L(M) = L
existiert.

Bemerkung 4.2

• Die von einer DTMM akzeptierte SpracheL(M) wird als semi-entscheidbar
bezeichnet, daM zwar alle (positiven) Eingabenx ∈ L entscheidet, aber mög-
licherweise nicht alle (negativen) Eingabenx /∈ L.

• Wir werden später sehen, dass genau die Typ-0 Sprachen semi-entscheidbar
sind.

69
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Aus historischen Gründen werden die entscheidbaren Sprachen auchrekursiv (engl.
recursive) genannt. Wir fassen die entscheidbaren Sprachen in der KlasseREC zusam-
men:

REC = {L(M) |M ist eine DTM, die jede Eingabe entscheidet}.

Dann gilt
REG ⊆ DCFL ⊆ CFL ⊆ DCSL ⊆ CSL ⊆ REC ⊆ RE.

Wir wissen bereits, dass die ersten drei InklusionenREG ( DCFL ( CFL ( DCSL

echt sind. In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass auch die InklusionREC ( RE

echt ist. DassCSL eine echte Teilklasse vonREC ist, wird in den Übungen gezeigt.
Wie bereits erwähnt, ist die Frage, ob alle kontextsensitiven Sprachen auch determi-
nistisch kontextsensitiv sind, bis heute ungelöst (LBA-Problem). Wir wenden uns nun
der Berechnung von Funktionen zu.

Definition 4.3

a) Einek-DTM M = (Z, Σ, Γ, δ, q0, E) berechneteine Funktionf : Σ∗ → Γ∗,
falls M bei jeder Eingabex ∈ Σ∗ in einer Konfiguration

K = (q, u1, a1, v1, . . . , uk, ak, vk) ∈ Z × (Γ∗ × Γ× Γ∗)k

mit
uk = f(x)

hält (d.h.Kx ⊢
∗ K und K hat keine Folgekonfiguration). Hierfür sagen wir

auch,M gibt bei Eingabex das Wortf(x) aus und schreibenM(x) = f(x).

b) In diesem Fall heißtf Turing-berechenbar(oderberechenbar).

Aus historischen Gründen werden berechenbare Funktionen auch rekursiv genannt.
Um eine Funktionf : Σ∗ → Γ∗ zu berechnen, mussM also bei jeder Eingabex den
Funktionswertf(x) auf dask-te Band schreiben und danach halten. FallsM nicht bei
allen Eingaben hält, berechnetM keine totale, sondern nur eine partielle Funktion.

Definition 4.4

a) Einepartielle Funktion hat die Formf : Σ∗ → Γ∗ ∪ {↑}.

b) Für f(x) = ↑ sagen wir auchf(x) ist undefiniert.

c) Der Definitionsbereich(engl. domain) vonf ist

dom(f) = {x ∈ Σ∗ | f(x) 6= ↑}.
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d) DasBild (engl. image) vonf ist

img(f) = {f(x) | x ∈ dom(f)}.

e) Eine DTMM = (Z, Σ, Γ, δ, q0, E) berechneteine partielle Funktionf : Σ∗ →
Γ∗ ∪ {↑}, falls für allex ∈ Σ∗ gilt:

• im Fall f(x) = ↑ hält M bei Eingabex nicht,

• andernfalls mussM(x) = f(x) (siehe Definition 4.3) gelten.

Wir fassen die (partiellen) berechenbaren Funktionen in folgenden Klassen zusammen:

FRECt = {f | f ist eine totale berechenbare Funktion},

FRECp = {f | f ist eine partielle berechenbare Funktion}.

Dann gilt
FRECt ( FRECp.

Beispiel 4.5 Bezeichnex+ den lexikografischen Nachfolgervon x ∈ Σ∗. Für Σ =
{0, 1} ergeben sich beispielsweise folgende Werte:

x ε 0 1 00 01 10 11 000 . . .
x+ 0 1 00 01 10 11 000 001 . . .

Betrachte die aufΣ∗ definierten Funktionenf1, f2, f3, f4 mit

f1(x) = 0,

f2(x) = x,

f3(x) = x+

und f4(x) =

{

↑, x = ε,

y, x = y+.

Daf1, f2, f3, f4 berechenbar sind, gehören die totalen Funktionenf1, f2, f3 zuFRECt,
während die partielle Funktionf4 zuFRECp gehört. ⊳

Wie der nächste Satz zeigt, lässt sich jedes Entscheidungsproblem auf ein funktionales
Problem zurückführen.

Satz 4.6

(i) Eine SpracheA ⊆ Σ∗ ist genau dann entscheidbar, wenn ihrecharakteristische
Funktion χA : Σ∗ → {0, 1} berechenbar ist. Diese ist wie folgt definiert:

χA(x) =

{

1, x ∈ A,

0, x 6∈ A.
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(ii) Eine SpracheA ⊆ Σ∗ ist genau dann semi-entscheidbar, falls ihrepartielle
charakteristische Funktionχ̂A : Σ∗ → {0, 1, ↑} berechenbar ist. Letztere ist
wie folgt definiert:

χ̂A(x) =

{

1, x ∈ A,

↑, x 6∈ A.

Beweis Siehe Übungen.

Definition 4.7 Eine SpracheA ⊆ Σ∗ heißtrekursiv aufzählbar, fallsA = ∅ oder das
Bild img(f) einer berechenbaren Funktionf : Γ∗ → Σ∗ für ein beliebiges Alphabet
Γ ist.

Satz 4.8 Folgende Eigenschaften sind äquivalent:

1. A ist semi-entscheidbar (d.h.A wird von einer DTM akzeptiert),

2. A wird von einer1-DTM akzeptiert,

3. A ist vom Typ0,

4. A wird von einer NTM akzeptiert,

5. A ist rekursiv aufzählbar.

Beweis 1)⇒ 2): SeiM = (Z, Σ, Γ, δ, q0, E) einek-DTM mit L(M) = A. Wir kon-
struieren eine 1-DTMM ′ = (Z ′, Σ, Γ′, δ′, z0, E) für A. M ′ simuliertM , indem
sie jede KonfigurationK vonM der Form

· · · a b c d · · ·
↑...

· · · e f g h · · ·
↑

durch eine KonfigurationK ′ folgender Form nachbildet:

· · ·
( a...

e

) (
b...
f̂

) ( c...
g

) (
d̂...
h

)

· · ·

Das heißt,M ′ arbeitet mit dem Alphabet

Γ′ = Γ ∪ (Γ ∪ {â | a ∈ Γ})k

und erzeugt bei Eingabex = x1 · · ·xn ∈ Σ∗ zuerst die der Startkonfiguration

Kx = (q0, ε, x, ε,⊔, . . . , ε,⊔)
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vonM bei Eingabex entsprechende Konfiguration

K ′
x = q′0







x̂1

⊔̂...
⊔̂













x2

⊔...
⊔






· · ·







xn

⊔...
⊔







.

Dann simuliertM ′ jeweils einen Schritt vonM durch folgende Sequenz von
Rechenschritten:

• Zuerst gehtM ′ solange nach rechts, bis sie alle mitˆ markierten Zeichen
(z.B. â1, . . . , âk) gefunden hat.

• Diese Zeichen speichertM ′ in ihrem Zustand.

• Anschließend gehtM ′ wieder nach links und realisiert dabei die durch
δ(q, a1, . . . , ak) vorgegebene Anweisung vonM .

• Den aktuellen Zustandq vonM speichertM ′ ebenfalls in ihrem Zustand.

SobaldM in einen Endzustand übergeht, wechseltM ′ ebenfalls in einen Endzu-
stand und hält. Nun ist leicht zu sehen, dassL(M ′) = L(M) ist.

2)⇒ 3): Ähnlich wie beim Beweis der Inklusion

{L(M) |M ist ein LBA} ⊆ {L(G) | G ist eine Typ-1 Grammatik}

lässt sich zu einer1-NTM (und damit auch zu einer1-DTM) M eine Typ-0
GrammatikG mit L(G) = L(M) konstruieren (siehe Übungen).

3)⇒ 4): Ähnlich wie beim Beweis der Inklusion

{L(G) | G ist eine Typ-1 Grammatik} ⊆ {L(M) |M ist ein LBA}

lässt sich zu einer Typ-0 GrammatikG eine 1-NTM M mit L(M) = L(G)
konstruieren (siehe Übungen).

4)⇒ 5): SeiM = (Z, Σ, Γ, δ, q0, E) einek-NTM und seiA = L(M) 6= ∅. Kodieren
wir eine KonfigurationK = (q, u1, a1, v1, . . . , uk, ak, vk) durch das Wort

code(K) = #q#u1#a1#v1# · · ·#uk#ak#vk#

über dem Alphabet̃Γ = Z ∪ Γ ∪ {#} und eine RechnungK0 ⊢ · · · ⊢ Kt

durchcode(K0) · · · code(Kt), so lassen sich die Wörter vonA durch folgende
Funktionf : Γ̃∗ → Σ∗ aufzählen (dabei istx0 ein beliebiges Wort inA):

f(x) =







y, x kodiert eine RechnungK0 ⊢ · · · ⊢ Kt von M mit
K0 = Ky undKt ∈ E × (Γ∗ × Γ× Γ∗)k

x0, sonst.

Daf berechenbar ist, istA = img(f) rekursiv aufzählbar.
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5)⇒ 1): Seif : Γ∗ → Σ∗ eine Funktion mitA = img(f) und seiM einek-DTM,
dief berechnet. Dann akzeptiert folgende(k + 1)-DTM M ′ die SpracheA.

M ′ berechnet bei Eingabex auf dem 2. Band der Reihe nach für al-
le Wörtery ∈ Γ∗ den Wertf(y) durch Simulation vonM(y) und
akzeptiert, sobald sie einy mit f(y) = x findet.

�

Satz 4.9 A ist genau dann entscheidbar, wennA undĀ semi-entscheidbar sind, d.h.
REC = RE ∩ co-RE.

Beweis FallsA entscheidbar ist, ist auch̄A entscheidbar, d.h.A undĀ sind dann auch
semi-entscheidbar. Für die Rückrichtung seienf1, f2 : Γ∗ → Σ∗ Turing-berechenbare
Funktionen mitimg(f1) = A undimg(f2) = Ā. Wir betrachten folgendek-DTM M ,
die bei Eingabex

• für jedesy ∈ Γ∗ die beiden Wertef1(y) undf2(y) bestimmt,

• x akzeptiert, sobald einy auf den Wertf1(y) = x führt und

• x verwirft, sobald einy auf den Wertf2(y) = x führt.

Da jede Eingabex entweder inimg(f1) = A oder in img(f2) = Ā enthalten ist,
entscheidetM alle Eingaben. �

4.1 Kodierung (Gödelisierung) von Turingmaschinen

SeiM = (Z, Σ, Γ, δ, q0, E) eine 1-DTM mit EingabealphabetΣ = {0, 1, #}, Arbeit-
salphabetΓ = {a0, . . . , al} (o.B.d.A. seia0 = 0, a1 = 1, a2 = #, a3 = ⊔), sowie
ZustandsmengeZ = {q0, . . . , qm} (o.B.d.A. seiE = {qm}). Dann können wir jede
Anweisung der Formqiaj → qi′aj′D durch folgendes Wort kodieren

#bin(i)#bin(j)#bin(i′)#bin(j′)#bD#.

Dabei istbin(n) die Binärdarstellung vonn und

bD =







0, D = N,

1, D = L,

10, D = R.

Über dem Alphabet{0, 1, #} lässt sich nunM durch die Folge ihrer kodierten Anwei-
sungen kodieren. Wenn wir die Zeichen0, 1, # binär kodieren (z.B.0 7→ 00, 1 7→ 11,
# 7→ 10), so gelangen wir zu einer BinärkodierungwM von M . Die BinärzahlwM

wird auch dieGödel-Nummer vonM genannt.
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Ganz analog lassen sich auchk-NTMs sowie Konfigurationen und Rechnungen (Kon-
figurationsfolgen) vonk-NTMs kodieren. Umgekehrt können wir jedem Binärstring
w ∈ {0, 1}∗ eine TMMw wie folgt zuordnen (M0 sei eine beliebige 1-DTM):

Mw =

{

M, falls einek-NTM M mit wM = w existiert,

M0, sonst.

Mw ist durch Angabe vonw bis auf die Benennung ihrer Zustände und Arbeitszeichen
eindeutig bestimmt.

4.2 Das Halteproblem

Definition 4.10

a) DasHalteproblemist die Sprache

H =

{

w#x

∣
∣
∣
∣

w, x ∈ {0, 1}∗ undMw ist eine
1-DTM, die bei Eingabex hält.

}

b) Dasspezielle Halteproblemist die Sprache

K =

{

w

∣
∣
∣
∣

w ∈ {0, 1}∗ undMw ist eine
1-DTM, die bei Eingabew hält.

}

Satz 4.11 K ∈ RE \ REC.

χH x1 x2 x3 · · ·
w1 0 1 0 · · ·
w2 0 1 1 · · ·
w3 1 1 0 · · ·
...

...
...

...
.. .

χK

w1 000
w2 111
w3 000
...

. . .

Beweis Wir zeigen zuerst K∈ RE. Seiw0 die Kodierung einer 1-DTM, die bei jeder
Eingabe (sofort) hält und betrachte die Funktion

f(x) =







w, x ist Kodierung einer haltenden Berechnung einer 1-
DTM Mw bei Eingabew,

w0, sonst.

Da f berechenbar undimg(f) = K ist, folgt K ∈ RE. Um K 6∈ REC zu beweisen,
führen wir die Annahme K∈ REC auf einen Widerspruch. Angenommen, die Sprache

K = {w |Mw(w) hält} (∗)

wäre entscheidbar. Dann ex. eine 1-DTM̂M , die bei
Eingabex genau dann hält, wennx 6∈ K ist:

M̂(x) hält ⇔ x 6∈ K (∗∗)

Für die Kodierungŵ vonM̂ folgt dann aber

χH x1 x2 x3 · · ·
w1 0 1 0 · · ·
w2 0 1 1 · · ·
w3 1 1 0 · · ·
...

...
...

...
. . .

ŵ 111 000 111 · · ·

ŵ ∈ K
(∗)

⇔ Mŵ(ŵ) hält
(∗∗)

⇔ ŵ 6∈ K  (Widerspruch!) �
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Korollar 4.12

(i) REC ( RE,

(ii) RE 6= co-RE,

(iii) K 6∈ co-RE.

Beweis

(i) REC ( RE: klar da K∈ RE− REC.

(ii) RE 6= co-RE: klar, da andernfalls wegenREC = RE ∩ co-RE die Gleichheit
REC = RE folgen würde.

(iii) K 6∈ co-RE: Aus der Annahme K∈ co-RE würde wegen K∈ RE folgen, dass
K entscheidbar ist (Widerspruch). �

Definition 4.13

a) Eine SpracheA ⊆ Σ∗ heißt aufB ⊆ Γ∗ reduzierbar(kurz: A ≤ B), falls eine
berechenbare Funktionf : Σ∗ → Γ∗ ex., so dass gilt:

∀x ∈ Σ∗ : x ∈ A⇔ f(x) ∈ B.

b) Eine SpracheA heißthart für eine SprachklasseC (kurz:C-hart oderC-schwer),
falls jede SpracheL ∈ C aufA reduzierbar ist:

∀L ∈ C : L ≤ A.

c) EineC-harte SpracheA, die zuC gehört, heißtC-vollständig.

Beispiel 4.14 Es gilt K ≤ H mittelsf(w) = w#w:

∀w ∈ {0, 1}∗ : w ∈ K ⇔ w#w ∈ H.
⊳

Definition 4.15

a) Eine SprachklasseC heißtunter≤ abgeschlossen, wenn für alle SprachenA, B
gilt:

A ≤ B ∧ B ∈ C ⇒ A ∈ C.

Satz 4.16 Die KlasseREC ist unter≤ abgeschlossen.

Beweis GelteA ≤ B mittelsf und seiM eine 1-DTM, dieχB berechnet. Betrachte
folgende 1-DTMM ′:
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• M ′ berechnet bei Eingabex zuerst den Wertf(x) und

• simuliert dannM bei Eingabef(x).

Wegen
x ∈ A⇔ f(x) ∈ B

folgt
χA(x) = χB(f(x)) = M(f(x)) = M ′(x).

Also berechnetM ′ die FunktionχA, d.h.A ∈ REC. �

Der Abschluss vonRE unter≤ folgt analog (siehe Übungen). Wegen K≤ H überträgt
sich die Unentscheidbarkeit von K auf H.

Korollar 4.17 H 6∈ REC.

Beweis Aus der Annahme, dass H entscheidbar ist, folgt wegen K≤ H, dass auch K
entscheidbar ist (Widerspruch). �

Definition 4.18 Das Halteproblem bei leerem
Band ist die Sprache

H0 =






w

∣
∣
∣
∣
∣
∣

w ∈ {0, 1}∗ und
Mw ist eine 1-DTM,
die bei Eing.ε hält.







Satz 4.19 H ≤ H0.

Beweis Für eine 1-DTMMw und ein Wortx sei
Mw,x eine 1-DTM, die bei Eingabeε zuerst das
Wort x auf das Band schreibt und dannMw(x) si-
muliert.

χH x1 x2 x3 · · ·
w1 000 1 0 · · ·
w2 0 111 1 · · ·
w3 1 1 000 · · ·
...

...
...

...
.. .

χH0

w1 000
w2 000
w3 111
...

...

Seiw0 /∈ H0 und betrachte die Funktion

f(y) =







w′, y hat die Formy = w#x für eine 1-DTMMw undw′ ist
die Kodierung vonMw,x,

w0, sonst.

Offensichtlich istf berechenbar und reduziert H auf H0. �

Wegen H≤ H0 überträgt sich die Unentscheidbarkeit von H auf H0.

Korollar 4.20 H0 6∈ REC.

Beweis Wegen H≤ H0 wäre mit H0 auch H entscheidbar (Widerspruch). �
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Frage 4.21 Kann man einer TM ansehen, ob die von ihr berechnete Funktioneine
gewisse Eigenschaft hat?

Antwort 4.22 Nein (es sei denn, die fragliche Eigenschaft ist trivial, d.h. keine oder
jede berechenbare Funktion hat sie).

Notation 4.23

1. Mit FRECp(Σ) bezeichnen wir die Klasse aller partiellen berechenbaren Funk-
tionenf : Σ∗ → Σ∗ ∪ {↑}.

2. Eine EigenschaftF ⊆ FRECp(Σ) heißtnichttrivial , wenn es sowohl Funktionen
f ∈ F mit dieser Eigenschaft als auch Funktioneng ∈ FRECp(Σ)−F ohne diese
Eigenschaft gibt, d.h.∅ ( F ( FRECp(Σ).

Satz 4.24 (Satz von Rice)SeiΣ = {0, 1, #}. Dann ist die Sprache

LF =

{

w ∈ {0, 1}∗
∣
∣
∣
∣

Mw ist eine DTM, die eine
Funktion inF berechnet

}

für jede nichttriviale EigenschaftF ⊆ FRECp(Σ) unentscheidbar.

Beweis Wir reduzieren H0 (bzw.H0) aufLF. Die Idee besteht darin, für eine gegebene
1-DTM Mw eine DTMMw′ zu konstruieren mit

w ∈ H0 (bzw.w ∈ H0)⇔Mw′ berechnet eine Funktion inF.

Hierzu lassen wirMw′ bei Eingabex zunächst einmal die 1-DTMMw bei Eingabeε
simulieren. Fallsw /∈ H0 ist, berechnetMw′ also die überall undefinierte Funktionu
mit u(x) =↑ für allex ∈ Σ∗.

Damit die Reduktion gelingt, mussMw′ im Fall w ∈ H0 eine Funktiong ∈ FRECp(Σ)
berechnen mit

g ∈ F⇔ u /∈ F.

Wegen∅ ( F ( FRECp(Σ) muss eine solche Funktiong existieren. Sei alsoM eine
DTM, dieg berechnet und betrachte die Reduktionsfunktionh : {0, 1}∗ → {0, 1}∗ mit

h(w) = w′, wobei w′ die Kodierung einer DTM ist, die bei Eingabex
zunächst einmal die 1-DTMMw bei Eingabeε simuliert und im
Fall, dassMw hält, mit der Simulation vonM bei Eingabex
fortfährt.

Dann isth eine totale berechenbare Funktion und es gilt

w ∈ H0 ⇒ Mw′ berechnetg,

w /∈ H0 ⇒ Mw′ berechnetu.
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Im Fall g ∈ F (d.h.u /∈ F) folgt daher

w ∈ H0 ⇔ w′ ∈ LF,

das heißt,h reduziert H0 aufLF. Im Fall g /∈ F (d.h.u ∈ F) gilt dagegen

w ∈ H0 ⇔ w′ /∈ LF,

das heißt,h reduziertH0 auf LF. Da weder H0 noch H0 entscheidbar sind, folgt
LF /∈ REC. �

Beispiel 4.25 Die Sprache

L = {w ∈ {0, 1}∗ |Mw(0n) = 0n+1 für allen ≥ 0}

ist unentscheidbar. Dies folgt aus dem Satz von Rice, da die durch

F = {f ∈ FRECp(Σ) | f(0n) = 0n+1 für allen ≥ 0}

beschriebene Eigenschaft nichttrivial ist. So hat beispielsweise die Funktion

f(x) =

{

0n+1, x = 0n

↑, sonst

diese Eigenschaft, nicht jedoch die konstante Funktiong(x) = 0. ⊳

4.3 Das Postsche Korrespondenzproblem

SeiΣ ein beliebiges Alphabet mit# /∈ Σ.

Definition 4.26 Das Postsche Korrespondenzproblemüber Σ (PCPΣ) ist wie folgt
definiert:

Gegeben: k Paare(x1, y1), . . . , (xk, yk) von Wörtern überΣ.

Gefragt: Gibt es eine Folgeα = (i1, . . . , in), n ≥ 1, von Indizesij ∈ {1, . . . , k} mit
xi1 · · ·xin = yi1 · · · yin?

Das modifizierte PCP überΣ (kurz: MPCPΣ) fragt nach einer Lösungα =
(i1, . . . , in) mit i1 = 1.

Wir notieren eine PCP-Instanz meist in Form einer Matrix
(

x1···xk

y1...yk

)
und kodieren sie

durch das Wortx1#y1# · · ·#xk#yk.
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Beispiel 4.27 Die InstanzI =
(

a ab caa

aca bc aa

)
besitzt wegen

x1x3x2x3 = acaaabcaa
y1y3y2y3 = acaaabcaa

die PCP-Lösungα = (1, 3, 2, 3), die auch eine MPCP-Lösung ist. ⊳

Lemma 4.28 Für jedes AlphabetΣ gilt PCPΣ ≤ PCP{0,1}.

Beweis Sei Σ = {a1, . . . , am}. Für ein Zeichenai ∈ Σ sei âi = 1i−10 und für ein
Wort w = w1 · · ·wn ∈ Σ∗ mit wi ∈ Σ sei ŵ = ŵ1 · · · ŵn. Dann folgt PCPΣ ≤
PCP{0,1} mittels der Reduktionsfunktion

f :

(
x1 · · ·xk

y1 . . . yk

)

7→

(
x̂1 · · · x̂k

ŷ1 . . . ŷk

)

.

�

Beispiel 4.29 Die PCP{a,b,c}-InstanzI =
(

a ab caa

aca bc aa

)
wird mittelsf auf die äquivalen-

te PCP{0,1}-Instanzf(I) =
(

0 010 11000
01100 10110 00

)
reduziert. ⊳

Satz 4.30 PCPist RE-vollständig und damit unentscheidbar.

Beweis Sei A ∈ RE und seiM = (Z, Σ, Γ, δ, z0, E) eine 1-DTM mitL(M) = A.
Wir zeigenA ≤ MPCPΣ′ für Σ′ = Γ ∪ Z ∪ {〈, |, 〉}. Wegen MPCPΣ′ ≤ PCP folgt
hierausA ≤ PCP.

Idee:Transformiere eine Eingabew ∈ Σ∗ in eine Instanzf(w) =
(

x1···xk

y1...yk

)
,

so dassα = (i1, . . . , in) genau dann eine MPCP-Lösung fürf(w) ist,
wenn das zugehörigeLösungswortxi1 · · ·xin = yi1 · · · yin eine akzeptie-
rende Rechnung vonM(w) kodiert.

Um dies zu erreichen, bilden wirf(w) aus folgenden Wortpaaren:

1. ( 〈 , 〈 | z0w), „Startregel“

2. für allea ∈ Γ ∪ {|}: (a, a), „Kopierregeln“

3. für allea, a′, b ∈ Γ, z, z′ ∈ Z: „Überführungsregeln“
(za, z′a′), falls δ(z, a) = (z′, a′, N),
(za, a′z′), falls δ(z, a) = (z′, a′, R),
(bza, z′ba′), falls δ(z, a) = (z′, a′, L),
( | za, | z′⊔a′), falls δ(z, a) = (z′, a′, L),
(bz |, z′ba′ | ), falls δ(z,⊔) = (z′, a′, L),
(z |, z′a′ | ), falls δ(z,⊔) = (z′, a′, N),
(z |, a′z′ | ), falls δ(z,⊔) = (z′, a′, R),



4.3 Das Postsche Korrespondenzproblem 81

4. für alleze ∈ E, a ∈ Γ: (aze, ze), (zea, ze), „Löschregeln“

5. sowie für alleze ∈ E: (ze | 〉, 〉). „Abschlussregeln“

Ist nun
K0 = z0w ⊢ K1 ⊢ · · · ⊢ Kt = uzev

eine akzeptierende Rechnung vonM(w) mit ze ∈ E, so lässt sich aus dieser leicht
eine MPCP-Lösungα mit einem Lösungswort der Form

〈 |K0 |K1 | · · · |Kt |Kt+1 | · · · |Kt+|Kt|−1 | 〉

gewinnen, wobeiKt+i ausKt durch Löschen voni Zeichen in der Nachbarschaft von
ze entsteht.

Zudem ist leicht zu sehen, dass sich auch umgekehrt zu jeder MPCP-Lösungα von
f(w) aus dem zugehörigen Lösungswortxi1 · · ·xin = yi1 · · · yin eine akzeptierende
Rechnung vonM bei Eingabew ablesbar ist. Somit gilt

w ∈ L(M)⇔ f(w) ∈ MPCPΣ′ ,

und daf offensichtlich berechenbar ist, folgtA ≤ MPCPΣ′. �

Beispiel 4.31 Betrachte die 1-DTMM = (Z, Σ, Γ, δ, q0, E) mit Z = {q0, . . . q4},
Σ = {a, b}, Γ = {a, b, A, B,⊔}, E = {q4} und den Anweisungen

δ: q0a→q1AR (1)
q2a→q2aL (5)
q3B→q3BR (9)

q1a→q1aR (2)
q2B→q2BL (6)
q3⊔→q4⊔N (10)

q1B→q1BR (3)
q2A→q0AR (7)

q1b →q2BL (4)
q0B→q3BR (8)

Dann enthältf(w) für alle u ∈ Γ die Startregel(〈, 〈 | z0w), die Kopierregeln(u, u),
(|, |), die Überführungsregeln

(q0a, Aq1), (q1a, aq1), (q1B, Bq1), (1, 2, 3)
(uq1b, q2uB), (|q1b, |q2⊔B), (4)
(uq2a, q2ua), (|q2a, |q2⊔a), (5)
(uq2B, q2uB), (|q2B, |q2⊔B), (6)
(q2A, Aq0), (q0B, Bq3), (q3B, Bq3), (7, 8, 9)
(q3⊔, q4⊔), (q3|, q4⊔|), (10)

die Löschregeln(q4u, q4), (uq4, q4), und die Abschlussregel(q4 | 〉, 〉).

Der akzeptierenden Rechnung

q0ab ⊢
(1)

Aq1b ⊢
(4)

q2AB ⊢
(7)

Aq0B ⊢
(8)

ABq3⊔ ⊢
(10)

ABq4⊔

vonM(ab) entspricht dann das MPCP-Lösungswort

〈 | q0ab |Aq1b | q2AB |Aq0B |ABq3 |ABq4⊔ |Aq4⊔ | q4⊔ | q4 | 〉
〈 | q0ab |Aq1b | q2AB |Aq0B |ABq3 |ABq4⊔ |Aq4⊔ | q4⊔ | q4 | 〉

⊳
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Satz 4.32 Das Schnittproblem für kontextfreie Grammatiken ist unentscheidbar.

Beweis Wir reduzieren eine PCP-InstanzI =
(

x1···xk

y1...yk

)
auf ein Grammatik-

paar(G1, G2), so dass gilt:

I ∈ PCP⇔ L(G1) ∩ L(G2) 6= ∅.

Betrachte die GrammatikenGj = ({Sj}, {0, 1}, Pj, Sj), j = 1, 2, mit den Regeln

P1 : S1 → 0i1S1xi, 0
i11xi, i = 1, . . . , k,

P2 : S2 → 0i1S2yi, 0
i11yi, i = 1, . . . , k.

Dann gilt

L(G1) = {0i110i2 · · · 10in11xin · · ·xi1 | n ≥ 1, 1 ≤ i1, . . . , in ≤ k}

und
L(G2) = {0i110i2 · · · 10in11yin · · · yi1 | n ≥ 1, 1 ≤ i1, . . . , in ≤ k}.

Somit istL(G1) ∩ L(G2) die Sprache

{0i11 · · ·10in11xin · · ·xi1 | n ≥ 1, xin · · ·xi1 = yin · · · yi1}.

Folglich istα = (in · · · i1) genau dann eine Lösung fürI, wenn das Wort

0i11 · · ·10in11xin · · ·xi1 ∈ L(M1) ∩ L(M2)

ist. Also vermitteltf : I 7→ (G1, G2) eine Reduktion von PCP auf das Schnittproblem
für CFL. �

Korollar 4.33

(i) Das Schnittproblem für DPDAs ist unentscheidbar.

(ii) Das Inklusionsproblem für DPDAs ist unentscheidbar.

Beweis

(i) Es ist leicht, die kontextfreien GrammatikenG1 und G2 in obigem Beweis in
äquivalente DPDAsM1 undM2 zu verwandeln (siehe Übungen).

(ii) Wir reduzieren das Schnittproblem für DPDAs auf das Inklusionsproblem für
DPDAs. Es gilt

L1 ∩ L2 = ∅ ⇔ L1 ⊆ L2.

Daher reduziert die Funktionf : (M1, M2) 7→ (M1, M2) das Komplement des
Schnittproblems für DPDAs auf das Inklusionsproblem für DPDAs. �
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Korollar 4.34 Für kontextfreie Grammatiken sind folgende Fragestellungen unent-
scheidbar:

(i) Ist G mehrdeutig?

(ii) Ist L(G1) = L(G2)? (Äquivalenzproblem)

(iii) Ist L(G) = Σ∗? (Ausschöpfungsproblem)

Beweis

(i) Betrachte die Funktionf(I) = G mit

G = ({S, S1, S2}, {0, 1}, P1 ∪ P2 ∪ {S → S1, S2}, S),

wobei P1 und P2 die Regelmengen aus vorigem Beweis sind. Da alle vonS1

oderS2 ausgehende Ableitungen eindeutig sind, istG genau dann mehrdeutig,
wenn es ein Wortw ∈ L(G) gibt mit

S ⇒ S1 ⇒
∗ w und S ⇒ S2 ⇒

∗ w.

Wie wir im Beweis der Unentscheidbarkeit des Schnittproblems fürCFL gesehen
haben, ist dies genau dann der Fall, wenn die PCP-InstanzI =

(
x1···xk

y1...yk

)
eine

PCP-Lösung hat. Also vermittelt die berechenbare Funktionf : I 7→ G eine
Reduktion von PCP auf das Mehrdeutigkeitsproblem fürCFLs.

(ii) Wir reduzieren das Inklusionsproblem für DPDAs auf das Äquivalenzproblem
für kontextfreie Grammatiken. Es gilt

L1 ⊆ L2 ⇔ L1 ∪ L2 = L2.

Daher vermittelt die Funktionf : (M1, M2) 7→ (G, G′), wobeiG undG′ kon-
textfreie Grammatiken mitL(G) = L(M1) ∪ L(M2) undL(G′) = L(M2) sind,
die gewünschte Reduktion.

(iii) Wir reduzieren das Komplement des Schnittproblems für DPDAs auf das Aus-
schöpfungsproblem für kontextfreie Grammatiken. Es gilt

L1 ∩ L2 = ∅ ⇔ L1 ∪ L2 = Σ∗.

Daher vermittelt die Funktionf : (M1, M2) 7→ G, wobeiG eine kontextfreie
Grammatik mitL(G) = L(M 1) ∪ L(M 2) ist, die gewünschte Reduktion. �

Theorem 4.35 Das Leerheitsproblem für DLBAs ist unentscheidbar.

Beweis Wir reduzieren das Komplement des Schnittproblems fürCFL auf das Leer-
heitsproblem fürDCSL. Zwei kontextfreie GrammatikenG1 und G2 lassen sich wie
folgt in einen DLBAM mit L(M) = L(G1) ∩ L(G2) überführen (siehe Übungen):
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Bestimme zunächst DLBAsMi, i = 1, 2, mit L(Mi) = L(Gi). Konstruie-
re daraus einen DLBAM für die SpracheL(M1) ∩ L(M2).

Dann giltL(G1) ∩ L(G2) = ∅ ⇔ L(M) = ∅, d.h. die Funktionf : (G1, G2) 7→ M
leistet die gewünschte Reduktion. �

Dagegen ist es nicht schwer, für eine kontextfreie Grammatik G zu entscheiden, ob
mindestens ein Wort inG ableitbar ist. Ebenso ist es möglich, für eine kontextsensitive
GrammatikG und ein Wortx zu entscheiden, obx in G ableitbar ist.

Satz 4.36

(i) Das Leerheitsproblem für kontextfreie Grammatiken ist entscheidbar.

(ii) Das Wortproblem für kontextsensitive Grammatiken ist entscheidbar.

Beweis

(i) Betrachte folgenden Algorithmus:

1 Eingabe: eine kontextfreie GrammatikG = (V, Σ, P, S)

2 U ′ ← ∅

3 repeat
4 U ← U ′

5 U ′ ← {A | es gibt eine RegelA→ α ∈ P mit α ∈ (Σ ∪ U)∗}
6 until (U = U ′)

7 if S ∈ U then
8 output „L(G) ist nicht leer“else
9 output „L(G) ist leer“ end

Es ist klar, dass dieser Algorithmus korrekt arbeitet und auch von einer1-DTM
ausgeführt werden kann.

(ii) Siehe Übungen. �

Wir fassen die wichtigsten (Un-)Entscheidbarkeitsresultate nochmals zusammen.

Sprach- Wort- Leerheits- Aus- Äquivalenz- Schnitt- Inklusions-
klasse problem problem schöpfung problem problem problem

x∈L ? L=∅? L=Σ∗ ? L1 =L2 ? L1∩L2 6=∅? L1⊆L2

REG ja ja ja ja ja ja
DCFL ja ja ja jaa nein nein
CFL ja ja nein nein nein nein
DCSL ja nein nein nein nein nein
CSL ja nein nein nein nein nein
RE nein nein nein nein nein nein

aBewiesen in 1997 von Géraud Sénizergues (Univ. Bordeaux).



Kapitel 5

Komplexitätsklassen und
NP-Vollständigkeit

5.1 Zeitkomplexität

Der Laufzeit timeM(x) einer NTM M bei Eingabex ist die maximale Anzahl an
Rechenschritten, dieM(x) ausführt, bevor sie hält.

Definition 5.1 SeiM eineNTM und seix eine Eingabe. Dann ist dieLaufzeit von
M bei Eingabex definiert als

timeM(x) = max{t ≥ 0 | ∃K : Kx ⊢
t K},

wobeimax N =∞ ist. Seit : N→ N eine monoton wachsende Funktion. Dann istM
t(n)-zeitbeschränkt, falls für alle Eingabenx gilt:

timeM(x) ≤ t(|x|).

Wir fassen alle Sprachen und Funktionen, die in einer vorgegebenen Zeitschranket(n)
entscheidbar bzw. berechenbar sind, in folgendenKomplexitätsklassenzusammen.

Definition 5.2 Die KlasseDTIME(t(n)) enthält alle in deterministischer Zeitt(n)
entscheidbaren Sprachen, d.h.

DTIME(t(n)) = {L(M) |M ist einet(n)-zeitbeschränkte DTM}.

Die KlasseNTIME(t(n)) enthält alle in nichtdeterministischer Zeitt(n) entscheidba-
ren Sprachen, d.h.

NTIME(t(n)) = {L(M) |M ist einet(n)-zeitbeschränkte NTM}.

Die KlasseFTIME(t(n)) enthält alle in deterministischer Zeitt(n) berechenbaren
Funktionen, d.h.

FTIME(t(n)) = {f | ∃ t(n)-zeitb. DTMM , dief berechnet}.

85
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Die wichtigsten deterministischen Zeitkomplexitätsklassen sind

LINTIME = DTIME(O(n)) =
⋃

c≥1

DTIME(cn),

P = DTIME(nO(1)) =
⋃

c≥1

DTIME(nc),

E = DTIME(2O(n)) =
⋃

c≥1

DTIME(2cn),

EXP = DTIME(2nO(1)

) =
⋃

c≥1

DTIME(2nc

).

Die nichtdeterministischen KlassenNP, NE, NEXP und die Funktionenklassen
FP, FE, FEXP sind analog definiert.

5.2 Platzkomplexität

Als nächstes definieren wir den Platzverbrauch von NTMs. Intuitiv ist dies die ma-
ximale Anzahl aller während einer Rechnung besuchten Bandfelder. Wollen wir auch
sublinearen Platz sinnvoll definieren, so muss das Eingabeband offensichtlich unbe-
rücksichtigt bleiben. Um sicherzustellen, dass eine NTMM das Eingabeband nicht
als Speicher benutzt, verlangen wir, dassM die Eingabe nicht verändert und sich nicht
mehr als ein Feld von ihr entfernt.

Definition 5.3 Eine NTM M heißt Offline-NTM (oder NTM mit Eingabeband),
falls für jede vonM bei Eingabex erreichbare Konfiguration

K = (q, u1, a1, v1, . . . , uk, ak, vk)

gilt, dassu1a1v1 ein Teilwort von⊔x⊔ ist.

Definition 5.4 SeiM eine Offline-NTM und seix eine Eingabe. Dann ist derPlatz-
verbrauchvonM bei Eingabex definiert als

spaceM(x) = max






s ≥ 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∃K = (q, u1, a1, v1, . . . , uk, ak, vk)

mit Kx ⊢
∗ K unds =

k∑

i=2

|uiaivi|






.

Seis : N→ N eine monoton wachsende Funktion. Dann istM s(n)-platzbeschränkt,
falls für alle Eingabenx gilt:

spaceM(x) ≤ s(|x|).

Wir fassen alle Sprachen, die in einer vorgegebenen Platzschrankes(n) entscheidbar
sind, in folgendenPlatzkomplexitätsklassenzusammen.
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Definition 5.5 Die KlasseDSPACE(s(n)) enthält alle in deterministischem Platz
s(n) entscheidbaren Sprachen, d.h.

DSPACE(s(n)) = {L(M) |M ist eines(n)-platzb. Offline-DTM }.

Die KlasseNSPACE(s(n)) enthält alle in nichtdeterministischem Platzs(n) entscheid-
baren Sprachen, d.h.

NSPACE(s(n)) = {L(M) |M ist eines(n)-platzb. Offline-NTM }.

Die wichtigsten deterministischen Platzkomplexitätsklassen sind

L = DSPACE(O(log n)) =
⋃

c>0

DSPACE(c log n),

LINSPACE = DSPACE(O(n)) =
⋃

c≥1

DSPACE(cn),

PSPACE = DSPACE(nO(1)) =
⋃

c≥1

DSPACE(nc).

Die nichtdeterministischen KlassenNL, NLINSPACE undNPSPACE sind analog defi-
niert, wobei letztere wegen

NSPACE(s(n)) ⊆ DSPACE(s2(n))

mit PSPACE zusammenfällt (dies wird in der VL Komplexitätstheorie gezeigt).

Die Klassen der Chomsky-Hierarchie lassen sich wie folgt einordnen (eine dicke Linie
deutet an, dass die Inklusion als echt nachgewiesen werden konnte):

REG = DSPACE(O(1)) = NSPACE(O(1)) ( L,

DCFL ( LINTIME∩ CFL ( LINTIME ( P,

CFL ( NLINTIME ∩ DTIME(n3) ( P,

DCSL = LINSPACE ⊆ CSL,

CSL = NLINSPACE ⊆ PSPACE ∩ E,

REC =
⋃

f

DSPACE(f(n)) =
⋃

f

NSPACE(f(n))

=
⋃

f

DTIME(f(n)) =
⋃

f

NTIME(f(n)),

wobei f alle berechenbaren (oder äquivalent: alle)
Funktionenf : N→ N durchläuft.

RE

REC

EXP

PSPACE

P

NL

L

REG

E

CSL

DCSL

CFL

DCFL

Die KlasseL ist nicht inCFL enthalten, da beispielsweise die Sprache{anbncn |n ≥ 0}
in logarithmischem Platz (und linearer Zeit) entscheidbarist. ObP in CSL enthalten
ist, ist nicht bekannt. Auch nicht obDCSL ⊆ P gilt. Man kann jedoch zeigen, dass
CSL 6= P 6= DCSL ist. Ähnlich verhält es sich mit den KlassenE undPSPACE: Man
kann zwar zeigen, dass sie verschieden sind, aber ob eine in der anderen enthalten ist,
ist nicht bekannt.
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5.3 NP-Vollständigkeit und das P = NP-Problem

Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben (siehe Satz 4.8), sind NTMs nicht mächtiger
als DTMs, d.h. jede NTM kann von einer DTM simuliert werden. Die Frage, wieviel
Zeit eine NTM gegenüber einer DTM einsparen kann, ist eines der wichtigsten offe-
nen Probleme der Informatik. So enthält die KlasseNP viele für die Praxis überaus
wichtige Probleme, von denen nicht bekannt ist, ob sie auch zu P gehören. Da jedoch
nur Probleme inP als effizient lösbar gelten, hat das so genannteP = NP-Problem,
also die Frage, ob alleNP-Probleme effizient lösbar sind, eine immense praktische
Bedeutung.

Wie bereits erwähnt, ist diese Frage für den Platzverbrauchbereits gelöst:

Satz 5.6 (Satz von Savitch)Jedes(n)-platzbeschränkte NTM kann von einers2(n)-
platzbeschränkten DTM simuliert werden (ohne Beweis).

Definition 5.7

a) Eine SpracheA ⊆ Σ∗ ist aufB ⊆ Γ∗ in Polynomialzeit reduzierbar(A ≤p B),
falls eine Funktionf : Σ∗ → Γ∗ in FP existiert mit

∀x ∈ Σ∗ : x ∈ A⇔ f(x) ∈ B.

b) Eine SpracheA heißt≤p-hart für eine SprachklasseC (kurz: C-hart oder C-
schwer), falls gilt:

∀L ∈ C : L ≤p A.

c) EineC-harte SpracheA, die zuC gehört, heißtC-vollständig.

d) NPC bezeichnet die Klasse allerNP-vollständigen Sprachen.

In diesem Kapitel verlangen wir also von einerC-vollständigen SpracheA, dass je-
de SpracheL ∈ C auf A in Polynomialzeit reduzierbar ist. Es ist leicht zu sehen,
dass alle im letzten Kapitel alsRE-vollständig nachgewiesenen Sprachen (wie z.B.
K , H, H0, PCP etc. sogar≤p-vollständig fürRE sind.

Lemma 5.8

(i) AusA ≤p B folgt A ≤ B.

(ii) Die Reduktionsrelation≤p ist reflexiv und transitiv (s. Übungen).

Satz 5.9 Die KlassenP undNP sind unter≤p abgeschlossen.
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Beweis SeiB ∈ P und gelteA ≤p B mittels einer Funktionf ∈ FP. SeienM und
T DTMs mit L(M) = B undT (x) = f(x). Weiter seienp undq polynomielle Zeit-
schranken fürM undT . Betrachte die DTMM ′, die bei Eingabex zuerstT simuliert,
umf(x) zu berechnen, und danachM bei Eingabef(x) simuliert. Dann gilt

x ∈ A⇔ f(x) ∈ B ⇔ f(x) ∈ L(M)⇔ x ∈ L(M ′).

Also istL(M ′) = A und wegen

timeM ′(x) ≤ timeT (x) + timeM(f(x)) ≤ q(|x|) + p(q(|x|))

ist M ′ polynomiell zeitbeschränkt und somitA in P. Den Abschluss vonNP unter≤p

zeigt man vollkommen analog. �

Satz 5.10

(i) A ≤p B undA ist NP-schwer⇒ B ist NP-schwer.

(ii) A ≤p B, A ist NP-schwer undB ∈ NP ⇒ B ∈ NPC.

(iii) NPC ∩ P 6= ∅ ⇒ P = NP.

Beweis

(i) SeiL ∈ NP beliebig. DaA NP-schwer ist, folgtL ≤p A. Da zudemA ≤p B
gilt und≤p transitiv ist, folgtL ≤p B.

(ii) Klar, da mit(i) folgt, dassB NP-schwer undB nach Voraussetzung inNP ist.

(iii) SeiA ∈ P eineNP-vollständige Sprache und seiL ∈ NP beliebig. Dann folgt
L ≤p A und daP unter≤p abgeschlossen ist, folgtL ∈ P. �

Satz 5.11 Die Sprache

A = {w#x#0m | die NTMMw akzeptiertx in ≤ m Schritten}

ist NP-vollständig.

Beweis Zunächst ist klar, dassA ∈ NP mittels folgender NTMM ist:

M simuliert bei Eingabew#x#0m die NTM Mw bei Eingabex für höch-
stensm Schritte. FallsMw in dieser Zeit akzeptiert, akzeptiertM eben-
falls, andernfalls verwirftM .

Sei nunL eine beliebigeNP-Sprache und seiMw eine durch ein Polynomp zeitbe-
schränkte NTM mitL(Mw) = L. Dann reduziert folgendeFP-Funktionf die Sprache
L aufA:

f : x 7→ w#x#0p(|x|)

�
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Definition 5.12

a) Die Menge derBooleschen(oderaussagenlogischen) Formeln über den Varia-
blenx1, . . . , xn ist induktiv wie folgt definiert:

• Jede Variablexi ist eine Boolesche Formel.

• Mit G und H sind auch dieNegation¬G von G und dieKonjunktion
(G ∧H) vonG undH Boolesche Formeln.

b) EineBelegungvonx1, . . . , xn ist ein Worta = a1 . . . an ∈ {0, 1}
n.

c) Der Wert F (a) von F unter a ist induktiv wie folgt über den Aufbau vonF
definiert:

F xi ¬G (G ∧H)

F (a) ai 1−G(a) G(a)H(a)

d) Durch eine Boolesche FormelF wird also einen-stellige Boolesche Funktion
F : {0, 1}n → {0, 1} definiert, die wir ebenfalls mitF bezeichnen.

e) F heißterfüllbar, falls es eine Belegunga mit F (a) = 1 gibt.

Notation 5.13 Wir verwenden dieDisjunktion (G ∨ H) und dieImplikation (G →
H) als Abkürzungen für die Formeln¬(¬G ∧ ¬H) bzw.(¬G ∨H).

Beispiel 5.14 (Erfüllbarkeitstest mittels Wahrheitswerttabelle)

Da die FormelF = ((x1∨x2)→ (¬x2∧x3)) für die Belegungena ∈ {000, 001, 101}
den WertF (a) = 1 animmt, ist sie erfüllbar:

a (x1 ∨ x2) (¬x2 ∧ x3) ((x1 ∨ x2)→ (¬x2 ∧ x3))

000 0 0 1
001 0 1 1
010 1 0 0
011 1 0 0
100 1 0 0
101 1 1 1
110 1 0 0
111 1 0 0

⊳

Um Klammern zu sparen, vereinbaren wir folgende Präzedenzregeln:

• Der Junktor∧ bindet stärker als der Junktor∨ und dieser wiederum stärker als
der Junktor→.
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• Formeln der Form(x1 ◦ (x2 ◦ (x3 ◦ · · · ◦ xn) · · · ))), ◦ ∈ {∧,∨,→} kürzen wir
durch(x1 ◦ · · · ◦ xn) ab.

Beispiel 5.15 (Formel für die mehrstellige Entweder-Oder Funktion)

Die Formel

G(x1, . . . , xn) = (x1 ∨ · · · ∨ xn) ∧
∧

1≤i<j≤n

¬(xi ∧ xj)

nimmt unter einer Belegunga = a1 · · ·an genau dann den Wert1 an, wenn
∑n

i=1 ai =
1 ist. D.h. es gilt genau dannG(a) = 1, wenn genau eine Variablexi mit dem Wert
ai = 1 belegt ist. Diese Formel wird im Beweis des nächsten Satzes benötigt. ⊳

Bei vielen praktischen Anwendungen ist es erforderlich, eine erfüllende Belegung für
eine vorliegende Boolesche Formel zu finden (sofern es eine gibt). Die Bestimmung
der Komplexität des aussagenlogischen Erfüllbarkeitsproblems hat also große prakti-
sche Bedeutung.

Erfüllbarkeitsproblem für Boolesche Formeln (SAT ; satisfiability):

Gegeben: Eine Boolesche FormelF in den Variablenx1, . . . , xn.

Gefragt: Ist F erfüllbar?

Theorem 5.16 SAT ist NP-vollständig.


