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1 Einleitung

In den Vorlesungen Thl 1 und ThI 2 standen folgende Themen im
Vordergrund:

e Mathematische Grundlagen der Informatik, Beweise fithren, Mo-
dellierung Aussagenlogik,
Pradikatenlogik

e Welche Probleme sind losbar?

e Welche Rechenmodelle sind adédquat?

e Welcher Aufwand ist notig?

(Berechenbarkeitstheorie)
(Automatentheorie)

(Komplexitatstheorie)
Dagegen geht es in der VL Thl 3 in erster Linie um folgende Frage:

e Wie lassen sich eine Reihe von praktisch relevanten Problem-
stellungen moglichst effizient 16sen?

o Wie lasst sich die Korrektheit von Algorithmen beweisen und
wie lasst sich ihre Laufzeit abschatzen?

Die Untersuchung dieser Fragen lasst sich unter dem Themengebiet
Algorithmik zusammenfassen.

Der Begrift Algorithmus geht auf den persischen Gelehrten Muhammed
Al Chwarizmi (8./9. Jhd.) zurtick. Der alteste bekannte nicht-triviale
Algorithmus ist der nach Euklid benannte Algorithmus zur Berechnung
des groBiten gemeinsamen Teilers zweier natiirlicher Zahlen (300 v.
Chr.). Von einem Algorithmus wird erwartet, dass er jede Problemein-
gabe nach endlich vielen Rechenschritten 16st (etwa durch Produktion
einer Ausgabe). Ein Algorithmus ist ein ,Verfahren“ zur Losung eines
Entscheidungs- oder Berechnungsproblems, das sich prinzipiell auf
einer Turingmaschine implementieren lasst (Church-Turing-These).

Die Registermaschine

Bei Aussagen zur Laufzeit von Algorithmen beziehen wir uns auf die
Registermaschine (engl. random access machine; RAM). Dieses Modell
ist etwas flexibler als die Turingmaschine, da es den unmittelbaren
Lese- und Schreibzugriff (random access) auf eine beliebige Speiche-
reinheit (Register) erlaubt. Als Speicher stehen beliebig viele Register
zur Verfiigung, die jeweils eine beliebig grofe natiirliche Zahl speichern
konnen. Auf den Registerinhalten sind folgende arithmetische Ope-
rationen in einem Rechenschritt ausfithrbar: Addition, Subtraktion,
abgerundetes Halbieren und Verdoppeln. Unabhéngig davon geben
wir die Algorithmen in Pseudocode an. Das RAM-Modell benutzen
wir nur zur Komplexitatsabschatzung.

Die Laufzeit von RAM-Programmen wird wie bei TMs in der Lange
der Eingabe gemessen. Man beachte, dass bei arithmetischen Pro-
blemen (wie etwa Multiplikation, Division, Primzahltests, etc.) die
Léange einer Zahleingabe n durch die Anzahl [logn| der fiir die Binér-
kodierung von n benétigten Bits gemessen wird. Dagegen bestimmt
bei nicht-arithmetischen Problemen (z.B. Graphalgorithmen oder
Sortierproblemen) die Anzahl der gegebenen Zahlen die Lange der
Eingabe.

Asymptotische Laufzeit und Landau-Notation

Definition 1. Seien [ und g Funktionen von N nach R*. Wir schrei-
ben f(n) = O(g(n)), falls es Zahlen ng und ¢ gibt mit

Vn >mng: f(n) <c-g(n).

Die Bedeutung der Aussage f(n) = O(g(n)) ist, dass f ,nicht
wesentlich schneller” als g wéachst. Formal bezeichnet der Term
O(g(n)) die Klasse aller Funktionen f, die obige Bedingung erfiil-
len. Die Gleichung f(n) = O(g(n)) driickt also in Wahrheit eine
Element-Bezichung f € O(g(n)) aus. O-Terme konnen auch auf



der linken Seite vorkommen. In diesem Fall wird eine Inklusions-
beziehung ausgedriickt. So steht n? + O(n) = O(n?) fiir die Aussage
{n*+[[f€O0n)}COm).
Beispiel 2.

e 7log(n) + n® = O(n®) ist richtig.

e Tlog(n)n = O(n?) ist falsch.

o 27TOM) = O(2m) ist richtig.

e 2000 = O(2") ist falsch (siehe Ubungen). q

Es gibt noch eine Reihe weiterer niitzlicher Groflenvergleiche von
Funktionen.

Definition 3. Wir schreiben f(n) = o(g(n)), falls es fir jedes ¢ > 0
eine Zahl ng gibt mit

Vn >mng: f(n) <c-g(n).

Damit wird ausgedrickt, dass f ,wesentlich langsamer® als g wdchst.
Auferdem schreiben wir
o f(n)=2Q(g(n)) fir gn) =0(f(n)), d.h. f wichst mindestens
so schnell wie g)
e f(n) =w(g(n)) fir g(n) = o(f(n)), d.-h. f wichst wesentlich
schneller als g, und

o [(n) =O(g(n)) fir f(n) =O(g(n)) A f(n) = Qg(n)), d-h. f

und g wachsen ungefihr gleich schnell.

2 Suchen und Sortieren

2.1 Suchen von Mustern in Texten

In diesem Abschnitt betrachten wir folgende algorithmische Problem-
stellung.

String-Matching (STRINGMATCHING):

Gegeben: Ein Text x = z1---x, und ein Muster y = y1 - Ym
iiber einem Alphabet X.

Gesucht: Alle Vorkommen von y in z.

Wir sagen y kommt in x an Stelle i vor, falls x;\q - x;1, = y ist.
Typische Anwendungen finden sich in Textverarbeitungssystemen
(emacs, grep, etc.), sowie bei der DNS- bzw. DNA-Sequenzanalyse.

Beispiel 4. Sei ¥ = {A4,C,G,U}.

Text = AUGACGAUGAUGUAGGUAGCGUAGAUGAUGUAG,
Muster y = AUGAUGUAG.

Das Muster y kommt im Text x an den Stellen 6 und 24 vor. N

Bei naiver Herangehensweise kommt man sofort auf folgenden Algo-
rithmus.

Algorithmus naive-String-Matcher(z,y)

I Input: Text x=x---x, und Muster y=9y;---ypn
2 V=0
3 for 1 :=0 to n—m do
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A if 201 Tiym =1+ ym then
5 V.=V u{i}
¢ Output: V

Die Korrektheit von naive-String-Matcher ergibt sich wie folgt:
e In der for-Schleife testet der Algorithmus alle potentiellen Stel-
len, an denen y in  vorkommen kann, und
o fiigt in Zeile 4 genau die Stellen ¢ zu V hinzu, fir die
Tig1 - Tigm = Y ist.
Die Laufzeit von naive-String-Matcher lasst sich nun durch fol-
gende Uberlegungen abschétzen:
e Die for-Schleife wird (n — m + 1)-mal durchlaufen.
e Der Test in Zeile 4 benotigt maximal m Vergleiche.

Dies fiihrt auf eine Laufzeit von O(nm) = O(n?). Fiir Eingaben der
Form z = a™ und y = al™/?) ist die Laufzeit tatsichlich ©(n?).

2.1.1 String-Matching mit endlichen Automaten

Durch die Verwendung eines endlichen Automaten lasst sich eine
erhebliche Effizienzsteigerung erreichen. Hierzu konstruieren wir einen
DFA M,, der jedes Vorkommen von y in der Eingabe = durch Erreichen
eines Endzustands anzeigt. M, erkennt also die Sprache

L ={z € X" |y ist Suffix von z}.

Konkret konstruieren wir M, = (Z,%, 6,0, m) wie folgt:
e M, hat m + 1 Zustande, die den m + 1 Prafixen y;---ys,
k=0,...,m, von y entsprechen, d.h. Z ={0,...,m}.

e Liest M, im Zustand k das Zeichen yj1, so wechselt M, in den
Zustand k + 1, d.h. §(k,yp1) =k + 1 fir k=0,...,m — 1L

2.1 Suchen von Mustern in Texten

Y4 Ym

i Yo Y3
OROROROERO

e Falls das néachste Zeichen a nicht mit y;,; ibereinstimmt
(engl. mismatch), wechselt M, in den Zustand

d(k,a) = max{j < m |y ---y; ist Suffix von y; - - - yxa}.

Der DFA M, speichert also in seinem Zustand die maximale Léange
k eines Prafixes y; - - - yx von y, das zugleich ein Suffix der gelesenen
Eingabe ist:

A

0(0,2) = max{k < m | y; - - -y, ist Suffix von z}.

Die Korrektheit von M, folgt aus der Beobachtung, dass M, isomorph
zum Aquivalenzklassenautomaten Mg, fiir L ist. Mg, hat die Zustéin-
de [y1---yk], K =0,...,m, von denen nur [y - - - Y| €in Endzustand
ist. Die Uberfiihrungsfunktion ist definiert durch

O(fyr - yxl,a) = [y1 -+ -5,

wobei y; - - -y; das langste Prafix von y = y; - - - Y, ist, welches Suffix
von y; - - - y;ja ist (siche Ubungen).

Beispiel 5. Fiir das Muster y = laola hat M, folgende Gestalt:

(6o 1 23 45
alfo 2 00 5 0
111411
00 0300 3
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M, macht bei der Suche nach dem Muster y = laola im Text x = olalaolala
folgende Uberginge:

e
» 0,0, dind \%

Il a o 1l a 1

2 Q—
a
2

Insgesamt erhalten wir somit folgenden Algorithmus.

Algorithmus DFA-String-Matcher(z,y)

1 Input: Text z =2y ---2, und Muster y =y, ym
2 konstruiere den DFA M, = (Z,%,0,0,m)

3 V=10

4 k:=0

5 for i:=1 to n do

6 k:=0(k,x;)

7 if k=m then V.=V U{i—m}
s QOutput: V

Die Korrektheit von DFA-String-Matcher ergibt sich unmittelbar
aus der Tatsache, dass M, die Sprache

L(M,) = {z € ¥* | y ist Suffix von z}

erkennt. Folglich fiigt der Algorithmus genau die Stellen j = ¢ —m zu

V' hinzu, fir die y ein Suffix von xy - - - 2; (also xj1q - - xj4m = y) ist.

3 4 5 6 7 8 9 10 q

2.1 Suchen von Mustern in Texten

Die Laufzeit von DFA-String-Matcher ist die Summe der Laufzei-
ten fiir die Konstruktion von M, und fiir die Simulation von M, bei
Eingabe x, wobei letztere durch O(n) beschrankt ist. Fir 0 ist eine
Tabelle mit (m + 1)||2|| Eintragen

O(k,a) =max{j < k+ 1|y ---y; ist Suffix von y; - - - yra}

zu berechnen. Jeder Eintrag §(k,a) ist in Zeit O(k?) = O(m?) bere-
chenbar. Dies fiihrt auf eine Laufzeit von O(||%]|m?) fiir die Konstruk-
tion von M, und somit auf eine Gesamtlaufzeit von O(||X||m? + n).
Tatséchlich lasst sich M, sogar in Zeit O(||X||m) konstruieren.

2.1.2 Der Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus

Durch eine Modifikation des Riicksprungmechanismus’ lasst sich die
Laufzeit von DFA-String-Matcher auf O(n + m) verbessern. Hierz
vergegenwéartigen wir uns folgende Punkte:

e Tritt im Zustand k ein Mismatch a # yiy1 auf, so ermittelt
M, das langste Prafix p von y; - - -y, das zugleich Suffix von
Y1 -+ - yra ist, und springt in den Zustand k&’ = [p|.

e Im Fall £ # 0 hat p also die Form p = p’a, wobei p’ sowohl
echtes Prafix als auch echtes Suffix von y; - - -y ist.

e Die Idee beim KMP-Algorithmus ist nun, unabhéngig von a auf
das néachst kleinere Préafix p von y; - - -y, zu springen, das auch
Suffix von y; - - - yj ist.

e Dies wird solange wiederholt, bis das Zeichen a ,passt® (also pa
Préfix von y ist) oder der Zustand 0 erreicht wird.

Der KMP-Algorithmus besucht also alle Zustande, die auch M,
besucht, fithrt aber die Riickspriinge in mehreren Etappen aus.
Die Sprungadressen werden durch die so genannte Prdfixzfunktion
m:{L,...,m} — {0,...,m — 1} ermittelt:

(k) =max{0 <j<k—1]|ys---y; ist Suffix von y; - - -y }
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Beispiel 6. Fir das Muster y = laola ergibt sich folgende Prdfizfunk-
tion m:

~—to—a_ o L ___a
0205ORORORO
d ko 3 4 5]

| 1
(7(k)Jo 0 0 1 2]

Wir kénnen uns die Arbeitsweise dieses Automaten wie folgt vorstellen:
1. Erlaubt das ndichste Eingabezeichen einen Ubergang vom aktuel-
len Zustand k nach k + 1, so fiihre diesen aus.

2. Ist ein Ubergang nach k + 1 nicht méglich und k > 1, so springe
in den Zustand w(k) ohne das ndchste Zeichen zu lesen.

3. Andernfalls (d.h. k = 0 und ein Ubergang nach 1 ist nicht
maoglich) lies das néchste Zeichen und bleibe im Zustand 0.

Der KMP-Algorithmus macht bei der Suche nach dem Muster y =
laola im Text x = olalaolala folgende Uberginge:

5 KJ\ /}\(f}
\/\J

4

o=l a7l a o I
0 1 2 3 4 5 6 7T

J

: o & 6 o

DY, % 7?¢

: o,
a~l a

0 <

Auf die Frage, wie sich die Préafixfunktion m moglichst effizient berech-
nen lasst, werden wir spater zu sprechen kommen. Wir betrachten
zunéchst das Kernstiick des KMP-Algorithmus, das sich durch eine
leichte Modifikation von DFA-String-Matcher ergibt.

2.1 Suchen von Mustern in Texten

DFA-String-Matcher(x,y) KMP-String-Matcher(x,y)

1 Imput: Text z;---x, 1 Input: Text zy---x, und
und Muster y;---ym Muster yi---ym
2 konstruiere M,

2
3 V=0 3 V=10

t k:=0 1 k=0

5 for i:=1 ton do 5 for i:=1 to n do
6 k= d(k,x;) 6

7 if k=m then 9 if £k =m then

8 V=VUu{i—m} 10 V=V u{i—m},
9 Output: V 11 Output: V

Die Korrektheit des Algorithmus KMP-String-Matcher ergibt sich
einfach daraus, dass er den Zustand m an genau den gleichen Text-
stellen besucht wie DFA-String-Matcher, und somit wie dieser alle
Vorkommen von y im Text x findet.

Fiir die Laufzeitanalyse von KMP-String-Matcher (ohne die Berech-
nung von KMP-Prefix) stellen wir folgende Uberlegungen an.

e Die Laufzeit ist proportional zur Anzahl der Zustandsiibergénge.
e Bei jedem Schritt wird der Zustand um maximal Eins erhoht.

e Daher kann der Zustand nicht 6fter verkleinert werden als er
erhoht wird (Amortisationsanalyse).

e Es gibt genau n Zustandsiibergange, bei denen der Zustand
erhoht wird bzw. unverédndert bleibt.

e Insgesamt finden also héchstens 2n = O(n) Zustandsiibergénge
statt.

Nun kommen wir auf die Frage zurtick, wie sich die Préafixfunktion m
effizient berechnen lésst. Die Aufgabe besteht darin, fiir jedes Préfix
Y1 Y, © > 1, das langste echte Prafix zu berechnen, das zugleich
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Suffix von y; - - - y; ist. Algorithmus Vorverarbeitung  Suche | Gesamtlaufzeit
Die Idee besteht nun darin, mit dem KMP-Algorithmus das Muster .

. ) . naiv 0 O(nm) O(nm)
y im Text ys - - - Y, zu suchen. Dann liefert der beim Lesen von y; ‘ 5 5
erreichte Zustand k gerade das langste Préfix v - - -y, das zugleich DFA (einfach) O([|2]jm?) O(n) | O(I[jm” +n)
Suffix von ys - - - y; ist (d.h. es gilt 7(i) = k). Zudem werden bis zum DFA (verbessert) O(]|%]|m) O(n) | O(||IZ]|m +n)
Lesen von y; nur Zustande kleiner als ¢ erreicht. Daher sind die 7- Knuth-Morris-Pratt O(m) O(n) O(n)

Werte fiir alle bis dahin auszufiihrenden Riickspriinge bereits bekannt
und 7 kann in Zeit O(m) berechnet werden.

Prozedur KMP-Prefix(y)

1om(1):=0

2 k=0

3 for 1:=2 to m do

1 while (k> 0Avy; # yp+1) do k:=m(k)
5 if y; =yry1 then k:=k+1

6 (i) =k
7 return(m)
Beispiel 7. Die Verarbeitung des Musters y = laola durch

KMP-Prefix ergibt folgendes Ablaufprotokoll:

Wir fassen die Laufzeiten der in diesem Abschnitt betrachteten String-
Matching Algorithmen in einer Tabelle zusammen:
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