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Die Registermaschine (random access machine, RAM)
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o fiihrt ein Programm P = Iy,..., I, aus, das aus einer endlichen Folge
von Befehlen (instructions) /; besteht,

@ hat einen Befehlszahler (instruction counter) /C, der die Nummer des
nichsten Befehls angibt (zu Beginn ist /C = 0),

e verfiigt lber einen frei adressierbaren Speicher (random access memory)
mit unendlich vielen Speicherzellen (Registern) r;, die beliebig groBe
natiirliche Zahlen aufnehmen kénnen.



Eine Programmiersprache fiir RAMs

In GOTO-Programmen sind folgende Befehle zulassig (i, j, c € N):

Befehl Semantik

r=r+c setzt Register r; auf den Wert rj + ¢
rii=rc setzt Register r; auf den Wert max(0, rj - ¢)
GOTO setzt den Befehlszahler /C auf den Wert j

IF r,=c THEN GOTO j
HALT

setzt /C auf j, falls r; den Wert ¢ hat
beendet die Programmausfiihrung




GOTO-Berechenbarkeit

Definition

Eine partielle Funktion f : N¥ - Nu {1} heiBt GOTO-berechenbar, falls es
ein GOTO-Programm P = (ly, ..., l,) mit folgender Eigenschaft gibt:
Wird P auf einer RAM mit den Werten r; = n; firi=1,...,k, sowie IC=0
und r; =0 fir i=0,k+1,k+2,... gestartet, so gilt:

e P hilt genau dann, wenn (ny,. .., ng) € dom(f) ist, und

e falls P halt, hat ry nach Beendigung von P den Wert f(ny, ..., ng)

Beispiel

| A

Folgendes GOTO-Programm berechnet die Funktion f(x,y) = xy:

IF =0 THEN GOTO 4
n:&=nrn- 1

n:=rn-t+n

GOTO 0

HALT

A W N = O




Numerische Reprasentation von Woértern

@ Da Turingmaschinen auf Woértern und GOTO-Programme auf Zahlen
operieren, mussen wir Worter durch Zahlen (und umgekehrt) kodieren.

@ Sei X ={ag,...,am-1} ein Alphabet. Dann kénnen wir jedes Wort
X =aj ...aj, € X" durch eine natirliche Zahl numy(w) kodieren:

n-1 n m'-1

nums (x) =" mj+2ijmj_1 = —

1 Tr (i,,. o -il)m'
Jj=0 Jj=1 -

@ Da die Abbildung numy : X — N bijektiv ist, kdnnen wir umgekehrt
jede natiirliche Zahl n durch das Wort strs(n) = nums *(n) kodieren.

| A

Beispiel
Fir das Alphabet X = {a, b, ¢} erhalten wir folgende Kodierung:

w € ab c aa ab ac ba bb bc ca cb cc aaa ...
numg(w)|0123 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 ...




Aquivalenz von Turing- und GOTO-Berechenbarkeit

e Ist ¥ = {0,1}, so lassen wir den Index weg und schreiben einfach num
und str anstelle von nums und stry.

@ Zudem erweitern wir die Kodierungsfunktion str : N — {0,1} zu einer
Kodierungsfunktion str, : N¥ — {0, 1, #} wie folgt:

str(ny, ..., ng) =str(ny)# ... #str(ng).
@ Nun kénnen wir eine partielle Funktion f : N > Nu {1} durch folgende
partielle Wortfunktion f:{0,1,#}* — {0,1}* U {1} reprasentieren:
- str(n), w=stre(ny,...,ng) und f(ny,...,nx)=neN,
f(w) =
T, sonst.

o Es ist klar, dass f durch 7 eindeutig bestimmt ist. Wir nennen f die
numerische Reprasentation von f.

Sei f die numerische Reprasentation einer partiellen Funktion '3
Dann ist f genau dann GOTO-berechenbar, wenn f berechenbar ist.




Simulation eines GOTO-Programms durch eine DTM

o Sei f eine partielle Funktion, deren numerische Reprasentation f von
einem GOTO-Programm P auf einer RAM R berechnet wird.

Dann existiert eine Zahl k', so dass P nur Register r; mit i < k" benutzt.

Daher lasst sich eine Konfiguration von R durch Angabe der Inhalte des
Befehlszdhlers /IC und der Register ry, ..., ri beschreiben.

Wir konstruieren eine (k' +2)-DTM M, die
o den Inhalt von /C in ihrem Zustand,

o die Registerwerte rq,..., re auf den Bandern 1,..., k" und
o den Wert von ry auf dem Ausgabeband k' + 2 speichert.

Ein Registerwert r; wird hierbei in der Form str(r;) gespeichert.

Band k" + 1 wird zur Ausfithrung von Hilfsberechnungen benutzt.




Simulation eines GOTO-Programms durch eine DTM

e Die Aufgabe von M ist es, bei Eingabe w = stri(n1, ..., nx) das Wort
str(f(ny,...,nk)) auszugeben, wenn (ny,...,ng) € dom(f) ist, und
andernfalls nicht zu halten.

@ Zuerst kopiert M die Teilworter str(n;) fir i=2,... k auf das i-te
Band und léscht auf dem 1. Band alle Eingabezeichen bis auf str(ny).

e Da das leere Wort den Wert num(e) = 0 kodiert, sind nun auf den

Bandern 1,..., k" und auf Band k' + 2 die der Startkonfiguration von R
bei Eingabe (ny, ..., nx) entsprechenden Registerinhalte gespeichert.

@ Danach filhrt M das Programm P Befehl fiir Befehl aus.

@ Es ist leicht zu sehen, dass sich jeder Befehl / in P durch eine Folge von
Anweisungen realisieren lasst, die die auf den Bandern gespeicherten
Registerinhalte bzw. den im Zustand von M gespeicherten Wert von /C
entsprechend modifizieren.

@ Sobald P stoppt, halt auch M und gibt das Wort
str(rg) = str(f(ni,...,nk)) aus.




Simulation einer DTM durch ein GOTO-Programm

@ Sei f: NK > Nu {4} eine partielle Funktion und sei
M=(Z,%x,T,d,q1,E) eine DTM mit Eingabealphabet ¥ = {0, 1, #},
die die zugehorige Wortfunktion £ : X* — {0,1}* u {1} berechnet.

@ M gibt also bei Eingabe stry(ny, ..., nx) das Wort str(f(ny,...,nk))
aus, falls f(ny,...,nk) definiert ist, und halt andernfalls nicht.

e Wir konstruieren ein GOTO-Programm P, das bei Eingabe (ny,...,ng)
die DTM M bei Eingabe w = stri(n1, ..., nk) simuliert und im Fall,
dass M(w) halt, den Wert num(M(w)) = f(n1,..., ng) berechnet.

@ Wir kénnen annehmen, dass M eine 1-DTM ist.

@ Sei Z={q1,...,q-y und I ={ag,...,am-1}, wobei wir annehmen, dass
ag=U, a1 =0, ap =1 und a3z = # ist.




Simulation einer DTM durch ein GOTO-Programm

Eine Konfiguration K = ug;v von M wird wie folgt in den Registern
ro, r, r2 gespeichert. Sei v =a; ...a;, und v=a; ...a;,.
o n = (il...i,,)m,
°orn =i
o N = (j,,/ .. -jl)m-
P besteht aus 3 Programmteilen P = Py, P, P3.
P; berechnet in Register rp, die Zahl (ji,...j1)m, wobei (ji,...,Jj,) die
Indexfolge der Zeichen von stri(ny,...,ng) = aj, ... aj, ist.
Die tibrigen Register setzt P; auf den Wert 0.
P; stellt also die Startkonfiguration K,, = gyw von M bei Eingabe
w = stri(ny,...,nk) in den Registern rg, r1, r> her.
AnschlieBend fiihrt P, eine schrittweise Simulation von M aus.
Hierzu iberfihrt P> solange die in ry, r1, r» gespeicherte Konfiguration
von M in die zugehodrige Nachfolgekonfiguration, bis M halt.




Simulation einer DTM durch ein GOTO-Programm

@ Das Programmstiick P, hat die Form
M, r3:=r MOD m
IF n = 1A r3 = 0 THEN GOTO ML()

IF n=ranrn=m-1THEN GOTO M, ,,;

@ Die Befehle ab Position M;; hangen von §(gj, aj) ab. Wir betrachten
exemplarisch den Fall §(gi, a;) = {(qi,ay, L)}

M ri=i
N :i=nr DIV m
r=rnm+j
ry = rom+ (rp MOD m)
rp:=r, DIVm
GOTO M,

e Im Fall §(gj, aj) = @ erfolgt ein Sprung an den Beginn von Ps3.

@ P53 transformiert den Inhalt ro = (j1...jn)m von Register ry in die Zahl
num(aj, ... a;j,) und halt.




WHILE- und LOOP-Programme

@ Die Syntax von WHILE-Programmen ist induktiv wie folgt definiert
(i,j,c eN):
o Jede Wertzuweisung der Form x; := x; + ¢ oder x; := x; = c ist ein
WHILE-Programm.

o Falls P und @ WHILE-Programme sind, so auch
e P;Q und
o IF x;=c THEN P ELSE Q END
o WHILE x; + c DO P END

@ Die Syntax von LOOP-Programmen ist genauso definiert, nur dass
Schleifen der Form LOOP x; DO P END an die Stelle von
WHILE-Schleifen treten.

@ Die Semantik von WHILE-Programmen ist selbsterklarend.

@ Eine LOOP-Schleife LOOP x; DO P END wird sooft ausgefiihrt, wie

der Wert von x; zu Beginn der Schleife angibt.




WHILE- und LOOP-Berechenbarkeit

e Eine partielle Funktion f : N¥ - Nu {1} heiBt WHILE-berechenbar, falls
es ein WHILE-Programm P mit folgender Eigenschaft gibt:

Wird P mit den Werten x; = n; fir i = 1,..., k gestartet, so gilt:

o P halt genau dann, wenn (ny,...,nx) € dom(f) ist, und
o falls P halt, hat xp nach Beendigung von P den Wert f(ny,...,ng).

@ Die LOOP-Berechenbarkeit von f ist entsprechend definiert.

Beispiel
Die Funktion f(x1,x2) = x1xo wird von dem WHILE-Programm
WHILE x; + 0 DO
Xp = Xp + X2,
X1 = X1 — 1
END
sowie von folgendem LOOP-Programm berechnet:

LOOP X1 DO Xp == Xp + X2 END q




Aquivalenz von WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit

Eine partielle Funktion f : N¥ - Nu {1} ist genau dann
GOTO-berechenbar, wenn sie WHILE-berechenbar ist.




Simulation von WHILE- durch GOTO-Programme

Sei P ein WHILE-Programm, das f berechnet.
Wir tibersetzen P wie folgt in ein dquivalentes GOTO-Programm P’.

P’ speichert den Variablenwert x; im Register r;.

Damit lassen sich alle Wertzuweisungen von P direkt in entsprechende
Befehle von P’ transformieren.
@ Eine Schleife der Form WHILE x; + ¢ DO @ END simulieren wir durch
folgendes GOTO-Programmstiick:
M, IF r;=c THEN GOTO M,

QI

GOTO M,
M,

@ Ahnlich lasst sich die Verzweigung IF x; = ¢ THEN Q; ELSE @, END
in ein GOTO-Programmstiick transformieren.

@ Zudem fiigen wir ans Ende von P’ den HALT-Befehl an.




Simulation von GOTO- durch WHILE-Programme

e Sei P=(lo,...,Im) ein GOTO-Programm, das f berechnet, und sei
rz, z > k, ein Register, das in P nicht benutzt wird.

e Wir iibersetzen P wie folgt in ein dquivalentes WHILE-Programm P’:
Xz :=0;
WHILE x, + m+1 DO
IF x, =0 THEN P} END;

IF x,=m THEN P;  END
END
@ Dabei ist PJ’ abhangig vom Befehl /; folgendes WHILE-Programm:
O I[I=r+C. X=Xk +C, Xz =X+ 1,
@ (=~ Cl X[ =X =C, Xz =Xz + 1,
o GOTO k: x, := k,
o IF r,=c THEN GOTO k:
IF x; =c THEN x, := k ELSE x, :=x, +1 END
o HALT: x, :=m+1.

@ Man beachte, dass P’ nur eine WHILE-Schleife enthilt.




Vergleich von LOOP- und WHILE-Berechenbarkeit

@ Es ist leicht zu sehen, dass sich jedes LOOP-Programm durch ein
WHILE-Programm simulieren Iasst.

@ Offensichtlich kdnnen LOOP-Programme nur totale Funktionen
berechnen.

@ Daher kann nicht jedes WHILE-Programm durch ein LOOP-Programm
simuliert werden.

o Mittels Diagonalisierung lasst sich eine totale WHILE-berechenbare
Funktion f angeben, die nicht LOOP-berechenbar ist.

@ Ein bekanntes Beispiel einer totalen WHILE-berechenbaren Funktion,
die nicht LOOP-berechenbar ist, ist die Ackermannfunktion a(x,y), die
induktiv wie folgt definiert ist:

y+1, x =0,
a(Xay): a(X_la]-)a levy:()?
a(X_lva(Xay_l))7 X,)/Zl-




