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Termine

Vorlesung

e Di 09-11 RUD 25 3.001 J. Kobler

e Do 09-11 RUD 25 3.001 J. Kobler )
Ubungen

e Di 11-13 RUD 26 1'307 S. Tazari

o Di 11-13 RUD 25 3.101 W. Kossler

e Di 15-17 RUD 26 1'305 S. Tazari

¢ Do 11-13 RUD 26 1’307 S. Kuhnert
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Weitere Infos unter wuw.informatik.hu-berlin.de/forschung/

gebiete/algorithmenII/Lehre/ws09/theo2




Ubungen (Anmeldung iiber GOYA erforderlich)

Ausgabe der Aufgabenblatter
@ in der VL, auf GOYA und der VL-Webseite

Bearbeitung
@ in Gruppen von maximal drei Teilnehmern

@ bitte Namen und Matrikelnr. angeben

Abgabe

@ bis 9:10 Uhr im Erdgeschoss von Haus 4!
(Abgabetermin s. Aufgabenblatt)

@ bitte nur in Papierform

Riickgabe
e in den Ubungsgruppen




Schein, Klausur, Skript

Scheinkriterien
@ Losen von > 50% der schriftlichen Aufgaben,
@ Erfolgreiches Vorrechnen von > 3 mindl. Aufgaben.

Klausur

e Termin: 23.02.2010

@ Zulassung nur mit Ubungsschein
@ Nachklausur: nach dem SS 2010

Skript

@ wird wochentlich ins Netz gestellt.




Gibt es zum organisatorischen Ablauf noch Fragen?



Inhalt der Vorlesung

Zentrale Themen von Thl 1:

@ Mathem. Grundlagen der Informatik, Beweise fithren, Modellierung
Aussagenlogik, Pradikatenlogik

@ Welche Probleme sind lésbar? Berechenbarkeitstheorie

Zentrale Themen von Thl 2:
@ Welche Rechenmodelle sind adaquat? Automatentheorie

@ Welcher Aufwand ist notig? Komplexitatstheorie

Zentrales Thema von Thl 3:

@ Wie lassen sich praktisch relevante Problemstellungen moglichst
effizient 16sen? Algorithmik




Maschinenmodelle

Rechenmaschinen spielen in der Informatik eine zentrale Rolle.
Je nach Berechnungskraft unterschiedliche math. Modelle.

In Thil: TM als ein universales Berechnungsmodell.

In ThiI3: Registermaschine (engl. random access machine; RAM).

Dieses Modell ist etwas flexibler als die TM, da es den unmittelbaren
Lese- und Schreibzugriff (random access) auf eine beliebige
Speichereinheit (Register) erlaubt.

Hier betrachten wir Einschrankungen des TM-Modells, die vielfaltige
praktische Anwendungen haben, wie z.B.

o endliche Automaten (DFA, NFA),

o Kellerautomaten (PDA, DPDA) etc.




Der Algorithmenbegriff

@ Der Begriff Algorithmus geht auf den persischen Gelehrten Muhammed
Al Chwarizmi (8./9. Jhd.) zuriick.
@ Altester bekannter nicht-trivialer Algorithmus:

Euklidischer Algorithmus zur Berechnung des groBten gemeinsamen
Teilers zweier natiirlicher Zahlen (300 v. Chr.).

@ Von einem Algorithmus wird erwartet, dass er bei jeder zul3ssigen
Problemeingabe nach endlich vielen Rechenschritten eine korrekte
Ausgabe liefert.

@ Ein Algorithmus ist ein ,Verfahren” zur Losung eines Berechnungs-
problems, das sich prinzipiell auf einer Turingmaschine implementieren
lasst (Church-Turing-These).

@ Problemeingaben kénnen Zahlen, Formeln, Graphen etc. sein.

@ Diese werden (iber einem Eingabealphabet X kodiert.




Alphabet, Wort, Sprache

Definition
@ Ein Alphabet ist eine geordnete endliche Menge
Y={a,...,am}, m>1
von Zeichen a;.
@ Eine Folge x = xq ... xp, € X" heiBt Wort (der Lange n).
@ Die Menge aller Worter iber ¥ ist

="

n>0

@ Das (einzige) Wort der Lange n = 0 ist das leere Wort, welches wir mit
¢ bezeichnen.

@ Jede Teilmenge L C ¥* heiBt Sprache liber dem Alphabet Y.




Das Rechenmodell des endlichen Automaten

Ein endlicher Automat

Eingabe-
band

!ﬁl .. Iﬁ' .. !HI

/ Lesekopf

Steuer-
einheit

@ ist eine ,, abgespeckte” Turingmaschine,
o verfligt nur liber kostant viel Speicherplatz,
@ macht bei Eingaben der Lange n nur n Rechenschritte und

@ liest in jedem Schritt genau ein Eingabezeichen.




Formale Definition eines endlichen Automaten

Definition

Ein endlicher Automat (kurz: DFA; deterministic finite automaton) wird
durch ein 5-Tupel M = (Z, X%, 6, qo, E) beschrieben, wobei

e Z # () eine endliche Menge von Zustanden,

@ X das Eingabealphabet,

@ §:Z x ¥ — Z die Uberfithrungsfunktion,

@ qo € Z der Startzustand und

@ E C Z die Menge der Endzustande ist.

Die von M akzeptierte oder erkannte Sprache ist

E'Qlw'-»qn—1€z,qn€E:
3(qgi, xi41) = gip1 fir i =0,...,n—1

L(M) = {Xl---x,, ex*

v




DFAs beherrschen Modulare Arithmetik

Beispiel
Sei M3 = (Z,%,6,0, E) ein DFA mit Z = {0, 1, 2},
Y ={a, b}, E={1} und

Graphische
o 0 1 2 Darstellung:
al 2 0
b 2 0 1 Endzustande werden durch einen doppelten Kreis und
der Startzustand durch einen Pfeil gekennzeichnet. < |
Behauptung

Die von M3 erkannte Sprache ist
L(Ms) = {x € {a,b}" | #a(x) — #b(x) =3 1}, wobei

@ #a(x) die Anzahl der Vorkommen von a in x bezeichnet und

@ | =, j bedeutet, dass i — j durch m teilbar ist.




Das Erreichbarkeitsproblem fiir DFAs

Behauptung
Die von M3 erkannte Sprache ist {x € {a, b}* | #.(x) — #b(x) =3 1}.

Beweis der Behauptung durch Induktion (iber die Lange von x
Wir betrachten zunichst das Erreichbarkeitsproblem fiir DFAs.

Frage
Sei M =(Z,%,0,qo, E) ein DFA und sei x = x1 - -+ x, € L*. Welchen
Zustand erreicht N bei Eingabe x nach i Schritten?

Antwort

nach 0 Schritten: qo,

@ nach 1 Schritt:  d(qo. x1),

@ nach 2 Schritten: §(d(qo, x1). x2),

@ nach i Schritten: J(...0(d(qo, x1),x2), ... xi).




Das Erreichbarkeitsproblem fiir DFAs

Definition

Bezeichne S(q,x) denjenigen Zustand, in dem sich M nach Lesen von x
befindet, wenn M im Zustand g gestartet wird.

Dann konnen wir die Funktion

§:Zx¥* =7
induktiv (ber die Lange von x) wie folgt definieren.
Firge Z, x € X* und a € L sei

N

o(g,e) = q,

N

6(q,xa) = 6(3(q,x),a)-
Die von M erkannte Sprache lasst sich nun auch in der Form
L(M) = {x € £* | 8(qo, x) € E}

schreiben.




DFAs beherrschen Modulare Arithmetik

Behauptung
L(Ms) = {x € {a, b}" | #a(x) — #»(x) =3 1}.

Beweis

@ 1 ist der einzige Endzustand von M.

e Daher ist L(M3) = {x € £* | §(0,x) = 1}.

@ Folglich reicht es, folgende Kongruenz-
gleichung zu zeigen:

A

0(0,x) =3 #a(x) — #5(x)




DFAs beherrschen Modulare Arithmetik

Beweis von §(0, x) =3 #.(x) — #5(x):

Wir fiihren Induktion tiber die Lange n von x.

Induktionsanfang n = 0: klar, da §(0,¢) = #.(¢) = #5(e) = 0 ist.
Induktionsschritt n ~» n+ 1:

@ Sei x = x1 -+ Xpt+1 gegeben und sei i = (0, x1 - - - xp).

@ Nach IV ist

i =3 #a(xe- - xn) — #p(x1 - Xn).
o Wegen 6(i,a) =3 i + 1 und 6(i, b) =3 i — 1 folgt
(i, Xn+1) =3 i + #a(Xn+1) — #b(xnt1) = #a(x) — #6(x).
o Folglich ist
0(0,x) = 8(0(0, X1+ + Xn), Xn+1) = (i, Xn41) =3 #a(x) — #b(x).

O

v



Die Klasse der regularen Sprachen

Definition
Eine von einem DFA akzeptierte Sprache wird als regular bezeichnet. Die
zugehorige Sprachklasse ist

REG = {L(M) | M ist ein DFA}.

Frage
Welche Sprachen gehéren zu REG und welche nicht?




Singletons sind regular

Vereinbarung

Fir das Folgende sei ¥ = {ay, .

.., am} ein fest gewahltes Alphabet.

Beobachtung 1

Alle Sprachen, die nur ein Wort x = xj - - - x, € £* enthalten, sind regular.

Beweis

Folgender DFA M erkennt die Sprache L(M) = {x}:

Xl X2 X3 .« e
a#x aF# x3
a#x @

ack

v




Abschlusseigenschaften von Sprachklassen

Definition
Ein (k-stelliger) Sprachoperator ist eine Abbildung op, die k Sprachen
Ly, ..., Lk auf eine Sprache op(Ly, ..., Lx) abbildet.

Der 2-stellige Schnittoperator bildet zwei Sprachen L; und L, auf die
Sprache Ly N Ly ab. N

v

Definition
@ Eine Sprachklasse IC heiBt unter op abgeschlossen, wenn gilt:
Li,...,Lx e K= op(Ly,...,Lx) € K.

@ Der Abschluss von K unter op ist die kleinste Sprachklasse X', die K
enthalt und unter op abgeschlossen ist.




Regulare Sprachen sind unter Komplement abgeschlossen

Beobachtung 2
Ist L € REG, so ist auch die Sprache L = ¥*\ L regular.

Beweis
e Sei M= (Z,%,9,qo, E) ein DFA mit L(M) = L.
@ Dann akzeptiert der DFA

M= (Z,%,5,q0,Z \ E)

das Komplement L von L.




Regulare Sprachen sind unter Durchschnitt abgeschlossen

Beobachtung 3
Sind L1, L, € REG, so ist auch die Sprache L1 N Ly regular.

Beweis
@ Seien M; = (Z;, .0, qi, E;), i=1,2, DFAs mit L(M,) =1L;.
@ Dann wird der Schnitt L; N Ly von dem DFA
M = (Zl X Z2aza(57(q17q2)7 El X E2)
mit
5((p,q),a) = (61(p, a), 92(q; a))

erkannt.




Regulare Sprachen sind unter Vereinigung abgeschlossen

Beobachtung 4
Die Vereinigung L1 U L, von reguldren Sprachen Ly und Ly ist regulér.

Beweis

Es g”t LiULy, = (L_lﬂL_z)

Frage
Wie sieht der zugehorige DFA aus?

Antwort
M = (Zl X 22,):,5, (ql, q2), (E1 X Zz) U (Zl X Ez))




REG ist unter Mengenoperationen abgeschlossen

Korollar

Die Klasse REG der regularen Sprachen ist unter folgenden Operationen
abgeschlossen:

e Komplement,
@ Durchschnitt,
@ Vereinigung.




Wie umfangreich ist REG?

Folgerung

@ Aus den Beobachtungen folgt, dass alle endlichen und alle co-endlichen
Sprachen regulér sind.

@ Da die regulédre Sprache
L(M3) = {x € {a, b}" | #a(x) — #b(x) =3 1}

weder endlich noch co-endlich ist, haben wir damit allerdings noch
nicht alle regularen Sprachen erfasst.




Konstruktive Charakterisierung von REG

Frage

Lassen sich alle reguldren Sprachen aus endlichen Sprachen mithilfe von
einfachen Operationen gewinnen?

Definition
@ Das Produkt (Verkettung, Konkatenation) der Sprachen L; und Lj ist
LiLy, = {xy | x€ly,y€ Lz}.
@ Ist L; = {x} einelementig (diese Sprachen werden auch als Singleton-
sprachen bezeichnet), so schreiben wir fiir {x}L auch einfach xLj.

@ Die n-fache Potenz L" einer Sprache L ist induktiv definiert durch
1" — {6}’ n=0,
L, n>o0.

e Die Sternhille von L ist L* = {J,>o L™
@ Die Plushiille von List LT = {J,5; L" = LL*.




Uberblick

Ziel
Zeige, dass REG als Abschluss der endl. Sprachen unter Vereinigung,
Produktbildung und Sternhiille charakterisierbar ist.

Problem

Bei der Konstruktion eines DFA fiir das Produkt L;L> bereitet es
Schwierigkeiten, den richtigen Zeitpunkt fiir den Ubergang von (der
Simulation von) My zu M, zu finden.

Losungsidee

Ein nichtdeterministischer Automat (NFA) kann den richtigen Zeitpunkt
fiir den Ubergang ,erraten”.

Verbleibendes Problem
Zeige, dass auch NFAs nur reguldre Sprachen erkennen.




Nichtdeterministische Automaten

Definition
@ Ein nichtdet. endl. Automat (kurz: NFA; nondet. finite automaton)
N=(Z,%,6,Q, E)
ist genau so aufgebaut wie ein DFA, nur dass er

o eine Menge @y C Z von Startzustanden hat und
o die Uberfiihrungsfunktion folgende Form hat:

0:Zx ¥ —P(2).
o Hierbei bezeichnet P(Z) die Potenzmenge (also die Menge aller
Teilmengen) von Z. Diese wird auch oft mit 24 bezeichnet.
@ Die von einem NFA N akzeptierte Sprache ist

que Q07CI17~-7CIn—1627Qn€E3
gi+1 € 0(qi, xi+1) fir i=0,...,n—1

L(N) = {xl---x,, ey

v




Eigenschaften von NFAs

@ Ein NFA N kann also nicht nur eine, sondern mehrere verschiedene
Rechnungen parallel ausfiihren.

@ Die Eingabe x wird genau dann akzeptiert, wenn mind. eine Rechnung
von N nach Lesen von x einen Endzustand erreicht.

@ Im Gegensatz zu einem DFA, der jede Eingabe zu Ende liest, kann ein
NFA N |, stecken bleiben”.

@ Dieser Fall tritt ein, wenn N in einen Zustand g gelangt, in dem er das
nachste Eingabezeichen x; wegen

5(q7 Xi) - @

nicht verarbeiten kann.




Eigenschaften von NFAs

Beispiel
@ Betrachte den NFA N = (Z,%,4, Qo, E) mit Z ={p,q,r,s},
¥ ={0,1,2}, Q = {p}, E = {s} und der Uberfiihrungsfunktion

Graphische Darstellung:

(5‘ p q r s

0l{p,g} 0 0 0 *%—0'@—1’@—2’
1) {p} {r} 0 0

2| {p} 0 {s} 0 Lot

@ Dann ist L(M) = {x012 | x € ¥*} die Sprache aller Woérter, die mit
dem Suffix 012 enden. N




Eigenschaften von NFAs

Beobachtung 5

Seien N; = (Z;, %, 6;, Qi, E;) NFAs mit L(N;) = L; fur i = 1,2. Dann wird
auch das Produkt L1L> von einem NFA erkannt.

Beweis
@ Wir kdnnen Z; N Z> = () annehmen.
@ Die Sprache L; L, wird dann von dem NFA N = (Z; U Z5, %, 6, @1, E)

mit
61(p; a), pPEZ\b,
5(p.3) = £ 61(p. 8) UUgeq, 02(a.2), p € Er,
52(p, a), sonst
und
£_ {E1UE27 QNE#0
E>, sonst
akzeptiert.




Eigenschaften von NFAs

Beobachtung 6

Ist N =(Z,%,0, Qo, E) ein NFA, so wird auch die Sprache L(/N)* von
einem NFA erkannt.

Beweis
Die Sprache L(N)* wird von dem NFA

N = (Z J {qnGU}’ z, 5*7 Qo U {qneu}7 EU {qneu})
mit
1) 5 E
(5*([3, a) = (p7 a)UUqGQO (q7 a)) P & y
d(p; a), sonst

erkannt.




Uberblick

Ziel
Zeige, dass REG als Abschluss der endl. Sprachen unter Vereinigung,
Produktbildung und Sternhiille charakterisierbar ist.

Problem

Bei der Konstruktion eines DFA fiir das Produkt L;L> bereitet es
Schwierigkeiten, den richtigen Zeitpunkt fiir den Ubergang von (der
Simulation von) My zu M, zu finden.

Losungsidee (bereits umgesetzt)

Ein nichtdeterministischer Automat (NFA) kann den richtigen Zeitpunkt
fiir den Ubergang ,.erraten".

Noch zu zeigen

NFAs erkennen genau die reguldren Sprachen.




NFAs erkennen genau die regularen Sprachen

Satz (Rabin und Scott)
REG = {L(N) | N ist ein NFA}.

Beweis von REG C {L(N) | N ist ein NFA}
Diese Inklusion ist klar, da jeder DFA M = (Z, X, d, qo, E) leicht in einen
aquivalenten NFA

N=(Z,%,5, Qo E)

transformiert werden kann, indem wir §(q,a) = {6(g,a)} und Qo = {qo}
setzen. 0

v

Fur die umgekehrte Inklusion ist das Erreichbarkeitsproblem fiir NFAs von
zentraler Bedeutung.




Das Erreichbarkeitsproblem fiir NFAs

Frage

Sei N =(Z,%,9,Qo, E) ein NFA und sei x = x; --- x, € L*. Welche
Zustande kann N(x) in i Schritten erreichen?

Antwort
@ in 0 Schritten: alle Zustande in Qp.
@ in einem Schritt: alle Zustande in

Q= | d(q,x).

geQo

@ in i Schritten: alle Zustande in

Q= U da,x)

qeQi—1




Simulation von NFAs durch DFAs

Idee

e Wir kénnen einen NFA N = (Z, %, 0, Qo, E) durch einen DFA M
simulieren, der in seinem Zustand die Information speichert, in welchen
Zustanden sich N momentan befinden kdnnte.

@ Die Zustiande von M sind also Teilmengen @ von Z mit Qp als
Startzustand und der Endzustandsmenge

E'={QCZ|QNE#0).
e Die Uberfiihrungsfunktion §' : P(Z) x £ — P(Z) von M berechnet
dann fiir einen Zustand @ C Z und ein Zeichen a € ¥ die Menge
5,(Qa a) = UqEQ 5(q7 a)
aller Zusténde, in die N gelangen kann, wenn N ausgehend von einem
beliebigen Zustand g € Q das Zeichen a liest.

e Die von M = (P(Z),%,0’, Qo, E') erkannte Sprache ist
L(M) = {x € £* | §"(Qo,x) N E # 0}.




NFAs erkennen genau die regularen Sprachen

Beweis von {L(N) | N ist ein NFA} C REG

@ Sei N=(Z,%,0,Qo, E) ein NFA und sei M = (P(Z),%,d', Qo, E’) der
zugehdrige Potenzmengenautomat mit ¢'(Q, a) = Ugeq (g, a) und
E={QCZ|QNE#0).

@ Dann folgt die Korrektheit von M leicht mittels folgender Behauptung,
deren Beweis wir auf der nachsten Folie nachholen.

Behauptung

§'(Qo, x) enthalt genau die von N nach Lesen von x erreichbaren

Zustande.

o Fiir alle Worter x € X* gilt

xeLN) &

Beh.
<~

=
=

N kann nach Lesen von x einen Endzustand erreichen
§(Qo,x)NE #£0

5'(Qo, x) € E’

x € L(M). 0




Beweis der Behauptung

Behauptung

5'(Qo, x) enthalt genau die von N nach Lesen von x erreichbaren Zustinde.

Beweis durch Induktion tiber die Lange n von x
n=0: klar, da §'(Qo,€) = Qo ist.
n—1~sn: Sei x =xy---x, gegeben. Nach IV enthilt
Qn-1=0"(Qo,x1 "+ Xn—1)

die Zustande, die N nach Lesen von xq - - - x,_1 erreichen
kann. Wegen

5\/(@03 )—5(Qn 1>Xn = U 5ann

qeEQn—1

enthalt dann aber §(Qo, x) die Zustande, die N nach Lesen
von x erreichen kann. O




Simulation von NFAs durch DFAs

Beispiel
@ Betrachte den NFA N

9@_0.@_%@_2»

mit Startzustandsmenge Qy = {p} und Endzustandsmenge E = {s}.
@ Ausgehend von Qg liefert 6’ dann die folgenden Werte:

& | o 1 2

{p} | {p.a} {p} {p}
{p,a} | {p,qa} {p,r} {p}
{p,r} | {p.at {p} {p.s}
{p,st | {p.a} {p} {p}




Simulation von NFAs durch DFAs

Beispiel

@ Ausgehend von Qg liefert 6’ dann die folgenden Werte:

5| {p} {p.a} {p.r} {p,s}

0|{p,q} {p.a} {p,q} {p.q}
1| {py Ap.r} {p} {p}
2| {pt {p} {pst {p}

@ Also ist N dquivalent zu folgendem Potenzmengenautomaten M:




Simulation von NFAs durch DFAs

Bemerkung

@ Im obigen Beispiel werden fiir die Konstruktion des Potenzmengen-
automaten nur 4 der insgesamt

|P(2))| =241 =2* =16
Zustande bendtigt, da die tibrigen 12 Zustande nicht erreichbar sind.

e Es gibt jedoch Beispiele, bei denen alle 212l Zustande benétigt werden
(siehe Ubungen).




Abschlusseigenschaften der Klasse REG

Korollar

Die Klasse REG der reguldren Sprachen ist unter folgenden Operationen
abgeschlossen:

@ Komplement,

Durchschnitt,

Produkt,
Sternhdlle.

°
@ Vereinigung,
°
°




Uberblick

Néachstes Ziel
Zeige, dass REG als Abschluss der endl. Sprachen unter Vereinigung,
Produkt und Sternhiille charakterisierbar ist.

Bereits gezeigt:

Jede Sprache, die mittels der Operationen Vereinigung, Produkt und
Sternhiille (sowie Durchschnitt und Komplement) angewandt auf endliche
Sprachen darstellbar ist, ist regular.

Noch zu zeigen:

Jede reguldre Sprache lasst sich aus endlichen Sprachen mittels
Vereinigung, Produkt und Sternhiille erzeugen.




Konstruktive Charakterisierung von REG mittels regularer
Ausdriicke

Induktive Definition der Menge RA aller regularen Ausdriicke
Die Symbole (), e und a (a € ¥) sind regulare Ausdriicke, die
e die leere Sprache L()) = 0,

@ die Sprache L(¢) = {¢} und

o fiir jedes a € X die Sprache L(a) = {a} beschreiben.

Sind « und /3 regulare Ausdriicke, die die Sprachen L(«) und L(3)
beschreiben, so sind auch af, («|3) und («)* regulare Ausdriicke, die
folgende Sprachen beschreiben:

o L(aB) = L(a)L(B),
o L(alB) = L(@) U L(B),
o L((a)") = L(a)"




Regulare Ausdriicke

Beispiel

Die regularen Ausdriicke €*, §*, (0]1)*00 und (€0|(@1*) beschreiben folgende
Sprachen:

0% e e 0 (0]1)*00 (e0]01%)
L(v) | {e} {e} {e} {x00|xe{0,1}*} {0}

Vereinbarungen

@ Um Klammern zu sparen, definieren wir folgende Prazedenzordnung:
Der Sternoperator * bindet starker als der Produktoperater und dieser
wiederum starker als der Vereinigungsoperator.

e Fir ((alb(c)*)|d) kénnen wir also kurz a|bc*|d schreiben.

@ Da der regulare Ausdruck yy* die Sprache L(y)* beschreibt, verwenden
wir v als Abkiirzung fiir den Ausdruck y+*.




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

{L(7) | 7y ist ein regularer Ausdruck} C REG. \

Beweis.
Klar, da

o die Basisausdriicke (), € und a, a € *, nur regulare Sprachen
beschreiben und

@ die Sprachklasse REG unter Produkt, Vereinigung und Sternhiille
abgeschlossen ist. a




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Frage
Wie |3sst sich die Sprache

L(M3) = {x € {a, b}" | #a(x) — #b(x) =3 1}

durch einen regularen Ausdruck beschreiben?

Antwort

e Die Sprache Lo = {x € {a, b}* | #.(x) — #p(x) =3 0} lasst sich durch
folgenden regularen Ausdruck beschreiben:

"0 = (a(ab)"(aalb) | b(ba)"(a|bb))".

@ Also ist L(M3) durch folgenden reguldren Ausdruck beschreibbar:
71 = 7o(a|bb)(ab)*.




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

REG C {L(7) | v ist ein regulérer Ausdruck}.

Beweis

@ Wir konstruieren zu einem DFA M = (Z, %, 4, qo, E) einen regularen
Ausdruck v mit L(y) = L(M).

@ Wir nehmen an, dass Z = {1,...,m} und gop = 1 ist.

@ Dann lasst sich L(M) als Vereinigung

LM) = | L1gq

qceE

von Sprachen der Form L, , = {x € £* | §(p,x) = g} darstellen.

@ Es reicht also, reguldre Ausdriicke fiir die Sprachen L, ; mit
1 < p,q < m anzugeben.




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

REG C {L(7) | v ist ein regularer Ausdruck}.

Beweis (Fortsetzung)

@ Es reicht also, reguldre Ausdriicke fiir die Sprachen L, o mit
1 < p,q < m anzugeben.

@ Hierzu betrachten wir fiir r = 0,..., m die Sprachen
Lpg = {X € Lp,q‘ﬂ'jr i=1,...,n—1ist 3(p,x1-~-x,-) < r}.
o Wegen L, 4 = L7, reicht es, reguldre Ausdriicke fir die Sprachen Lj, ,

mit 1 < p,g < mund 0 < r < m anzugeben.

@ Wir zeigen induktiv lber r, dass die Sprachen L,’Lq durch regulare
Ausdricke beschreibbar sind.




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

REG C {L(7y) | v ist ein regularer Ausdruck}.

Beweis (Schluss)
@ Wir zeigen induktiv lber r, dass die Sprachen Ly, . durch regulare
Ausdriicke beschreibbar sind.
r = 0: In diesem Fall sind die Sprachen

0 {{aezw(p,a)zq}, p#a,

P9 1{aex|5(p,a)=q}U{e}, sonst

endlich und somit durch reguldre Ausdriicke beschreibbar.
r~»r+1: Wegen
1
La = LhqULlpallinrma) 'Ll

. . . +1
sind mit L;’q, 1 < p,g < m, auch die Sprachen L;W ,

1 < p,qg < m, durch regulare Ausdriicke beschreibbar. O




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Beispiel
@ Betrachte den DFA M

.

b b

@ Da M insgesamt m = 2 Zustiande und nur den Endzustand 2 besitzt, ist

LM)= | Lig=lLi2= LiQ.
qcE




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung)

e Um reguldre Ausdriicke v, , fiir die Sprachen L . zu bestimmen,
benutzen wir fir r > 0 die Rekursionsformel

r+1 __ _r r r *_r
'Yp,q - 7p,q"7p,r+1(7r+1,r+1) 7r+1,q'
@ Damit erhalten wir
2 1 (Al (A1 yxa1
12 = 71,2|71,2(72,2) 72,2
1 _ A0 |0 (A0 }*~0
T2 = 71,2|’71,1(’71,1) 71,25

721,2 = ’78,2|’78,1(’Y?,1)*7?,2-

o Es geniigt also, die regularen Ausdriicke 79, ’Y?,zv Vo1 ’Yg,zv M2 12

und 7%72 zu berechnen.




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung)

DFA M Rekursionsformeln
- a @ LS ,={a|d(p,a) = p} U{e},
M Ly q={ald(p,a) = q} fir p# q,
r+1 r r r x| r
b b Lp_,';:] = Lp,q U Lp,r—l—l(Lr—l—l,r—i—l) Lr+1,q'
r :X:)

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

N = O




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung)

DFA M Rekursionsformel
a
- @ L(1>71:{ae):|5(1,a):1}U{a}:{57b}
%/Q\A
b b
r (p7 q)

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

N = O




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung)

DFA M Rekursionsformel
a
- @ L(1>71:{ae):|5(1,a):1}U{a}:{57b}
G 0
5 5 R ’)’1,126“7
r (p7 q)
(1,1) (1,2) (2,1) (2,2
0 €lb
1
2




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung)

DFA M Rekursionsformel
a
~ 19,={a €T |d(1,a) =2} = {a}
b b
r (pvq)
(1,1) (1,2) (2,1)  (2,2)
0 ¢lb
1
2




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung)

DFA M Rekursionsformel
a
~ L,={acx|6(1,a)=2}={a}
0
3 3 ~ Y12 =4
r (p7 q)

(1,1) (1,2) (2,1)  (2,2)
e|b a

N = O




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung)

DFA M Rekursionsformel
a
~ 19, ={a €T |6(2a) =1} = {a}
b b
r (p7 q)

(1,1) (1,2) (2,1)  (2,2)
e|b a

N = O




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung)

DFA M Rekursionsformel

\ 13,={a€x]é2,a)=1}={a}
0

b b M Y1 =4
r (p,q)

(1,1) (1,2) (2,1)  (2,2)
0 ¢lb a a

N =




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung)

DFA M Rekursionsformel
\ 19,={a € ¥ |52 a) =2} U{e} = {e, b}
b b
r (p,9)
(1,1) (1,2) (2,1) (2,2
0 ¢lb a a

N =




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung)

DFA M Rekursionsformel

\ 13,={a€x|0(2,a) =2} U{e} = {e, b}
0

b b Yo = elb
r (p,q)

(1,1) (1,2) (2,1)  (2,2)
0 €lb a a e|b

N =




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung)

DFA M Rekursionsformel
- a @ 7%,2 = 7?,2 7?,1(7?,1)*7?,2
=)
b b
r (p,q)
(1,1) (1,2) (2,1)  (2,2)
0 €lb a a e|b

N =




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung)

DFA M Rekursionsformel

a 0

- @ 7%,2 :7?,2 7?,1(7?,1)*71,2
@/;8 _ al(elb)(elb)"3

b b
r (p,q)

(1,1) (1,2) (2,1)  (2,2)
0 €lb a a e|b

N =




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung)

DFA M Rekursionsformel

a 0

- @ 7%,2 :7?,2 7?,1(7?,1)*71,2
%?/;8 _ al(elb)(elb)"3

v 7 =b*a
r (p,q)

(1,1) (1,2) (2,1)  (2,2)
0 €lb a a e|b

- b*a -

N =




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung)

DFA M Rekursionsformel
- a @ ’Yzl,z = 73,2 78,1(7?,1)*7?,2
=)
b b
r (p,q)
(1,1) (1,2) (2,1)  (2,2)
0 €lb a a e|b

- b*a -

N =




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung)

DFA M Rekursionsformel

- @ ’Yzl,z = 73,2 78,1(7?,1)*7?,2
%/\N/g = (e|b)|a(e|b)*a
a

b b
r (p,q)

(1,1) (1,2) (2,1)  (2,2)
0 €lb a a e|b

- b*a -

N =




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung)

DFA M Rekursionsformel

0

- ’Yzl,z = 73,2 78,1(7?,1)*71,2
— (¢ b)) a(e|b)* 2

; ¥ =e¢|blab*a
r (p,9)
(1,1) (1,2) 21) (22
0 €lb a a e|b
- b*a - ¢lblab*a

N =




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung)

DFA M Rekursionsformeln

- @ 7%,2 = 7%,2|711,2(721,2)*721,2
=

b b
r (p,q)

(1,1) (1,2) (2,1)  (2,2)
0 €lb a a e|b

- b*a - ¢lblab*a

N =




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung)

DFA M Rekursionsformel

- @ Vf,z :7%,2|711,2(721,2)*721,2
M = b*a|b*a(e|b|ab*a)*(e|b|ab*a)

b b
r (p,q)

(1,1) (1,2) (2,1)  (2,2)
0 €lb a a e|b

- b*a - ¢lblab*a

N =




Charakterisierung von REG durch regulare Ausdriicke

Beispiel (Fortsetzung)

DFA M Rekursionsformel
- a @ Vf,z :7%,2|711,2(721,2)*721,2
M = b*a|b*a(e|b|ab*a)*(e|b|ab*a)
; ¥ = b*a(blab*a)
r (p,q)
(1,1) (1,2) 21) (22

0 €lb a a e|b

1 - b*a - ¢lblab*a

2 - b*a(blab*a)* - -

<




Charakterisierungen der Klasse REG

Korollar

Sei L eine Sprache. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:
o L ist regular,

@ es gibt einen DFA M mit L = L(M),

@ es gibt einen NFA N mit L = L(N),

@ es gibt einen reguldren Ausdruck v mit L = L(v),

°

L lasst sich mit den Operationen Vereinigung, Produkt und Sternhiille
aus endlichen Sprachen gewinnen,

L l3sst sich mit den Operationen N, U, Komplement, Produkt und
Sternhiille aus endlichen Sprachen gewinnen.

Ausblick

@ Als nachstes wenden wir uns der Frage zu, wie sich die Anzahl der
Zustande eines DFA minimieren l3sst.

@ Da hierbei Aquivalenzrelationen eine wichtige Rolle spielen, befassen
wir uns zunachst mit Relationalstrukturen.




Relationalstrukturen

Definition
@ Sei A eine nichtleere Menge, R ist eine k-stellige Relation auf A, wenn
RCAK=Ax---x Aist.
—_———
k-mal
e Firi=1,...,nsei R; eine k;-stellige Relation auf A. Dann heiBt
(A; Ry, ..., Ry) Relationalstruktur.

@ Die Menge A heiBt der Individuenbereich, die Tragermenge oder die
Grundmenge der Relationalstruktur.

Bemerkung

e Wir werden hier hauptsachlich den Fall n =1, k; = 2, also (A, R) mit
R C A x A betrachten.

@ Man nennt dann R eine (binére) Relation auf A.
e Oft wird fiir (a, b) € R auch die Infix-Schreibweise aRb benutzt.




Relationalstrukturen

Beispiel

e (F,M) mit F = {f | f ist Fluss in Europa} und
M= {(f,g) € F x F | f mindet in g},

e (U,B) mit U= {x | x ist Berliner } und
B ={(x,y) € Ux U| x ist Bruder von y},

e (P(M),C), wobei M eine beliebige Menge und C die Inklusionsrelation
auf den Teilmengen von M ist,

= = {(F,G) € Fml x Fml | G ist log. Folgerung von F}.




Mengentheoretische Operationen auf Relationen

@ Da Relationen Mengen sind, kénnen wir den Durchschnitt, die
Vereinigung, die Differenz und das Komplement von Relationen bilden:
RNS={(x,y) € Ax A| xRy A xSy},
RUS ={(x,y) € AxA| xRy V xSy},
R—S={(x,y) e Ax A| xRy A =xSy},

R=(AxA) —R.

@ Sei M C P(A x A) eine beliebige Menge von Relationen auf A. Dann
sind der Schnitt Giber M und die Vereinigung liber M folgende
Relationen:

AM={(x,y) | VR € M : xRy},
UM ={(x,y) | IR € M : xRy}.
@ Weiterhin ist die Inklusion R C S auf Relationen definiert. Es gilt

RCS & Vx,y: xRy — xSy.




Weitere Operationen auf Relationen

Definition

@ Die transponierte (konverse) Relation zu R ist
RT = {(y,x) | xRy}.

e RT wird oft auch mit R~! bezeichnet.

@ Zum Beispiel ist (R, <) = (R, >).

@ Das Produkt (oder die Komposition) zweier Relationen R und S ist
RoS={(x,z) e Ax A|dy € A: xRy A ySz}.

Beispiel
Ist B die Relation
und E = VU M "ist Elternteil von"”, so ist B o E die Onkel-Relation. d

ist Bruder von”, V "ist Vater von", M "ist Mutter von"




Das Relationenprodukt

Notation

@ Fir Ro S wird auch R;S, R - S oder einfach RS geschrieben.

@ Fiir Ro--- 0o R schreiben wir auch R". Dabei ist R® = Id.
—_———

n-mal

Vorsicht!

Das Relationenprodukt R" sollte nicht mit dem kartesischen Produkt
Rx---xR
—————

n-mal
verwechselt werden.

Vereinbarung

Wir vereinbaren, dass R" das n-fache Relationenprodukt bezeichnen soll,
falls R eine Relation ist.




Eigenschaften von Relationen

Definition

Sei R eine Relation auf A. Dann heiBt R

reflexiv,
irreflexiv,
symmetrisch,

asymmetrisch,

falls Vx € A: xRx (also Ida € R)
falls Vx € A : =xRx (also Ida C R)
falls Vx,y € A: xRy = yRx (also R C RT)
falls Vx,y € A: xRy = —yRx (also R C RT)

antisymmetrisch, falls Vx,y € A: xRy AyRx = x = y (also RN RT C Id)

konnex,
semikonnex,

transitiv,
gilt.

falls Vx,y € A: xRy V yRx (also Ax AC RURT)
falls Vx,y € A: x #y = xRy V yRx (also Id C RURT)
falls Vx,y,z € A: xRy A yRz = xRz (also R? C R)




Eigenschaften von Relationen

Beispiel

@ Die Relation "ist Schwester von" ist zwar in einer reinen Damengesell-
schaft symmetrisch, i.a. jedoch weder symmetrisch noch asymmetrisch

noch antisymmetrisch.
ist irreflexiv, asymmetrisch, transitiv und semikonnex.

il

, <) ist auch konnex.

(R, <)

o (R, <) und (P(M), C) sind reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.
(R, <)
(P

(M), C) ist zwar im Fall ||[M|| <1 konnex, aber im Fall |M|| > 2
weder semikonnex noch konnex. N




Darstellung von endlichen Relationen

Graphische Darstellung

@ /(?
A={a, b,c,d}
R={(b,c),(b,d),(c,a),(c,d),(d,d)} é—»%

@ Eine Relation R auf einer endlichen Menge A kann durch einen
gerichteten Graphen (kurz Digraphen) G = (A, R) mit Knotenmenge A
und Kantenmenge R veranschaulicht werden.

@ Hierzu stellen wir jedes Element x € A als einen Knoten dar und
verbinden jedes Knotenpaar (x, y) € R durch eine gerichtete Kante
(Pfeil).

@ Zwei durch eine Kante verbundene Knoten heiBen adjazent oder
benachbart.




Darstellung von endlichen Relationen

Definition

Sei R eine binare Relation auf A.

@ Der Nachbereich von x ist
R(x)={y € A| xRy}.

Der Ausgangsgrad eines Knotens x ist
deg™(x) = [R()II.

Der Eingangsgrad von x ist
deg™(x) = |{y € A| yRx}| = [RT'(X)]I.
Ist R symmetrisch, so kénnen wir die Pfeilspitzen auch weglassen.

In diesem Fall ist deg(x) = deg™ (x) = deg™(x) der Grad von x in G.

G ist schleifenfrei, falls R irreflexiv ist.

Ist R irreflexiv und symmetrisch, so nennen wir G einen (ungerichteten)
Graphen.

v




Darstellung von endlichen Relationen

Matrixdarstellung (Adjazenzmatrix)

Eine Relation R auf A= {as,...,a,} lasst sich auch durch die boolesche
(n x n)-Matrix Mg = (mj;) darstellen mit
mij = { ].7 a,-Raj,
0, sonst.

Beispiel

Die Relation R = {(b, ¢), (b, d),(c,a),(c,d),(d,d)} auf A={a, b,c,d}
hat beispielsweise die Matrixdarstellung

| A

0000
oo 11
Me =110 0 1

000 1




Darstellung von endlichen Relationen

Tabellendarstellung (Adjazenzliste)

R lasst sich auch durch eine Tabelle darzustellen, die jedem Element x € A
seinen Nachbereich R(x) in Form einer Liste zuordnet.

Die Relation R = {(b, ¢), (b, d),(c,a),(c,d),(d,d)} auf A={a, b,c,d}
hat beispielsweise die Tabellendarstellung

x R(x)
a -

b c,d
c a,d
d d




Berechnung des Relationenprodukts

Berechnung von Ro S

e Sind Mg = (rjj) und Ms = (sj;) boolesche n x n-Matrizen fiir R und S,
so erhalten wir fir T = R o S die Matrix Mt = (t;;) mit

tij = \/ (r,-k A skj)-

k=1,...,n

@ Der Nachbereich T(x) von x bzgl. der Relation T = R o S berechnet
sich zu

Tx)= U s

yER(x)




Das Relationenprodukt

Beispie
Betrachte die Relationen R = {(a, a), (a, ¢), (¢, b), (¢, d)} und
S={(a,b),(d,a),(d,c)} auf der Menge A= {a, b, c,d}.

Relation R RoS SoR
Digraph i
. 1010 0100 0100 0000
Adjazenz- 0000 0000 0000 0000
matrix 0101 0000 1010 0000
0000 1010 0000 1111
a:a,c a:b a:b a:-
Adjazenz- b:- b:- b:- b:-
liste c:b,d c: c:a,c c:
d:- d:a,c d:- d:a,b,c,d




Das Relationenprodukt

Beobachtung

Das Relationenprodukt ist nicht kommutativ, d.h. i.a. gilt nicht
RoS=50oR.

Relationenalgebra

Als nachstes zeigen wir, dass die Menge R = P(A x A) aller biniren
Relationen auf A mit dem Relationenprodukt o als bindrer Operation und
der Relation Ida als neutralem Element eine Halbgruppe (oder Monoid)
bildet.

Seien @, R, S Relationen auf A. Dann gilt
@ (QoR)oS=Qo(RoS), d.h. oist assoziativ,
@ ldoR=Rold=R, d.h. Id ist neutrales Element.




Relationenalgebra

Seien @, R, S Relationen auf A. Dann gilt
Q@ (RoR)oS=Qo(RoS), d.h. oist assoziativ,
Q@ ldoR=Rold =R, d.h. Id ist neutrales Element.

Beweis.

@ x(QoR)oSy Ju:x(QoR)u AN uSy

Ju:(3v:xQvRu) ANuSy

Ju,v:xQvRuSy

Jv:ixQv A@Bu:vRuANuSy)

v:xQv(RoS)y

xQo(RoS)y

Q@ Wegenxldo Ry dz:x=z AN zRy< xRyfolgt ldo R=R.
Die Gleichheit R o Id = R folgt analog. 0

S R




Hiillenoperatoren

Bemerkung

@ Es ist leicht zu sehen, dass der Schnitt von transitiven Relationen
ebenfalls transitiv ist.

@ Die transitive Hiille von R ist
RT = ﬂ{S C Ax A| S ist transitiv und R C S}.

@ R ist also eine transitive Relation, die R enthilt.

@ Da R' zudem in jeder Relation mit diesen Eigenschaften enthalten ist,
ist RT die kleinste transitive Relation, die R enthilt.

@ Da auch die Reflexivitat und die Symmetrie bei der Schnittbildung
erhalten bleiben, lassen sich nach demselben Muster weitere Hillen-
operatoren definieren.




Weitere Hiillenoperatoren

Bemerkung

@ Die reflexive Hille von R ist
het(R) = {S C Ax A| S ist reflexiv und R C S}.

@ Die symmetrische Hiille von R ist

heym(R) = [ {S C Ax A| S ist symmetrisch und R C S}.

@ Die reflexiv-transitive Hille von R ist

R* = ﬂ{S C Ax A| S ist reflexiv, transitiv und R C S}.




Transitive und reflexive Hulle

het(R) = RU Ida, heym(R) =RURT, R* = U1 R", R* =UusoR™

Beweis

Siehe Ubungen. 0

Bemerkung

e Ein Paar (a, b) ist also genau dann in der reflexiv-transitiven Hiille R*
von R enthalten, wenn es ein n > 0 gibt mit aR"b.

@ Dies bedeutet, dass es Elemente xp, ..., x, € A gibt mit
Xp=a, X, = b und xgRx1Rx2--- x,_1Rxp.

@ Xq,...,Xn heiBt Weg der Lange n von a nach b.




Uberblick tiber Relationalstrukturen

Aquivalenz- und Ordnungsrelationen

refl. sym. trans. antisym. asym. konnex semikon.
Aquivalenzrelation | vV v
(Halb-)Ordnung v v v
Striktordnung v v
lineare Ordnung v v v
lin. Striktord. v v v
Quasiordnung v v
Bemerkung

In der Tabelle sind nur die definierenden Eigenschaften durch ein "v'"
gekennzeichnet. Das schlieBt nicht aus, dass noch weitere Eigenschaften
vorliegen.




Aquivalenzrelationen

Auf der Menge aller Geraden im R? die Parallelitat.

°
@ Auf der Menge aller Menschen "im gleichen Jahr geboren wie".
o Auf Z die Relation "gleicher Rest bei Division durch m”.

o

Auf der Menge aller aussagenlogischen Formeln die semantische
Aquivalenz. N




Aquivalenzrelationen

Definition
@ Ist E eine Aquivalenzrelation, so nennt man den Nachbereich E(x) die

von x reprasentierte Aquivalenzklasse und bezeichnet ihn auch mit [x]g
oder einfach mit [x]:

[x]e = [x] = {x" | xEX}.

@ Die durch E induzierte Zerlegung (Partition) {[x]g | x € A} von A wird
Quotienten- oder Faktormenge genannt und mit A/E bezeichnet:

AJE = {[x]e | x € A}.

@ Die Anzahl ||A/E|| der Aquivalenzklassen von E wird auch als der Index
von E bezeichnet.

@ Eine Menge S C A heifit Reprasentantensystem, falls sie genau ein
Element aus jeder Aquivalenzklasse enthilt.




Aquivalenzrelationen

Beispiel

Fiir die weiter oben betrachteten Aquivalenzrelationen erhalten wir
folgende Klasseneinteilungen:

o Fiir die Parallelitit auf der Menge aller Geraden im R?:
alle Geraden mit derselben Richtung (oder Steigung) bilden jeweils eine
Aquivalenzklasse.

@ Ein Repréasentantensystem wird beispielsweise durch die Menge aller
Ursprungsgeraden gebildet.

o Fiir die Relation "im gleichen Jahr geboren wie" auf der Menge aller
Menschen: jeder Jahrgang bildet eine Aquivalenzklasse.

o Fiir die Relation "gleicher Rest bei Division durch m" auf Z:
jede der m Restklassen [0],[1],...,[m — 1] mit

[rl={a€Z|amod m=r}

bildet eine Aquivalenzklasse.

@ Reprasentantensystem: {0,1,..., m—1}. N




Partition einer Menge

Definition

Eine Familie {M; | i € I} von nichtleeren Teilmengen M; C A heiBt
Partition der Menge A, falls gilt:

e die Mengen M; tiberdecken A, d.h. A = J;c; M; und

o die Mengen M; sind paarweise disjunkt, d.h. fir je zwei verschiedene
Mengen M; # M; gilt M; N M; = 0.

Sei E eine Relation auf A. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

@ E ist eine Aquivalenzrelation auf A.
@ Fir alle x,y € Agilt xEy < E(x) = E(y),
© E ist reflexiv und {E(x) | x € A} ist eine Partition von A.




Charakterisierung von Aquivalenzrelationen

Sei E eine Relation auf A. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

@ E ist eine Aquivalenzrelation auf A.
@ Fir alle x,y € Agilt xEy < E(x) = E(y),
© E ist reflexiv und {E(x) | x € A} ist eine Partition von A.

Beweis.

@ impliziert @: Sei E eine Aquivalenzrelation auf A.

Da E transitiv ist, impliziert xEy die Inklusion E(y) C E(x):
ze E(y) = yEz = xEz = z € E(x).

Da E symmetrisch ist, folgt aus xEy aber auch E(x) C E(y).

Umgekehrt folgt aus E(x) = E(y) wegen der Reflexivitat von E, dass
x € E(x) = E(y) enthalten ist, und somit xEy.




Charakterisierung von Aquivalenzrelationen

Sei E eine Relation auf A. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

@ E ist eine Aquivalenzrelation auf A.
@ Fir alle x,y € Agilt xEy < E(x) = E(y),
© E ist reflexiv und {E(x) | x € A} ist eine Partition von A.

Beweis.

@ impliziert @: Falls E die Bedingung xEy < E(x) = E(y) erfiillt, so
folgt sofort xEx (wegen E(x) = E(x)) und folglich iiberdecken die
Nachbereiche E(x) (wegen x € E(x)) die Menge A.

Ist E(x) N E(y) # 0 und z ein Element in E(x) N E(y), so gilt

xEz und yEz und daher folgt E(x) = E(z) = E(y).

Da also je zwei Nachbereiche E(x) und E(y) entweder gleich oder disjunkt
sind, bildet {E(x) | x € A} sogar eine Partition von A.




Charakterisierung von Aquivalenzrelationen

Sei E eine Relation auf A. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

@ E ist eine Aquivalenzrelation auf A.
@ Fir alle x,y € Agilt xEy < E(x) = E(y),
© E ist reflexiv und {E(x) | x € A} ist eine Partition von A.

Beweis.

© impliziert @: Wird schlieBlich A von den Mengen E(x) partitioniert,
wobei x € E(x) fir alle x € A gilt, so folgt

xEy <y e E(x)NE(y) < E(x) = E(y).

Daher tbertragen sich die Eigenschaften Reflexivitdt, Symmetrie und
Transitivitdt unmittelbar von der Gleichheitsrelation auf E. 0




Verfeinerung und Vergroberung von Aquivalenzrelationen

Bemerkungen

@ Die kleinste Aquivalenzrelation auf A ist die Identitit /da, die groBte ist
die Allrelation A x A.

e Die Aquivalenzklassen der Identitat enthalten jeweils nur ein Element,
d.h. A/lda = {{x} | x € A}.

@ Die Allrelation erzeugt nur eine Aquivalenzklasse, namlich A, d.h.
A/(Ax A) ={A}.

e Fiir zwei Aquivalenzrelationen E C E’ sind auch die Aquivalenzklassen
[x]g von E in den Klassen [x]gs von E’ enthalten.

e Folglich ist jede Aquivalenzklasse von E’ die Vereinigung von (evtl.
mehreren) Aquivalenzklassen von E.

@ Im Fall E C E’ sagt man auch, E bewirkt eine feinere Partitionierung
als E'.

@ Demnach ist die Identitat die feinste und die Allrelation die grobste
Aquivalenzrelation.




Schwache Zusammenhangskomponenten eines Digraphen

Bemerkung

@ Der Schnitt iiber eine Menge von Aquivalenzrelationen auf A ist wieder
eine Aquivalenzrelation auf A.

@ Daher kénnen wir fiir eine beliebige Relation R auf A die kleinste R
umfassende Aquivalenzrelation auf A definieren:

hsq(R) = ﬂ{E C Ax A| E ist eine Aquivalenzrelation mit R C E}.
@ In der Graphentheorie werden die durch die Aquivalenzklassen von

hsq(R) induzierten Teilgraphen auch die schwachen Zusammenhangs-
komponenten des Digraphen (A, R) genannt.




Ordnungsrelationen

Definition
(A, R) heiBt Ordnung (auch Halbordnung oder partielle Ordnung), wenn R
eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation auf A ist.

Beispiel

° (P(M); Q). (Z,<), (N, ).

o Auf der Menge A(M) aller Aquivalenzrelationen auf M die Relation
"feiner als".

@ Ist R eine Ordnung auf A und B C A, so heiBt die Ordnung
Rg = RN (B x B) die Einschrankung (oder Restriktion) von R auf B.

e Beispielsweise ist (A(M); C) die Einschrankung von (P(M x M); Q)
auf A(M). <

| A

o’




Darstellung von Ordnungen durch ein Hasse-Diagramm

@ Sei < eine Ordnung auf A und sei < die Relation < N /d 4.
@ Um < in einem Hasse-Diagramm darzustellen, wird nur der Graph der
Nachbarrelation
<=<\<} dhx<y & x<yA-3z:x<z<y
gezeichnet.
@ Fiir x < y sagt man auch, y ist oberer Nachbar von x.

o Weiterhin wird im Fall x < y der Knoten y oberhalb vom Knoten x
gezeichnet, so dass auf Pfeilspitzen verzichtet werden kann.




Das Hasse-Diagramm fir (P(M); C)

Beispiel

Die Inklusion C auf P(M) mit M = {a, b, ¢} lasst sich durch folgendes
Hasse-Diagramm darstellen:
M
{a, b} ' {b,c}
{a} {c}
0 <




Das Hasse-Diagramm fiir (A(M); Q)

Beispiel

Die "feiner als” Relation auf der Menge aller Partitionen von M = {a, b, c}
ist durch folgendes Hasse-Diagramm darstellbar:

{M}

{{a, b}, {c}} {{a}. {b,c}}

{{a}, {b}, {c}}




Das Hasse-Diagramm der "teilt"-Relation

Beispiel

Die "teilt"-Relation auf {1,2,...,10} ist durch folgendes Hasse-Diagramm
darstellbar:




Maximale, minimale, groBte und kleinste Elemente

Definition
Sei < eine Ordnung auf A und sei b ein Element in einer Teilmenge B C A.
@ b heiBt kleinstes Element oder Minimum von B, falls gilt:
Vb e B:b<b.
@ b heilt groBtes Element oder Maximum von B, falls gilt:
Vb € B: b < b.
@ b heiBt minimal in B, falls es in B kein kleineres Element gibt:
Vb'eB:b <b=b =b.
@ b heilt maximal in B, falls es in B kein groBeres Element gibt:

Vb'eB:b< b =b=".




Maximale, minimale, groBte und kleinste Elemente

Bemerkung

Wegen der Antisymmetrie kann es in B hochstens ein kleinstes und
hochstens ein groBtes Element geben.

Beispiel
Betrachte folgende Ordnung.
B minimal maximal Minimum Maximum
e Q in B in B von B von B
e’.‘@ {a, b} a, b a, b - -
S {c,d} ¢, d c,d - -
{a,b,c} c a,b c -
{a, b, c,e} e a, b e -
{a,c,d, e} e a e a




Obere und untere Schranken

Definition
Sei < eine Ordnung auf A und sei B C A.

@ Jedes Element u € A mit u < b fiir alle b € B heiBt untere Schranke
von B.

@ Jedes Element o € A mit b < o fiur alle b € B heiBit obere Schranke
von B.

@ B heiBt nach oben beschrankt, wenn B eine obere Schranke hat.
@ B heiBt nach unten beschrankt, wenn B eine untere Schranke hat.

@ B heiBt beschrankt, wenn B nach oben und nach unten beschrankt ist.




Obere und untere Schranken

Beispiel (Fortsetzung)

untere obere

B minimal maximal min max Schranken
{a, b} a, b a, b - - ¢de -
{c,d} c,d c,d - - e a, b
{a, b, c} c a, b c - c,e -
{a,b,c,e} e a, b e - e -
{a,c,d, e} e a e a a




Infima und Suprema

Definition
Sei < eine Ordnung auf A und sei B C A.

@ Besitzt B eine groBte untere Schranke i, d.h. besitzt die Menge U aller
unteren Schranken von B ein groBtes Element i, so heiBt i das Infimum

von B (i = inf B):
(VbeB:b>i)AN[Vue A: (Vbe B:b>u)=u<i].

@ Besitzt B eine kleinste obere Schranke s, d.h. besitzt die Menge O aller
oberen Schranken von B ein kleinstes Element s, so heiBt s das
Supremum von B (s = sup B):

(VbeB:b<s)AN[VocA:(VYbeB:b<o0)=5<o|

Bemerkung
B kann nicht mehr als ein Supremum und ein Infimum haben.




Infima und Suprema

Beispiel (Schluss

)

untere obere

B minimal maximal min max Schranken inf sup

{a, b} a, b a, b - - c¢de - - -
{c,d} c,d c,d - - e ab e -
{a, b, c} c a, b c - ce - c -
{a, b, c, e} e a, b e - e - e -
{a,c,d, e} e a e a a e a




Infima und Suprema

Bemerkung

@ Auch in linearen Ordnungen muss nicht jede Teilmenge ein Supremum
oder Infimum besitzen.

@ So hat in der linear geordneten Menge (Q, <) die Teilmenge
B={xeQ|x*<2} = {xeQ]|x?<2}
weder ein Supremum noch ein Infimum.

@ Dagegen hat in einer linearen Ordnung jede endliche Teilmenge ein
kleinstes und ein groBtes Element und somit erst recht ein Supremum
und ein Infimum.




Abbildungen

Definition
Sei R eine binare Relation auf einer Menge M.

@ R heiBt rechtseindeutig, falls gilt:
Vx,y,z€ M: xRy AxRz = y = z.

@ R heiBt linkseindeutig, falls gilt:
Vx,y,z€ M: xRz \NyRz = x = y.

@ Der Nachbereich N(R) und der Vorbereich V(R) von R sind
N(R) = |J R(x) und V(R)= [J RT(x).

xeM xeM




Abbildungen

Abbildungen ordnen jedem Element ihres Definitionsbereichs genau ein
Element zu.

Definition
Eine rechtseindeutige Relation R mit V(R) = A und N(R) C B heiBt
Abbildung oder Funktion von A nach B (kurz R : A — B).

Bemerkung

@ Wie lblich werden wir Abbildungen meist mit kleinen Buchstaben
f,g,h, ... bezeichnen und fir (x,y) € f nicht xfy sondern f(x) =y
oder f : x — y schreiben.

@ Ist f : A — B eine Abbildung, so wird der Vorbereich V(f) = A der
Definitionsbereich und die Menge B der Wertebereich oder Wertevorrat
von f genannt.

@ Der Nachbereich N(f) wird als Bild von f bezeichnet.




Abbildungen

Definition

e Im Fall N(f) = B heiBt f surjektiv.

@ Ist f linkseindeutig, so heiBt f injektiv.

@ In diesem Fall impliziert f(x) = f(y) die Gleichheit x = y.

@ Eine injektive und surjektive Abbildung heiBt bijektiv.

e Fiir eine injektive Abbildung f : A — B ist auch f~! eine Abbildung,

die als die zu f inverse Abbildung bezeichnet wird.

Bemerkung

Man beachte, dass der Definitionsbereich V/(f~1) = N(f) von f~! nur
dann gleich B ist, wenn f auch surjektiv, also eine Bijektion ist.




Homomorphismen

Definition

Seien (A1, R1) und (Az, R2) Relationalstrukturen.

@ Eine Abbildung h: A; — As heiBt Homomorphismus, falls fiir alle
a,b e A gilt:

aRyb = h(a)Rah(b).

@ Sind (A1, R1) und (A2, R2) Ordnungen, so spricht man auch von
Ordnungshomomorphismen oder einfach von monotonen Abbildungen.

@ Injektive Ordnungshomomorphismen werden auch streng monotone
Abbildungen genannt.




Homomorphismen

@ Die Abbildung h: A — B ist ein bijektiver Ordnungshomomorphismus.

@ Die Umkehrabbildung h~! ist jedoch kein Homomorphismus, da h~*
nicht monoton ist.

e Es gilt namlich 2 C 3, aber h™1(2) = b £ c = h™1(3). N




Isomorphismen

Definition
@ Seien (A1, R1) und (A, R2) Relationalstrukturen.
@ Ein bijektiver Homomorphismus h : A; — Ap, bei dem auch h~1! ein
Homomorphismus ist, d.h. es gilt
Va,b € Ay : aRib < h(a)Rah(b).
heiBt Isomorphismus.

@ In diesem Fall heiBen die Strukturen (A1, R1) und (Az, R2) isomorph
(kurz: (Al, Rl) = (Az, R2))

Sind (A1, R1) und (A2, R») isomorph, so bedeutet dies, dass sich die eine
Struktur aus der anderen durch eine bloBe Umbenennung der Elemente
gewinnen |asst.




Isomorphismen

Beispiel
@ Die Bijektion h: x — €* ist ein Ordnungsisomorphismus zwischen
(R, <) und (RT, <).
@ Fir n € N sei
T, = {k € N| k teilt n}

P, = {k € N| k ist Primteiler von n}.
Dann ist die Abbildung
h: ke Py
ein Ordnungshomomorphismus von (T,,|) auf (P(P,), Q).

h ist sogar ein Isomorphismus, falls n quadratfrei ist (d.h. es gibt kein
k > 2, so dass k? die Zahl n teilt). <

V.




Isomorphismen

G=(V,E) hi(v)|13524 G'=(V,E)
hy(v)|14253

@ Die beiden Graphen G und G’ sind isomorph.

@ Zwei Isomorphismen sind beispielsweise h; und hy. <




Isomorphismen

Beispiel

@ Wahrend auf der Knotenmenge V = {1, 2, 3} insgesamt 20) =23 =3
verschiedene Graphen existieren, gibt es auf dieser Menge nur 4 ver-
schiedene nichtisomorphe Graphen:




Isomorphismen

e Auf der Knotenmenge V = [n] existieren genau 2() verschiedene
Graphen.
@ Sei a(n) die Anzahl aller nichtisomorphen Graphen auf V.

@ Da jede Isomorphieklasse mindestens einen und hdchstens n! Graphen
enthalt, folgt

2(3)/n! < a(n) < 2(3).
@ Tatsachlich ist a(n) asymptotisch gleich der unteren Schranke
u(n) = 2(;)/n! (in Zeichen: a(n) ~ u(n)), d.h. es gilt
Jim a(n)/u(n) = 1.

@ Also gibt es auf V = {1,..., n} nicht wesentlich mehr als u(n)
nichtisomorphe Graphen. <




Isomorphismen

Beispiel

@ Es existieren genau 5 nichtisomorphe Ordnungen mit 3 Elementen:

¢ oo AN

@ Anders ausgedriickt: Die Klasse aller dreielementigen Ordnungen
zerfallt unter der Isomorphierelation 2 in fiinf Aquivalenzklassen, die
durch obige fiinf Hasse-Diagramme reprasentiert werden. N




Minimierung von DFAs

Frage

Wie kdnnen wir feststellen, ob ein DFA M = (Z, %, 0, o, E) eine minimale
Anzahl von Zustanden besitzt (und Z evtl. verkleinern)?

Beispiel
@ Betrachte den DFA M

b a a

~O=0—=
(=
al |a bl |b b| |b
©

b a a

@ Zunachst kénnen alle vom Startzustand aus unerreichbaren Zustande
entfernt werden. b

o’




Minimierung von DFAs

Frage

Wie kdnnen wir feststellen, ob ein DFA M = (Z, %, 0, qo, E) eine minimale
Anzahl von Zustanden besitzt (und Z evtl. verkleinern)?

Antwort

@ Zunachst kénnen alle vom Startzustand aus unerreichbaren Zustande
entfernt werden.

@ Zudem lassen sich zwei Zustdnde p und g verschmelzen, wenn M von p
und g aus jeweils dieselben Worter akzeptiert.

@ Firze Z sei
M, =(Z,%X,6,z,E) und L, = L(M,).

@ Dann kénnen wir p und g verschmelzen (in Zeichen: p ~ g), wenn
L, = Lq ist.

@ Offensichtlich ist ~ eine Aquivalenzrelation auf Z.




Minimierung von DFAs

Idee

Verschmelze jeden Zustand z mit allen dquivalenten Zustanden z/ ~ z zu
einem neuen Zustand.

Notation
e Fiir die durch z reprasentierte Aquivalenzklasse
[zl.={Ze€eZ|Z~2z}={ZeZ|Ly,=1L,}
schreiben wir auch einfach [z] oder Z.
@ Fiir eine Teilmenge Q C Z bezeichne
Q={dlqeQ}

die Menge aller Aquivalenzklassen g, die mindestens ein Element g € Q
enthalten.

v




Minimierung von DFAs

Sei M = (Z,%,4, qo, E) ein DFA ohne unerreichbare Zustande. Dann ist

—_——

M = (Z,Z,S, do, E) mit S(Ey, a) =4(q, a)

ein DFA fir L(M) mit einer minimalen Anzahl von Zustanden.

Beweis
@ Zuerst miissen wir zeigen, dass 5 wohldefiniert ist, also S(E], a) nicht
von der Wahl des Reprasentanten g fiir die Aquivalenzklasse ¢ abhangt.
@ Hierzu zeigen wir die Implikation p ~ g = d(p, a) ~ d(q, a):
Lg=L, & VxeX':xelgexel
= WxeX':iaxelgeoaxel,

& Vx €LY :x € Lsga) ¢ X € Ls(p,a)

< Ls(g,a) = Ls(p,a)-




Minimierung von DFAs

Sei M = (Z,%, 4, qo, E) ein DFA ohne unerreichbare Zustande. Dann ist

—_——

M=(Z,%,5,3,E) mit 5(§,a)=d(q,a)

ein DFA fir L(M) mit einer minimalen Anzahl von Zustanden.

Beweis (Fortsetzung)

@ Als nachstes zeigen wir, dass L(M) = L(M) ist.

@ Sei x =x1---x, € Z* und seien qg, g1, - ,q, die von M bei Eingabe
x durchlaufenen Zustande, d.h. es gilt 6(gi—1,x;) = q; furi=1,...,n.

e Nach Definition von & folgt daher §(g;-1,x) = & firi=1,...,n, d.h.
M durchlauft bei Eingabe x die Zustande go, g1, - - , gn.

@ Da aber g, entweder nur End- oder nur l\licht—Endzusténde enthalt,
gehort g, genau dann zu E, wenn g, € E, d.h. es gilt

x € L(M) & x € L(M).




Minimierung von DFAs

Beweis (Schluss)

@ Noch z.z.: M hat eine minimale Anzahl von Zustinden.

e Da M nicht mehr Zustinde hat als M, ist M sicher dann minimal, wenn
M bereits minimal ist.

o Es reicht also zu zeigen, dass die Anzahl k = 1Z]l = I{Lq | g € Z}|
der Zustande von M nicht von M, sondern nur von L = L(M) abhangt.

@ Firx € ¥ sei

Ly={yeX™|xyel}
e Danngilt {Ly | xe X"} ={Lq|qge Z}:

C: Klar, da Ly = L fir g = S(qo,x) ist.

DO: Auch klar, da jedes g € Z liber ein x € X* erreichbar ist.
@ Also hangt k = ||{Lq | g € Z}|| = |[{Lx | x € Z*}|| nur von L ab.




Wie konnen wir M aus M konstruieren?

Hierzu geniigt es, herauszufinden, ob zwei Zustande p und g von M
aquivalent sind oder nicht?

Sei AAB = (A\ B) U (B\ A) die symmetrische Differenz von A und B.
Die Inaquivalenz p 7 q ist also gleichbedeutend mit L,ALq # (.

Wir nennen ein Wort x € L,ALg Unterscheider zwischen p und gq.
Offenbar unterscheidet € Zustande p € E von Zustanden g € Z \ E.

Falls x die Zustande d(p, a) und §(q, a) unterscheidet, so unterscheidet
ax die Zustande p und q, d.h. x € L5, )ALs(q,2) = ax € L,ALg.

Wenn also D nur indquivalente Zustandspaare enthilt, so trifft dies
auch auf die Menge

D'={{p,q} | 3a € X : (§(p.a),5(q, )} € D}

ZUu.




~

Algorithmische Konstruktion von M

Idee
@ Berechne ausgehend von Dy = {{p,q} | p € E,q & E} mittels
Dit1=DiU{{p,q} |Ja€ X :{d(p,a),d(q,a)} € D;}

eine Folge Dy C D; € D, C --- von Mengen mit indquivalenten
Zustandspaaren.

@ Da es nur endlich viele Zustandspaare gibt, muss es ein j geben mit
Dj+1 = Dj.
o Fiir dieses j gilt dann
p#q<{p,q} € D, (siche Ubungen).
e Folglich ist
z={z}u{f eZ|{z,7} ¢ D}




Algorithmus zur Berechnung eines minimalen DFA

Algorithmus min-DFA(M)

1 Input: DFA M =(Z,%,9, qo, E)

2 entferne alle nicht erreichbaren Zustéande

3 D :={{z,7}|z€ E,Z ¢ E}

4 repeat

5 D:=D

6 D':=DU{{p,q} | Jac X :{i(p,a),d(q,a)} € D}

7 until D' = D

g Output: M= (2,2,5, ?]O,E), wobei fiir jeden Zustand
zeZ gilt: z={z}U{Z € Z|{z,2'} ¢ D}




~

Algorithmus fir die Konstruktion von M

Beispiel
Betrachte den DFA M

.
b a
= JEE
—0)— ;
aab bl |b 5
a
6|c|¢ cle
\)(f:b &a/;}
1 23 45

Dann enthalt Dy die Paare

{1,3},{1,6},{2,3},{2,6},{3,4},{3,5},{4,6},{5,6}.




~

Algorithmus fir die Konstruktion von M

Beispiel
Betrachte den DFA M 5[]
b a 41ala
S b\ |b 5lala
g b a g
— 6|c|¢
123 45
Wegen
{p,q} {14} {15} {24} {2,5)
{4(q, a) a)} | {2,3} {2,6} {1,3} {1,6}

enthalt Dy zusatzlich die Paare {1,4}, {1,5}, {2,4}, {2,5}.




~

Algorithmus fir die Konstruktion von M

Beispiel
Betrachte den DFA M

2
b a 4| ala
e b{ |b 5|ala
gb ag
6|c|¢e
\> 123 45

Da nun jedoch die verbliebenen Paare {1,2}, {3,6}, {4,5} wegen

{p.q} {1,2} {3.6) {45}
{6(p,2),8(g,a)} | {12} {4.5} (3.6}
{6(p, b),8(q, b)} | {3.6} {1.2} {45}

nicht zu D; hinzugefiigt werden kénnen, ist D, = Ds.




~

Algorithmus fir die Konstruktion von M

Beispiel
Betrachte den DFA M 5[]
b a 4| ala
S b\ |b 5|ala
b a
\)((>/N((:> 6|c|e¢ ele
b a 123 45

Da die Paare {1,2}, {3,6} und {4,5} nicht in D; enthalten sind, kénnen
die Zustande 1~und 2, 3 und 6, sowie 4 und 5 verschmolzen werden.
Demnach hat M die Zustinde 1 = {1,2}, 3 ={3,6} und 4 = {4,5}:

b a
~ D
a

b <




Direkte Konstruktion eines Minimal-DFA aus L

Bemerkung

P

@ M erreicht nach Lesen von x den Zustand 4(qo, x). Wegen

—_~

3(q07x) = 3(q07_y) < g(qux) ~ g(qu )

@LA( = L; )<:>LX_L

9(qo,x) 0(qo,y

—_—

kénnen die Zustande 8(qo,x) von M auch mit L, bezeichnet werden.
e Dies fiihrt auf den zu M isomorphen DFA M, = (Z,,%,0,, L., E;) mit

Zp ={Ls | xeX*}, Ef ={Lx | x € L} und §;(Lx, a) = Lya,
der sich auch direkt aus der Sprache L gewinnen lasst.
@ Notwendig und hinreichend fiir die Existenz von M, ist, dass die Menge
Z; = {Lx | x € £*} endlich ist.
@ L ist also genau dann reguldr, wenn der Index der durch
xRiyeli=1L,

auf ©* definierten Aquivalenzrelation R; endlich ist.




Direkte Konstruktion eines Minimal-DFA aus L

Beispiel
@ Betrachte die Sprache L = {x;---x, € {0,1}* | x,—1 = 0}.
@ Dann hat M, die folgenden Sprachen als Zustande:

L, x € {e,1} oder x endet mit 11,
Lu{0,1},  x =0 oder x endet mit 10,
LU{e,0,1}, x endet mit 00,

LU {e}, x endet mit 01.

@ Graphische Darstellung von M, :




Der Satz von Myhill und Nerode

@ Ist M ein DFA mit einer minimalen Anzahl von Zusténden, so haben
die Zustande von M die Form § = {q}, d.h. M ist isomorph zu M.

e Da M wiederum isomorph zu M, ist, ist jeder minimale DFA M mit
L(M) = L isomorph zu M, d.h. fiir jede reguldre Sprache L gibt es bis
auf Isomorphie nur einen Minimal-DFA.

Satz (Myhill und Nerode)
Fiir eine Sprache L C ¥* sei

R = {(x,y) eX" x| L= Ly}
= {(x,y) e xX*|VzeX:xzele yzec L}

und sei index(R,) der Index von R;. Dann gilt:

@ REG = {L | index(RL) < oo}.

@ Fiir jede reguldre Sprache L gibt es bis auf Isomorphie genau einen
Minimal-DFA. Dieser hat index(R;) Zustande.




Der Aquivalenzklassen-DFA Mg, fiir L

@ Zwei Eingaben x und y lberfiihren den DFA M, genau dann in
denselben Zustand, wenn L, = L, ist (also xRy gilt).

@ Die Zustande von M; kénnen daher anstelle von L, auch mit den
Aquivalenzklassen [x] von R, (bzw. mit geeigneten Reprisentanten)
benannt werden.

e Der resultierende Minimal-DFA Mg, wird auch als Aquivalenzklassen-

automat bezeichnet:
Mg, = (Z,%,6,[e], E) mit Z ={[x] | x € ¥*} und E = {[x] | x € L}.

e Fiir die Konstruktion von ¢ genligt es, ausgehend von r; = ¢ eine Folge
von Wértern rq, ..., rx mit [r;] # [rj] zu bestimmen, so dass zu jedem r;
und jedem Zeichen a € X ein r; existiert mit r;a € [rj].

@ In diesem Fall ist dann ([r], a) = [r;a] = [r;].

@ Die Konstruktion von Mg, erfordert meist weniger Aufwand als die von
M, da die Bestimmung der Sprachen L, entfallt.




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Fir die Sprache L = {x1---x, € {0,1}* | x,—1 = 0}

[rO]
[r1]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Fir die Sprache L = {xq ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = ¢ wie folgt konstruieren:

[rO]
[r1]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:
@ Wegen n0=0

al’ ~©

[r1]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen 0 =0¢ [¢]

al’ ~©

[r1]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:
@ Wegen 0 =0¢ [¢] ist » =0 und

[rro] e 0 \’@

[r1]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel

Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r0 =0¢ [¢] ist » =0 und 4([¢],0) = [0].

0
— »@/
[r0] | [O]

[r1]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel

Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

Q@ Wegen nl=1

0
— »@/
[rO]

[0]
[r1]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel

Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen nl=1¢€ [¢]

0
— »@/
[rO]

[0]
[r1]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel

Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen 1l =1¢€ [¢] ist 6([¢],1) = [¢].

:

r € 0 e
[O] | [O]
[r1] | []




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel

Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen 1l =1¢€ [¢] ist 6([¢],1) = [e].

© Wegen 0 =00

:

r € 0 e
[rO] | [O]
[r1] | [¢]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel

Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen 1l =1¢€ [¢] ist 6([¢],1) = [e].

© Wegen n0=00¢ [¢]U[0] ist r3 = 00 und

alg © N

[r1] | [€]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel

Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen 1l =1¢€ [¢] ist 6([¢],1) = [e].

© Wegen n0=00¢ [¢]U[0] ist r3 =00 und §([0],0) = [00].

rle 0 00 >
[r0] | [0] [00]
[r1] | []




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel

Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen 1l =1¢€ [¢] ist 6([¢],1) = [e].

© Wegen n0=00¢ [¢]U[0] ist r3 = 00 und §([0],0) = [00].

Q@ Wegen nl =01

0
rle 0 00 >

[r0] | [0] [00]

[r1] | []




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel

Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen 1l =1¢€ [¢] ist 6([¢],1) = [e].

© Wegen n0=00¢ [¢]U[0] ist r3 = 00 und §([0],0) = [00].

Q Wegen rnl =01¢ [¢]U[0] U[00] ist rs = 01 und

0
r € 0 00 01 e
[0] | [0] [00]
[r1] | [e]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel

Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen 1l =1¢€ [¢] ist 6([¢],1) = [e].

© Wegen n0=00¢ [¢]U[0] ist r3 = 00 und §([0],0) = [00].

Q Wegen rnl =01¢ [¢]U[0] U[00] ist rs = 01 und 6([0], 1) = [01].

r € 0 00 01 e
[0] | [0] [00]
[r1] | [e] [01]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel

Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen 1l =1¢€ [¢] ist 6([¢],1) = [e].

© Wegen n0=00¢ [¢]U[0] ist r3 = 00 und §([0],0) = [00].

Q Wegen rnl =01¢ [¢]U[0] U[00] ist rs = 01 und 6([0],1) = [01].
© Wegen r30 = 000

0
r € 0 00 01 e
[0] | [0] [00]
[r1] | [e] [01]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel

Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen 1l =1¢€ [¢] ist 6([¢],1) = [e].

© Wegen n0=00¢ [¢]U[0] ist r3 = 00 und §([0],0) = [00].

Q Wegen rnl =01¢ [¢]U[0] U[00] ist rs = 01 und 6([0],1) = [01].
© Wegen r30 = 000 € [00]

0
r € 0 00 01 e
[r0] | [0] [00]
[r1] | [e] [01]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel

Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen 1l =1¢€ [¢] ist 6([¢],1) = [e].

© Wegen n0=00¢ [¢]U[0] ist r3 = 00 und §([0],0) = [00].

Q Wegen rnl =01¢ [¢]U[0] U[00] ist rs = 01 und 6([0],1) = [01].
© Wegen r;0 = 000 € [00] ist ([00], 0) = [00].

r € 0 00 01 e
[0] | [0] [00] [00]
[r1] | [e] [01]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel

Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen 1l =1¢€ [¢] ist 6([¢],1) = [e].

© Wegen n0=00¢ [¢]U[0] ist r3 = 00 und §([0],0) = [00].

Q Wegen rnl =01¢ [¢]U[0] U[00] ist rs = 01 und 6([0],1) = [01].
© Wegen r30 = 000 € [00] ist 6([00],0) = [00].

Q@ Wegen 31 =001

0
r € 0 00 01 e
[0] | [0] [00] [00]
[r1] | [e] [01]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel

Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen 1l =1¢€ [¢] ist 6([¢],1) = [e].

© Wegen n0=00¢ [¢]U[0] ist r3 = 00 und §([0],0) = [00].

Q Wegen rnl =01¢ [¢]U[0] U[00] ist rs = 01 und 6([0],1) = [01].
© Wegen r;0 = 000 € [00] ist 6([00],0) = [00].

@ Wegen r31 = 001 € [01]

0
r € 0 00 01 e
[0] | [0] [00] [00]
[r1] | [e] [01]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel

Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen 1l =1¢€ [¢] ist 6([¢],1) = [e].

© Wegen n0=00¢ [¢]U[0] ist r3 = 00 und §([0],0) = [00].

Q Wegen rnl =01¢ [¢]U[0] U[00] ist rs = 01 und 6([0],1) = [01].
© Wegen r;0 = 000 € [00] ist 6([00],0) = [00].

@ Wegen r31 =001 € [01] ist §([00], 1) = [01].

0 0
r € 0 00 01 —
[0] | [0] [00] [00] @/
[r1] | [e] [01] [01] : -




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel

Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen 1l =1¢€ [¢] ist 6([¢],1) = [e].

© Wegen n0=00¢ [¢]U[0] ist r3 = 00 und §([0],0) = [00].

Q Wegen rnl =01¢ [¢]U[0] U[00] ist rs = 01 und 6([0],1) = [01].
© Wegen r30 = 000 € [00] ist 6([00],0) = [00].

@ Wegen 31 = 001 € [01] ist §([00], 1) = [01].

@ Wegen r,0 =010

(1)

0 0
rle 0 00 o1 ‘@/ ’
[r0] | 0] [00] [00]

[r1] | [e] [01] [01] 1 :




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel
Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen 1l =1¢€ [¢] ist 6([¢],1) = [e].

© Wegen n0=00¢ [¢]U[0] ist r3 = 00 und §([0],0) = [00].

Q Wegen rnl =01¢ [¢]U[0] U[00] ist rs = 01 und 6([0],1) = [01].
© Wegen r;0 = 000 € [00] ist 6([00],0) = [00].
@ Wegen 31 = 001 € [01] ist §([00], 1) = [01].
@ Wegen r,0 = 010 € [0]

(1)

0 0
rle 0 00 o1 ‘@/ ’
(0] | 0] [00] [00]

[r1] | [e] [01] [01] 1 :




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel
Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen 1l =1¢€ [¢] ist 6([¢],1) = [e].

© Wegen n0=00¢ [¢]U[0] ist r3 = 00 und §([0],0) = [00].

Q Wegen rnl =01¢ [¢]U[0] U[00] ist rs = 01 und 6([0],1) = [01].
© Wegen r;0 = 000 € [00] ist 6([00],0) = [00].
@ Wegen r31 = 001 € [01] ist §([00], 1) = [01].
@ Wegen ;0 = 010 € [0] ist §([01],0) = [0].

r € 0 00 01
[r0] | [0] [00] [00] [O]
[r1] | [e] [01] [01]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel
Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen 1l =1¢€ [¢] ist 6([¢],1) = [e].

© Wegen n0=00¢ [¢]U[0] ist r3 = 00 und §([0],0) = [00].

Q Wegen rnl =01¢ [¢]U[0] U[00] ist rs = 01 und 6([0],1) = [01].
© Wegen r;0 = 000 € [00] ist 6([00],0) = [00].
@ Wegen r31 = 001 € [01] ist §([00], 1) = [01].
@ Wegen ;0 = 010 € [0] ist §([01],0) = [0].

© Wegen 1 =011

r € 0 00 01
[r0] | [0] [00] [00] [O]
[r1] | [e] [01] [01]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel
Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen 1l =1¢€ [¢] ist 6([¢],1) = [e].

© Wegen n0=00¢ [¢]U[0] ist r3 = 00 und §([0],0) = [00].

Q Wegen rnl =01¢ [¢]U[0] U[00] ist rs = 01 und 6([0],1) = [01].
© Wegen r;0 = 000 € [00] ist 6([00],0) = [00].
@ Wegen r31 = 001 € [01] ist §([00], 1) = [01].
@ Wegen ;0 = 010 € [0] ist §([01],0) = [0].

@ Wegen 1 =011 € [¢]

r € 0 00 01
[r0] | [0] [00] [00] [O]
[r1] | [e] [01] [01]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel
Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen 1l =1¢€ [¢] ist 6([¢],1) = [e].

© Wegen n0=00¢ [¢]U[0] ist r3 = 00 und §([0],0) = [00].

Q Wegen rnl =01¢ [¢]U[0] U[00] ist rs = 01 und 6([0],1) = [01].
© Wegen r;0 = 000 € [00] ist 6([00],0) = [00].
@ Wegen r31 = 001 € [01] ist §([00], 1) = [01].
@ Wegen ;0 = 010 € [0] ist §([01],0) = [0].

@ Wegen 1 =011 € [¢] ist §([01],1) = [¢].

r € 0 00 01
[r0] | [0] [00] [00] [O]
[r1] | [e] [01] [01] [e]




Direkte Konstruktion des Aquivalenzklassen-DFA Mg, aus L

Beispiel
Fir die Sprache L = {x; ---x, € {0,1}* | x,—1 = 0} lasst sich Mg,
ausgehend von r; = € wie folgt konstruieren:

@ Wegen r10 =0¢ [¢] ist » = 0 und 4([¢],0) = [0].

@ Wegen 1l =1¢€ [¢] ist 6([¢],1) = [e].

© Wegen n0=00¢ [¢]U[0] ist r3 = 00 und §([0],0) = [00].

Q Wegen rnl =01¢ [¢]U[0] U[00] ist rs = 01 und 6([0],1) = [01].
© Wegen r;0 = 000 € [00] ist 6([00],0) = [00].
@ Wegen r31 = 001 € [01] ist §([00], 1) = [01].
@ Wegen ;0 = 010 € [0] ist §([01],0) = [0].

@ Wegen 1 =011 € [¢] ist 6([01],1) = [¢].

r € 0 00 01
[r0] | [0] [00] [00] [O]
[r1] | [e] [01] [01] [e]




Nachweis von L ¢ REG mittels Myhill und Nerode

Die Sprache L = {a"b" | n > 0} ist nicht regular. \

Beweis

Wegen
b" € LyAL,; fir i # j

hat R; unendlichen Index. O




Charakterisierungen der Klasse REG

Korollar

Sei L eine Sprache. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

L ist regular,

@ es gibt einen DFA M mit L = L(M),

@ es gibt einen NFA N mit L = L(N),

@ es gibt einen reguldren Ausdruck v mit L = L(7),
°

die Aquivalenzrelation R; hat endlichen Index.

Ausblick

Wir werden nun noch eine weitere Charakterisierung von REG
kennenlernen, namlich durch regulare Grammatiken.




Erzeugung der regularen Ausdriicke mit einer Grammatik

Eine elegante Methode, Sprachen zu beschreiben, sind Grammatiken.
Implizit haben wir hiervon bei der Definition der reguldren Ausdriicke schon
Gebrauch gemacht.

Beispiel

| \

Die Sprache RA aller regularen Ausdriicke iiber einem Alphabet

Y ={a1,...,ax} lasst sich aus dem Symbol R unter Anwendung folgender
Regeln erzeugen:

R — 0, R — RR,

R — e, R — (RIR),

R — a,i=1,...,k, R — (R)*.




Definition einer Grammatik

Definition

Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, X, P, S), wobei

@ V eine endliche Menge von Variablen (auch Nichtterminalsymbole
genannt),

@ X das Terminalalphabet,

e PC (VUX)T x (VUZX)* eine endliche Menge von Regeln (oder
Produktionen) und

@ S € V die Startvariable ist.

Bemerkung

Fir (u,v) € P schreiben wir auch kurz u —¢ v bzw. u — v, wenn die
benutzte Grammatik aus dem Kontext ersichtlich ist.




Die von einer Grammatik erzeugte Sprache

@ Ein Wort 8 € (V UX)* ist aus einem Wort a € (V UX)™ in einem
Schritt ableitbar (kurz: a =¢ 3), falls eine Regel u —¢ v und Woérter
I,r € (VUZX)* existieren mit

o = lur und 8 = Ivr.

Hierfiir schreiben wir auch lur =¢ Ivr.
@ Eine Folge o = (lo, uo, r0), - - -, (Im, Um, rm) von Tripeln (/;, uj, r;) heiBt
Ableitung von [ aus «, falls gilt:
o lhugrg = @, Imumrm = 6 und
o liuiri = lip1ujprriyy firi=0,...,m—1.
Die Lange der Ableitung o ist m und wir notieren o auch in der Form

/Oﬂro = /1&/’1 => 000 &> [ 0V = I

@ Die durch G erzeugte Sprache ist L(G) = {x € ¥* | § =% x}.
e Ein Wort o € (V UX)* mit S =% « heiBt Satzform von G.




Ableitungen in einer Grammatik

Zur Erinnerung:
@ =" bezeichnet die reflexive, transitive Hiille der Relation =, d.h.
«a =" 3 bedeutet, dass es ein n > 0 gibt mit o =" .
Hierzu sagen wir auch, f3 ist aus « (in n Schritten) ableitbar.
@ =" bezeichnet das n-fache Produkt der Relation =, d.h. es gilt
a =" 3, falls Wérter ag, . .., a, existieren mit
o aozay Oén:/B und
o aj = «ajqq firi=0,...,n—1.




Ableitung eines Wortes

Beispiel
@ Wir betrachten nochmals die Grammatik
G={RLZU{0e(),"},P,R)
fiir die Sprache aller reguldren Ausdriicke Gber ¥ mit den Regeln
P: R—0,e,a, aeX
R — RR, (R|R), (R)*.
@ Der regulare Ausdruck (01)*(e|() tber ¥ = {0,1} lasst sich in G aus
dem Startsymbol R wie folgt ableiten:
R= RR= (R)*R= (RR)*R = (RR)*(R|R)
= (0R)*(RIR) = (01)*(RIR) = (01)*(¢|R) = (01)"(el0)




Die Chomsky-Hierarchie

Man unterscheidet vier Typen von Grammatiken G = (V, %, P, S). |

Definition
© G heiBt vom Typ 3 oder regular, falls fiir alle Regeln u — v gilt:
ueVundveXVUXLU/e},
(d.h. alle Regeln haben die Form A — aB, A — a oder A — ¢).
@ G heiBt vom Typ 2 oder kontextfrei, falls fiir alle Regeln u — v gilt:
ueV, (d.h. alle Regeln haben die Form A — «).
© G heiBt vom Typ 1 oder kontextsensitiv, falls fiir alle Regeln u — v gilt:
lv| > |ul, (mit Ausnahme der e-Sonderregel, s. unten).
@ Jede Grammatik ist automatisch vom Typ 0.

Die e-Sonderregel

In einer kontextsensitiven Grammatik ist auch die Regel S — ¢ zulassig.
Aber nur, wenn das Startsymbol S in keiner Regel rechts vorkommt.




Die Chomsky-Hierarchie

Beispiel
@ Wir betrachten nochmals die Grammatik
G=({RhZU{0,e,() "}, P.R)
fiir die Sprache aller reguldren Ausdriicke liber ¥ mit den Regeln
P: R—0,ea acX
R — RR, (R|R), (R)*.
@ Da auf der linken Seite jeder Regel eine einzelne Variable steht, ist G
kontextfrei.

e Offenbar ist G aber keine reguldre Grammatik, da zwar die ||X|| 4 2
Regeln R — (), ¢, a, a € X, die geforderte Form haben, nicht jedoch die
drei Regeln R — RR, (R|R), (R)*.




Die Chomsky-Hierarchie

@ Eine Sprache heiBt vom Typ i bzw. regulér, kontextfrei oder
kontextsensitiv, falls sie von einer entsprechenden Grammatik erzeugt
wird.

@ Damit erhalten wir die neuen Sprachklassen

CFL = {L(G) | G ist eine kontextfreie Grammatik}

und (context free languages)

CSL = {L(G) | G ist eine kontextsensitive Grammatik}

(context sensitive languages).

@ Da die Klasse der Typ 0 Sprachen mit der Klasse der rekursiv aufzahl-
baren Sprachen iibereinstimmt, bezeichnen wir diese Sprachklasse mit

RE = {L(G) | G ist eine Grammatik}

(recursively enumerable languages).




Die Chomsky-Hierarchie

@ Wir werden bald beweisen, dass die Sprachklassen
REG ¢ CFL ¢ CSL C RE

eine Hierarchie bilden (d.h. die Inklusionen sind echt), die so genannte
Chomsky-Hierarchie.

@ Zunichst rechtfertigen wir jedoch die Bezeichnung regular fiir die
reguldren Grammatiken und fiir die von ihnen erzeugten Sprachen.




Regulare Grammatiken

REG = {L(G) | G ist eine reguldre Grammatik}.

Beweis von REG C {L(G) | G ist eine reguldre Grammatik}

e Sei M =(Z,%,9,qo, E) ein DFA.

@ Wir konstruieren eine reguldre Grammatik G mit L(G) = L(M).

@ Betrachte die Grammatik G = (V, X, P,S) mit V=2, S = gp und

P = {g—ap|d(q.a)=p}U{qg—c|qeE}




Regulare Grammatiken

Beweis von REG C {L(G) | G ist eine regulare Grammatik}
@ Betrachte die Grammatik G = (V, X, P,S) mit V=2, S = qo und
P = {g—ap|i(q,a)=p}U{qg—e|qcE}]
@ Dann gilt fir alle Worter x = x; -+ - x, € £*:
xelM)=3q1,...,qn-1 € Z g € E:
3(gi—1,x))=gqi firi=1,...,n

< dq,...,qpn €V
gi—1 — xiqi furi=1,...,nund g, — ¢
< 3dq1,...,qn € V:
go='x1---xq;furi=1,...,nund g, — ¢
< x € L(G)




Regulare Grammatiken

Beispiel
Fiir den DFA

erhalten wir die Grammatik G = ({qo, 91, 92, 93}, {0, 1}, P, qo) mit
P: qo— 1qo, Oq1,
g1 — 0q2, 1gs,
q2 — OQ2, 1q3a €,
g3 — 041, 1qo, €.




Regulare Grammatiken

@ Offensichtlich Iasst sich obige Konstruktion einer Grammatik G aus
einem DFA M umdrehen, falls G keine Regeln der Form A — a enthilt.

@ Fiir den Beweis der Riickrichtung geniigt es daher, alle Regeln dieser
Form zu eliminieren.

Lemma

Zu jeder regularen Grammatik G = (V, X, P, S) gibt es eine aquivalente
regulire Grammatik G’, die keine Regeln der Form A — a hat.

Beweis
Betrachte die Grammatik G’ = (V/, X, P, S) mit
V' =V U {Xpeu} und
P'={A— aXpeu | A= a} U {Xpew = €} U P\ (V x X).




Regulare Grammatiken

Beispiel
@ Betrachte die Grammatik G = ({A, B, C},{a, b}, P, A) mit
P: A— aB, bC, ¢,
B — aC, bA, b,
C — aA, bB, a.
@ Wir ersetzen die Regeln B — b und C — a durch die Regeln
B — bD und C — aD und fligen die Regel D — & hinzu.

e Damit erhalten wir die Grammatik G’ = ({A, B, C, D},{a, b}, P', A)
mit

P': A— aB, bC, ¢,
B — aC, bA, bD,
C — aA, bB, aD,
D — e.




Regulare Grammatiken

Beweis von {L(G) | G ist eine regulare Grammatik} C REG

@ Sei G = (V,X,P,S) eine regulare Grammatik, die keine Regeln der
Form A — a enthilt.

@ Drehen wir obige Konstruktion einer Grammatik aus einem DFA um, so
erhalten wir den NFA

M= (Z,%,6,{S},E)
mit Z=V, 6(A,a) ={B|A—¢gaB}und E={A|A—ge}
@ Genau wie oben folgt dann L(M) = L(G). 0




Regulare Grammatiken

Beispiel (Fortsetzung)

Die Grammatik G' = ({A, B, C, D}, {a, b}, P', A) mit

P': A— aB, bC, ¢,
B — aC, bA, bD,
C — aA, bB, aD,
D — e.

fuhrt auf den NFA




Charakterisierungen der Klasse REG

Korollar

Sei L eine Sprache. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:
o L ist regular,

@ es gibt einen DFA M mit L = L(M),

@ es gibt einen NFA N mit L = L(N),

@ es gibt einen reguldren Ausdruck v mit L = L(7),

e die Aquivalenzrelation R; hat endlichen Index,

@ es gibt eine regulare Grammatik G mit L = L(G).




Das Pumping-Lemma

Frage

Wie l3sst sich moglichst einfach zeigen, dass eine Sprache nicht regular ist?

Antwort
Oft fuhrt die Kontraposition folgender Aussage zum Ziel.

Satz (Pumping-Lemma fiir regulare Sprachen)

Zu jeder regularen Sprache L gibt es eine Zahl / > 0, so dass sich alle
Worter x € L mit x| >/ in x = uvw zerlegen lassen mit
0 v#e,

@ |uv| </und
© u'we L firallei>0.

Das kleinste solche / wird auch die Pumping-Zahl von L genannt.




Das Pumping-Lemma

Beispiel
@ Die Sprache

L={x € {a,b}" | #a(x) = #5(x) =3 1}
|asst sich ,,pumpen” (mit Pumping-Zahl | = 3).
@ Sei x € L beliebig mit |x| > 3.
o 1. Fall: x hat das Prafix ab.
Zerlege x = uvw mit u =€ und v = ab.
o 2. Fall: x hat das Prafix aab.
Zerlege x = uvw mit u = a und v = ab.
o 3. Fall: x hat das Prafix aaa.
Zerlege x = uvw mit u = € und v = aaa.
o Restliche Falle (Prafixe ba, bba und bbb): analog.




Das Pumping-Lemma

Beispiel

@ Eine endliche Sprache L lasst sich wie folgt ,, pumpen®.

@ Sei

o L=9,
1+ maxyeq |x|, sonst.

@ Dann lasst sich jedes Wort x € L der Lange |x| > | ,pumpen" (da
solche Worter gar nicht existieren).

@ Zudem gibt es im Fall / > 0 ein Wort x € L der Lange / — 1, das sich
nicht ,pumpen* Iasst.

@ Also hat L die Pumping-Zahl /.




Das Pumping-Lemma

Satz (Pumping-Lemma fiir reguldre Sprachen)

Zu jeder reguldren Sprache L gibt es eine Zahl /, so dass sich alle Worter
x € L mit [x| > | in x = uvw zerlegen lassen mit
0 v#e,

@ |uv| </und
© uv'w e L firallei>0.

Das kleinste solche / wird auch die Pumping-Zahl von L genannt.




Das Pumping-Lemma

Beweis

@ Sei G=(V,X,P,S) eine regulare Grammatik fir L, die keine Regeln
der Form A — a enthalt, und sei

Ao = x1A1 = x1x0A2 = - = X1x2 - XpAp = X1 X0 -+ - Xp
eine beliebige Ableitung von x = x;---x, € L aus Ap = S.
@ Ist [x| > [:=||V]|, so muss unter Ay,...,A eine Variable A mehrfach
vorkommen, d.h.esex. 0 < j < k </ mit A, = =
@ Somit kdnnen wir die Ableitung von x wie folgt zerlegen:

n+1—k uvw,

Ao:>jX1~--><j =u :>k*juxj+1-~-xk = uvA =

wobei U= x3---Xj, v=Xj41-- X und w = X1 X, ist.

@ Danngilt [v|=k—j>1(dh. v#e), k=|uv| </und firi>0 zeigt
die Ableitung

Ao =4 uA =KD gy T A st 1=k iy,

dass uviw € L ist. O




Das Pumping-Lemma

Alternativbeweis tiber DFA.

e Sei M =(Z,%,6,qo, E) ein DFA mit | Zustanden und sei
X=Xy Xp €L mitn=|x|>1.

@ Dann muss M(x) nach spatestens / Schritten einen Zustand zum
zweiten Mal annehmen, d.h. esex. 0 <j < k </ und z € Z mit

5(qo, x1 -+ xj) = 7 und
S(q07X1“'Xij+1"‘Xk):
@ Setze u=Xx1- - Xj, V=Xjq1 X und W = Xp41 - Xp.
@ Danngilt [v|=k—j>1(dh. v#¢e), k=]uv| <.
o Zudem gehért fiir alle i > 0 das Wort uv/w zu L, da wegen (=, v)

8(qo, uv'w) = §(3(8(qo, u), v'), w) = 8(3(2, v'), w) = 8(qo, x)

in E ist.




Kontraposition des Pumping-Lemmas

Ui efle (& ¢ (G e

zeigen, genlgt es,

Die Sprache
o fiir jede Zahl / > 0 ein nin
Wort x € L der Linge L={a"b"|n =0}
|x| > I zu finden, so ist nicht regular:

g o Fiir jede Zahl | > 0 enthslt L das

o fiir jede Zerlegung Wort x = a'b! mit |x| =2/ > .

X = uvw mindestens

eine der folgenden drei e Fir jelde/ Ze.rlegung X = uvw von
Bedingungen verletzt x = a'b' mit

ist: o v£e

e vFe, ist die Bedingung

@ |uv| </ oder

© uw'w e L fir alle . .
i>0 fur alle i > 2 verletzt.

@ wiwel




Kontraposition des Pumping-Lemmas

Um also L ¢ REG zu
zeigen, genlgt es,

o fir jede Zahl / > 0 ein
Wort x € L der Lange
|x| > I zu finden, so
dass

o fiir jede Zerlegung

X = uvw mindestens

eine der folgenden drei

Bedingungen verletzt

ist:

0 v#£eg,

@ |uv| </ oder

© w'iw € L fir alle
i>0.

Beispiel (L = {a" | n > 0} & REG)

o Fiir jede Zahl / > 0 enthélt L ein
Wort x mit |x| = 2 > I.

o Fiir jede Zerlegung x = uvw mit
luf=r, |v|=s, |w|=tund
0 v #e (d.h. s> 1) sowie
@ |uv| </ (dh.r+s<1)
ist die Bedingung
o wwel

verletzt, dar+2s+t =12 +s
keine Quadratzahl ist:

P<P4+s<P+I+1<(I+1)>2%




Kontraposition des Pumping-Lemmas

Um also L ¢ REG zu
zeigen, genlgt es,

o fir jede Zahl / > 0 ein
Wort x € L der Lange
|x| > I zu finden, so
dass

Beispiel (L = {a” | p prim } ¢ REG)
@ Fiir jede Zahl | > 0 enthalt L ein
Wort x mit |x| =p > |I.

o Fiir jede Zerlegung x = uvw mit
|v| =s und
© v#e(dh s>1)
ist die Bedingung

o fiir jede Zerlegung
X = uvw mindestens

eine der folgenden drei o w'wel

Bedingungen verletzt wegen

ist: luv'w| =p+ (i —1)s

0 v#e, fir i = p + 1 verletzt, da dann

@ |uv| </ oder
© uv'w € L fir alle _
i>0 Ist. )

luv'w| = p+ ps = p(s + 1)




Grenzen des Pumping-Lemmas

Bemerkung

@ Mit dem Pumping-Lemma kénnen nicht alle Sprachen L ¢ REG als
nicht reguldr nachgewiesen werden, da seine Umkehrung falsch ist.

@ Betrachte die Sprache
L={a'bick|i=0oderj=k}.
@ Da jedes Wort x € L mit Ausnahme von ¢ ,,gepumpt” werden kann,
hat L die Pumping-Zahl 1.
@ Allerdings ist L nicht regular (siehe Ubungen).




Kontextfreie Sprachen

Bemerkung
@ Wie wir gesehen haben, ist folgende Sprache nicht regular:

L={a"b" | n>0}.
@ Es ist aber leicht, eine kontextfreie Grammatik fur L zu finden:
G = ({S},{a,b},{S — aSh,S — ¢}, 5).

@ Damit ist klar, dass die Klasse der regularen Sprachen echt in der
Klasse der kontextfreien Sprachen enthalten ist:

REG C CFL.

@ Als nachstes wollen wir zeigen, dass die Klasse der kontextfreien
Sprachen wiederum echt in der Klasse der kontextsensitiven Sprachen
enthalten ist:

CFL C CSL.




Kontextfreie Sprachen sind auch kontextsensitiv

@ Kontextfreie Grammatiken sind dadurch charakterisiert, dass sie nur
Regeln der Form A — « haben.

@ Dies lasst die Verwendung von beliebigen e-Regeln der Form A — ¢ zu.

@ Eine kontextsensitive Grammatik darf dagegen hochstens die e-Regel
S — € haben.

@ Voraussetzung hierfiir ist, dass S das Startsymbol ist und dieses nicht
auf der rechten Seite einer Regel vorkommt.

@ Daher sind nicht alle kontextfreien Grammatiken kontextsensitiv.

@ Wir werden jedoch sehen, dass sich zu jeder kontextfreien Grammatik
eine aquivalente kontextsensitive Grammatik konstruieren l3sst.




Entfernen von e-Regeln

Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (V, X, P, S) gibt es eine kontext-
freie Grammatik G’ = (V, X, P', S) ohne e-Regeln mit L(G') = L(G) \ {e}.

Beweis

@ Zuerst berechnen wir die Menge E = {A€ V | A="* ¢} aller e-ableit-
baren Variablen:

1 E={AcV]|A—¢}

2 repeat

3 E:=F

4 E/::EU{AEV|331,...,BkEE2A—>Bl"-Bk}
5 until E = E’

@ Nun bilden wir P’ wie folgt:

{A—)o/

es ex. eine Regel A —¢ «, so dass o’ # ¢ aus « durch
Entfernen von beliebig vielen Variablen A € E entsteht |




Entfernen von e-Regeln

Betrachte die Grammatik G = ({S, T, U, X, Y, Z},{a, b,c}, P,S) mit

P: S—aY,bX,Z;, Y — bS,aYY, T — U,
X — a$S, bXX; , S, T,cZ;, U — abc.

@ Berechnung von E:

El {2y {25}
E|{z,S} {z,5}

e Entferne und fige X — a (wegen X — aS), Y — b (wegen
Y — bS) und Z — ¢ (wegen Z — cZ) hinzu:
P S—aY,bX,Z, Y — b,bS,aYY;, T — U,
X — a,aS,bXX; Z—c¢,S,T,cZ, U— abc.




Die Chomsky-Hierarchie

Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (V, X, P, S) gibt es eine kontext-
freie Grammatik G’ = (V, X, P, S) ohne e-Regeln mit L(G') = L(G) \ {e}.

REG € CFL C CSL C RE.

Beweis
@ Es ist nur noch die Inklusion CFL C CSL zu zeigen.

@ Nach obigem Satz ex. zu L € CFL eine kontextfreie Grammatik
G = (V,%,P,S) ohne e-Regeln mit L(G) = L\ {e}.

@ Da G dann auch kontextsensitiv ist, folgt hieraus im Fall ¢ & L
unmittelbar L(G) = L € CSL.

Im Fall ¢ € L erzeugt die kontextsensitive Grammatik
G =(Vu{s},z,Pu{s — S ¢e},5)
die Sprache L(G') = L, d.h. L € CSL. O




Abschlusseigenschaften von CFL

CFL ist abgeschlossen unter Vereinigung, Produkt und Sternhiille.

Beweis

Seien G; = (V1, X, P1,51) und Gy = (Va, X, P2, Sp) kontextfreie
Grammatiken mit V4 N Vo = 0 und sei S eine neue Variable.
Dann erzeugen die kontextfreien Grammatiken

G=(VWUWU{SLE,PLUPU{S = 5,5%},S5)
die Vereinigung L(G3) = L(G1) U L(Gp),
Gy = (VWU WU{SHLE, PLUPU{S = 55},5)
das Produkt L(Gs) = L(G1)L(Gz) und
Gs = (VWU{S}, X, PLU{S — 55,¢},5)
die Sternhiille L(Gy)*. 0




Abschlusseigenschaften von CFL

CFL ist abgeschlossen unter Vereinigung, Produkt und Sternhiille.

Frage

Ist die Klasse CFL auch abgeschlossen unter
@ Durchschnitt und

o Komplement?

Antwort
Nein.

Hierzu missen wir fiir bestimmte Sprachen nachweisen, dass sie nicht
kontextfrei sind. Dies gelingt mit einem Pumping-Lemma fiir kontextfreie
Sprachen, fiir dessen Beweis wir Grammatiken in Chomsky-Normalform
bendtigen.




Chomsky-Normalform

Definition

Eine Grammatik (V, X, P, S) ist in Chomsky-Normalform (CNF), falls
P C V x (V2UZX) ist, also alle Regeln die Form A — BC oder A — a
haben.

Um eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform zu bringen,
miissen wir neben den e-Regeln A — ¢ auch sdmtliche Variablenumbe-
nennungen A — B loswerden.

Definition
Regeln der Form A — B heiBen Variablenumbenennungen.




Entfernen von Variablenumbenennungen

Zu jeder kontextfreien Grammatik G ex. eine kontextfreie Grammatik G’
ohne Variablenumbenennungen mit L(G') = L(G).

Beweis

@ Zuerst entfernen wir sukzessive alle Zyklen
Al = Ay — - = A — AL

Hierzu entfernen wir diese Regeln aus P und ersetzen alle Vorkommen
der Variablen Ay, ..., Ak in den Ubrigen Regeln durch A;.

(Sollte sich unter den entfernten Variablen Ay, ..., Ay die Startvariable
S befinden, so sei A; die neue Startvariable.)




Entfernen von Variablenumbenennungen

Beispiel (Fortsetzung)
P:S—aY,bX,Z, Y — b,bS,aYY; T — U,
X —a,aS,bXX; Z—c¢,S,T,cZ, U— abc.

@ Entferne den Zyklus S — Z — S und ersetze alle Vorkommen von Z
durch S:

S—aY,bX,c, T,c5;, Y —b,bS,aYY, T — U,
X — a, aS, bXX; U — abc.




Entfernen von Variablenumbenennungen

Zu jeder kontextfreien Grammatik G ex. eine kontextfreie Grammatik G’
ohne Variablenumbenennungen mit L(G') = L(G).

Beweis
@ Zuerst entfernen wir alle Zyklen
Al — Ay — - = A — A1
@ Nun werden wir sukzessive die restlichen Variablenumbenennungen los,
indem wir

o eine Regel A — B wahlen, so dass in P keine
Variablenumbenennung B — C mit B auf der linken Seite existiert,

o diese Regel A — B aus P entfernen und

o fiir jede Regel B — « in P die Regel A — a zu P hinzunehmen. O




Entfernen von Variablenumbenennungen

Beispiel (Fortsetzung)
S—aY,bX,c, T,cS; Y — b,bS,aYY;, T — U,
X — a, aS, bXX; U — abc.

@ Entferne die Regel T — U und flige die Regel T — abc hinzu
(wegen U — abc):

S—aY,bX,c, T,cS; Y — b,bS,aYY; T — abc;
X — a,aS, bXX; U — abc.

@ Entferne dann auch die Regel S — T und fiige die Regel S — abc
(wegen T — abc) hinzu:

S — abc,aY,bX,c,cS; Y — b,bS,aYY; T— abc;
X — a, aS, bXX; U— abc.

@ Da 7 und U nirgends mehr auf der rechten Seite vorkommen, kénnen
wir die Regeln T — abc und U — abc weglassen:

S — abc,aY,bX,c,cS; Y — b,bS,aYY; X — a,aS, bXX.

<




Chomsky-Normalform

Definition
Eine Grammatik (V, X, P, S) ist in Chomsky-Normalform (CNF), falls

P C V x (V2UX) ist, also alle Regeln die Form A — BC oder A — a
haben.

Anwendungen der Chomsky-Normalform

@ CNF-Grammatiken bilden die Basis fiir eine effiziente Lésung des
Wortproblems fiir kontextfreie Sprachen.

@ Zudem ermoglichen sie den Beweis des Pumping-Lemmas fiir
kontextfreie Sprachen.




Entfernen von e-Regeln und von Variablenumbenennungen

Bereits gezeigt:

Zu jeder kontextfreien Grammatik G ex. eine kontextfreie Grammatik G’
ohne e-Regeln und ohne Variablenumbenennungen mit L(G') = L(G) \ {¢}.

Noch zu zeigen:

Zu jeder kontextfreien Sprache L € CFL gibt es eine CNF-Grammatik G’
mit L(G') = L\ {e}.




Umwandlung in Chomsky-Normalform

Zu jeder kontextfreien Sprache L € CFL gibt es eine CNF-Grammatik G’
mit L(G") =L\ {e}.

Beweis

@ Sei G = (V,X,P,S) eine kontextfreie Grammatik ohne e-Regeln und
ohne Variablenumbenennungen fiir L\ {e} .

@ Wir transformieren G wie folgt in eine CNF-Grammatik.

o Fiige fiir jedes Terminalsymbol a € ¥ eine neue Variable X; zu V und
eine neue Regel X; — a zu P hinzu.

@ Ersetze alle Vorkommen von a durch X,, auBer wenn a alleine auf der
rechten Seite einer Regel steht.

@ Ersetze jede Regel , k > 3, durch die k — 1 Regeln
Ay, A= BoAg, ..y A3 — Ak—2, Ax—2—

wobei A1, ..., Ax_» neue Variablen sind. O




Umwandlung in Chomsky-Normalform

Beispiel (Fortsetzung)
@ Betrachte die Regeln
P: S—abc,aY,bX,cS,c; X—aS,bXX,a; Y—bS,aYY, b.

@ Ersetze a, b und ¢ durch A, B und C (auBer wenn sie alleine
vorkommen) und flige die Regeln A—a, B— b, C— ¢ hinzu:

S ABC,AY,BX,CS,c; X— AS,BXX, a;
Y — BS,AYY,b;, A—a; B—b; C—c.
@ Ersetze die Regeln 5 — ABC, X —BXX und Y — AYY durch die
Regeln S— AS', ' = BC, X—=BX', X’=XX und Y =AY, Y/ = YY:

S—AS',AY,BX,CS,c; S+ BC; X—AS,BX' a; X' —XX;

Y —+BS,AY".b; Y =YY: A—a; B—b; C—c. 4




Syntaxbaume

Definition
Wir ordnen einer Ableitung

@ = /1&!‘1 == 1 Am—1rm—1 = Om

den Syntaxbaum (oder Ableitungsbaum, engl. parse tree) T,, zu, wobei die
Baume Ty, ..., T,, induktiv wie folgt definiert sind:

@ Ty besteht aus einem einzigen Knoten, der mit Ag markiert ist.
@ Wird im (i 4+ 1)-ten Ableitungsschritt die Regel A; — vy - - v, mit

Vi,...,Vx € XUV angewandt, so ensteht T;y; aus T;, indem wir das
Blatt A; durch folgenden Unterbaum ersetzen:

/ N\

k>0: A k=0: A
Vi - Vi 5

@ Hierbei stellen wir uns die Kanten von oben nach unten gerichtet und
die Kinder vy - - - v, von links nach rechts geordnet vor.




Syntaxbaume

@ Betrachte die Grammatik G = ({S},{a, b, c},{S — aSbS, ¢}, S)




Syntaxbaume

Beispiel
@ Betrachte die Grammatik G = ({S},{a, b, c},{S — aSbS,¢},S) und
die Ableitung
S




Syntaxbaume

Beispiel
@ Betrachte die Grammatik G = ({S},{a, b, c},{S — aSbS,¢},S) und
die Ableitung
S = aSh$s




Syntaxbaume

Beispiel
@ Betrachte die Grammatik G = ({S},{a, b, c},{S — aSbS,¢},S) und
die Ableitung
S = aShS = aaSbSbS




Syntaxbaume

Beispiel
@ Betrachte die Grammatik G = ({S},{a, b, c},{S — aSbS,¢},S) und
die Ableitung
S = aShS = aaSbS5bS = aaSbbS




Syntaxbaume

Beispiel
@ Betrachte die Grammatik G = ({S},{a, b, c},{S — aSbS,¢},S) und
die Ableitung
S = aShS = aaSbSbS = aaSbbS = aabb$S




Syntaxbaume

Beispiel
@ Betrachte die Grammatik G = ({S},{a, b,c},{S — aShS,¢}, S) und
die Ableitung
S = aShS = aaSbSbS = aaSbbS = aabbS = aabb




Syntaxbaume

Beispiel
@ Betrachte die Grammatik G = ({S},{a, b,c},{S — aShS,¢}, S) und
die Ableitung
S = aShS = aaSbSbS = aaSbbS = aabb$ = aabb

@ Die zugehorigen Syntaxbaume sind dann




Syntaxbaume

Beispiel

@ Betrachte die Grammatik G = ({S},{a, b, c},{S — aSbS,¢},S) und
die Ableitung

S = aShS = aaSbS5bS = aaSbbS = aabbS = aabb

@ Die zugehorigen Syntaxbaume sind dann

To: S




Syntaxbaume

Beispiel
@ Betrachte die Grammatik G = ({S},{a, b,c},{S — aShS,¢}, S) und
die Ableitung
S = aShS = aaSbSbS = aaSbbS = aabb$ = aabb

@ Die zugehorigen Syntaxbaume sind dann

Ti: S

/I\

aShS

S = aSbs




Syntaxbaume

Beispiel
@ Betrachte die Grammatik G = ({S},{a, b,c},{S — aShS,¢}, S) und
die Ableitung
S = aShS = aaSbSbS = aaSbbS = aabb$ = aabb

@ Die zugehorigen Syntaxbaume sind dann

T: S

/1N

aShS

AN

aSh$s

S = aSbhS = aaSbShS




Syntaxbaume

Beispiel
@ Betrachte die Grammatik G = ({S},{a, b,c},{S — aShS,¢}, S) und
die Ableitung
S = aShS = aaSbS5bS = aaSbbS = aabbS = aabb

@ Die zugehorigen Syntaxbaume sind dann

T3: S

/1N

aShS

AN

aShs

€

S = aShS = aaSbShS = aaSbbS




Syntaxbaume

Beispiel
@ Betrachte die Grammatik G = ({S},{a, b,c},{S — aShS,¢}, S) und
die Ableitung
S = aShS = aaSbS5bS = aaSbbS = aabbS = aabb

@ Die zugehorigen Syntaxbaume sind dann

T42 5

/1N

aShS

AN

aSbs

€ €

S = aShS = aaSbShS = aaSbbS = aabbS




Syntaxbaume

Beispiel
@ Betrachte die Grammatik G = ({S},{a, b,c},{S — aShS,¢}, S) und
die Ableitung
S = aShS = aaSbS5bS = aaSbbS = aabbS = aabb

@ Die zugehorigen Syntaxbaume sind dann

Ts: S

/1N

aShS

AN

aShbs ¢
|
€

On— W0

S = aShS = aaSbSbS = aaSbbS = aabbS = aabb




Syntaxbaume

Beispiel
@ Betrachte die Grammatik G = ({S},{a, b,c},{S — aShS,¢}, S) und
die Ableitung
S = aShS = aaSbS5bS = aaSbbS = aabbS = aabb

@ Die zugehorigen Syntaxbaume sind dann

Ts: S

/1N

aShS

AN

aShbs ¢
|
€

On— W0

S = aShS = aaSbSbhS = aaSbbS = aabbS = aabb 4




Links- und Rechtsableitungen

Definition
Sei G = (V,X%,P,S) eine kontextfreie Grammatik.
@ Eine Ableitung

S= /1&!’1 ==y 1Am_1rm-1 = am

heiBt Linksableitung von ap, (kurz S =7 ap), falls in jedem
Ableitungsschritt die am weitesten links stehende Variable ersetzt wird,
dh.esgilt e X" furi=1,...,m— 1

@ Rechtsableitungen So =% o, sind analog definiert.

@ G heiBt mehrdeutig, wenn es ein Wort x € L(G) gibt, das zwei ver-
schiedene Linksableitungen hat.

Leicht zu sehen:
FirallexeX*gilt: x € L(G) & S="x & S=]x & S=%x.




Syntaxbaume

e Die Grammatik G = ({S},{a, b, c},{S — aSbhS, e}, S) ist eindeutig.

@ Dies liegt daran, dass in keiner Satzform von G die Variable S von
einem a gefolgt wird.

@ Daher muss jede Linksableitung eines Wortes x € L(G) die am
weitesten links stehende Variable der aktuellen Satzform oS3 genau
dann nach aShS expandieren, falls das Prafix « in x von einem a
gefolgt wird.

@ Dagegen ist die Grammatik G = ({S},{a, b, c},{S — aSbS, ab,c},S)
mehrdeutig, da das Wort x = ab 2 verschiedene Linksableitungen hat:

S = abund S = aSbS = abS = ab.




Syntaxbaume

e In G=({S},{a,b,c},{S — aSbS,c}, S) fihren insgesamt 8
Ableitungen auf den Syntaxbaum S
/1IN
aShs

/I\\ \
aShbs ¢

[
E €

S = aaSbSbS = aaSbbS = aabbS = aabb
S = aaSbSbS = aaSbbS = aaSbb = aabb

[ I»n
4d

aSh
aSh

aSbS = aaSbSbS = aabSbS = aabSb = aabb
aSbS = aaSbSbS = aaSbSb = aabSb = aabb
aSbS = aaSbSbS = aaSbSb = aaSbb = aabb
aSbS = aSb = aaSbSb = aabSb = aabb

[ [ | [n
el

A




Syntaxbaume und Linksableitungen

Seien Ty, ..., T die zu einer Ableitung S = ag = - - - = ap, gehdrigen
Syntaxbaume.
Die Satzform «; ergibt sich aus T;, indem wir die Blatter von T; von

links nach rechts zu einem Wort zusammensetzen.

Auf den Syntaxbaum T,, fithren neben ag = -+ = a,, alle
Ableitungen, die sich von dieser nur in der Reihenfolge der
Regelanwendungen unterscheiden.

Dazu gehort genau eine Linksableitung.
Linksableitungen und Syntaxb3dume entsprechen sich also eineindeutig.
Dasselbe gilt fiir Rechtsableitungen.

Ist T Syntaxbaum einer CNF-Grammatik, so hat jeder Knoten in T
hochstens zwei Kinder (d.h. T ist ein Binarbaum).




Das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Als erste Anwendung der Chomsky-Normalform beweisen wir das
Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen.

Satz (Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen)

Zu jeder kontextfreien Sprache L gibt es eine Zahl /, so dass sich alle
Worter z € L mit |z| > | in z = uvwxy zerlegen lassen mit

Q vx #¢,
Q@ |vwx| </ und
Q@ uviwx'y € L fiir alle i > 0.

Beispiel

@ Betrachte die Sprache L = {a"b"|n > 0}.

o Dann lasst sich jedes Wort z = a"h" = a" tabb" ! in L mit |z| > 2
pumpen:

o Zerlege z in z=uvwxy mit u=a"1 v=a, , X=>b, y:b”_l.

o Dann ist fiir alle i > 0 das Wort uv/wx’y = a"talb’b"te L. <




Abschatzung der Blatterzahl bei Binarbaumen

Definition

zu einem Blatt.

Ein Binarbaum B der Tiefe < k hat < 2k Blatter.

Beweis durch Induktion tber k:

Die Tiefe eines Baumes mit Wurzel w ist die maximale Pfadlange von w I

k = 0: Ein Baum der Tiefe 0 kann nur einen Knoten haben.
k ~~ k 4+ 1: Sei B ein Binarbaum der Tiefe < k + 1.
Dann hangen an B's Wurzel maximal zwei Unterbdume.

Da deren Tiefe < k ist, haben sie nach IV < 2k Blatter.
Also hat B < 2k+1 Blatter. O




Mindesttiefe von Binarbaumen

Ein Binarbaum B der Tiefe < k hat < 2k Blitter. \
Ein Binarbaum B mit mehr als 25~1 Blattern hat mindestens die Tiefe k. \

Beweis J

Wiirde ein Binarbaum B der Tiefe < k — 1 mehr als 2k~ 1 Blatter besitzen,
so stiinde dies im Widerspruch zu obigem Lemma. O




Beweis des Pumping-Lemmas

Satz (Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen)

Zu jeder kontextfreien Sprache L € CFL gibt es eine Zahl /, so dass sich
alle Worter z € L mit |z| > | in z = uvwxy zerlegen lassen mit

Q vx #¢,
Q@ |vwx| </ und
Q@ uviwx'y € L fiir alle i > 0.

Beweis

@ Sei G =(V,X%,P,S) eine CNF-Grammatik fiir L\ {€}.

@ lIstnunz=2z---z,€ L mitn>1, soex. in G eine Ableitung
S=q=oa=>a,=2z

@ Da G in CNF ist, werden hierbei genau n — 1 Regeln der Form A — BC
und genau n Regeln der Form A — a angewandt.




Beweis des Pumping-Lemmas

Beweis

Sei G = (V,X,P,S) eine CNF-Grammatik fir L\ {c}.

Istnunz=2---z, € L mit n>1, so ex. in G eine Ableitung
S=w=o01=>an=2z

Da G in CNF ist, werden hierbei genau n — 1 Regeln der Form A — BC

und genau n Regeln der Form A — a angewandt.

Folglich ist m = 2n — 1 und z hat den Syntaxbaum T,,_1.

Wir kénnen annehmen, dass die n — 1 Regeln der Form A — BC vor
den n Regeln der Form A — a zur Anwendung kommen.

Dann besteht «,,_1 aus n Variablen und T,_1 T S
hat wie T,,_1 genau n Blatter. 2n—1
Setzen wir | = 2K, wobei k = || V|| ist, so hat

T,—1 im Fall n > | mindestens | = 2k > 2k—1 Th1

Blatter und daher mindestens die Tiefe k.




Beweis des Pumping-Lemmas

Beweis (Fortsetzung) Ton-1

Setzen wir | = 2K, wobei k = || V|| ist, so hat A
Tn—1 im Fall n > | mindestens | = 2k > 2k—1
Blatter und daher mindestens die Tiefe k. I_|_|_I

Sei 7 ein von der Wurzel ausgehender Pfad maximaler Lange in T, 1.

Dann hat 7 mindestens die Lange k und unter den letzten k + 1
Knoten von 7 miissen zwei mit derselben Variablen A markiert sein.
Seien U und U’ die von diesen Knoten ausgehenden Unterbdume des
vollstindigen Syntaxbaums T,,_1.

@ Nun zerlegen wir z wie folgt:
o w’ ist das Teilwort von z = uw'y, das
von U erzeugt wird und
o w ist das Teilwort von w' = vwx, das
von U’ erzeugt wird.




Beweis des Pumping-Lemmas

Beweis (Schluss)
e Da U mehr Blatter hat als U’, ist vx # ¢ (Bedingung 1).

@ Da der Baum U* = UN T,_1 hdchstens die Tiefe k hat (andernfalls
wére 7 nicht maximal), hat U* (und damit U) hdchstens 2k = | Blatter.

e Folglich ist |[vwx| </ (Bedingung 2).
@ SchlieBlich lassen sich Syntaxbdume B; fiir die Wérter uviwx'y, i > 0,
wie folgt konstruieren (Bedingung 3):
o By entsteht aus B; = T»,_1, indem wir U durch U’ ersetzen.

o Bji1 entsteht aus B;, indem wir U’ durch U ersetzen:

B>




Anwendung des Pumping-Lemmas

Beispiel

@ Die Sprache {a"b"c" | n > 0} ist nicht kontextfrei.

e Fiir eine vorgegebene Zahl / > 0 hat namlich z = a'b/c! die Lange
|z| =31 > 1.

@ Dieses Wort lasst sich aber nicht pumpen:
Fir jede Zerlegung z = uvwxy mit vx # ¢ und |vwx| < | gehort
Zz' = uv?wx?y nicht zu L:

o Wegen vx # ¢ ist |z| < |Z/].

o Wegen |vwx| </ kann in vx nicht jedes der drei Zeichen a, b, ¢

vorkommen.

o Kommt aber in vx beispielsweise kein a vor, so ist
#a(2) = #a(2) = 1 = |2|/3 < |Z|/3.

o Also kann z’ nicht zu L gehéren.




Abschlusseigenschaften von CFL

Wie wir gesehen haben, ist die Klasse CFL abgeschlossen unter
@ Vereinigung,
@ Produkt und

@ Sternhille.

CFL ist nicht abgeschlossen unter
@ Durchschnitt und

@ Komplement.




Abschlusseigenschaften von CFL

Beweis von L1,L, € CFL 4 L3 N L, € CFL
@ Die beiden Sprachen
Ly ={a"b"c™ | n,m >0} und L, ={a"b"c™ | n,m> 0}
sind kontextfrei (siehe Ubungen).
@ Nicht jedoch ihr Schnitt Ly N Ly = {a"b"c" | n > 0}.

@ Also ist CFL nicht unter Durchschnitt abgeschlossen.

Beweis von L € CFL % L € CFL

Da CFL zwar unter Vereinigung aber nicht unter Schnitt abgeschlossen ist,
kann CFL wegen de Morgan nicht unter Komplement abgeschlossen sein.

v



Das Wortproblem fiir CFL

Das Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken
Gegeben: Eine kontextfreie Grammatik G und ein Wort x.
Gefragt: Ist x € L(G)?

Frage

Ist das Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken effizient entscheidbar?

4




Der CYK-Algorithmus

Das Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken ist effizient entscheidbar.

Beweis

@ Sei eine Grammatik G = (V, X, P,S) und ein Wort x = xy - - - X,
gegeben.

@ Falls x = ¢ ist, konnen wir effizient priifen, ob S =* ¢ gilt.

@ Hierzu geniigt es, die Menge E = {A € V | A=" ¢} aller c-ableitbaren
Variablen zu berechnen und zu priifen, ob S € E ist.
@ Andernfalls bringen wir G in CNF und starten den nach seinen Autoren
ocke, Younger und Kasami benannten -Algorithmus.
@ Dieser bestimmt mittels dynamischer Programmierung fiir / =1,...,n
und k =1,...,n— /41 die Menge V), aller Variablen, aus denen das
Teilwort xi - - - Xk /—1 ableitbar ist.

@ Dann gilt x € L(G) & S € V1.




Berechnung der Mengen V) «

Beweis (Schluss)
@ Sei G=(V,%,P,S) eine CNF-Grammatik und sei x € .
@ Dann lassen sich die Mengen
Vik={Ac V|A=" Xk Xpqi-1}
wie folgt bestimmen.
@ Fiir / =1 gehort A zu Vi, falls die Regel A — x existiert,
Vik={AeV|A— x}.
e Fir / > 1 gehort A zu V), falls eine Zahl /' € {1,...,/ — 1} und eine
Regel A — BC ex., so dass B € Vy , und C € V|_p j4p sind,
Vik={AeV |3I'<I3IBe V), 3ICEV)_prr:A— BC}.
@ Jede Menge Vi lasst sich in Zeit O(/|G|) = O(n|G|) bestimmen.

o Da insgesamt n(n+ 1)/2 = O(n?) Mengen V/ x zu bestimmen sind, ist
dies in Zeit O(n3|G|) moglich. O




Der CYK-Algorithmus

Algorithmus CYK(G, x)

1 Input: CNF-Grammatik G = (V,X,P,S) und Wort x = xi--- X,
2 for k:=1 to n do

3 V]_ykZ:{AEV|A—>Xk€P}
4 for /:=2 to n do

5 for k:=1to n—/+1 do
6 V/,k = (Z)

7 for ':=1to /-1 do

8 for all A— BC e P do

9 if Be VI’,k and C € V/—/’,k-H’ then
10 V/,k = V/’k U {A}

11 if S€ V,1 then accept else reject

Der CYK-Algorithmus lasst sich leicht dahingehend modifizieren, dass er
im Fall x € L(G) auch einen Syntaxbaum T von x bestimmt.




Der CYK-Algorithmus

@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln




Der CYK-Algorithmus

Beispiel
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln
P. S—AS AY,BX,(CS,c, S'—BC, X— AS,BX/a,
Y—BS,AY' b, Y' =YY, A—a, B—b, C—c.

X' — XX,




Der CYK-Algorithmus

Beispiel
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln
P. S—AS AY,BX,CS,c, S —BC, X—AS,BX,a, X —XX,
Y—BS,AY' b, Y' =YY, A—a, B—b, C—c.

@ Dann erhalten wir fiir das Wort x = abb folgende Mengen V/ ,:




Der CYK-Algorithmus

Beispiel
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln
P: S—AS AY,BX,CS,c, S'—»BC, X—AS,BX’a, X —XX,
Y—BS,AY' b, Y' =YY, A—a, B—b, C—c.
@ Dann erhalten wir fiir das Wort x = abb folgende Mengen V/ ,:
k: 1 2 3
L2 | b | b |
1 ‘




Der CYK-Algorithmus

@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln
P: S— AS AY,BX,CS,c, S'—BC, AS,BX' a, X' — XX,
Y —BS,AY' b, Y' =YY, , B—b, C—c.
@ Dann erhalten wir fiir das Wort x = abb folgende Mengen V/ ,:
k: 1 2 3
2 | b | b |
k1| {X, A} |
2
3




Der CYK-Algorithmus

Beispiel
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln
P. S—AS AY,BX,CS,c, S —BC, X—AS,BX,a, X —XX,

BS,AY' b, Y'—=YY, A—a, , C—c.
@ Dann erhalten wir fiir das Wort x = abb folgende Mengen V/ ,:
k: 1 2 3
2 | b | b |
E1{X,A} | {V,B} |




Der CYK-Algorithmus

Beispiel
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln
P. S—AS AY,BX,CS,c, S —BC, X—AS,BX,a, X —XX,

BS,AY' b, Y'—=YY, A—a, , C—c.
@ Dann erhalten wir fiir das Wort x = abb folgende Mengen V/ ,:
k: 1 2 3
2 | b | b |

1 [{X, A} [{Y,B} [{V,B}]




Der CYK-Algorithmus

Beispiel
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln
P: AS AY,BX,CS,c, S'—BC, X—AS,BX,a, X —XX,
Y—BS,AY' b, Y' =YY, A—a, B—b, C—c.
@ Dann erhalten wir fiir das Wort x = abb folgende Mengen V/ ,:
k: 1 2 3
L2 | b | b |
1 {X,A}[{Y,B} |{Y,B}|




Der CYK-Algorithmus

Beispiel
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln
P. S—AS AY,BX,CS,c, S —BC, X—AS,BX,a, X —XX,

Y — BS,AY' b, , A—a, B—b, C—ec.
@ Dann erhalten wir fiir das Wort x = abb folgende Mengen V/ ,:
k: 1 2 3
2 | b | b |
1| {X,A} [ {v,B}|{V.B}|

sy | {"}




Der CYK-Algorithmus

Beispiel
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln
P. S—AS AY,BX,CS,c, S —BC, X—AS,BX,a, X —XX,
BS,AY' b, Y'—=YY, A—a, B—b, C—c.

@ Dann erhalten wir fiir das Wort x = abb folgende Mengen V/ ,:

k: 1 2 3
a2 | b | b |
E1{X,A} [ {Y,B}|{Y.B}|
{sp | {7}
3 {v}




Der CYK-Algorithmus

@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln
P. S—AS AY,BX,CS,c, S —BC, X—AS,BX,a, X —XX,
Y—BS,AY' b, Y' =YY, A—a, B—b, C—c.

@ Dann erhalten wir fiir das Wort x = abb folgende Mengen V/ ,:

k: 1 2 3
a2 | b | b |
L1 {X,A} | {Y,B}|{Y.B}|
{sp | {¥}
3] {v}

@ Wegen S ¢ V31 ist x & L(G).




Der CYK-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln

P: S —AS,AY,BX,CS,c, S'—BC, X —AS,BX,a, X —XX,
Y -BS,AY b, Y =YY, A—a B—b C—c




Der CYK-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln

P: S —AS AY,BX,CS,c, S'—BC, X —AS,BX"a, X' —XX,
Y -BS,AY b, Y =YY, A—a B—b C—c

e Dagegen gehort das Wort y = aababb zu L(G):
a a b a b b




Der CYK-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln

P: S — AS" AY,BX,CS,c, S'—BC, AS,BX' 2, X' — XX,
BS,AY' b, Y'=YY, , , C—oec.

e Dagegen gehort das Wort y = aababb zu L(G):

a a b a b b
{X, Ay [ {X, A [ {Y, B} [ {X, A} [ {Y,B} | {V.B}]




Der CYK-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln

P: S — AS"AY,BX,CS,c, S'—BC, X —AS,BX,a, :
Y -BS,AY b, Y =YY, A—a B—b C—c

e Dagegen gehort das Wort y = aababb zu L(G):

a a b a b b
{GA DGAY (Y. BY [ (X, AL [ {Y.B} | {Y.B} |
{X'}




Der CYK-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln

P: AS" AY ,BX,CS,c, S'—BC, X —AS,BX,a, X' —XX,
Y -BS,AY b, Y =YY, A—a B—b C—c

e Dagegen gehort das Wort y = aababb zu L(G):

a a b a b b
{(X, A} | {X, A [ {v,B} [ {X,A} [ {Y,B}|{V.B}]
{x1 | {5}




Der CYK-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln

P: AS" AY,BX,CS,c, S'—BC, X —AS,BX,a, X' —XX,
Y -BS,AY b, Y =YY, A—a B—b C—c

e Dagegen gehort das Wort y = aababb zu L(G):

a a b a b b
{X, A} | {X, A [{Y,B} [ {X,Ay [ {Y,B}|{V.B}]
{x1 | {sy | {5}




Der CYK-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln

P: AS" AY ,BX,CS,c, S'—BC, X —AS,BX,a, X' —XX,
Y -BS,AY b, Y =YY, A—a B—b C—c

e Dagegen gehort das Wort y = aababb zu L(G):

a a b a b b
{(X, A} | {X,A [ {Y,B} [ {X,A} [ {V,B}|{Y.B}]
(X1 | {st | {sy | {5}




Der CYK-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln

P: S —AS AY,BX,CS,c, S'—BC, X —AS,BX"a, X' —XX,
Y — BS,AY’ b, , A—a, B—b, C—ec.

e Dagegen gehort das Wort y = aababb zu L(G):

a a b a b b
{(X, A} | {X,A [{Y,B} [ {X,A} [ {V.B}|{V.B}]
x| (st | {sy | {3 | )




Der CYK-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln

P: S —AS' AY,BX,CS,c, S'—BC,  BX"a, X'— XX,
Y -BS,AY b, Y =YY, A—a B—b C—c

e Dagegen gehort das Wort y = aababb zu L(G):

a a b a b b
{X, A} | {X, A [ {Y,B} [ {X,A} [ {Y,B}|{V.B}]
(X3 | {sy | {sy | {s} | (v}
{X}




Der CYK-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln

P: S —AS' AY,BX,CS,c, S'—BC,  BX"a, X'— XX,
Y -BS,AY b, Y =YY, A—a B—b C—c

e Dagegen gehort das Wort y = aababb zu L(G):

a a b a b b
{X,A} [ {X, A} [{Y.B} [ {X,A} [ {Y.B} [{Y,B}]
(XS | s | (s | YD
{X} | {xX}




Der CYK-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)

@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln
P: S AS.AY.BX,CS,c, S'—BC, X —AS,BX.a, X' —XX,
JAY b, Y'—=YY, A—a, B—b, C—c.
e Dagegen gehort das Wort y = aababb zu L(G):

a a b a b b
{(X, A} | {X, A [ {Y,B} [ {X,A} [ {Y,B}|{V.B}]
(X1 | {st | {sy | {53 | (v}
x| x3 [ {




Der CYK-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln

P: S — AS.AY.BX,CS,c, S'—BC, X —AS,BX.a, X —XX,
BS,AY' b, Y'—=YY, A—a, B—b, C—c

e Dagegen gehort das Wort y = aababb zu L(G):

a a b a b b
{X,A} [ {X, A} [{Y.B} [ {X,A} [ {Y.B} [{Y,B}]
(X {sy | {sH | (s | {3
Xt Xy | Ay | {V}




Der CYK-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln

P: S — AS"AY,BX,CS,c, S'—BC, X —AS,BX,a, :
Y -BS,AY b, Y =YY, A—a B—b C—c

e Dagegen gehort das Wort y = aababb zu L(G):

a a b a b b
(A [ {XAY [ {Y, B} [ {X,A} [ {Y,B}[{Y.B}]
(X3 | {st | {sy | {s} | (v}
xXr 1 9 [ vy | {(n
{X'}




Der CYK-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln

P: AS" AY ,BX,CS,c, S'—BC, X —AS,BX,a, X' —XX,
Y -BS,AY b, Y =YY, A—a B—b C—c

e Dagegen gehort das Wort y = aababb zu L(G):

a a b a b b
{(X, A} | {X, A} [{Y,B} [ {X,A} | {Y,B} | {V.B}]
(X3 | {st | {sy | {s} | (v}
X1 x| 0 | {in
{x1 | {5}




Der CYK-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln

P: S —AS AY,BX,CS,c, S'—BC, X —AS,BX"a, X' —XX,
Y — BS,AY’ b, , A—a, B—b, C—ec.

e Dagegen gehort das Wort y = aababb zu L(G):

a a b a b b
{(X, A} | {X,A} [ {Y,B} [ {X,A} [ {Y.B}|{V.B}]
(X3 | {st | {sy | {s} | (v}
X1 x| 0 | {in
X1 1 {s [ {"}




Der CYK-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln

P: S —AS' AY,BX,CS,c, S'—BC,  BX"a, X'— XX,
Y -BS,AY b, Y =YY, A—a B—b C—c

e Dagegen gehort das Wort y = aababb zu L(G):

a a b a b b
(X, A [{X AL [{Y.B} [ {X,A} [{V.B} |{V.B}]
X3 | {sy | {sy | (s} [ (v}
xXr [ x| {vr | {1
x3 [ {53 | {v}
{X}




Der CYK-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln

P: S — AS.AY.BX,CS,c, S'—BC, X —AS,BX.a, X —XX,
BS,AY' b, Y'—=YY, A—a, B—b, C—c

e Dagegen gehort das Wort y = aababb zu L(G):

a a b a b b
(X, A [ {X, Ay [{Y.B} [ {X,A} [{V.B} |{V.B}]
X3 | {sy | {sy | (s} [ (v}
xXr [ x| {vr | {1
X3 [ {sy | {"}
x} [ {3




Der CYK-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)
@ Betrachte die CNF-Grammatik mit den Regeln

P: AS" AY ,BX,CS,c, S'—BC, X —AS,BX,a, X' —XX,
Y -BS,AY b, Y =YY, A—a B—b C—c

e Dagegen gehort das Wort y = aababb zu L(G):

a a b a b b
{X, A} | {X, A [ {Y,B} [ {X,A} [ {Y,B}|{V.B}]
(X3 | {st | {sy | {s} | (v}
xXr | x| v | ("
X1 1 {sr [ {v}
x| {1
{5}




Ein Maschinenmodell fiir die kontextfreien Sprachen

Frage
Wie lasst sich das Maschinenmodell des DFA erweitern, um die Sprache

L={a"b" | n>0}

und alle anderen kontextfreien Sprachen erkennen zu kénnen?

Antwort
@ Dass ein DFA die Sprache L nicht erkennen kann, liegt an seinem
beschrankten Speichervermdgen, das zwar von L aber nicht von der
Eingabe abhangen darf.
@ Um L erkennen zu kénnen, geniigt bereits ein so genannter
Kellerspeicher (auch Stapel, engl. stack oder pushdown memory).

@ Dieser erlaubt nur den Zugriff auf die héchste belegte Speicheradresse.

4




Der Kellerautomat

Eingabe-
band

Hﬁl .. IEI .. 'HI

/ Lesekopf

Steuer-
einheit

Keller-
speicher

verfligt zusatzlich liber einen Kellerspeicher,

kann auch e-Uberginge machen,

hat Lesezugriff auf das aktuelle Eingabezeichen und auf das oberste
Kellersymbol,

kann das oberste Kellersymbol l6schen (durch eine pop-Operation) und

danach beliebig viele Symbole einkellern (mittels push-Operationen).



Formale Definition des Kellerautomaten

Notation

Fir eine Menge M bezeichne P.(M) die Menge aller endlichen Teilmengen
von M, d.h.

Pe(M) = {AC M| Aist endlich}.

Definition

Ein Kellerautomat (kurz: PDA, engl. pushdown automaton) wird durch ein
6-Tupel M = (Z,%,T,0, qo, #) beschrieben, wobei

Z # () eine endliche Menge von Zustanden,

Y das Eingabealphabet,

I" das Kelleralphabet,

§:Zx (ZU{e}) x I = Pe(Z x T'*) die Uberfiihrungsfunktion,

go € Z der Startzustand und

# €I das Kelleranfangszeichen ist.




Der Kellerautomat

Arbeitsweise eines PDA
@ Wenn p der momentane Zustand, A das oberste Kellerzeichen und
u € ¥ das nachste Eingabezeichen (bzw. u = ¢) ist, so kann M im Fall
(q, By Bk) € 5(p, u, A)
e in den Zustand g wechseln,
o den Lesekopf auf dem Eingabeband um |u| € {0, 1} Positionen
vorriicken und
o das Zeichen A aus- sowie die Zeichenfolge Bj - - - By einkellern
(danach ist B; das oberste Kellerzeichen).

@ Hierfiir sagen wir auch, M fiihrt die Anweisung
puA — qB;y - - - By
aus.

@ Im Fall u = ¢ spricht man auch von einem e-Ubergang.




Formale Definition der Konfiguration eines PDA

@ Eine Konfiguration wird durch ein Tripel
K= (p,xi- - xnA1-+-A)EZ XL xT*

beschrieben und besagt, dass

o p der momentane Zustand,
o Xxj---xp der ungelesene Rest der Eingabe und
o Ap--- A der aktuelle Kellerinhalt ist (A; ist oberstes Symbol).

@ In der Konfiguration K = (p, x; - - - X, A1 - - - A;) kann M eine bel.
Anweisung puA; — gBy -+ - Bk mit u € {g, x;} ausfihren.

Diese liberfiihrt M in die Folgekonfiguration
K'=(q,% - xn, B1-- BkAg--- Aj) mit j =i+ |ul.
Hierfiir schreiben wir auch kurz K = K’.

@ Eine Rechnung von M bei Eingabe x ist eine Folge von Konfigurationen
Ko, K1, Ko ... mit Ky = (qo,X,#) und Ko K1 - Ky - - -

Ko heiBt Startkonfiguration von M bei Eingabe x.




Definition der von einem PDA erkannten Sprache

Notation

Die reflexive, transitive Hille von F bezeichnen wir wie Ublich mit F*.

Definition
Die von M = (Z,%,T, 4, qo, #) akzeptierte oder erkannte Sprache ist
LIM)={xeX*|3qge Z:(qox,#)F" (qg,e,¢)}.

Bemerkung

@ Ein PDA M akzeptiert also genau dann eine Eingabe x, wenn es eine
Rechnung gibt, bei der M
o das gesamte Eingabewort bis zum Ende liest und
o den Keller leert.

@ Man beachte, dass bei leerem Keller kein weiterer Ubergang mehr
moglich ist.




Ein Kellerautomat

@ Sei M = (Za L [y 0 @, #) mit Z = {q’ p}' (5#35 (1) |
> = {a, b}, M= {A7#} und a#)A (2)

0:qgeft — q (1) ga#t — qA(2) gqaA — gAA(3) aA,AA(3) bA,£(5)
qbA — p (4) pbA — p (5) \?%bA,EM)%

@ Dann akzeptiert M die Eingabe x = aabb:
,aabb,#) - (g, abb,A) I (q,bb, AA) I (p,b,A) - (p,e,é).
(g #) b (g )(3) (q )(4) (p )(5) (p,e,€)

-

o Allgemeiner akzeptiert M das Wort x = a"b"” mit folgender Rechnung:
n=0: (q,¢ #) & (q,¢,¢€).
n>1: (q,a"b", = (g,a" tb" A) " (g, b7 A"
> 1 (q #) 5 (@ ) & )
'7 (p’ bn717An71) (E)n_l (p7 67 5)'

(4)
@ Dies zeigt, dass M alle Worter der Form a"b", n > 0, akzeptiert.




Ein Kellerautomat

@ Sei M = (Zaza r,o,q, #) mit Z = {q’ p}' (5#35 (1) |
> = {a, b}, = {A7#} und a#)A (2)
5:qs# —q(1) qa# — A (2) qaA— gAA(3) [2AAA(3) DA (5)

qbA — p (4) pbA —p (5) \?%bAEM)%

|

@ Als nachstes zeigen wir, dass jede von M akzeptierte Eingabe
X =Xx1...Xp € L(M) die Form x = a™b™ haben muss.

Ausgehend von der Startkonfiguration (g, x, #) sind nur die
Anweisungen (1) oder (2) ausfihrbar.

Fiihrt M zuerst Anweisung (1) aus, so wird der Keller geleert.

Daher kann M in diesem Fall nur das leere Wort x = ¢ = a%h°
akzeptieren.

Falls M mit Anweisung (2) beginnt, muss M spater mittels Anweisung
(4) in den Zustand p gelangen, da sonst der Keller nicht geleert wird.




Ein Kellerautomat

@ Sei M = (Za L [y 0 @, #) mit Z = {q’ p}' (5#35 (1) |
> = {a, b}, = {A7#} und a#)A (2)

0:qgeft — q (1) ga#t — qA(2) gqaA — gAA(3) aA,AA(3) bA,£(5)
qbA — p (4) pbA — p (5) \?%bA,EM)%

|

e Falls M mit Anweisung (2) beginnt, muss M spater mittels Anweisung
(4) in den Zustand p gelangen, da sonst der Keller nicht geleert wird.
@ Dies geschieht, sobald M nach Lesen von m > 1 a's das erste b liest:

X - o xm A F (g X1+ Xy AT
(q7X1 Xa#) @) (q7X2 X ) 3) (qX +1 X )

- g aoc n’Amfl
(4) (an +2 X )

mit X1 =xp = -+ = Xy = a und Xpq1 = b.
@ Um den Keller leeren zu kénnen, muss M nun noch genau m—1 b's
lesen, weshalb x auch in diesem Fall die Form a”b™ haben muss. d




Ein Maschinenmodell fur die Klasse CFL

Ziel
Als nachstes wollen wir zeigen, dass PDAs genau die kontextfreien
Sprachen erkennen.

CFL = {L(M) | M ist ein PDA}.




Beweis von CFL C {L(M) | M ist ein PDA}

Idee:

e Konstruiere zu einer kontextfreien Grammatik G = (V, X, P, S) einen
PDA M = ({q},%,I,d,9,S) mit = VUE, so dass folgende
Aquivalenz gilt:

S="x1 %, gdw. (g, x1--xn, S) F" (g,¢,¢).

Hierzu fliigen wir folgende Anweisungen zu § hinzu:

fur jede Regel A —¢ a: qeA — qa,
fur jedes Zeichen a € ¥: qgaa — qe.

M versucht also, eine Linksableitung fiir die Eingabe x zu finden.

Da M hierbei den Syntaxbaum von oben nach unten aufbaut, wird M
als Top-Down Parser bezeichnet.

Dann gilt S élL X1 xp gdw. (g,x1---xp, S) FH7 (q,¢,¢).
Daher folgt

x€L(G) & S=ix & (g,x,5)F (q,6,6) & xe€L(M).

y




Beweis von CFL C {L(M) | M ist ein PDA}

Beispiel
@ Betrachte die Grammatik G = ({S}, {a, b}, P, S) mit den Regeln

P:S— aShs (1), S—a (2).
@ Der zugehorige PDA besitzt dann die Anweisungen
d:qaa — qe (0) gbb — qe (0)
qeS — qaSbS (1) qgeS — qa (2)

@ Der Linksableitung S = aSbS = aabS = aaba in G entspricht dann
1) ) )
die Rechnung

(g, aaba, 5)( )(q, aaba, aSbS) I— (g, aba, SbS)( )(q, aba, ab$)

(F) (g, ba, bS)( )(q,a 5)( )(q,a,a) - (qg,¢¢)

von M und umgekehrt.




Beweis von {L(M) | M ist ein PDA} C CFL

Idee:

@ Konstruiere zu einem PDA M = (Z,%,T,0, qo, #) eine kontextfreie
Grammatik G = (V, X, P, S) mit Variablen Xy, A€ T, p,p' € Z, so
dass folgende Aquivalenz gilt:

(p,x,A) F* (p',e,¢) gdw. Xpap = x.
@ Ein Wort x soll also genau dann in G aus X, ableitbar sein, wenn M

ausgehend vom Zustand p bei Lesen von x in den Zustand p’ gelangen
kann und dabei das Zeichen A aus dem Keller entfernt.

@ Hierzu fiigen wir fiir jede Anweisung puA — poA1--- A, k >0, die
folgenden || Z||* Regeln zu P hinzu:

Fiir jede Zustandsfolge p1, ..., pk: Xpap,— UXpyAipr == Xpp_ 1 Acpr-

e Um damit alle Worter x € L(M) aus S ableiten zu kénnen, bendtigen
wir jetzt nur noch die Regeln

S— qu#p’v p/ e’/




Beweis von {L(M) | M ist ein PDA} C CFL

Beispiel
@ Betrachte den PDA M = ({p, q},{a, b}, {A, #}, 9, p, #) mit den
Anweisungen

0 :pe#—qe (1) pa# — pA (2) paA— pAA (3)
pbA — qe (4) gbA — qe (5)

@ Dann erhalten wir die Grammatik G = (V, X, P, S) mit der
Variablenmenge

v={s, Xp#m Xp#cn Xq#pv Xq#qv XpApa XpAcn Xqu’ Xqu}-
@ Die Regelmenge P enthélt neben den beiden Startregeln
S = Xop, Xp#q (0,07)

die folgenden Produktionen:




Beweis von {L(M) | M ist ein PDA} C CFL

@ P enthalt neben den beiden Startregeln S— X5, Xpq (0,0")
die folgenden Produktionen:

Anweisung k p1,...,Pk zugehorige Regeln

pe# —qe (1) O - Xpgpq—€ (19
pa#t — pA (2) 1 Xp# —>aXpA (2/)
Xp# —>aXpA (2”)

paA — pAA (3) 2 P Xpap—aXpa, Xoap (3)
,q Xpag— aXpapXong (3")

) P Xpap = aXpaoXoap (3")
,q XpAq—>aXpA X Aq ( )

pbA — qe (4) O = Xpaqg—b (4)
gbA —qge  (5) 0 - Xgaq— b (5)




Beweis von {L(M) | M ist ein PDA} C CFL

Beispiel (Schluss)

@ Die Anweisungen

0:pe#—qe (1) pa# — pA (2) paA— pAA (3)
pbA —qe (4)  gbA—qe (5)
von M fiihren also auf die folgenden Regeln von G:

S%Xp#p,Xp#q (0,0/)
Xp#p = aXpAp (2,)
Xpap— aXpapXpap  (3')
Xpap— aXpagXqap (3")
XpAq —b (4/)

@ Der akzeptierenden Rechnung

Xp#q — & (1/)
Xp#q = aXpAq (2”)
Xpaqg— aXpapXpaq (3")
Xpaqg— aXpaqXqaq (3")
Xqu —b (5/)

,aabb, F (p, abb, F (p, bb, AA) F (q, b, F (g,e,e
( ) b5 (P abb,A) 1 ( )b @A) | (@.0)

von M entspricht dann in G die Linksableitung

S=X = aXpag =
() ——(2")

—_ (3////)

aaX,nqXq (?) aabXy,, = aabb.

(5)

<




Beweis von {L(M) | M ist ein PDA} C CFL

e Firr einen PDA M = (Z,%,T,6, qo, #) sei G die Grammatik
(V,L,P,S) mit V={S}U{X,aq | p,g € Z,Ac T}, wobei P neben
den Regeln S — Xgoup, p' € Z, fiir jede Anweisung

puA — pgAi--- Ak, k>0

von M und jede Zustandsfolge p1, ..., px die folgende Regel enthalt:
Xoap, — UXpoAipr " Xor_1Acpr-

@ Dann lasst sich mit Hilfe der Aquivalenz

(p, x, A) F* (P, ,€) gdw. Xpay =" x,

deren Beweis wir spater nachholen, leicht die Korrektheit von G zeigen:
xeL(M) & (qo,x,#)F"(p,¢,¢) fireinp € Z

& S= Xgup =" xfireinp €Z

& x € L(G).




Beweis von (p, x, A) F* (p', €, ¢) gdw. Xpay =7 x

@ Es bleibt zu zeigen, dass fiir alle p,p’ € Z, A€ T und x € £* folgende
Aquivalenz gilt:

(p,x, A) " (p',e,€) gdw. Xpapy =" x. (%)
@ Hierzu zeigen wir durch Induktion iiber m folgende starkere
Behauptung:
(p,x,A)E™ (p',e,e) gdw. Xpapy =7 x. (%)

Beweis von () durch Induktion Gber m:

m = 0: Da weder (p, x, A) F0 (p/,&,€) noch X,y =0 x gelten,
ist die Aquivalenz (xx) fiir m = 0 erfiillt.




Beweis von (p, x, A) F™ (p', ¢,¢) gdw. Xpay = x

m~>m + 1: Wir zeigen zuerst die Implikation von links nach rechts.
@ Sei eine Rechnung der Lange m + 1 gegeben:

(p,x,A) = (po, X', A1 -+ Ak) F™ (P, €, €).

@ Sei puA — ppA1--- Ak, k >0, die im ersten
Rechenschritt ausgefiihrte Anweisung (d.h. x = ux’).

o Firi=1,..., k sei pj der Zustand, in den M mit
Kellerinhalt A;11 --- Ak gelangt (d.h. px = p').

@ Dann enthalt P die Regel X,ap, — uXpa10 ** Xor 1 Acprc-

@ Zudem sei u; fir i =1,..., k das Teilwort von x’, das M
zwischen den Besuchen von p;_1 und p; liest.

@ Dann ex. Zahlen m; > 1 mit my +---+ my = m und

(pis Uit1, Aiv1) ™ (pit1,€,¢€) fiir i =0,... k-1
@ Nach IV gibt es daher Ableitungen

X

M g B
piAisipis = Uiy, $=0,..., k=1




Beweis von (p, x, A) F™ (p', ¢,¢) gdw. Xpay = x

Induktionsschritt fiir die Implikation von links nach rechts

@ Nach IV gibt es daher Ableitungen
XpiAir1pis1 =My, i=0,..., k=1,
die wir zu der gesuchten Ableitung zusammensetzen kénnen:

XPAPk = UXP0A1P1 T ka—zAk—1Pk—1XPk—1AkPk
ma e
= uulXP1A2P2 XPk—ZAkflpk—IXPkflAkPk

=Ty - U1 Xp Aepr
=l uup - U = X.




Beweis von (p, x, A) F™ (p', ¢,¢) gdw. Xpay = x

Induktionsschritt fiir die Implikation von rechts nach links

o Gelte nun umgekehrt X4,y =™ x und sei o die im ersten Schritt
abgeleitete Satzform, d.h. X,apy = a =" x.

e Wegen X,a, — ¢ « gibt es eine Anweisung puA — poA; -+ Ag, k >0,
und Zustande p1,...,px € Z mit

. /-
a = uXpAip  Xpy_1Acpr> Wobei p = p’ist.

@ Wegen a = x ex. eine Zerlegung x = uuy - - - ux und Zahlen m; > 1
mit m; +---+ mg = m und

XpiAi+1Pi+1 =" Uit1 (i =0,...,k— 1)'
@ Nach IV gibt es somit Rechnungen
(pi7 Uj+1, Ai-‘rl) l_mi+l (pH—la £, 5)7 = 07 ey k —1.




Beweis von (p, x, A) F™ (p', ¢,¢) gdw. Xpay = x

Induktionsschritt fiir die Implikation von rechts nach links

@ Nach IV gibt es somit Rechnungen
(pi, Uis1, Air1) F™* (pig1,6,€), i=0,..., k—1,

aus denen sich die gesuchte Rechnung der Lange m+ 1
zusammensetzen |sst:
(pyuuy -+~ uk, A) = (po, u1 -+~ uk, A+ Ag)
'—ml (p17u2uk7A2Ak)

=, (pk—la Uy, Ak)
Emk (pk, €, €).




Deterministische Kellerautomaten

Von besonderem Interesse sind kontextfreie Sprachen, die von einem
deterministischen Kellerautomaten erkannt werden.

Definition
@ Ein Kellerautomat heiBt deterministisch, falls - eine rechtseindeutige
Relation ist:

KEFEKi N KEFEK = K1 =K.

e Aquivalent hierzu ist, dass die Uberfithrungsfunktion § fiir alle
(g,a,A) € Z x £ x I folgende Bedingung erfiillt (siehe Ubungen):

16(q; a, A)l[ + [16(a, &, A < 1.




Deterministische Kellerautomaten

Beispiel
@ Betrachte den PDA M = ({qo, g1, 92}, {3, b, c}, {A, B, #}, 0, go, #) mit
0 qoa#t — qoA#  qob# — qoB#  qoaA — qAA  qobA — qoBA
goaB — qoAB qobB — qoBB gocA — g1 A gocB — ¢1 B
q1aA = q1 q1bB — q1 QeH# — q2
Darstellung von § in Tabellenform

5| qo.# qo,A qo0.B | q.# qi,A q1.B | @2, # q@2.A @, B

_ — — o — _ — _ —

QA# QAA @AB | — ¢ — - = =
@B# qBA BB | - - @ | - - -
- @A @B = = = = ==

0O T v O

@ Man beachte, dass jedes Tabellenfeld hochstens eine Anweisung enthalt und
jede Spalte mit einem e-Ubergang keine weiteren Anweisungen enthilt.

@ Daher ist die Bedingung ||d(q, a, A)|| + ||6(g,e,A)|| < 1firallege Z, ac X
und A €T erfiillt. N

V.




Deterministische Kellerautomaten

Frage

@ Konnen deterministische Kellerautomaten zumindest alle regularen
Sprachen durch Leeren des Kellers akzeptieren?

e Kann z.B. die Sprache L = {a, aa} von einem deterministischen
Kellerautomaten M durch Leeren des Kellers akzeptiert werden?

Antwort: Nein

@ Um x = a zu akzeptieren, muss M den Keller nach Lesen von a leeren
und kann somit keine anderen Worter mit dem Prafix a akzeptieren.

@ Deterministische Kellerautomaten kénnen also durch Leeren des Kellers

nur prafixfreie Sprachen L akzeptieren (d.h. kein Wort x € L ist Prafix
eines anderen Wortes in L).

Lésung des Problems

Wir vereinbaren, dass deterministische Kellerautomaten ihre Eingabe durch
Erreichen eines Endzustands akzeptieren diirfen.




Deterministische Kellerautomaten

Definition

o Ein Kellerautomat mit Endzustanden wird durch ein 7-Tupel
M= (Z,%,T,0,qo,#, E) beschrieben.

Dabei sind die Komponenten Z, %, T, 0, qg, # wie bei einem PDA.

Zusatzlich ist E C Z eine Menge von Endzustanden.

Die von M akzeptierte oder erkannte Sprache ist
L(M) = {x € T* | 3p € ETa € I (qo,x, %) F* (p,, a)}.

M ist ein det. Kellerautomat mit Endzustinden (kurz: DPDA), falls M
fur alle (g,a,A) € Z x ¥ x I zusatzlich folgende Bedingung erfiillt:

16(q, a, A)ll + 16(q, &, A)|| < 1.
Weiter sei

DCFL = {L(M)| M ist ein DPDA}

(deterministic context free languages).




Charakterisierung von DCFL mittels Grammatiken

@ Die Klasse DCFL lasst sich auch mit Hilfe von speziellen kontextfreien
Grammatiken charakterisieren, den so genannten LR(k)-Grammatiken.

@ Der erste Buchstabe L steht fiir die Leserichtung bei der Syntaxanalyse,
d.h. das Eingabewort x wird von links (nach rechts) gelesen.

@ Der zweite Buchstabe R bedeutet, dass bei der Syntaxanalyse eine
Rechtsableitung entsteht.

@ SchlieBlich gibt der Parameter k an, wieviele Zeichen man in der
Eingabe vorauslesen muss, damit die nidchste anzuwendende Regel
eindeutig feststeht (k wird auch als Lookahead bezeichnet).

@ Durch LR(0)-Grammatiken lassen sich nur die prafixfreien Sprachen in
DCFL erzeugen.

e Dagegen erzeugen die LR(k)-Grammatiken firr jedes k > 1 genau die
Sprachen in DCFL.

@ Daneben gibt es noch LL(k)-Grammatiken, die fiir wachsendes k immer
mehr deterministisch kontextfreie Sprachen erzeugen.



Abschlusseigenschaften von DCFL

Frage
Ist DCFL unter Komplementbildung abgeschlossen?

Antwort

Ja. Allerdings ergeben sich beim Versuch, einfach die End- und Nicht-

endzustande eines DPDA M zu vertauschen, um einen DPDA M fiir L(M)
zu erhalten, folgende Schwierigkeiten:

© Falls M eine Eingabe x nicht zu Ende liest, wird x weder von M noch
von M akzeptiert.

@ Falls M nach dem Lesen von x noch e-Uberginge ausfiihrt und dabei
End- und Nichtendzustinde besucht, wird x von M und von M
akzeptiert.




DPDAs, die ihre Eingabe zu Ende lesen

Der néachste Satz zeigt, wie sich Problem 1 beheben Iasst. J

Jede Sprache L € DCFL wird von einem DPDA M’ erkannt, der alle
Eingaben zu Ende liest.

Beweis.

Sei M = (Z,%,T,0,qo,#, E) ein DPDA mit L(M) = L.

Falls M eine Eingabe x = xy - - - x,, nicht zu Ende liest, muss einer der
folgenden drei Griinde vorliegen:

@ M gerit in eine Konfiguration (g, x; - - - xp, €), i < n, mit leerem Keller.

@ M gerit in eine Konfiguration (g, x; - - - xp, AY), i < n, in der wegen
5(q, xi, A) = (g, e, A) = 0 keine Anweisung ausfiihrbar ist.

© M gerat in eine Konfiguration (g, x; - - - X, AY), i < n, so dass M aus-
gehend von (q, ¢, A) eine unendliche Folge von e-Anweisungen ausfiihrt.




DPDAs, die ihre Eingabe zu Ende lesen

Beweis (Fortsetzung)

@ Die erste Ursache schlieBen wir aus, indem wir ein neues Zeichen [(J
auf dem Kellerboden platzieren:

(a) se# — qo#[] (dabei sei s ein neuer Startzustand).

@ Die zweite Ursache schlieBen wir durch Hinzunahme eines
Fehlerzustands f sowie folgender Anweisungen aus:

(b) gaA — fA, fur alle (g,a,A) € Z x X x T’ mit A = O oder
5(q,a,A) =6(q,e,A) = 0 (hierbei ist " = T U{}),

(c) fir alleae X und AT




DPDAs, die ihre Eingabe zu Ende lesen

Beweis (Fortsetzung)

@ Als nachstes verhindern wir die Ausfiihrung einer unendlichen Folge von
e-Ubergingen.
Dabei unterscheiden wir die beiden Falle, ob M hierbei auch Endzustiande
besucht oder nicht.
(d) gesA— fA, firalle g € Z und A €T, so dass M ausgehend von der
Konfiguration (g, e, A) unendlich viele e-Uberginge aus-
fihrt ohne dabei einen Endzustand zu besuchen.

Falls ja, sehen wir einen Umweg (iber den neuen Endzustand e vor.

() geA—eA firalleqge Zund A €T, sodass M ausgehend von der
ecA — fA,  Konfiguration (g,&,A) unendlich viele e-Ubergange aus-
fihrt und dabei auch Endzustiande besucht.

@ SchlieBlich tibernehmen wir von M noch

(f) alle Anweisungen aus ¢, soweit sie nicht durch Anweisungen vom Typ
(d) oder (e) tiberschrieben wurden.




DPDAs, die ihre Eingabe zu Ende lesen

Beweis (Schluss)

Um dies zu verhindern, transformieren wir M = (Z, X, T, 0, go, #, E) in den DPDA
M =(ZU{s, e f}, X, s # EU{e}) mit ['=TU{O},

wobei ¢’ folgende Anweisungen enthalt:

(a) se# — qo#0,

(b) qaA — fA,

(d) geA — fA,

(e) geA — €A
ecA — fA,

fur alle (g,a,A) € Z x X x " mit A = [ oder 6(q,a,A) =
6(q.¢,A) =10,
furalleac X und Acl”,

fur alle g € Z und A €T, so dass ausgehend von der Konfigu-
ration (g, €, A) unendlich viele e-Ubergange ausgefiihrt werden,
ohne dass dabei ein Endzustand besucht wird.

fur alle g € Z und A € T, so dass ausgehend von der Konfi-
guration (g, e, A) unendlich viele e-Ubergénge ausgefiihrt und
dabei auch Endzustande besucht werden,

(f) alle Anweisungen aus §, soweit sie nicht durch Anweisungen vom Typ (c)
oder (e) tberschrieben wurden. O




DPDAs, die ihre Eingabe zu Ende lesen

Beispiel

Wenden wir diese Konstruktion auf den DPDA

M = ({q07 qi, q2}a {a7 ba C}a {Aa B7 #}a 67 qo, #a {QZ})

mit der Uberfiihrungsfunktion

d ‘ q07# quA CIO7B ‘ C71,# CI1>A Q17B ‘ q2a# CI27A q2aB

e
QA# qQAA qQAB | —
qoB# qoBA qoBB | —

- @A @B -

O T v O

a1

q1

lopSia

an, so erhalten wir den DPDA

M = ({q07 q1,Q2,S, €, f}v {87 b, C}v {A, B, #, D},élvsa #, {Q2, e})

mit folgender Uberfiihrungsfunktion §':




DPDAs, die ihre Eingabe zu Ende lesen

Beispiel (Schluss)

o' ‘ qu# qO,A quB qO,D‘qla# qlvA qlaB q17|:| ‘ q27# Q2,A anB anD

el - - - —Je - - —|e - - -
a | qA# AA@AB fO| — ¢ B fO - fA B fO
b |qoB# qBA q@BB fJ| — A q O - fA B fO
c | f# qA @B fO| — A B O - fA B fO

Typ| (F.b) (f) () (b) | (f) (£.b)(F.b) (b) | (e) (b) (b) (b)

| s,# s,A s,B s,0|f,# f,A f,B 0| e,# e, A B ¢
o#d - - - |- - - - |f# - - -

0O T v O™

Typ| (a) | (e)




Komplementabschluss von DCFL

Die Klasse DCFL ist unter Komplement abgeschlossen.

Beweis

@ Sei M =(Z,%,T,0,qo,#, E) ein DPDA, der alle Eingaben zu Ende
liest, und sei L(M) = L.

@ Wir konstruieren einen DPDA M fiir L, der M simuliert.

@ Dabei merkt sich M in seinem Zustand (g, i) neben dem aktuellen
Zustand g von M in der Komponente i, ob M nach Lesen des letzten
Zeichens (bzw. seit Rechnungsbeginn) einen Endzustand besucht hat
(i = 2) oder nicht (i = 1).

@ Méchte M das nichste Zeichen lesen und befindet sich M im Zustand
(g,1), so macht M noch einen Umweg iiber den Endzustand (g, 3).




Komplementabschluss von DCFL

Beweis (Schluss)
@ Konkret sei M = (Zx{1,2,3},%,T, 0", s, #,Zx{3}) mit

S_{(q071)7 quEa

(90,2), sonst,

wobei ¢ fiir jede Anweisung geA —p py die Anweisungen
(9,1)eA = (p,1)y, fallsp¢E,
(g,1)eA — (p,2)y, falls pe E und
(9,2)eA— (p,2)7,

sowie fiir jede Anweisung gqaA — s py folgende Anweisungen enthilt:
(g,1)eA = (q,3)A,
(g,2)aA — (p,1)y, fallsp ¢ E,

(q,2)aA — (p,2)y, fallsp € E,

(g,3)aA — (p,1)y, fallsp ¢ E und

(q,3)aA — (p,2)y, fallsp e E.

Man beachte, dass M in einem Endzustand keine e-Uberginge macht.




Komplementabschluss von DCFL

Beispiel

@ Angenommen, ein DPDA M = (Z, X, T, 4, qo, #, E) fuhrt bei Eingabe x = a
folgende Rechnung aus:

(qo,a,#) F (q1,6,71) F (g2,€,72)-
@ Dann wiirde M im Fall E = {qo, g2} (d.h. x € L(M)) die Rechnung
((90,2), a,#) = ((a1,1),6,m1) F ((92,2),,72)
ausfiihren und das Wort a verwerfen, da (g1,1), (g2,2) & Zx {3} sind.
@ Im Fall E = {qo} (d-h. x € L(M)) wiirde M dagegen die Rechnung

((q07 2)7 a, #) t ((q17 1)7‘5’71) F ((Q2, 1)75772) = ((Q27 3)357’)/2)
ausfithren und das Wort a akzeptieren, da (q2,3) € Zx {3} ist.




Komplementabschluss von DCFL

Definition

Fiir eine Sprachklasse C bezeichne co-C die Klasse {L | L € C} aller
Komplemente von Sprachen in C.

Korollar

@ REG = co-REG,

e DCFL = co-DCFL,
o CFL # co-CFL.

| \




Weitere Abschlusseigenschaften von DCFL

Die Klasse DCFL ist nicht abgeschlossen unter Durchschnitt, Vereinigung,
Produkt und Sternhiille.

Beweis von L, L, € DCFL 4 L3 N L, € DCFL
@ Die beiden Sprachen
L ={a"b"™c™ | n,m>0} und Ly ={a"b"c™ | n,m >0}
sind sogar deterministisch kontextfrei (siehe Ubungen).

e Da L;NLy={a"b"c" | n> 0} nicht kontextfrei ist, liegt der Schnitt
dieser Sprachen natiirlich auch nicht in DCFL.




Beweis von L3, L, € DCFL %4 L; U L, € DCFL

@ Da DCFL unter Komplementbildung abgeschlossen ist, kann DCFL
wegen de Morgan dann auch nicht unter Vereinigung abgeschlossen
sein.

@ Beispielsweise sind folgende Sprachen deterministisch kontextfrei:
Lz ={a'b/ck | i# )} und Ly = {a'bick | j # k}.
@ lhre Vereinigung gehort aber nicht zu DCFL, d.h.
L3U Ly = {a'bick | i+ oder j# k} € CFL\ DCFL.
@ DCFL ist ndmlich unter Schnitt mit regularen Sprachen abgeschlossen
(siehe Ubungen).
@ Daher ware mit L3 U L4 auch die Sprache
(LsULy)nL(a*b*c*) ={a"b"c" | n > 0}

(deterministisch) kontextfrei.




Beweis von Ly, L, € DCFL % L;L, € DCFL

@ Betrachte die DCFL Sprachen

Lo = {0}, Ly ={a'bick |i+#j} und Ly = {a'bick | j # k}.
o Wir wissen bereits, dass L3 U Ly ¢ DCFL ist.
@ Dann ist aber auch die Sprache

Ls = Lo(Ls U Ly) = {0a'bIick|i # j Vv j # k} ¢ DCFL,

da sich ein DPDA M = (Z,%.1,0, qo, #. E) fur Ls leicht zu einem
DPDA fiir L3 U L4 umbauen lieBe:

o Sei (p,e,7) die Konfiguration, die M nach Lesen der Eingabe 0
erreicht.

o Dann erkennt der DPDA M’ = (Z U {s},%,[,0",s,#, E) die
Sprache L3 U L4, wobei &’ wie folgt definiert ist:

(g uA) = (p,7), (q,u,A) = (s,&, %),
Y 5(q,u,A), (q,u,A) e Zx(ZU{e})xT.




Beweis von Li, L, € DCFL # L;L, € DCFL

@ Betrachte die DCFL Sprachen
Lo={0}, Ls3={a'b/c¥ | i#j} und Ly ={a'b/c" | +# k}.
@ Es ist leicht zu sehen, dass auch die beiden Sprachen L und
L = LolL3 U Ly in DCFL sind (siehe Ubungen).
@ |hr Produkt LjL gehort aber nicht zu DCFL.

@ Da DCFL unter Schnitt mit reguldren Sprachen abgeschlossen ist, ware
andernfalls auch die Sprache

L5l Lol(a*b*c*) = {0a'b/ck|i#jVj+# k} = Lo(Ls U Lg) = Ls

in DCFL, was wir bereits ausgeschlossen haben.

Bemerkung

Dass DCFL auch nicht unter Sternhiillenbildung abgeschlossen ist, lasst
sich ganz ahnlich zeigen (siehe Ubungen).




Abschlusseigenschaften

Abschlusseigenschaften der Klassen REG, DCFL und CFL

Vereinigung Schnitt Komplement Produkt Sternhiille

REG ja ja ja Jja ja
DCFL nein nein ja nein nein
CFL ja nein nein Jja ja




Die Chomsky-Hierarchie

Definition
Sei G =(V,X%,P,S) eine Grammatik.
@ G heiBt vom Typ 3 oder regulér, falls fir alle Regeln u — v gilt:
ueVundveXVUXuU{e}
(d.h. alle Regeln haben die Form A — aB, A — a oder A — ¢)
@ G heiBt vom Typ 2 oder kontextfrei, falls fiir alle Regeln u — v gilt:
ue V. (d.h. alle Regeln haben die Form A — «)
© G heiBt vom Typ 1 oder kontextsensitiv, falls fiir alle Regeln v — v gilt:
lv| > |ul. (mit Ausnahme der e-Sonderregel, s. unten)

Q@ Jede Grammatik ist automatisch vom Typ 0.

Die e-Sonderregel

In einer kontextsensitiven Grammatik ist auch die Regel S — ¢ zulassig.
Aber nur, wenn das Startsymbol S nur links vorkommt.




CFL ist echt in CSL enthalten

Bemerkung

@ Wie wir gesehen haben, ist CFL in CSL enthalten.

@ Zudem ist folgende Sprache nicht kontextfrei:
L={a"b"c" | n>1}.

@ L kann jedoch von einer kontextsensitiven Grammatik erzeugt werden.
@ Dabher ist CFL echt in CSL enthalten.




Eine kontextsensitive Grammatik fir {a"b"c" | n > 1}

Beispiel
@ Betrachte die Grammatik G = (V, X, P,S) mit V = {S§, B, C},
Y ={a, b,c} und den Regeln

P: S—aSBC,aBC (1,2) CB—BC (3) aB—ab (4)
bB — bb (5) C—c (6)
@ In G l3sst sich beispielsweise das Wort w = aabbcc ableiten:
S = aSBC = aaBCBC = aaBBCC
(1) (2) (3)
= aabBCC = aabbCC = aabbcC = aabbcc
4) (5) (6) (6)
o Allgemein gilt fiir alle n > 1:
S =1 n-15(BC)™t = a7(BC)" =(8) anprcn
(1) (2) (3)

= =l S e = e
4) (5) (6)

e Also gilt a"b"c" € L(G) fir alle n > 1.




Eine kontextsensitive Grammatik fir {a"b"c" | n > 1}

Beispiel (Schluss)
@ Betrachte die kontextsensitive Grammatik G = (V, X, P, S) mit
V ={§,B,C}, X ={a, b,c} und den Regeln
P: S—aSBC,aBC (1,2) CB—BC (3) aB—ab (4)
bB — bb (5) C—c (6)
@ Umgekehrt folgt durch Induktion (iber die Ableitungsldnge, dass jede
Satzform u mit S =* u die folgenden Bedingungen erfiillt:

o #a(u) = #p(u) + #5(u) = #c(u) + #c(v),

o links von S kommen nur a's vor,

o links von einem a kommen ebenfalls nur a's vor,

o links von einem b kommen nur a's oder b's vor.

@ Daraus ergibt sich, dass in G nur Worter w € £* der Form w = a"b"c"
ableitbar sind, d.h. L(G) = {a"b"c" | n > 1} € CSL. q




Die Turingmaschine

Arbeitsband
mit Eingabe s

O]l XUl

Schreib-
Lese-Kopf

Steuer-
einheit

@ Um ein geeignetes Maschinenmodell fiir die kontextsensitiven Sprachen
zu finden, fihren wir zunachst das Rechenmodell der nichtdeterminis-
tischen Turingmaschine (NTM) ein.

@ Eine NTM erhélt ihre Eingabe auf einem nach links und rechts
unbegrenzten Band.

@ Wahrend ihrer Rechnung kann sie den Schreib-Lese-Kopf auf dem Band
in beide Richtungen bewegen und dabei die besuchten Bandfelder lesen
sowie die gelesenen Zeichen gegebenenfalls liberschreiben.




Das Rechenmodell der Turingmaschine

Definition
@ Sei k > 1. Eine nichtdeterministische k-Band-Turingmaschine (k-NTM

oder einfach NTM) wird durch ein 6-Tupel M = (Z,%,T, 6, qo, E) be-
schrieben, wobei

o Z eine endliche Menge von Zustanden,

o ¥ das Eingabealphabet (mit L ¢ X¥),

o [ das Arbeitsalphabet (mit X U {L} C T),

0 0: Zx Tk = P(ZxTkx{L R, NY¥) die Uberfithrungsfunktion,
go der Startzustand und

o E C Z die Menge der Endzustande ist.

@ Eine k-NTM M heiBt deterministisch (kurz: M ist eine k-DTM oder
einfach DTM), falls fiir alle (g, a1, ... ax) € Z x ['* gilt:

||5(q7 al, ... ak)” < 1.

(]




Das Rechenmodell der Turingmaschine

e Fir (q,bi1,...,bk,D1,...,Dx) € §(p, a1, ... ax) schreiben wir auch
(p,a1,---,ak) = (q,b1,. .., bx, D1,..., D).
@ Eine solche Anweisung ist ausfiihrbar, falls
o p der aktuelle Zustand von M ist und
o sich fiir i =1,..., k der Lesekopf des i-ten Bandes auf einem mit a;
beschrifteten Feld befindet.
@ lhre Ausfiihrung bewirkt, dass M
o vom Zustand p in den Zustand g (ibergeht,
o auf Band i/ das Symbol a; durch b; ersetzt und

o den Kopf gemaB D; bewegt (L: ein Feld nach links, R: ein Feld nach
rechts, N: keine Bewegung).




Das Rechenmodell der Turingmaschine

Definition
e Eine Konfiguration ist ein (3k + 1)-Tupel
K=1(q,u1,a1,vi,...,ug,ak,vk) € Z x (I x T x F*)k
und besagt, dass
o g der momentane Zustand ist und
o das i-te Band mit ... U w;a;v; U ... beschriftet ist, wobei sich der

Kopf auf dem Zeichen a; befindet.

@ Im Fall k =1 schreiben wir fiir eine Konfiguration (g, u, a, v) auch kurz
uqav.




Das Rechenmodell der Turingmaschine

Definition

Seien K=(p, u1, a1, V1, ..., Uk, ak, vk) und K'=(q, uj, ay, vq,. .., ug, a,, vy)
Konfigurationen. K’ heiBt Folgekonfiguration von K (kurz K F K), falls
eine Anweisung (p, a1, ..., ax) — (q, b1, ..., bk, D1, ..., Dy) existiert, so

dass fir i=1,..., k gilt:

im Fall D; = N: | D; = R: | D; = L:
K: uj {ajl| vi K: uj | a; Vi K: uj aj| Vi
/. M /. _/ / /. / _/
K’ uj b,' Vi K’ uj b,' a;| v; K’ u; |a; b,' Vi
ul = uj, u; = ujb; und Sl — uj, Uuj #e,
i
/I .
a; = bj und = Vi i + g, U, sonst
o Vi =
Vi = V. LI, sonst. und VI{ = b;v;.




Das Rechenmodell der Turingmaschine

Definition
@ Die Startkonfiguration von M bei Eingabe x = x3 -+ x, € L* ist

x =

K. — (q07€7X17X2‘"Xn7€7u7€7”'7€7|—|7€)7 X7é€7
(q0,¢,U,¢,...,&,U,¢), X = €.

@ Eine Rechnung von M bei Eingabe x ist eine (endliche oder unendliche)
Folge von Konfigurationen Ky, K1, K> ... mit Ky = Kx und
KoFKiFKy---.

@ Die von M akzeptierte oder erkannte Sprache ist

LM)={xeX*|IK € Ex (I xT xM)k: K -* K}.

e Ein Wort x wird also genau dann von M akzeptiert (kurz: M(x)
akzeptiert), wenn es eine Rechnung von M bei Eingabe x gibt, bei der
ein Endzustand erreicht wird.




Das Rechenmodell der Turingmaschine

Beispiel

Betrachte die 1-DTM M = (Z,%,T, 6, qo, E) mit Z ={qo,..-qa},
Y ={a,b}, T =X U{A, B,U}, E={qs} und den Anweisungen

d: goa — g1AR

q1a —qi1aR
q1B— q1BR
q1b — quL

g2a — qeal
qu — quL
G2A — AR

qoB—> q3BR
3B — q3BR

(
(2
(3
(
(5
(

(7
(8
(9

1)
)
)

4)

)
6)

)
)
)
0

Anfang der Schleife: Ersetze das erste a durch A

Bewege den Kopf nach rechts bis zum ersten b
und ersetze dies durch ein B (falls kein b mehr
vorhanden ist, dann halte ohne zu akzeptieren).

Bewege den Kopf nach links bis ein A kommt,
gehe ein Feld nach rechts zuriick und wiederhole
die Schleife.

Falls kein a am Anfang der Schleife, dann teste,
ob noch ein b vorhanden ist. Wenn ja, dann halte

g3l — g4LUN (10) ohne zu akzeptieren. Andernfalls akzeptiere.




Das Rechenmodell der Turingmaschine

Beispiel (Fortsetzung)

d: goa—qiAR (1) qra—qiaR (2) qiB—q1BR (3)
qib—qBL  (4) qa—qal (5) qB—qBL (6)
@A—=qAR (7) qoB—q3BR (8) g3B—qzBR (9)
gsLl—qaUN (10)

@ Dann akzeptiert M die Eingabe aabb wie folgt:
aabb - Agiabb = Aagqibb + Ag,aBb = qgxAaBb
03358 iy 9 @ @ T )

- AgoaBb |+ AAqiBb - AABgib - AAq.BB
7 doad (1) a1 (3) a1 (@) 92

- AgABB | AAqyBB - AABgsB - AABBgsL!
(6) qz ) do (8) as 9) as
k- AABBq,L

@ Ahnlich l3sst sich fiir ein beliebiges n > 1 zeigen, dass a"b" € L(M) ist.




Das Rechenmodell der Turingmaschine

Beispiel (Schluss)

0: gpa—q1AR (1) qra—qaR (2) g1B—qiBR (3)
gib—qBL (4) qoa—qoal (5) qB—q2BL (6)
@A—qAR (7) qoB—qBR (8) ¢3B—q3BR (9)
gsLl—qsLUN (10)

@ Andererseits fiihrt die Eingabe abb auf die Rechnung
bb = Agqibb F q2ABb = AqoBb = ABgsb
Goa (1) q1 (2) q2 ) q0 (8) q3

@ Da diese nicht fortsetzbar ist und da M deterministisch ist, kann
M(abb) nicht den Endzustand qa erreichen, d.h. abb gehért nicht zu
L(M).

@ Tatsachlich lasst sich zeigen, dass L(M) = {a"b" | n > 1} ist.

@ In den Ubungen werden wir eine 1-DTM fiir die Sprache
L={a"b"c" | n > 1} konstruieren. N




Ein Maschinenmodell fur CSL
%n

‘\_,\V

Steuer-
einheit

@ Es ist leicht zu sehen, dass jede Typ-0 Sprache von einer NTM M
erkannt wird, die ausgehend von der Eingabe x eine Riickwartsableitung
(Reduktion) auf das Startsymbol sucht.

@ Im Fall einer Typ-1 Sprache ist die linke Seite jeder Regel héchstens so
lang wie die rechte Seite.

@ Daher muss M in diesem Fall nur deshalb das Blank hinter x lesen, um
das Ende der Eingabe erkennen zu kénnen.

o Falls wir das letzte Zeichen x, von x markieren, kann M jedoch die
Rechnung auf den Bereich der Eingabe beschranken.

@ NTMs mit dieser Eigenschaft werden auch als LBAs bezeichnet.




Linear beschrankte Automaten

Definition
o Fiir ein Alphabet ¥ sei ¥ =YX U{4|a € X} und filr x =x -+ x, € £*

sei
A X, X = 5,
X =
{Xl co e Xp—1Xp, X FE.
e Eine I-NTM M = (Z, 3.T.3, qo, E) heiBt linear beschrankt (kurz: M ist
ein LBA), falls gilt:
Vx € ¥* 1 Ky F* ugav = |uav| < max{|x|,1}.
@ Die von einem LBA akzeptierte oder erkannte Sprache ist

L(M) = {x € £* | M(X) akzeptiert}.

Bemerkung

Jede k-NTM, die bei Eingaben der Lange n hdchstens linear viele (also
cn + c fir eine Konstante ¢) Bandfelder besucht, kann von einem LBA
simuliert werden.




Linear beschrankte Automaten

Beispiel
@ Es ist nicht schwer, die 1-DTM M = (Z,%,T, 0, qo, E) mit
6 goa—qAR (1) qa—qaR (2) qB—qiBR (3)
qb—qBL  (4) qa—qal (5) qB—qBL (6)
@A—qAR  (7) qoB—q3BR (8) q3B—q3BR (9)
qsL—qaUN (10)
in einen deterministischen LBA (kurz: DLBA) M'= (Z, Y qo, E)
fur die Sprache {a"b"|n > 1} umzuwandeln.
o Ersetze hierzu
o ¥ durch ¥ = {a, b, 3,b},
o Idurch " =¥ U{A, B, B,LU} sowie
o die Anweisung gLl — g4LUN (10) durch g3B — g4 BN (10')
und fiige die Anweisungen q1b — g BL (4a) und goB — g4BN (8a)
hinzu.




Linear beschrankte Automaten

Beispiel

@ Ersetze hierzu
o ¥ durch ¥ = {a, b, 3, b},
o Fdurch M=% U {A, B, B, LI} sowie

o die Anweisung g3l — g4LIN (10) durch @3B = quBN (10")
und fiige die Anweisungen g1b — g BL (4a) und qoB — quBN (8a)

hinzu:

8 qoa > q1AR (1) qia —» qaR
qib — qBL  (4) q1b — qBL
@B—qBL  (6) @A — qAR
qoB—qBN (8a) q3B— q3BR

()

q1B— q1BR (3)
(4a) qoa —qual  (5)
() wB—aBR (8)
(9)  asB—aBN (10)

o Dann akzeptiert M’ die Eingabe aabb wie folgt (d.h. aabb € L(M')):

qoaabb +* AABqllAJ(I—)AAquB - AABq3B(1|6 AABq. B
43 /

<




Charakterisierung von CSL mittels LBAs

Als nachstes zeigen wir, dass LBAs genau die kontextsensitiven Sprachen
erkennen.

CSL = {L(M) | M ist ein LBA}.




Beweis von CSL C {L(M) | M ist ein LBA}

Sei G =(V,X,P,S) eine kontextsensitive Grammatik. Dann wird L(G)
von folgendem LBA M akzeptiert (0.B.d.A. sei ¢ ¢ L(G)):

Arbeitsweise von M bei Eingabe x = xy - - - x, mit n > 0:

1
2
3

Markiere das erste Eingabezeichen x;

Wahle (nichtdeterministisch) eine Regel oo — 3 aus P

Wéhle ein beliebiges Vorkommen von [ auf dem Band
(falls B nicht vorkommt, halte ohne zu akzeptieren)

Ersetze die ersten |a| Zeichen von f durch «

Falls das erste (oder letzte) Zeichen von [ markiert
war, markiere auch das erste (letzte) Zeichen von «

Verschiebe die Zeichen rechts von [ um |5| — |¢]
Positionen nach links und iberschreibe die frei
werdenden Bandfelder mit Blanks

Enthdlt das Band auBler Blanks nur das (markierte)
Startsymbol, so halte in einem Endzustand

Gehe zurick zu Schritt 2




Beweis von CSL C {L(M) | M ist ein LBA}

@ Nun ist leicht zu sehen, dass M wegen || > |« tatsachlich ein LBA ist.

@ M akzeptiert x, falls es gelingt, eine Ableitung fiir x in G zu finden
(in umgekehrter Reihenfolge, d.h. M ist ein nichtdeterministischer
Bottom-Up Parser).

@ Da sich genau fiir die Worter in L(G) eine Ableitung finden lasst, folgt
L(M) = L(G). O




Beweis von {L(M) | M ist ein LBA} C CSL

@ Sei M = (Z,5,T,8,qo, E) ein LBA (0.B.d.A. sei e & L(M)).
@ Betrachte die kontextsensitive Grammatik G = (V, X, P,S) mit
V = {§,A} U (ZFTUN)xX,
die fir alle a,b € ¥ und ¢, d € I folgende Regeln enthalt:

P: S5 — A(3, a), (go3, a) (S) ,Startregeln”
A— A(a, a), (goa, a) (A) ,A-Regeln”
(c,a)—a (F) ,Finale Regeln*
(gc,a) — a, falls g € E (E) ,E-Regeln”
(gc,a) — (q'c’, a), falls gc =M g'c/N (N) ,N-Regeln”
(gc,a)(d, b) — (¢, a)(g'd, b), falls gc —p gc’R (R) ,R-Regeln”
(d, a)(gc, b) = (q'd, a)(c’,b), falls gc —»pm g'c’L (L) ,L-Regeln”




Beweis von {L(M) | M ist ein LBA} C CSL

Beispiel

@ Betrachte den LBA M = (Z, S,T.0,q0, E) mit Z={qo,...qa},
Y ={a,b}, T ={a,b,3,b,A, B,B,U} und E = {gs}, sowie

0: goa — qi1AR q1b —>quL qgoB— g3BR
qma > qiaR  qra — qoal qoB— quBN
@1B—qBR G2B— q2BL G3B— q3BR
qb—@BL  @A—@AR @B aBN
@ Die zugehorige kontextsensitive Grammatik G = (V, X, P, S) enthalt
dann neben den Start- und A-Regeln

S — A(3,a), A(b, b), (q03, a), (qob, b) (51-54)

A— A(aa 3)7 A(b7 b)7 (q037 3)7 (q0b7 b) (Al_A4)
fur jedes Zeichen ¢ € ' die F- und E-Regeln (wegen E = {q4})

(c,a) = a, (c,b) = b (F1-Fi6)

(gac,a) — a, (g4c,b) — b (E1-Ez6)




Beweis von {L(M) | M ist ein LBA} C CSL

Beispiel

@ Die zugehorige kontextsensitive Grammatik G = (V, X, P, S) enthélt
dann neben den Start- und A-Regeln

S — A(3,a), A(b, b), (903, a), (qob, b) (S1-Ss)

A — A(a, a), A(b, b), (qoa, a), (qob, b) (A1-Aq)
fur jedes Zeichen c € I die F- und E-Regeln (wegen E = {qa})

(c,a) — a, (¢,b) = b (F1-Fip)

(gac,a) — a, (qac,b) — b (E1-Ep)

@ Daneben enthalt P beispielsweise noch folgende Regeln:
o Fir die Anweisung q3§ — q4:§N die N-Regeln
(q3éa a) — (q4§a a)a (q3§7 b)*)(q4éa b)
o Fir die Anweisung gi1b — g2BL die L-Regeln (fiir jedes d € T)

(d, a)(qib, a) — (qod, a)(B,a), (d,b)(qib,a) — (qad, b)(B, a)
(d7 3)(q1b, b) — (q2d7 a)(Bv b)a (dv b)(q1b7 b) — (q2da b)(Ba b)




Beweis von {L(M) | M ist ein LBA} C CSL

Beispiel

@ Daneben enthalt P beispielsweise noch folgende Regeln:
o Fiir die Anweisung q3§ — qaBN die N-Regeln
(Q3é, 3) - (q4éa a): (q3éa b) — (Q4l§; b)
o Fir die Anweisung g1b — g2 BL die L-Regeln (fiir jedes d € T')

(d7 a)(q1b7 a) - (q2d7 a)(Bv a)? (d7 b)(q1b7 a) - (qu, b)(B7 a)
(d, 3)(qub, b) — (qad, a)(B, b), (d,b)(qub, b) = (qad, b)(B, b)

o Firr die Anweisung goa — g1 AR die R-Regeln (fiir jedes d € )

(qoa, a)(d, a) — (A, a)(q1d,a), (qoa,a)(d,b) — (A, a)(q1d,b)

(qua b)(dv a) - (Aa b)(qlda a)? (qoé*, b)(d7 b) — (Av b)(qlda b) g

4




Beweis von {L(M) | M ist ein LBA} C CSL

@ Sei M = (Z,5,T,8,qo, E) ein LBA (0.B.d.A. sei e & L(M)).
@ Betrachte die kontextsensitive Grammatik G = (V, X, P,S) mit

= {S,A} U (ZT'UT) XX,

die fiir alle a, b € ¥ und c,d € I folgende Regeln enthalt:

S—A(3,a) (S)

A— A(a, a), (qoa; ) (A)

(c,a) —a (F)
(gc,a) — a, falls g € E (E)

(gc, a) = (g'c, a), falls gc —pm g'c/N - (N)
(gc,a)(d,b) — (¢’ a)(q'd, b), falls gc —n g'cR (R)
(d, a)(gc, b) — (q'd,a)(c’,b), falls gc —>pm g'cL (L)

~Startregeln®
+A-Regeln”
»Finale Regeln*
+E-Regeln*
»N-Regeln*
+R-Regeln”
»L-Regeln®




Beweis von {L(M) | M ist ein LBA} C CSL

@ Durch Induktion iiber m lasst sich nun leicht fiir alle a;,...,a, € [ und
g € Z die folgende Aquivalenz beweisen:

qoX1 - * Xn—1Xn F™ap--- aj—1q9aj---ap gdw.
(Gox1, x1) - - - (Xn, Xn) (N,;E,S (a1, x1)---(qai,xi;) - - (an, Xn)
@ Ist also gox1 - xp_1X, F™ a1---a;_1q9a; - - - a, eine akzeptierende
Rechnung von M(x; - -+ x,-1%X,) mit g € E, so folgt
1

S (:;) A()?,,,X,,) (:>A)n_ (qOXI,Xl)(X27X2)'"(anl,xnfl)()?mxn)

(N7L7:) (a1, x1)---(ai—1,xi—1)(qai, xi) - - - (an, Xn) (F:>E)" Xy - - Xp
e Die Inklusion L(G) C L(M) folgt analog. .

v

Bemerkung

Eine einfache Modifikation des Beweises zeigt, dass 1-NTMs genau die
Sprachen vom Typ 0 akzeptieren (siehe Ubungen).




Deterministisch kontextsensitive Sprachen

Definition
Die Klasse der deterministisch kontextsensitiven Sprachen ist definiert als

DCSL = {L(M) | M ist ein DLBA}.

Bemerkung

e Der DLBA M’ fiir die Sprache {a"b" | n > 1} aus obigem Beispiel lasst
sich leicht in einen DLBA fiir die kontextsensitive Sprache
{a"b"c" | n > 1} transformieren (siehe Ubungen).

@ Die Sprache {a"b"c"” | n > 1} liegt also in DCSL \ CFL.

@ Bis heute ungeldst ist die Frage, ob die Klasse DCSL eine echte
Teilklasse von CSL ist oder nicht?

@ Diese Fragestellung ist als LBA-Problem bekannt.




Zusammenfassung der Abschlusseigenschaften

Vereinigung  Schnitt Komplement Produkt Sternhiille

REG ja ja ja ja ja
DCFL nein nein ja nein nein
CFL ja nein nein ja ja
DCSL ja ja ja ja ja
CSL ja ja ja ja ja
RE ja ja nein ja ja

@ In der VL Komplexitatstheorie wird gezeigt, dass die Klasse CSL unter
Komplementbildung abgeschlossen ist.

@ Im nachsten Kapitel werden wir sehen, dass die Klasse RE nicht unter
Komplementbildung abgeschlossen ist.

@ Die iibrigen Abschlusseigenschaften der Klassen DCSL, CSL und RE in
obiger Tabelle werden in den Ubungen bewiesen.




Entscheidbare und semi-entscheidbare Sprachen

Definition

e Eine NTM M hilt bei Eingabe x, falls alle Rechnungen von M(x) eine
endliche Lange haben.

@ Eine NTM M entscheidet eine Eingabe x, falls M(x) hélt oder eine
Konfiguration mit einem Endzustand erreicht.

@ Eine Sprache L C X* heiBt entscheidbar, falls eine DTM M mit
L(M) = L existiert, die jede Eingabe x € X* entscheidet.

@ Jede von einer DTM M erkannte Sprache heiBt semi-entscheidbar.

Bemerkung

o Die von M akzeptierte Sprache L(M) heiBt semi-entscheidbar, da M
zwar alle Eingaben x € L entscheidet (aber eventuell nicht alle x € L).

@ Spater werden wir sehen, dass genau die Typ-0 Sprachen
semi-entscheidbar sind.




Berechnung von totalen Funktionen

Definition
@ Eine k-DTM M = (Z,%,T,9, qo, E) berechnet eine Funktion
f:¥X*— I* falls M bei jeder Eingabe x € ¥* in einer Konfiguration

K= (qvulaalvvlv"')ukaakaVk) S Z X (r* x [ x r*)k
halt (d.h. Kx F* K und K hat keine Folgekonfiguration) mit
ux = f(x).

e Hierfiir sagen wir auch, M gibt bei Eingabe x das Wort f(x) aus und
schreiben M(x) = f(x).

@ f heiBt Turing-berechenbar (oder einfach berechenbar), falls es eine
k-DTM M mit M(x) = f(x) fir alle x € £* gibt.

@ Aus historischen Griinden werden berechenbare Funktionen auch
rekursiv genannt.




Berechenbarkeit von partiellen Funktionen

Definition
@ Eine partielle Funktion hat die Form f : ¥* — ™* U {1}.

Firr f(x) =7 sagen wir auch f(x) ist undefiniert.

Der Definitionsbereich (engl. domain) von f ist
dom(f) = {x € T* | f(x) £1}.
Das Bild (engl. image) von f ist
img(f) = {F(x) | x € dom(f)}.
Eine k-DTM M = (Z,%,T,0, o, E) berechnet f, falls M(x) fur alle

x € dom(f) das Wort f(x) ausgibt und fiir alle x ¢ dom(f) keine
Ausgabe berechnet (d.h. M(x) darf im Fall x & dom(f) nicht halten).




Berechen- und Entscheidbarkeit

Wir fassen die entscheidbaren Sprachen und die (partiellen) berechenbaren
Funktionen in folgenden Klassen zusammen:

REC = {L(M) | M ist eine DTM, die jede Eingabe entscheidet},
FREC = {f | f ist eine (totale) berechenbare Funktion},
FREC, = {f | f ist eine partielle berechenbare Funktion}.
Dann gilt:
e FREC C FREC, und
e REG C DCFL C CFL C DCSL C CSL C REC C RE.




Berechenbarkeit von partiellen Funktionen

Beispiel
@ Bezeichne x™ den lexikografischen Nachfolger von x € X*.

e Fir X = {0, 1} ergeben sich beispielsweise folgende Werte:

x |e 0 1 00 01 10 11 000
xt |0 1 00 01 10 11 000 001

@ Betrachte die auf ©* definierten Funktionen fi, >, f3, f4 mit

f(x) =0, )
h(x) = x, und  f(x) = {Ta X = g,+
fé(X) = X+ y, X=y .

e Da f1, f», f3, f4 berechenbar sind, gehdren die totalen Funktionen
fi, f, 3 zu FREC und die partielle Funktion f3 zu FREC,.




Berechenbarkeit von charakteristischen Funktionen

@ Eine Sprache A C ¥ * ist genau dann entscheidbar, wenn ihre
charakteristische Funktion x4 : ¥* — {0, 1} berechenbar ist:

1, x €A,
XA(x) =
0, x¢A.

@ Eine Sprache A C ¥* ist genau dann semi-entscheidbar, falls ihre
partielle charakteristische Funktion x4 : ¥* — {0,1,1} berechenbar ist:

oalx) = 1, x€eA,
A P

Beweis

Siehe Ubungen.




Charakterisierung der rekursiv aufzahlbaren Sprachen

Definition
Eine Sprache A C X* heiBt rekursiv aufzahlbar, falls A leer oder das Bild
img(f) einer berechenbaren Funktion f : [* — ¥* ist.

Folgende Eigenschaften sind dquivalent:

@ A ist semi-entscheidbar (d.h. A wird von einer DTM akzeptiert),
© A wird von einer 1-DTM akzeptiert,

© A wird von einer 1-NTM akzeptiert,

Q A st vom Typ O,

© A wird von einer NTM akzeptiert,

@ A ist rekursiv aufzahlbar.

Beweis

Die Implikation @ = @ ist klar. Die Implikationen @ = @ = @ werden
in den Ubungen gezeigt. Hier zeigen wir @ = @ und @ = @ = @.




Charakterisierung der rekursiv aufzahlbaren Sprachen

Beweis von @ = @: {L(M)| M ist eine DTM} C{L(M)|M ist eine 1-DTM}
@ Sei M= (Z,%,T,0,qo, E) eine k-DTM mit L(M) = A.
e Wir konstruieren eine 1-DTM M’ = (Z/, X, 1", ¢, zy, E) fiir A.
@ M’ simuliert M, indem sie jede Konfiguration K von M der Form

durch eine Konfiguration K’ folgender Form nachbildet:

OO




Charakterisierung der rekursiv aufzahlbaren Sprachen

Beweis von @ = @: {L(M)| M ist eine DTM} C{L(M)|M ist eine 1-DTM}
@ Das heiBit, M’ arbeitet mit dem Alphabet

M=rufu{alaer})k

@ und erzeugt bei Eingabe x = x1 - - - x, € L* zuerst die der
Startkonfiguration

Ky = (qo,&,x,e,U,...,e,11)

von M bei Eingabe x entsprechende Konfiguration

X1\ [x2 Xn
0 L L
K)/< g q6 : : « e :
0 U U




Charakterisierung der rekursiv aufzahlbaren Sprachen

Beweis von @ = @: {L(M)| M ist eine DTM} C{L(M)|M ist eine 1-DTM}

@ Dann simuliert M’ jeweils einen Schritt von M durch folgende Sequenz
von Rechenschritten:
o Zuerst geht M’ solange nach rechts, bis sie alle mit ~ markierten
Zeichen (z.B. a1,. .., 3x) gefunden hat.
o Diese Zeichen speichert M’ in ihrem Zustand.
o AnschlieBend geht M’ wieder nach links und realisiert dabei die

durch (g, a1, . . ., ax) vorgegebene Anweisung von M.
o Den aktuellen Zustand g von M speichert M’ ebenfalls in ihrem
Zustand.

@ Sobald M in einen Endzustand iibergeht, wechselt M’ ebenfalls in einen
Endzustand und halt.

@ Nun ist leicht zu sehen, dass L(M') = L(M) ist. O




Charakterisierung der rekursiv aufzahlbaren Sprachen

Beweis von @ = @: {L(M)| M ist eine NTM} C {L|L ist rek. aufzahlbar}
@ Sei M =(Z,%,T,0,qo, E) eine k-NTM und sei A= L(M) # 0.
@ Sei I das Alphabet Z U T U {#}.

e Wir kodieren eine Konfiguration K = (g, u1, a1, va,. .., Uk, ak, vk ) durch
das Wort

code(K) = #q#uHai#vi# - - #uH#a#tvic#
und eine Rechnung Ko I - - - = K durch code(Kp) - - - code(K¢).

@ Dann lassen sich die Worter von A durch folgende Funktion
f " — X* aufzdhlen (dabei ist xp ein beliebiges Wort in A):

y, x kodiert eine Rechnung Ko - --- = K¢ von M
f(x) = mit Ko = K, und K: € E x (I x T x )k

Xp, sonst.

e Da f berechenbar ist, ist A = img(f) rekursiv aufzahlbar. O




Charakterisierung der rekursiv aufzahlbaren Sprachen

Beweis von @ = @: {L|L ist rek. aufzdhlbar} C {L(M)|M ist eine DTM}
@ Sei f : [* — X* eine Funktion mit A = img(f) und sei M eine k-DTM,
die f berechnet.
@ Betrachte folgende (k + 1)-DTM M’, die bei Eingabe x

o auf dem 2. Band der Reihe nach alle Worter y in ['* erzeugt,

o fir jedes y den Wert f(y) durch Simulation von M(y) berechnet,
und

o ihre Eingabe x akzeptiert, sobald f(y) = x ist. O




Charakterisierung der entscheidbaren Sprachen

A ist genau dann entscheidbar, wenn A und A semi-entscheidbar sind, d.h.
REC = RE N co-RE.

Beweis.
@ Falls A entscheidbar ist, ist auch A entscheidbar, d.h. A und A sind
dann auch semi-entscheidbar.

e Fir die Riickrichtung seien f1,f, : " — ¥£* Turing-berechenbare

Funktionen mit img(fi) = A und img(f) = A.
@ Wir betrachten folgende DTM M, die bei Eingabe x

o fir jedes y € ['* die beiden Werte fi(y) und f>(y) bestimmt,

o x akzeptiert, sobald ein y auf den Wert f1(y) = x fithrt und

o x verwirft, sobald ein y auf den Wert f(y) = x fiihrt.

@ Da jede Eingabe x entweder in img(f;) = A oder in img(f,) = A
enthalten ist, entscheidet M alle Eingaben. O




Kodierung (Godelisierung) von Turingmaschinen

@ Sei M =(Z,%,T,0,qo, E) eine 1-DTM mit
o Zustandsmenge Z = {qo,...,qm} (0.B.d.A. sei E = {qm}),
o Eingabealphabet ¥ = {0,1, #} und
o Arbeitsalphabet I = {ay, ..., as}, wobei wir 0.B.d.A. ap =0,
ay =1, ap = #, a3 = LU annehmen.

@ Dann kénnen wir jede Anweisung der Form g;a; — g aj D durch das
Wort

#bin(i)#bin(j)#bin(i")#bin(j")# bp#
kodieren.

@ Dabei ist bin(n) die Binardarstellung von n und
0, D=N,
bp = {1, D=L,
10, D=R.




Kodierung von Turingmaschinen

@ M lasst sich nun als ein Wort iiber dem Alphabet {0, 1,#} kodieren,
indem wir die Anweisungen von M in kodierter Form auflisten.

e Kodieren wir die Zeichen 0, 1, # binar (z.B. 0 — 00, 1 — 11, # — 10),
so gelangen wir zu einer Binarkodierung wjy, von M.

@ Die Binarzahl wy, wird auch die Godel-Nummer von M genannt.

@ M,, ist durch Angabe von w bis auf die Benennung ihrer Zustdnde und
Arbeitszeichen eindeutig bestimmt.

@ Ganz analog lassen sich auch DTMs mit einer beliebigen Anzahl von
Bandern (sowie NTMs, Konfigurationen oder Rechnungen von TMs)
kodieren.

e Umgekehrt kénnen wir jedem Binarstring w € {0,1}* eine DTM M,,
wie folgt zuordnen:

{M, falls eine DTM M mit wy, = w existiert,
M, =

Mo, sonst (dabei sei My eine beliebige DTM).




Unentscheidbarkeit des Halteproblems

. XH | X1 X2 X3
Definition
@ Das Halteproblem ist die Sprache K O
wpr | O 1 1
w,x € {0,1}* und w3 |1 1 0
H = ¢ w#x |die DTM M, halt : 3 8 ¢
bei Eingabe x
XK ‘
@ Das spezielle Halteproblem ist
w1 0
«|die DTM M, W 1
K= €1{0,1
{W (9Ll bei Eingabe W} W 0

4

K € RE \ REC. \




Semi-Entscheidbarkeit des speziellen Halteproblems

Beweis von K € RE

@ Sei wy die Kodierung einer DTM, die bei jeder Eingabe (sofort) halt
und betrachte die Funktion

w, x ist Kodierung einer haltenden Rechnung einer
f(x) = DTM M,, bei Eingabe w,

Wy, sonst.

e Da f berechenbar und img(f) = K ist, folgt K € RE.

Bemerkung
Ganz ahnlich lasst sich H € RE zeigen.




Unentscheidbarkeit des speziellen Halteproblems

Beweis von K ¢ REC

@ Angenommen, die Sprache
XH | X1 X2 X3

K ={w | My (w) halt}  (x)
wi | 0 1 0
ware durch eine DTM Mk entscheidbar. w0 1 1

e Betrachte die DTM M, die bei Eingabe ws|1 1 0
w € {0,1}* die DTM My (w) simuliert und S

genau dann halt, wenn My (w) verwirft:

A

M(w) hilt < w ¢ K () 11 0 1
w

e Fiir die Kodierung W von M folgt dann aber

(*) ()
we K & Mg(w)hilt & W ¢ K 4 (Widerspruch!)




Unentscheidbarkeit des speziellen Halteproblems

Korollar

e REC C RE,
@ K € RE\ co-RE (d.h. RE # co-RE),
e K € co-RE \ RE.

Beweis
e REC C RE: klar, da K € RE — REC.

@ K ¢ co-RE: Aus der Annahme K € co-RE wiirde wegen K € RE folgen,
dass K entscheidbar ist (Widerspruch).

@ K € co-RE\ RE: klar, da K € RE \ co-RE. O

4




Der Reduktionsbegriff

Definition
Eine Sprache A C ¥* heiBt auf B C I'* reduzierbar (kurz: A < B), falls eine
berechenbare Funktion f : ¥* — ™ ex., so dass gilt:

VxeX:xe As f(x) e B.

| \

Beispiel
Es gilt K < H mittels f : w — w#w, da fir alle w € {0, 1}* gilt:

weK & M, ist eine DTM, die bei Eingabe w halt
& wHw e H. <




Abschluss von REC unter <

Definition
@ Eine Sprachklasse C heiBt unter < abgeschlossen, wenn fir alle
Sprachen A, B gilt:

A<BABeC=AcC.

Die Klassen REC und RE sind unter < abgeschlossen.

Beweis

o Gelte A < B mittels f und sei B € REC.
@ Dann ex. eine DTM M, die xg berechnet.
@ Betrachte folgende DTM M':

o M’ berechnet bei Eingabe x zuerst den Wert f(x) und
o simuliert dann M bei Eingabe f(x).




Abschluss von REC und RE unter <

Die Klasse REC ist unter < abgeschlossen.

Beweis.

@ Gelte A < B mittels f und sei B € REC.
@ Dann ex. eine DTM M, die xg berechnet.
@ Betrachte folgende DTM M':

o M’ berechnet bei Eingabe x zuerst den Wert f(x) und
o simuliert dann M bei Eingabe f(x).

@ Wegen x € A& f(x) € Bist xa(x) = xg(f(x)) und daher folgt
M'(x) = M(f(x)) = xa(f(x)) = xa(x)-
@ Also berechnet M’ die Funktion x4, d.h. A € REC. a

Bemerkung

Der Abschluss von RE unter < folgt analog (siehe Ubungen).




Der Vollstandigkeitsbegriff

Definition
@ Eine Sprache A heiBt hart fiir eine Sprachklasse C (kurz: C-hart oder
C-schwer), falls jede Sprache L € C auf A reduzierbar ist:

VieC:L<A
@ Eine C-harte Sprache A, die zu C gehort, heiBt C-vollstiandig.

| \

Beispiel

Das Halteproblem H ist RE-vollstandig. Es gilt namlich
e H e RE und

eVLERE:L<H

mittels der Reduktionsfunktion x — w#x, wobei w die Kodierung einer
DTM M, ist, die x; berechnet. <

Bemerkung

Auch das spezielle Halteproblem K ist RE-vollstandig (siehe Ubungen).




H ist nicht entscheidbar

Korollar
e AKX BANAZREC= B ¢ REC.

e AKBNAZRE= B¢RE.

Beweis

Aus der Annahme, dass B entscheidbar (bzw. semi-entscheidbar) ist, folgt
wegen A < B, dass dies auch auf A zutrifft (Widerspruch). O

4

Bemerkung
Wegen K < H ibertragt sich somit die Unentscheidbarkeit von K auf H. J

H ¢ REC. l




Das Halteproblem bei leerem Band

Definition o lx % x

Das Halteproblem bei leerem Band ist die

Sprache M 8 i (1)
die DTM M w2
Ho = e {0,1}* v
0 {W {01} halt bei Eingabe 5} . 1 1 O

Ho ist RE-vollstandig. \ Xt |

der Reduktionsfunktion w — w#-e.

X1 (: 6)
Beweis xl g
@ Hp € RE folgt wegen Hy < H € RE mittels Wz 1




H ist auf Hy reduzierbar

Beweis

@ Hp € RE folgt wegen Hy < H € RE mittels der Reduktionsfunktion
W — wH#e.

@ Sei A € RE und sei w die Kodierung einer DTM, die x4 berechnet.
Um A auf Hp zu reduzieren, transformieren wir x € {0,1}* auf die
Kodierung einer DTM M, , die zunachst ihre Eingabe durch x ersetzt
und dann M,,(x) simuliert. Dann gilt

XeEA <<= w, e Hy

und somit A < Hp mittels der Reduktionsfunktion x +— w,.

v

Ho ¢ REC. l




Der Satz von Rice

Frage

@ Kann man einer beliebig vorgegebenen DTM ansehen, ob die von ihr
berechnete Funktion eine gewisse Eigenschaft hat?

@ Kann man beispielsweise entscheiden, ob eine gegebene DTM eine
totale Funktion berechnet?

Antwort

Nein (es sei denn, die fragliche Eigenschaft ist trivial, d.h. keine oder jede
DTM berechnet eine Funktion mit dieser Eigenschaft).




Der Satz von Rice

Definition

@ Eine Eigenschaft F von Funktionen heiBt trivial, wenn F entweder alle
oder keine partielle berechenbare Funktionen auf {0, 1, #}* enthalt.
@ Zu F definieren wir die Sprache

Lo = {w € {0,1}*

die DTM M,, berechnet eine Funktion in ]-"}.

v

F ist also nicht trivial, wenn Lz # 0 und Ly # {0,1}* ist.
Der Satz von Rice besagt, dass L in diesem Fall unentscheidbar ist.

Satz (Satz von Rice)

Fiir jede nicht triviale Eigenschaft F ist Lx unentscheidbar.




Der Satz von Rice

Beispiel
@ Die Sprache
L={we{0,1}* | M,(0") = 0"" fiir alle n > 0}
ist unentscheidbar.

@ Dies folgt aus dem Satz von Rice, da L = Lz fiir folgende nichttriviale
Eigenschaft ist:

F = {f € FREC, | f(0") = 0™ fiir alle n > 0}.

@ Es gibt namlich partielle berechenbare Funktionen auf {0, 1, #}* mit
dieser Eigenschaft wie z.B. die Funktion

n+1 —_0n
F(x) = 0"+, x=0
T, sonst

als auch ohne diese Eigenschaft (wie die konstante Funktion g(x) = 0).




Der Satz von Rice

Satz (Satz von Rice)

Fir jede nicht triviale Eigenschaft F ist die Sprache Lz unentscheidbar.

Beweis

@ Die Idee besteht darin, Hy auf Lr zu reduzieren, indem wir fiir eine
gegebene DTM M,, eine DTM M,,, konstruieren mit

w € Hy & M, berechnet eine Funktion in F.

@ Hierzu lassen wir M,,» bei Eingabe x zunachst einmal die DTM M,, bei
Eingabe € simulieren.

e Falls w ¢ Hy ist, berechnet M,,, also die tiberall undefinierte Funktion
u mit u(x) =7 fir alle x € {0,1, #}*.

e Fiir das Folgende nehmen wir an, dass v ¢ F ist. Andernfalls zeigen wir

fiir die komplementire Eigenschaft 7' = F, dass Lz unentscheidbar
ist. Dies impliziert, dass auch Lz = L= = Lz unentscheidbar ist.

@ Damit die Reduktion gelingt, miissen wir also nur dafiir sorgen, dass
M, im Fall w € Hy eine Funktion f € F berechnet.




Der Satz von Rice

Beweis (Schluss)

@ Damit die Reduktion gelingt, miissen wir also nur dafiir sorgen, dass
M., im Fall w € Hy eine Funktion f € F berechnet.
@ Da F nicht trivial ist, gibt es eine DTM M, die eine partielle Funktion
f € F berechnet.
@ Betrachte die Reduktionsfunktion
h(w) = w', wobei w’ die Kodierung einer DTM ist, die bei Ein-
gabe x zunichst die DTM M, () simuliert und im Fall,
dass M, () halt, mit der Simulation von M(x) fortfahrt.
@ Dann ist h: w — w’ eine totale berechenbare Funktion und es gilt

weHy = M, berechnet f = w'¢€lr,
wéHy = M, berechnetu = w' &Lg.

@ Dies zeigt, dass h das Problem Hy auf Ly reduziert, und da Hy
unentscheidbar ist, muss auch Lz unentscheidbar sein. O




Berechen- und Entscheidbarkeit

Wir fassen die (semi-) entscheidbaren Sprachen und die (partiellen)
berechenbaren Funktionen in folgenden Klassen zusammen:

RE = {L(M) | M ist eine DTM},
REC = {L(M) | M ist eine DTM, die jede Eingabe entscheidet},
FREC = {f | f ist eine (totale) berechenbare Funktion},
FREC, = {f | f ist eine partielle berechenbare Funktion}.
Dann gilt:
e FREC C FREC, und
e REG C DCFL ¢ CFL € DCSL C CSL € REC € RE.




Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP)

Definition
@ Sei X ein beliebiges Alphabet mit # ¢ Y.
@ Das Postsche Korrespondenzproblem iiber ¥ (kurz PCPyx) ist:
gegeben: k Paare (x1,y1),- .., (X, Yx) von Wortern iiber ¥.
gefragt: Gibt es eine Folge o = (i1,...,in), n > 1, von Indizes
je{l,... k} mit x; X, = yi - Vi,?
e Das modifizierte PCP iber X (kurz MPCPyx) fragt nach einer Lésung

(X:(il,...,in) mit i1 = 1.
@ Wir notieren eine PCP-Instanz meist in Form einer Matrix (;ﬁ) und
kodieren sie durch das Wort x1#y1# - - - #XkH k.

i __ (X1 X2Xx3\ __ ( a abcaa .
Die Instanz | = (y1 s y3) = (2, 5259 besitzt wegen

X1X3XpX3 = acaaabcaa
Y1Y3Yay3 = acaaabcaa
die PCP-Lésung o = (1, 3,2, 3), die auch eine MPCP-L&sung ist. q




Das Postsche Korrespondenzproblem

Lemma

Fir jedes Alphabet ¥ gilt PCPy < PCPy, 4.

Beweis

@ Sei X ={a1,...,am}. Fir ein Zeichen a; € ¥ sei 3; = ab~! und fiir ein
Wort w=wq---w, €2Z*mit w; €% seil W= Wy W,.

e Dann folgt PCPy < PCPy, ;) mittels der Reduktionsfunktion
AR >:<1"'>:<k ‘
Yi---Yk Yi-.-Yk
Sei ¥ = {0,1,2}. Dannist 0 = a, 1 = ab und 2 = abb. Somit ist

¢ 0 01 200 _ a aab abbaa
020 12 00 /| \aabba ababb aa |’

Beispiel

| A\




Das Postsche Korrespondenzproblem

Im Folgenden lassen wir im Fall ¥ = {a, b} den Index weg und schreiben
einfach PCP (bzw. MPCP). l

MPCP < PCP. \

Beweis
e Wir zeigen MPCP < PCPsy fir X ={a, b, (,|,)}.

@ Fiir ein Wort w = wq - - - w,, sei

<« o — .
w w w w

(wa| - |wo| (] |wn fwa]-own o waf - wpl




Das Postsche Korrespondenzproblem

Beweis von MPCP < PCP
e Wir zeigen MPCP < PCPyx fir X = {a, b, (,|,)}.

@ Fiir ein Wort w = wq - - - w,, sei

<« — «— —
w w w w

|- fwa| |- fwi| (il |,

@ Wir reduzieren MPCP mittels folgender Funktion f auf PCPy:
. <X1 '“Xk>r—><§§ g >>
Y1 Y iy ooy |
Beispiel

aa b bab bb (ala] ala] b| b|a|b| b|b| )
f: —
aabbb a b (ala|b |alalb |blb |a |b |)

| \




Das Postsche Korrespondenzproblem

Beweis von MPCP < PCP
e Wir zeigen MPCP < PCPyx fir X = {a, b, (,|,)}.

@ Fiur ein Wort w = wy - - - w, sei

<« — <« —
w w w w

W |wo|  waf--wal (W] fwn |- fw,

@ Wir reduzieren MPCP mittels folgender Funktion f auf PCPy:

. (Xl Xk) N <§ )E )E >>
i Yk yiyi vk l)
e Da jede MPCP-Lésung a = (1, iz, . . ., i) fiir | auf eine PCP-Lésung

o =1,h+1,...,in+ 1, k+2) fur (/) fihrt, folgt
| € MPCP = f(I) € PCPs.




Das Postsche Korrespondenzproblem

Beweis von MPCP < PCP

e Fiir die umgekehrte Implikation sei o/ = (i1, ..., i,) eine PCP-Lésung

fur
0-(FF5)

iy vk D)
@ Dann muss i; = 1 sein, da (x{, y1) das einzige Paar in f(/) ist, bei dem
beide Komponenten mit demselben Buchstaben anfangen.

@ Zudem muss i, = k + 2 sein, da nur das Paar (), |)) mit demselben
Buchstaben aufhort.

e Wahlen wir @’ von minimaler Lange, so ist ij € {2,..., k+ 1} fiir
j=2,...,n—1.
@ Dann ist aber
a=(in,b—1,... 0n1—1)
eine MPCP-Losung fiir /. O




Das Postsche Korrespondenzproblem

PCP ist RE-vollstandig und damit unentscheidbar.

Beweis.

@ Es ist leicht zu sehen, dass PCP € RE ist.

@ Sei Ac RE und sei M = (Z,%,T, 6, z9, E) eine 1-DTM fiir A.
e Wir zeigen A< MPCPy fur X =T UZU{{(,|,)}.

o Wegen MPCPy: < PCP folgt hieraus A < PCP.

Beweisidee fiir die Reduktion A < MPCPyx/:

Xl“‘Xk)
Yi-Yk/'!

so dass @ = (i1, ..., In) genau dann eine MPCP-Lésung fir f(w)

Transformiere eine Eingabe w € X* in eine Instanz f(w) = (

ist, wenn das zugehoérige Losungswort xj, - - - xj, = yi, - - - yi, €ine
akzeptierende Rechnung von M(w) kodiert. Dann gilt

X € A = f(W) € MPCPX!




Das Postsche Korrespondenzproblem

Beweis von A < MPCPy/

Wir bilden f(w) aus folgenden Wortpaaren:

@ ((,([zw),

Q furalleaclTU{|}: (a,a),

@ firallea,d,berl, z,z € Z:
(za,2'd), falls 6(z, a)
(za,d'7'), falls §(z, a)
(bza,z'bd"), falls §(z, a)
(|za, | Z’Ld"), falls §(z, a)
(bz|,Z'bd'|), falls §(z, L))
(z|,2d'|), fallsd(z,U)=
(z|,dZ'|), fallsd(z,U) =

@ sowie fiir alle e € E: (e]),)).

Z',a N),
Z/,d | R),
Z/,d. L)
Z',d, L),
7,4, L),
Z,a N),
7/, R),

Q firalleec E, acT: (ae,e), (ea,e),

9

~Startregel”

~Kopierregeln*

,Uberfiihrungsregeln*

,Loschregeln®

~Abschlussregeln”




Das Postsche Korrespondenzproblem

Beispiel
@ Betrachte die 1-DTM M = (Z,%,T,0, g0, E) mit Z ={qo,-.-qs},
Y ={a, b}, I ={a,b,A, B,U}, E={qs} und den Anweisungen

0: goa —>q1AR (1) qra—qiaR (2) q1B—qiBR (3) qib—q.BL (4)
qa—qal (5) qB—gBL (6) ¢A—qAR (7) qoB—q3BR (8)
Q3B—>Q3BR (9) q3|_|—>CI4|_|N (10)

@ M akzeptiert die Eingabe ab wie folgt:
bt Agib F ¢2AB - AgoB F AB F ABgyll
Goa o a1 A ep) o qo ®) q3 a0) qa

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthélt fir u € I' die Wortpaare

Startregel Kopierregeln Loschregeln Abschlussregel

((, (l20ab) (u,u), ([,]) (qau,qs),(uqa,qa) (gal),))

sowie folgende Uberfiihrungsregeln:




Das Postsche Korrespondenzproblem

Anweisung zugehdrige Uberfiihrungsregeln
qoa = @ AR (1) (qoa, Aq1)
qia > qaR  (2) (qia, aqi)
qB—qaBR (3) (qiB,Bq)
qib = @BL  (4) (ugib, q2uB), (|q1b, |q2LUB)
qa —qal  (5) (uqea, quua), (|g2a,|q2Ua)
@B—@BL (6) (uq2B,quB), (|g2B,|qUB)
@A = q@AR (7) (924, Aqo)
qB—qsBR (8) (0B, Bags)
gB—qBR (9) (g3B,Bags)
gsU = qaUN (10)  (g3U, qaL), (g3, gaL])




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel

Loschregeln

(<,<|Zoab) (U,U), (|a|) (q4U,Q4),(UCI4,Q4)

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

qoa — g1AR (1)
gib — q@BL  (4)
qzl — Q4|_|N ( O)

(qoa, Aqr)

(uqib, qauB), (|q1b, |q2UB)
(924, Aqo)

(90B, Bgs)

(34, qsL1), (qs3|, gal])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

Abschlussregel

C)




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel

Loschregeln

(<,<‘Zoab) (U,U), (|a|) (q4U,Q4),(UCI4,Q4)

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

qoa — g1AR (1)
gib — q@BL  (4)
qzl — Q4|_|N ( O)

(qoa, Aqr)

(uqib, qauB), (|q1b, |q2UB)
(924, Aqo)

(90B, Bgs)

(34, qsL1), (qs3|, gal])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(
(lqoab

Abschlussregel

C)




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel

Loschregeln

((; (| z0ab) (u, u),

(Gau, qa), (uqa, qa)

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

qoa — g1AR (1)
gib — q@BL  (4)
qzl — Q4|_|N ( O)

(qoa, Aqr)

(uqib, qauB), (|q1b, |q2UB)
(924, Aqo)

(90B, Bgs)

(34, qsL1), (qs3|, gal])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(
(lqoab

Abschlussregel

C)




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel

Loschregeln

(<,<|Zoab) (U,U), (|a|) (q4U,Q4),(UCI4,Q4)

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

qoa — g1AR (1)
gib — q@BL  (4)
qzl — Q4|_|N ( O)

(q0a, Aqy)

(ugib, q2uB), (|q1b, |q2LB)
(924, Aqo)

(q0B, Bgs)

(g3, qal), (q3|, gal])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

< Goa
(| qoab | Aq:

Abschlussregel

C)




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel Loschregeln Abschlussregel
((, (| z0ab) (1) (qau,qs),(ugs,qa)  (aal),))
sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:
qoa = q1AR (1) (qoa, Aq)
qib = q@BL  (4) (uqib,qauB), (|q1b,|q2L1B)
A — qAR (7)  (g2A, Aqo)
qgoB—qBR (8) (qoB, Bgs)
@3l — qaUN (10) (g3l qall), (g3l qal])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

< Goa
(| qoab | Aq:




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel

Loschregeln

((; (| z0ab) (u, u),

(Gau, qa), (uqa, qa)

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

qoa — g1AR (1)
gib — q@BL  (4)
qzl — Q4|_|N ( O)

(qoa, Aqr)

(uqib, qauB), (|q1b, |q2UB)
(924, Aqo)

(90B, Bgs)

(34, qsL1), (qs3|, gal])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

< Goa
(| qoab | Ag:

Abschlussregel

C)




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel

Loschregeln

(<,<|Zoab) (U,U), (|a|) (q4U,Q4),(UCI4,Q4)

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

qoa — g1AR (1)
gib — q@BL  (4)
qzl — Q4|_|N ( O)

(qoa, Aq1)

(uqib, qauB), (|q1b, |q2UB)
(924, Aqo)

(q0B, Bgs)

(g34, qalJ), (q3/, qal])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(| qoab|Agib

(| qoab|Agib| qAB

Abschlussregel

C)




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel

Loschregeln

((; (| z0ab) (u, u),

(Gau, qa), (uqa, qa)

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

qoa — g1AR (1)
gib — q@BL  (4)
qzl — Q4|_|N ( O)

(qoa, Aqr)

(uqib, qauB), (|q1b, |q2UB)
(924, Aqo)

(90B, Bgs)

(34, qsL1), (qs3|, gal])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(| qoab|Agib

(| qoab|Agib| qAB

Abschlussregel

C)




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel Loschregeln Abschlussregel

(( (lz0ab) (u,u), (1) (9au;qa) (ugs,qa)  (qal),))

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

qoa = q1AR (1) (qoa, Aqi)

qib —qBL  (4) (uqib, qouB), (|q1b,|q2L1B)
2A— AR (7)  (q2A, Ago)

qoB—q3BR (8) (qoB,Bgs)

g3l — qaUN (10)  (gsU; qal), (s, gal])

@ Der akzeptierenden Rechnung
goab F Agq1b = q2AB F AqoB = ABgsll = ABg,ll
€Y 4) ™ (8) 10

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(1 qoab|Aqib| g2A
(| qoab | Aqib| g2AB| Aqo




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel Loschregeln Abschlussregel
((; ([ 20ab) (1) (qau,qa), (uqa, qa)  (qal),))

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

qoa = q1AR (1) (qoa, Aqi)

qib —qBL  (4) (uqib, qouB), (|q1b,|q2L1B)
2A—> QQAR (7) (q2A,Aqo)

qoB—q3BR (8) (qoB,Bgs)

g3l — qaUN (10)  (gsU; qal), (s, gal])

@ Der akzeptierenden Rechnung
goab F Agq1b = q2AB F AqoB = ABgsll = ABg,ll
€Y 4) ™ (8) 10

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(1 qoab|Aqib| g2A
(| qoab | Aqib| g2AB| Aqo




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel Loschregeln Abschlussregel
(( ([ 20ab) (u, u), (qau,qa), (uqs,qa)  (qal),))

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

qoa = q1AR (1) (qoa, Aqi)

qib —qBL  (4) (uqib, qouB), (|q1b,|q2L1B)
2A—> QQAR (7) (q2A,Aqo)

qoB—q3BR (8) (qoB,Bgs)

g3l — qaUN (10)  (gsU; qal), (s, gal])

@ Der akzeptierenden Rechnung
goab F Agq1b = q2AB F AqoB = ABgsll = ABg,ll
€Y 4) ™ (8) 10

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(1 qoab|Aqib| g2A
(| qoab | Aqib| g2AB| Aqo




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel Loschregeln Abschlussregel
((; ([ 20ab) (1) (qau,qa), (uqa, qa)  (qal),))

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

qoa = q1AR (1) (qoa, Aqi)

qib —qBL  (4) (uqib, qouB), (|q1b,|q2L1B)
2A—> QQAR (7) (q2A,Aqo)

qoB—q3BR (8) (qoB,Bgs)

g3l — qaUN (10)  (gsU; qal), (s, gal])

@ Der akzeptierenden Rechnung
goab F Agq1b = q2AB F AqoB = ABgsll = ABg,ll
€Y 4) ™ (8) 10

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(1 qoab|Aqib| g2A
(| qoab | Aqib| g2AB| Aqo




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel

Loschregeln

(<,<|Zoab) (U,U), (|a|) (q4U,Q4),(UCI4,Q4)

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

qoa — g1AR (1)
gib — q@BL  (4)
qzl — Q4|_|N ( O)

(qoa, Aqr)

(uqib, qauB), (|q1b, |q2UB)
(924, Aqo)

(90B, Bgs)

(34, qsL1), (qs3|, gal])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(1 qoab|Aqib| g2A

(| qoab | Ag:

qoB
G2AB | Aqo

Bags

Abschlussregel

C)




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel

Loschregeln

((; (| z0ab) (u, u),

(Gau, qa), (uqa, qa)

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

qoa — g1AR (1)
gib — q@BL  (4)
qzl — Q4|_|N ( O)

(qoa, Aqr)

(uqib, qauB), (|q1b, |q2UB)
(924, Aqo)

(90B, Bgs)

(34, qsL1), (qs3|, gal])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(1 qoab|Aqib| g2A

(| qoab | Aq:

qoB
G2AB | Aqo

Bags

Abschlussregel

C)




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel Loschregeln Abschlussregel
((, (| z0ab) (1) (qau,qs),(ugs,qa)  (aal),))
sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:
qoa = q1AR (1) (qoa, Aq)
qib = q@BL  (4) (uqib,qauB), (|q1b,|q2L1B)
A — qAR (7)  (g2A, Aqo)
qgoB—qBR (8) (qoB, Bgs)
@3l — qaUN (10) (g3l qall), (g3l qal])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(1 qoab|Aqib| g2A

(| qoab | Aq:

qoB
G2AB | Aqo

Bags




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel Loschregeln Abschlussregel
((, (| z0ab) (1) (qau,qs),(ugs,qa)  (aal),))
sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:
qoa = q1AR (1) (qoa, Aq)
qib = q@BL  (4) (uqib,qauB), (|q1b,|q2L1B)
A — qAR (7)  (g2A, Aqo)
qgoB—qBR (8) (qoB, Bgs)
@3l — qaUN (10) (g3l qall), (g3l qal])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(1 qoab|Aqib| g2A

(| qoab | Aq:

qoB
G2AB | Aqo

Bags




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel

Loschregeln

(<,<|Zoab) (U,U), (|a|) (q4U,Q4),(UCI4,Q4)

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

qoa — g1AR (1)
gib — q@BL  (4)
qzl — Q4|_|N ( O)

(qoa, Aqr)

(uqib, qauB), (|q1b, |q2UB)
(924, Aqo)

(90B, Bgs)

(g3, qaL1), (q3|, qaLl])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(1 qoab|Aqib| g2A

(| qoab | Aq:

qoB
G2AB | Aqo

a3

Bas qall|

Abschlussregel

C)




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel Loschregeln Abschlussregel
((, (| z0ab) (1) (qau,qs),(ugs,qa)  (aal),))
sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:
qoa = q1AR (1) (qoa, Aq)
qib = q@BL  (4) (uqib,qauB), (|q1b,|q2L1B)
A — qAR (7)  (g2A, Aqo)
qgoB—qBR (8) (qoB, Bgs)
@3l — qaUN (10) (g3l qall), (g3l qal])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(1 qoab|Aqib| g2A

(| qoab | Aq:

qoB
G2AB | Aqo

a3

Bas qall|




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel
(<,<|Zoab) (U,U), (|a|) (q4UaQ4)a(Uq4~,q4)

Loschregeln Abschlussregel

C)

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

qoa = qiAR (1) (qoa, Aq1)

q1b —>QQBL (4) (uqlb, qzuB), (|q1b,|q2|_lB)
2A—> QQAR (7) (q2A,Aqo)

qoB— q3sBR (8) (qoB, Bgs)

g3 — qaUN (10)  (g3U, qsll), (g3/, gald])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(1 qoab|Aqib| g2A

(| qoab | Aq

qoB
G2AB | Aqo

g3 | ABqa
Bas qslt| Ags




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel Loschregeln Abschlussregel
((, (| z0ab) (1) (qau,qs),(ugs,qa)  (aal),))
sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:
qoa = q1AR (1) (qoa, Aq)
qib = q@BL  (4) (uqib,qauB), (|q1b,|q2L1B)
A — qAR (7)  (g2A, Aqo)
qgoB—qBR (8) (qoB, Bgs)
@3l — qaUN (10) (g3l qall), (g3l qal])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(1 qoab|Aqib| g2A

(| qoab | Aq

qoB
G2AB | Aqo

g3 | ABqa
Bas qslt| Ags




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel

Loschregeln

((; (| z0ab) (u, u),

(Gau, qa), (uqa, qa)

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

qoa — g1AR (1)
gib — q@BL  (4)
qzl — Q4|_|N ( O)

(qoa, Aqr)

(uqib, qauB), (|q1b, |q2UB)
(924, Aqo)

(90B, Bgs)

(34, qsL1), (qs3|, gal])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(1 qoab|Aqib| g2A

(| qoab | Aq

qoB
G2AB | Aqo

g3 | ABqa
Bas qslt| Ags

Abschlussregel

C)




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel
(<,<|Zoab) (U,U), (|a|) (q4UaQ4)a(Uq4~,q4)

Loschregeln Abschlussregel

C)

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

qoa = qiAR (1) (qoa, Aq1)

q1b —>QQBL (4) (uqlb, qzuB), (|q1b,|q2|_lB)
2A—> QQAR (7) (q2A,Aqo)

qoB— q3sBR (8) (qoB, Bgs)

g3 — qaUN (10)  (g3U, qsll), (g3/, gald])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(1 qoab|Aqib| g2A

(| qoab | Aq:

qoB
G2AB | Aqo

q3 | ABqal) | Aqa
Bas qall| Aqsll| qa




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel Loschregeln Abschlussregel
((, (| z0ab) (1) (qau,qs),(ugs,qa)  (aal),))
sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:
qoa = q1AR (1) (qoa, Aq)
qib = q@BL  (4) (uqib,qauB), (|q1b,|q2L1B)
A — qAR (7)  (g2A, Aqo)
qgoB—qBR (8) (qoB, Bgs)
@3l — qaUN (10) (g3l qall), (g3l qal])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(1 qoab|Aqib| g2A

(| qoab | Aq:

qoB
G2AB | Aqo

q3 | ABqal) | Aqa
Bas qall| Aqsll| qa




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel

Loschregeln

((; (| z0ab) (u, u),

(Gau, qa), (uqa, qa)

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

qoa — g1AR (1)
gib — q@BL  (4)
qzl — Q4|_|N ( O)

(qoa, Aqr)

(uqib, qauB), (|q1b, |q2UB)
(924, Aqo)

(90B, Bgs)

(34, qsL1), (qs3|, gal])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(1 qoab|Aqib| g2A

(| qoab | Aq:

qoB
G2AB | Aqo

q3 | ABqal) | Aqa
Bas qall| Aqsll| qa

Abschlussregel

C)




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel
(( (1 20ab) (u,u), (|,]) (920, 04),(uqa, qa)

Loschregeln Abschlussregel

C)

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

qoa = qiAR (1) (qoa, Aq1)

q1b —>QQBL (4) (uqlb, qzuB), (|q1b,|q2|_lB)
2A—> QQAR (7) (q2A,Aqo)

qoB— q3sBR (8) (qoB, Bgs)

g3 — qaUN (10)  (g3U, qsll), (g3/, gald])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(1 qoab|Aqib| g2A

(| qoab | Aq:

qoB
G2AB | Aqo

Bqall | Aqall | gaU
qald| Aqal | qa

a3
Bgs

Qs




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel
(( ([ 20ab) (u, u),

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

Loschregeln Abschlussregel

C)

(Gau, qa), (uqa, qa)

qoa = qiAR (1) (qoa, Aq1)

q1b —>QQBL (4) (uqlb, qzuB), (|q1b,|q2|_lB)
2A—> QQAR (7) (q2A,Aqo)

qoB— q3sBR (8) (qoB, Bgs)

g3 — qaUN (10)  (g3U, qsll), (g3/, gald])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(1 qoab|Aqib| g2A

(| qoab | Aq:

qoB
G2AB | Aqo

Bqall | Aqall | gaU
qald| Aqal | qa

a3
Bgs

Qs




Beispiel

@ Die MPCP-Instanz f(ab) enthalt fiir u € I' die Wortpaare

Startregel

Loschregeln Abschlussregel

(<,<|Zoab) (U,U), (|a|) (Q4U,Q4),(UCI4,Q4)

(g4 1),))

sowie u.a. folgende Uberfiihrungsregeln:

qoa — g1AR (1)
gib — q@BL  (4)
qzl — Q4|_|N ( O)

(qoa, Aqr)

(uqib, qauB), (|q1b, |q2UB)
(924, Aqo)

(90B, Bgs)

(34, qsL1), (qs3|, gal])

@ Der akzeptierenden Rechnung

bt Agib F gAB F AgqyB + ABgsU = ABgsll
Goa 0 a1 (2) a2 o do ©) a3 . (el}

von M(ab) entspricht dann das MPCP-Lésungswort

(1 qoab|Aqib| g2A

(| qoab | Aq:

qoB
G2AB | Aqo

qsll|qal)
Qs >

q3 | ABqal) | Aqa
Bas qall| Aqsll| qa




Das Postsche Korrespondenzproblem

Beweis von A < MPCPy
@ Nun lasst sich leicht aus einer akzeptierenden Rechnung
Ko=zgwk K1 F--- F Kiy = vev
mit e € E und u,v € ' eine MPCP-Lésung mit einem Lésungswort
der Form
(1Ko Kal | Kol Kera |+ | Kesiigr1 1)
angeben, wobei K;;; aus K; durch Léschen von i Zeichen in der
Nachbarschaft von e entsteht.
@ Umgekehrt l3sst sich aus jeder MPCP-Lésung auch eine akzeptierende
Rechnung von M bei Eingabe w gewinnen, womit
w € L(M) & f(w) € MPCPy/

gezeigt ist.




Das Schnittproblem fiir CFL ist unentscheidbar

Das Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken
Gegeben: Zwei kontextfreie Grammatiken G; und Gp.
Gefragt: Ist L(G1) N L(Gy) # 07

Das Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken ist RE-vollstandig.

Beweis

@ Es ist leicht zu sehen, dass das Problem semi-entscheidbar ist.

@ Wir reduzieren eine PCP-Instanz | = (;i;i) auf ein Grammatikpaar

(G1, Gp), so dass gilt: | € PCP < L(Gy) N L(Gy) # 0.

e Firi=1,2sei G;=({S},{a,b,1,...,k},P;,S) mit
Pli S— 15X1, 50 .,kSXk, 1X1, 50 .,ka,
Py S = 15y, ..., kSyi, Ly1, ..., kyk.




Das Schnittproblem fiir CFL ist unentscheidbar

Beispiel
@ Die PCP-Instanz

[ (e a aab abbaa
~ \yviyoy3) \aabba ababb aa

wird auf das Grammatikpaar (Gi, Gz) mit folgenden Regeln reduziert:

Pi: 51 — 1S5a, 2Saab, 3Sabbaa,
la, 2aab, 3abbaa,

P>: S, — 1Saabba, 2Sababb, 3Saa,
laabba, 2ababb, 3aa.
e Der PCP-Lésung o = (1, 3,2, 3) entspricht dann das Wort

3231xyx3x0x3 = 3231aabbaaaababbaa
= 323laabbaaaababbaa = 3231ly;y3y»y3

im Schnitt L(G1) N L(Gp).




Das Schnittproblem fiir CFL ist unentscheidbar

Reduktion von PCP auf das Schnittproblem fiir CFL
e Firi=1,2sei G;=({S},{a,b,1,...,k},P;,S) mit
P1: S = 15x1,...,kSxi, 1x1, . .., kxk,
Py: S — 1S5y1,...,kSyi, 1y1, ..., kyk.
@ Dann gilt
L(G) ={in--irxiy- - xi, | 1<n, 1 <iy,...,in <k},
L(G2) ={in- iy Yin | 1 <0, 1< ity ip < k)
@ Somit ist L(G1) N L(Gy) die Sprache
{in"'ilxil"'Xin ‘ 1<n, Xiy ** Xi, :yfl"'yfn}'

e Folglich ist & = (i1, .., i) genau dann eine Lésung fir /, wenn
in- Xy X, € L(Gl) N L(GQ) ist.

@ Also vermittelt f : | — (G, Gp) eine Reduktion von PCP auf das
Schnittproblem fiir CFL.




Das Schnitt- und das Inklusionsproblem fiir DCFL sind
unentscheidbar

Korollar
@ Das Schnittproblem fiir DPDAs ist RE-vollstandig.
@ Das Inklusionsproblem fiir DPDAs ist co-RE-vollstandig.

Beweis.

@ Die kontextfreien Grammatiken G; und G; in obigem Beweis lassen sich
leicht in dquivalente DPDAs M; und M, verwandeln (siehe Ubungen).

@ Wir reduzieren das Komplement des Schnittproblems fiir DPDAs auf
das Inklusionsproblem fiir DPDAs. Wegen

LlﬂL2:@<=>L1§L72.

berechnet die Funktion f : (M1, My) + (M1, M) die gewiinschte
Reduktion. 0O




Weitere Unentscheidbarkeitsresultate fur CFL

Korollar

Fiir kontextfreie Grammatiken sind folgende Probleme unentscheidbar:

Q Ist L(G) =X*? (Ausschopfungsproblem)
Q Ist L(Gy) = L(Gp)? (Aquivalenzproblem)
© Ist G mehrdeutig? (Mehrdeutigkeitsproblem)
© Das Ausschopfungsproblem fiir kf. Grammatiken ist co-RE-vollstandig

Wir reduzieren das Komplement des Schnittproblems fiir DPDAs auf
das Ausschopfungsproblem fiir kontextfreie Grammatiken. Es gilt

L10L2:@¢>EUTQZZ*.

Daher vermittelt die Funktion f : (My, My) — G, wobei G eine
kontextfreie Grammatik mit

L(G) = L(My) U L(M>)

ist, die gewlinschte Reduktion. O




Weitere Unentscheidbarkeitsresultate fur CFL

Fur kontextfreie Grammatiken sind folgende Probleme unentscheidbar:

Q Ist L(G) =%X*7? (Ausschopfungsproblem)

Q Ist L(Gy) = L(Gy)? (Aquivalenzproblem)

© Ist G mehrdeutig? (Mehrdeutigkeitsproblem) )
@ Das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Grammatiken ist

co-RE-vollstandig

Wir reduzieren das Ausschopfungsproblem fir CFL auf das
Aquivalenzproblem fiir CFL.

Dies leistet beispielsweise die Reduktionsfunktion
f:Gw (G, Ga//),

wobei G, eine kontextfreie Grammatik mit L(G,y) = £* ist. O




Weitere Unentscheidbarkeitsresultate fur CFL

© Das Mehrdeutigkeitsproblem ist RE-vollstandig
@ Wir reduzieren PCP auf das Mehrdeutigkeitsproblem.

o Betrachte die Reduktionsfunktion f : (7"7%) — G mit

G=({S,AB},{ab,1,....k},PLUP,U{S — A'S — B},S)
und den Regeln

P1: A— 1Axy, ..., kAXk, Ixq, . . ., kxk,

Py: B— 1By, ..., kByi,1y1, ..., kyk.

@ Da alle von A oder B ausgehenden Ableitungen eindeutig sind, ist G
genau dann mehrdeutig, wenn es ein Wort w € L(G) gibt mit

S=A="w und S=B="w.

@ Wie wir im Beweis der Unentscheidbarkeit des Schnittproblems fiir CFL
gesehen haben, ist dies genau dann der Fall, wenn die PCP-Instanz

| = (;1;:) eine PCP-Lésung hat. O




Ein Unentscheidbarkeitsresultat fur DCSL

Gegeben: Ein DLBA M.
Gefragt: Ist L(M) = (7

Das Leerheitsproblem fiir DLBAs ist co-RE-vollstandig.

Beweis.

Das Leerheitsproblem fiir DLBAs I

@ Wir reduzieren das Ausschopfungsproblem fir CFL auf das
Leerheitsproblem fiir DLBAs.

o Eine kontextfreie Grammatik G lasst sich wie folgt in einen DLBA M
mit L(M) = L(G) iberfiihren (siehe Ubungen):
o Bestimme zunachst einen DLBA M mit L(M) = L(G).

o Konstruiere daraus einen DLBA M mit L(M) = L(M).
e Dann gilt L(G) = £* < L(M) =0, d.h. die Funktion f : G — M
berechnet die gewiinschte Reduktion. O




Entscheidbare Probleme

Dagegen ist es nicht schwer,

@ fir eine kontextfreie Grammatik G zu entscheiden, ob mindestens ein
Wort in G ableitbar ist (Leerheitsproblem fir CFL), und

o fiir eine kontextsensitive Grammatik G und ein Wort x zu entscheiden,
ob x in G ableitbar ist (Wortproblem fiir CSL).

@ Das Leerheitsproblem fiir CFL ist entscheidbar.

@ Das Wortproblem fiir CSL ist entscheidbar.

Beweis.

Siehe Ubungen. 0




Uberblick der gezeigten (Un-)Entscheidbarkeitsresultate

In folgender Tabelle fassen wir nochmals zusammen, wie schwierig die
betrachteten Entscheidungsprobleme fiir die verschiedenen Stufen der
Chomsky-Hierarchie sind.

Wort- Leerheits-  Aus-  Aquivalenz- Inklusions-  Schnitt-
problem problem schépfung problem  problem  problem
xel? L=0? L=%*? Li=L? LiCly, LinL#(?

REG ja ja ja ja ja ja

DCFL  ja ja ja ja® nein nein
CFL ja ja nein nein nein nein
DCSL  ja nein nein nein nein nein
CSL ja nein nein nein nein nein
RE nein nein nein nein nein nein

“Bewiesen in 1997 von Géraud Sénizergues (Univ. Bordeaux).




Die arithmetische Hierarchie

Frage

Lasst sich der Grad der Unentscheidbarkeit
von unentscheidbaren Problemen irgendwie
messen?

Definition
Sei A C ¥* eine Sprache und K eine
Sprachklasse. Dann ist
e JA={xeX*|dy e {0,1}* : x#y € A}
und
e IL=KU{3A|AcK}.
@ Weiter sei X9 = Ny = REC und
> ; = 3AM;_1 sowie I; = co-%; fir i > 1.
@ Die Sprachklassen X;,I1;, i > 0, bilden

die Stufen der arithmetischen Hierarchie. |

>3NTl3
M3 23
YoMy
M )
>Ny
My 2
S = My



Die arithmetische Hierarchie

Proposition
e RE = Zl.
@ X;Ull; C X1 Ny firi > 0.

Beweis von RE = ¥ ¢

@ Die Inklusion 4REC C RE ist klar, da eine DTM im Fall B € REC die
Sprache A = JB akzeptiert, indem sie bei Eingabe x systematisch nach
einem String y mit x#y € B sucht.

@ Fiir den Beweis von RE C JREC sei A C X* eine beliebige Sprache in
RE und M sei eine DTM mit L(M) = A. Dann gilt A= 3B firr die
Sprache

B = {x#y | x € £* und y kodiert eine akz. Rechnung von M(x)}.
Da B offensichtlich entscheidbar ist, folgt A € dREC. O




Die arithmetische Hierarchie

Beweis von >; UTl; € X1 NIigg

@ Die Inklusion N; C ¥;4 ist klar, da M; C AMN; = ¥;,4 ist.

e Wegen K C K/ & co-K C co-K' und X; = co-I; fiir j > 0 folgt hieraus
auch Z,‘ g |_|,'+1.

@ Die Inklusionen ¥;_1 C ¥ ; lassen sich induktiv wie folgt zeigen.

o i=1:Y9g=RECCRE =X;.

o i~ i+ 1: Nach IV gilt ;1 C X;. Folglich ist T1;_; C I;, was
wegen der Monotonie des 3-Operators (d.h. K C K’ = 3K C IK')
wiederum ¥; = dlM;_; C AMN; = ¥;11 impliziert.

@ Durch Ubergang zu den co-Klassen erhalten wir auch M;_; C ;. O

v

Mittels Diagonalisierung kann man zeigen, dass die Inklusionen ¥; 1 C ¥;
echt sind, und dass ¥; # ; fir alle i > 1 gilt.




Uberblick der gezeigten (Un-)Entscheidbarkeitsresultate

Die betrachteten Entscheidungsprobleme fiir die verschiedenen Stufen der
Chomsky-Hierarchie lassen sich nun wie folgt in die arithmetische
Hierarchie einordnen.

Wort- Leerheits-  Aus-  Aquivalenz- Inklusions-  Schnitt-
problem problem schépfung problem  problem  problem
xel? L=0? L=%*? Li=L? LiCly, LinL#(?

REG REC REC REC REC REC REC
DCFL REC REC REC REC co-RE RE
CFL REC REC co-RE co-RE co-RE RE
DCSL REC co-RE co-RE co-RE co-RE RE
CSL REC co-RE co-RE co-RE co-RE RE
RE RE co-RE I, I, I, RE

Tatsachlich sind alle betrachteten Entscheidungsprobleme sogar vollstandig
fir die angegebenen Sprachklassen.




Zeitkomplexitat von Turingmaschinen

Die Laufzeit einer NTM M bei Eingabe x ist die maximale Anzahl an
Rechenschritten, die M(x) ausfihrt.

Definition
@ Die Laufzeit einer NTM M bei Eingabe x ist definiert als
timep(x) = max{t > 0| 3K : K, F* K},
wobei max N = oo ist.
@ Sei t : N — N eine monoton wachsende Funktion.
@ Dann ist M t(n)-zeitbeschrankt, falls fir alle Eingaben x gilt:
timep(x) < t(|x])-

Die Zeitschranke t(n) beschrankt also die Laufzeit bei allen Eingaben der
Lange n (worst-case Komplexitat).




Zeitkomplexitatsklassen

Wir fassen alle Sprachen und Funktionen, die in einer vorgegebenen
Zeitschranke t(n) entscheidbar bzw. berechenbar sind, in folgenden
Komplexitatsklassen zusammen.

Definition

@ Die in deterministischer Zeit t(n) entscheidbaren Sprachen bilden die
Sprachklasse

DTIME(t(n)) = {L(M)|M ist eine t(n)-zeitbeschrankte DTM}.

@ Die in nichtdeterministischer Zeit t(n) entscheidbaren Sprachen bilden
die Sprachklasse

NTIME(t(n)) = {L(M)| M ist eine t(n)-zeitbeschrankte NTM}.

@ Die in deterministischer Zeit t(n) berechenbaren Funktionen bilden die
Funktionenklasse

FTIME(¢(n)) = {f

es gibt eine t(n)-zeitbeschrankte
DTM M, die f berechnet '




Die wichtigsten Zeitkomplexitatsklassen

@ Die wichtigsten deterministischen Zeitkomplexitatsklassen sind

LINTIME = [ J DTIME(cn + ) ,Linearzeit"
c>1
P = U DTIME(n® + ¢) »Polynomialzeit"
c>1
E = U DTIME(2¢"*€) ,Lineare Exponentialzeit"
c>1
EXP = | DTIME(2""°) Exponentialzeit"
c>1

@ Die nichtdeterministischen Klassen NLINTIME, NP, NE, NEXP und die
Funktionenklassen FP, FE, FEXP sind analog definiert.

e Fiir eine Klasse F von Funktionen sei DTIME(F) = J,c 7 DTIME(t(n))
(die Klassen NTIME(F) und FTIME(F) seien analog definiert).

v




Asymptotische Laufzeit und Landau-Notation

Definition

Seien f und g Funktionen von N nach R™.

e Wir schreiben f(n) = O(g(n)), falls es Zahlen ng und ¢ gibt mit
Vn > ng: f(n) <c-g(n).

Bedeutung: , f wachst nicht wesentlich schneller als g."

Formal bezeichnet der Term O(g(n)) die Klasse aller Funktionen f, die
obige Bedingung erfiillen.

Die Gleichung f(n) = O(g(n)) driickt also in Wahrheit eine
Element-Beziehung f € O(g(n)) aus.

O-Terme kdénnen auch auf der linken Seite vorkommen.

In diesem Fall wird eine Inklusionsbeziehung ausgedriickt.
So steht n? + O(n) = O(n?) fiir die Aussage
{4+ f|fe0(n}cC o).




Asymptotische Laufzeit und Landau-Notation

Beispiel

7log(n) + n3 = O(n%) ist richtig.
7log(n)n® = O(n?) ist falsch.

2mt0(1) — O(2") ist richtig.

20(n) — O(2") ist falsch (siehe Ubungen).

Mit der O-Notation lassen sich die wichtigsten deterministischen
Zeitkomplexitatsklassen wie folgt charakterisieren:

LINTIME = DTIME(O(n)) ,Linearzeit"
P = DTIME(nO(l)) »Polynomialzeit"

E = DTIME(2°(") Lineare Exponentialzeit"

EXP = DTIME(2"™") ,Exponentialzeit"




Platzkomplexitat von Turingmaschinen

@ Als nachstes definieren wir den Platzverbrauch von NTMs.

@ Intuitiv ist dies die Anzahl aller wéhrend einer Rechnung benutzten
Bandfelder.

@ Wollen wir auch sublinearen Platz sinnvoll definieren, so dirfen wir
hierbei das Eingabeband offensichtlich nicht beriicksichtigen.

@ Um sicherzustellen, dass eine NTM M das Eingabeband nicht als
Speicher benutzt, verlangen wir, dass

o M die Felder auf dem Eingabeband nicht verandert und
o sich nicht mehr als ein Feld von der Eingabe entfernt.

Definition
Eine NTM M heiBt offline-NTM (oder NTM mit Eingabeband), falls fir
jede von M bei Eingabe x erreichbare Konfiguration

K = (qa ui,ai, vi,..., Uk, dk, Vk)

gilt, dass uja;vy ein Teilwort von LixLJ ist.




Platzkomplexitat von Turingmaschinen

Definition
@ Der Platzverbrauch einer offline-NTM M bei Eingabe x ist definiert als
K = (q7 ui,ai, vi, ..., Uk, ak, Vk)

spacey(x) =max<s>1 k
pacen(x) = mit Ke F* K und s = 3 |uraivi]
i=2

@ Sei s : N — N eine monoton wachsende Funktion.

@ M heiBt s(n)-platzbeschrankt, falls fiir alle Eingaben x gilt:

spacey(x) < s(|x]).




Platzkomplexitatsklassen

Wir fassen alle Sprachen, die in einer vorgegebenen Platzschranke s(n)
entscheidbar sind, in folgenden Platzkomplexitatsklassen zusammen.

Definition
e Die auf deterministischem Platz s(n) entscheidbaren Sprachen bilden
die Klasse

DSPACE(s(n)) = {L(M)| M ist eine s(n)-platzb. offline-DTM}.

@ Die auf nichtdeterministischem Platz s(n) entscheidbaren Sprachen
bilden die Klasse

NSPACE(s(n)) = {L(M)| M ist eine s(n)-platzb. offline-NTM}.

v




Die wichtigsten Platzkomplexitatsklassen

@ Die wichtigsten deterministischen Platzkomplexitatsklassen sind

L = DSPACE(O(log n)) Logarithmischer Platz"
LINSPACE = DSPACE(O(n)) .Linearer Platz"
PSPACE = DSPACE(n°®) ,Polynomieller Platz"

@ Die nichtdeterministischen Klassen NL, NLINSPACE und NPSPACE
sind analog definiert.

@ Der Satz von Savitch besagt, dass
NSPACE(s(n)) € DSPACE(s?(n))
ist (dies wird in der VL Komplexitatstheorie gezeigt).
Dabher fallen die Klassen NPSPACE und PSPACE zusammen.




Die wichtigsten Zeit- und Platzkomplexitatsklassen

Die wichtigsten Zeitkomplexitatsklassen sind

LINTIME = DTIME(O(n)) ,Linearzeit"
P = DTIME(n°®) ,Polynomialzeit*
NP = NTIME(n®®) .Nichtdet. Polynomialzeit"
E = DTIME(29(") ,Lineare Exponentialzeit™
EXP = DTIME(2”O(1) ~Exponentialzeit"
Die wichtigsten Platzkomplexitatsklassen sind
L = DSPACE(O(logn)) ~Logarithmischer Platz"
NL = NSPACE(O(logn)) ,Nichtdet. logarithmischer Platz"
LINSPACE = DSPACE(O(n)) .Linearer Platz"
PSPACE = DSPACE(n°®) ,Polynomieller Platz"

EXPSPACE = DSPACE(Z”O(1 ) ~Exponentialer Platz"

v




Elementare Beziehungen zwischen Komplexitatsklassen

Frage

Welche elementaren Beziehungen gelten zwischen den verschiedenen Zeit-
und Platzklassen?

e Fir jede Funktion s(n) > log n gilt
DSPACE(s) € NSPACE(s) C DTIME(290)).

e Fir jede Funktion t(n) > n+ 2 gilt
DTIME(t) € NTIME(t) C DSPACE(t).

Es gilt L C NL C P C NP € PSPACE C EXP C EXPSPACE. \




Komplexitatsschranken fiir die Stufen der Chomsky-Hierarchie

REG = DSPACE(O(1)) = NSPACE(O(1)) < L,
DCFLC LINTIME,
CFLC NLINTIME N DTIME(O(n®)) < P,

RE
¥ REC
DCSL = LINSPACE C CSL, EXP
CSL= NLINSPACE C PSPACENFE, E PSPACE
REC= U; DSPACE(f(n)) oSt NP
— U NSPACE(f(n)) DCSL P
= Us DTIME(f(n)) CFL NL
= Uy NTIME(f(n)), DCFL L
REG

wobei f alle (oder dquivalent: alle berechenbaren)
Funktionen f : N — N durchlauft.



Das P-NP-Problem

@ Wie wir gesehen haben, sind NTMs nicht machtiger als DTMs, d.h.
jede NTM kann von einer DTM simuliert werden.

@ Die Frage, wieviel Zeit eine DTM zur Simulation einer NTM benétigt,
ist eines der wichtigsten offenen Probleme der Informatik.

o Wegen NTIME(t) € DSPACE(t) € NSPACE(t) C DTIME(20(%))
erhoht sich die Laufzeit im schlimmsten Fall exponentiell.

@ Insbesondere die Klasse NP enthalt viele fiir die Praxis (iberaus wichtige
Probleme, fiir die kein Polynomialzeitalgorithmus bekannt ist.

@ Da jedoch nur Probleme in P als effizient l16sbar angesehen werden, hat
das so genannte P-NP-Problem, also die Frage, ob alle NP-Probleme
effizient l6sbar sind, eine immense praktische Bedeutung.

@ Wie bereits erwahnt, ist diese Frage fiir die Platzkomplexitat bereits
gelost (Satz von Savitch, 1970).




Die Polynomialzeitreduktion

Definition
@ Eine Sprache A C ¥* ist auf B C I'* in Polynomialzeit reduzierbar
(A <P B), falls eine Funktion f : ¥* — ' in FP existiert mit

VxeX* :xe A& f(x) € B.

@ Eine Sprache A heiBt <P-hart fiir eine Sprachklasse C (kurz: C-hart
oder C-schwer), falls gilt:

VLeC:L<PA.

@ Eine C-harte Sprache A, die zu C gehért, heiBt C-vollstandig.
@ NPC bezeichnet die Klasse aller NP-vollstandigen Sprachen.

Lemma
@ Aus A <P B folgt A< B.

e Die Reduktionsrelation <P ist reflexiv und transitiv (s. Ubungen).




Die Polynomialzeitreduktion

Die Klassen P und NP sind unter <P abgeschlossen.

Beweis

@ Sei B € P und gelte A <P B mittels einer Funktion f € FP.

@ Seien M und T DTMs mit L(M) = B und T(x) = f(x).

@ Weiter seien p und g polynomielle Zeitschranken fir M und T.
°

Betrachte die DTM M’, die bei Eingabe x zuerst T simuliert, um f(x)
zu berechnen, und danach M bei Eingabe f(x) simuliert.

@ Dann gilt
x€A&f(x)eBe f(x) € L(M) & xe L(M).
@ Also ist L(M') = A und wegen
timep (x) < timet(x) + timem(f(x)) < q(|x|) + p(q(|x]))
ist M’ polynomiell zeitbeschrankt und somit A in P. 0




NP-Vollstandigkeit

Q@ A <P Bund Aist NP-hart = B ist NP-hart.
Q@ A<P B, Aist NP-hart und Be NP = B € NPC.
©@ NPCNP#0) = P=NP.

Beweis

© Da A NP-hart ist, ist jede NP-Sprache L auf A reduzierbar.
Da zudem A <P B gilt und <P transitiv ist, folgt L <P B.

@ Klar, da B mit (1) NP-hart und nach Voraussetzung in NP ist.

© Sei B eine NP-vollstandige Sprache in P. Dann ist jede NP-Sprache A
auf B reduzierbar und da P unter <P abgeschlossen ist, folgt A€ P. O




NP-Vollstandigkeit

Folgende Sprache ist NP-vollstandig:

w,x € {0,1}* und M,, ist eine NTM,
L= om | ’
{W#X# die x in < m Schritten akzeptiert }

Beweis

@ Zunichst ist klar, dass L € NP mittels folgender NTM M ist:
M simuliert bei Eingabe w#x#0™ die NTM M,, bei Eingabe x fiir
hochstens m Schritte. Falls M, in dieser Zeit akzeptiert, akzeptiert
M ebenfalls, andernfalls verwirft M.

@ Sei nun A eine beliebige NP-Sprache. Dann ist A in Polynomialzeit auf
eine Sprache B C {0, 1}* in NP reduzierbar (siehe Ubungen).

@ Sei M,, eine durch ein Polynom p zeitbeschrankte NTM fiir B.
@ Dann reduziert folgende FP-Funktion f die Sprache B auf L:
fix — witx#0PUXD),




Aussagenlogische Formeln

Die Menge der booleschen (oder aussagenlogischen) Formeln Giber den
Variablen x1,...,x,, n >0, ist induktiv wie folgt definiert:
o Die Konstanten 0 und 1 sind boolesche Formeln.
o Jede Variable x; ist eine boolesche Formel.
o Mit G und H sind auch die Negation =G, die Konjunktion (G A H)
und die Disjunktion (G vV H) von G und H Formeln.
Eine Belegung von xi,...,x, ist ein Wort a=a; ... a, € {0,1}".
Der Wert F(a) von F unter a ist induktiv wie folgt definiert:

F [0 1 x -G (GAH) (GV H)
F(a)|0 1 a 1-—G(a) G(a)H(a) G(a)+ H(a) — G(a)H(a)

@ Durch die Formel F wird also eine n-stellige boolesche Funktion
F :{0,1}" — {0, 1} definiert, die wir ebenfalls mit F bezeichnen.

@ F heiBt erfiillbar, falls es eine Belegung a mit F(a) =1 gibt.




Aussagenlogische Formeln

Notation
Wir benutzen die Implikation G — H als Abkiirzung fiir die Formel =G Vv H.J

Beispiel (Erfiillbarkeitstest mittels Wahrheitswerttabelle)

Die Formel ((—x1 V =x2) — (x2 A x3)) ist erfiillbar:
a (—|X1 V —|X2) (X2 A\ X3) ((—|X1 V —|X2) — (X2 N X3))
000 1 0 0
001 1 0 0
010 1 0 0
011 1 1 1
100 1 0 0
101 1 0 0
110 0 0 1
111 0 1 1
<




Aussagenlogische Formeln

Prazedenzregeln zur Klammerersparnis
@ Der Junktor A bindet starker als der Junktor V und dieser wiederum
starker als der Junktor —.
@ Formeln der Form (xg o (xp0(x30---0x,)--+))), o € {A,V, —} kiirzen
wir durch (x; o --- 0 x,) ab.

v

Beispiel (Formel fiir die mehrstellige Entweder-Oder Funktion)

@ Folgende Formel nimmt unter einer Belegung a = a; - - - a, genau dann
den Wert 1 an, wenn Y 7 ; a; = 1 ist:

G(x1,.. .y xn)=0a V- Vxy) A /\ —(xi A X))
1<i<j<n

@ D.h. es gilt genau dann G(a) = 1, wenn genau eine Variable x; mit dem
Wert a; = 1 belegt ist.
@ Diese Formel wird im Beweis des nachsten Satzes benétigt. <

v




Das aussagenlogische Erfiillbarkeitsproblem

Erfillbarkeitsproblem fiir boolesche Formeln (satisfiability, SAT):

Gegeben: Eine boolesche Formel F.
Gefragt: Ist F erfillbar?

Satz (Cook, Karp, Levin)
SAT ist NP-vollstandig.

Lasst sich also ein effizienter Algorithmus fir SAT finden, so kann daraus
leicht ein effizienter Algorithmus fiir jedes NP-Problem abgeleitet werden. J

SAT € P < P = NP.




SAT ist NP-vollstandig

Beweis von SAT € NP
Es ist leicht zu sehen, dass SAT € NP ist:
Eine NTM kann bei Eingabe einer booleschen Formel F zunéachst eine

Belegung a nichtdeterministisch raten und dann in Polynomialzeit
testen, ob F(a) = 1 ist (guess and verify Strategie). O

Beweis von SAT ist NP-hart

@ Sei L eine beliebige NP-Sprache und sei M = (Z,X,T, 4, qo) eine durch
ein Polynom p zeitbeschrankte k&-NTM mit L(M) = L.

e Da sich eine t(n)-zeitbeschrinkte k-NTM in Zeit t?(n) durch eine
1-NTM simulieren lasst, kdnnen wir k = 1 annehmen.

@ Unsere Aufgabe besteht nun darin, in Polynomialzeit zu einer

gegebenen Eingabe w = wy - - - w, eine Formel F,, zu konstruieren, die
genau dann erfiillbar ist, wenn w € L ist.

@ OB.dA.sei Z={qo,..-,q9m}, E={qm}und I ={a1,...,a/}.
@ Zudem sei §(gm, a) := {(gm, a, N)} fur alle a € T.




Beweis von SAT ist NP-hart

Idee:

Konstruiere F,, so, dass F,, unter einer Belegung a genau dann wahr
wird, wenn a eine akzeptierende Rechnung von M(w) beschreibt.

@ Wir bilden F,, Gber den Variablen
Xt,q, fur0<t<p(n),qeZ,
yeir  fir 0 <t < p(n),—p(n) < i< p(n),
zja, fur0<t<p(n),—p(n) <i<p(n),aerl.
@ Diese Variablen stehen fiir folgende Aussagen:
Xt,q: zum Zeitpunkt t befindet sich M im Zustand q,
Ye,i: zur Zeit t besucht M das Feld mit der Nummer /,
Ztja: zur Zeit t steht das Zeichen a auf dem j-ten Feld.

@ Konkret sei F,, = RAS, AU AU AE.




Beweis von SAT ist NP-hart

e Konkret sei F, = RAS, ANU; A Up A E.

@ Dabei stellt die Formel R = /\';L”o) R: (Randbedingungen) sicher, dass
wir jeder erfiillenden Belegung eindeutig eine Folge von Konfigurationen
Ko, - - -, Kp(n) zuordnen kénnen:

Re = G(xt,qo;-- -+ Xt,qn) /N G(Yt,—p(n)a e 7yt,p(n))
p(n)
A /\ G(zt,iay,---»2ti3)-
i=—p(n)
@ Die Teilformel R; sorgt also dafiir, dass zum Zeitpunkt t
o genau ein Zustand g € {qo, ..., gm} eingenommen wird,
o genau ein Bandfeld i € {—p(n),...,p(n)} besucht wird und

o auf jedem Feld i genau ein Zeichen a € I steht.




Beweis von SAT ist NP-hart

e Die Formel S,, (wie Startbedingung) stellt sicher, dass zum Zeitpunkt 0
tatsachlich die Startkonfiguration vorliegt:

—p(n) -1 0 n—=1 n p(n)
0
do
=i n—1 p(n)
Sw = x0,g0 N\ Yo,0 N /\ 20,iu N /\ 20, wipqy N\ /\ 20,i.U
i:—p(n) i=0 i=n

@ Die Formel U; sorgt dafiir, dass der Inhalt von nicht besuchten Feldern
beim Ubergang von K; zu K;,1 unverandert bleibt:

p(n)=1  p(n)

U = /\ /\ /\ (2yei A Zeja — Ze41,ia)

t=0 j=—p(n) acl




Beweis von SAT ist NP-hart

@ U, achtet darauf, dass sich bei jedem Ubergang der Zustand, die
Kopfposition und das gerade gelesene Zeichen gemaB einer Anweisung
in § verandern:

m—1  p(n)

/\ /\ /\ /\ (Xep A Ye)i A Ztja —

t=0 j=—p(n) acl peZ

\/ Xet1,g A Yer1,itD A Ze41,ib),
wobei (g,b,D)€6(p,a)
i-1, D=1L
i+D =i D=N
i+1, D=R

@ SchlieBlich tiberpriift E, ob M zur Zeit p(n) den Endzustand gn,
erreicht hat:

E = P(n)qu




Beweis von SAT ist NP-hart

e Da der Aufbau der Formel f(w) = F,, einem einfachen Bildungsgesetz
folgt und ihre Lange polynomiell in n ist, folgt f € FP.

@ Es ist klar, dass F,, im Fall w € L(M) erfillbar ist, indem wir die
Variablen von F,, gemaB einer akz. Rechnung von M(w) belegen.

@ Umgekehrt fiihrt eine Belegung a mit F,(a) =1 wegen R(a) =1
eindeutig auf eine Konfigurationenfolge Ko, ..., K,(n), so dass gilt:

o Ky ist Startkonfiguration von M(w) (wegen S, (a) = 1),

o Kit Kiy1 fiir i =0,...,p(n) — 1 (wegen Ui(a) = Us(a) = 1),

o M nimmt spétestens bei Erreichen der Konfiguration Kj,,) den
Endzustand g, an (wegen E(a) = 1).

@ Also gilt fiir alle w € ¥* die Aquivalenz
w € L(M) & F,, € SAT,
d.h. die FP-Funktion f : w +— F,, reduziert L(M) auf SAT.




Boolesche Schaltkreise

Als nachstes betrachten wir das Erfiillbarkeitsproblem fiir boolesche
Schaltkreise.

Definition
@ Ein boolescher Schaltkreis iiber den Variablen xi, ..., x, ist eine Folge
s=1(g1,-.-,8m) von Gattern

gl 6 {07 17X17“ : 7Xn7 (_‘7.j)7(/\7.j7 k)?(\/7.j7 k)} mlt 1 S.j?k < /’

@ Die am Gatter g; berechnete n-stellige boolesche Funktion ist induktiv
wie folgt definiert:

g |01 X (_'7j) (/\>.j> k) (\/7j> k)
gi(a)|0 1 a; 1—gj(a) gj(a)aw(a) gj(a) + gx(a) — gi(a)gk(a)

@ s berechnet die boolesche Funktion s(a) = gm(a).

@ s heiBt erfillbar, wenn eine Eingabe a € {0,1}" mit s(a) = 1 ex.




Boolesche Schaltkreise

X1 X2 X3 X4

Graphische Darstellung
des Schaltkreises ¢ =
(x1,x2, X3, x4, (A, 1,2),
(A, 2,3), (V,3,4), (—,5),
(=,6), (=,7). (V,6,8),
(v,9,10), (A, 11,12)).

Bemerkung

@ Die Anzahl der Eingdnge eines Gatters
g wird als Fanin von g bezeichnet,

@ die Anzahl der Ausginge von g (also
die Anzahl der Gatter, die g als
Eingabe benutzen) als Fanout.

@ Boolesche Formeln entsprechen also
den booleschen Schaltkreisen mit
(maximalem) Fanout 1 und
umgekehrt.

@ Eine boolesche Formel F kann somit
leicht in einen dquivalenten Schaltkreis
s mit s(a) = F(a) fir alle Belegungen
a transformiert werden.




Das Erfiillbarkeitsproblem fiir boolesche Schaltkreise

Erfiillbarkeitsproblem fiir boolesche Schaltkreise (CIRSAT):

Gegeben: Ein boolescher Schaltkreis s.
Gefragt: lIst s erfiillbar?

CIRSAT ist NP-vollstandig.

Beweis
Klar, da SAT <P CIRSAT und CIRSAT € NP gilt. O

Bemerkung
@ Da SAT NP-vollstandig ist, ist CIRSAT auf SAT reduzierbar.

@ Dies bedeuted jedoch nicht, dass sich jeder Schaltkreis in
Polynomialzeit in eine logisch aquivalente Formel (iberfiihren lasst,
sondern nur in eine erfillbarkeitsaquivalente Formel.

@ CIRSAT ist sogar auf eine spezielle SAT-Variante reduzierbar.




Formeln in konjunktiver Normalform (KNF)

Definition

@ Ein Literal ist eine Variable x; oder eine negierte Variable —x;, die wir
auch kurz mit x; bezeichnen.

@ Eine Klausel ist eine Disjunktion C = VJ’-‘:1 l; von Literalen.

@ Eine boolesche Formel F ist in konjunktiver Normalform (kurz KNF),

falls F eine Konjunktion von Klauseln (i, ..., Cp, ist,
m
F= N\ G
j=1

@ Enthalt jede Klausel hochstens k Literale, so heiBt F in k-KNF.

Notation

Klauseln werden oft als Menge C = {h,..., It} ihrer Literale und
KNF-Formeln als Menge F = {Cy,..., Cp} ihrer Klauseln dargestellt.




Erfiillbarkeitsprobleme fiir Formeln in KNF

Erfillbarkeitsproblem fiir k-KNF Formeln (k-SAT):
Gegeben: Eine boolesche Formel F in k-KNF.
Gefragt: Ist F erfillbar?

Not-All-Equal-SAT (NAESAT):
Gegeben: Eine Formel F in 3-KNF.

Gefragt: Hat F eine (erfiillende) Belegung, unter der in keiner Klausel
alle Literale denselben Wahrheitswert haben?

Beispiel

@ Die 3-KNF Formel F = (X1 V )_(2) A ()'(1 V X3) VAN (X2 V X3 V X4) ist
alternativ durch folgende Klauselmenge darstellbar:

F = {{x1, %}, {X1, x3}, {x2, X3, xa } }

e Offenbar ist F(1111) =1, d.h. F € 3-SAT. Zudem gilt F € NAESAT.




Komplexitat von Erfiillbarkeitsproblemen

@ 1-SAT und 2-SAT sind in P entscheidbar (siehe Ubungen).

@ 3-SAT und NAESAT sind NP-vollstandig.




3-SAT ist NP-vollstandig

Reduktion von CIRSAT auf 3-SAT

e Wir transformieren einen Schaltkreis s = (g1, ..., &m) mit n Eingangen
in eine 3-KNF Formel F; iiber den Variablen xi,...,Xn, ¥1,...,Ym, die
die Klausel {ym} und fiir jedes Gatter g; die folgenden Klauseln enthilt:

Gatter g; zugeh. Klauseln in Fg Semantik
0 {yit yi=0
1 {yi} yi=1
Xj {vi, xi b A%, vit Yi € Xj
(_'7j) {}_/iayj}v{ij)/i} _yl<_>_)_/‘j

(/\7./’/() {.)_/Iv_yj}v{)_/layk}a{yja.)_/kayl} yIHyj/\yk
(Vois k) AV yid AV i AV vis vy Yi < vV oy




3-SAT ist NP-vollstandig

Reduktion von CIRSAT auf 3-SAT
@ Nun ist leicht zu sehen, dass fiir alle a € {0,1}" folgende Aquivalenz
gilt:
s(a) =1« 3b e {0,1}: Fs(ab) = 1.

@ Ist namlich a € {0,1}" eine Eingabe mit s(a) = 1. Dann erhalten wir
mit

b,-:g,-(a) fur i = 1,...,m
eine erfilllende Belegung ab; - - - by, fiir Fs.
@ Ist umgekehrt aby - - - b, eine erfillende Belegung fiir F5, so muss

o bm =1 sein, da {ym} eine Klausel in Fs ist, und
o durch Induktion iiber i =1,..., m folgt

gi(a) = b;,
d.h. insbesondere folgt s(a) = gm(a) = by, = 1.




3-SAT ist NP-vollstandig

Reduktion von CIRSAT auf 3-SAT

@ Nun ist leicht zu sehen, dass fiir alle a € {0,1}" folgende Aquivalenz
gilt:

s(a) =1« 3be {0,1}": Fs(ab) = 1.

@ Dies bedeutet, dass der Schaltkreis s und die 3-KNF-Formel F;
erfiillbarkeitsaquivalent sind, d.h.

s € CIRSAT & F; € 3-SAT.

@ Zudem ist leicht zu sehen, dass die Reduktionsfunktion s — Fs in FP
berechenbar ist, womit CIRSAT <P 3-SAT folgt.




Eine Variante von 3-SAT

Not-All-Equal-SAT (NAESAT):

Gegeben: Eine Formel F in 3-KNF.
Gefragt: Hat F eine (erfiillende) Belegung, unter der in keiner Klausel
alle Literale denselben Wahrheitswert haben?

NAESAT ist NP-vollstandig. \

Beweis
@ NAESAT € NP ist klar.

@ Wir reduzieren CIRSAT auf NAESAT, indem wir die Reduktion von
CIRSAT auf 3-SAT geeignet anpassen.




NAESAT ist NP-vollstandig

Reduktion von CIRSAT auf NAESAT

@ Wir reduzieren CIRSAT auf NAESAT, indem wir die Reduktion von
CIRSAT auf 3-SAT geeignet anpassen:

Gatter g; zugeh. Klauseln in F¢ Semantik
{)_/,',Z} Yi = 0
{y;,z} Yi = 1
Xj {}7ian,Z}7{)_<ja)/iaZ} Yi HX_]
(_‘7.j) {}_//7}71'72}7{)/]7)//72} Yi <_>)_/J
(/\7.j7 k) {yi7}/jvz}7{yiaykaz}7 Yi Hyj/\yk
(\/ajv k) {)_/jvyiaz}v{)_/lﬁyfaz}a Yi <_>yj\/yk
@ Es ist leicht zu sehen, dass die unter jeder erfiillenden

Belegung von Fs bereits beide Wahrheitswerte annehmen.

@ Zu den ibrigen Klauseln kdnnen wir eine neue Variable z hinzufiigen.




NAESAT ist NP-vollstandig

Reduktion von CIRSAT auf NAESAT

@ Sei Fl(x1,...,Xn, Y1, -+, Ym,Z) die 3-KNF Formel, die die Klausel
{¥m, z} und fiir jedes Gatter g; die folgenden Klauseln enthalt:

Gatter g; zugeh. Klauseln F!

s

0 {_)_/,',Z}
{y,',Z}
Xj {)7i,Xj7Z},{>_<j7}/i72}

( ) {.)_/iv.)_/jaz}v{yjayhz}
(A ./7k) {.)7/7}072}7{.)_/iﬂykaz}v{}_/jv_)_/kayi}
(\/ Jak) {)7j7yivz}7{}_/k7yiaz}7{)_/iaijyk}

@ F! entsteht also aus Fs, indem wir zu jeder Klausel mit < 2 Literalen
die neue Variable z hinzufiigen.




NAESAT ist NP-vollstandig

Reduktion von CIRSAT auf NAESAT
@ Da die Funktion f : s — F. offenbar in FP berechenbar ist, bleibt nur
noch die Korrektheit von f zu zeigen:

s € CIRSAT & F, € NAESAT.

@ Ist s € CIRSAT, so existiert eine Belegung ab mit Fs(ab) = 1.

@ Folglich enthalten unter dieser Belegung alle Klauseln von F, (und
damit auch alle Klauseln von F!) ein wahres Literal.

e Tatsachlich wird unter ab in jeder Dreierklausel von F¢ (und damit in
jeder Klausel von F., die nicht z enthalt) auch ein Literal falsch, da ab
neben jeder Dreierklausel der Form

o {¥i,yj,y«} die Klauseln {J;, y;} und {¥x, i} und neben
o {yi, ¥, ¥«} die Klauseln {y;, ¥} und {yx,y;} erfillt.

@ Setzen wir also z = 0, so wird in jeder Klausel von F, mindestens ein

Literal wahr und mindestens ein Literal falsch.




NAESAT ist NP-vollstandig

Reduktion von CIRSAT auf NAESAT
e die umgekehrte Implikation sei nun F, € NAESAT angenommen.
e Dann existiert eine Belegung abc € {0,1}"T™+1 fiir

!
Fi(Xiy-e oy Xny Y1y« s Yms Z),
unter der in jeder Klausel ein wahres und ein falsches Literal
vorkommen.

@ Da dies auch unter der komplementaren Belegung abc der Fall ist,
kénnen wir ¢ = 0 annehmen.

@ Dann erfiillt aber die Belegung ab die Formel F;.
@ Also ist s(a) = 1 und damit s € CIRSAT.




SAT als Optimierungsproblem

@ Ist eine KNF-Formel F nicht erfiillbar, so kann es ntzlich sein,
herauszufinden, wieviele Klauseln in F maximal erfullbar sind.

@ Die Schwierigkeit dieses Optimierungsproblems lasst sich durch
folgendes Entscheidungsproblem charakterisieren.

MAX-k-SAT:
Gegeben: Eine Formel F in k-KNF und eine Zahl /.

Gefragt: Existiert eine Belegung a, die mindestens / Klauseln in F
erfillt?

Hierbei konnen Klauseln in F auch mehrfach vorkommen.

@ MAax-1-SAT € P.
Q@ Max-2-SAT € NPC.




SAT als Optimierungsproblem

Reduktion von 3-SAT auf MAX-2-SAT

e Fiir eine Dreierklausel C = {h, h, s}, in der die Variable v nicht
vorkommt, sei G(h, k, 5, v) die 2-KNF Formel, die aus folgenden 10
Klauseln besteht:

{Il}’ {I2}a {/3}’ {V}v {E, E}’ {E, E}’ {E, E}’ {/1,7}, {/27V}7 {/3,7}

@ Die folgenden 3 Eigenschaften von G sind leicht zu verifizieren:
o Keine Belegung von G erfiillt mehr als 7 Klauseln von G.
o Jede Belegung a von C mit C(a) = 1 ist zu einer Belegung a’ von G
erweiterbar, die 7 Klauseln von G erfillt.
o Keine Belegung a von C mit C(a) = 0 ist zu einer Belegung a’ von
G erweiterbar, die 7 Klauseln von G erfullt.
@ Sei F eine 3-KNF-Formel iiber x, ..., x, mit m Klauseln.

@ Wir nehmen an, dass C; = {/j1,lj, 3}, j=1,..., k, die Dreier- und
Ck+1,- .., Cy die Einer- und Zweierklauseln von F sind.




SAT als Optimierungsproblem

Reduktion von 3-SAT auf MAX-2-SAT
@ Wir nehmen an, dass C; = {/j1, /i, 3}, j=1,..., k, die Dreier- und

Cki1,- .-, Cny die Einer- und Zweierklauseln von F sind.
@ Betrachte die 2-KNF Formel F’ mit 10k + (m — k) Klauseln ist, die wie

folgt aus F entsteht:

o Ersetze jede Dreierklausel C; = {/j1, [j2, l;3} in F durch die
10 Klauseln der 2-KNF-Formel G; = G(/j1, lj2, Ij3, vj).
e Dann gilt
F € 3-SAT & (F', m + 6k) € MAX-2-SAT.

@ Die Vorwartsrichtung ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, dass
jede erfillende Belegung a fiir F zu einer Belegung a’ fiir F’ erweiterbar
ist, die 7k + m — k = m + 6k Klauseln von F’ erfiillt.




SAT als Optimierungsproblem

Reduktion von 3-SAT auf MAX-2-SAT

Dann gilt
F € 3-SAT & (F', m + 6k) € MAX-2-SAT.

Die Vorwartsrichtung ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, dass
jede erfiillende Belegung a fiir F zu einer Belegung a’ fiir F’ erweiterbar
ist, die 7Tk + m — k = m + 6k Klauseln von F’ erfillt.

Fir die Riickwartsrichtung sei a eine Belegung, die mindestens m + 6k
Klauseln von F’ erfiillt.

Da in jeder 10er-Gruppe Gj, j = 1,..., k, maximal 7 Klauseln erfiillbar
sind, muss a in jeder 10er-Gruppe genau 7 Klauseln und zudem alle
Klauseln C; fiir j = k+1,..., m erfiillen.

Dies ist aber nur méglich, wenn a alle Klauseln C; von F erfiillt.

Zudem ist leicht zu sehen, dass g : F — (F', m + 6k) in FP
berechenbar ist, woraus 3-SAT <P MAX-2-SAT folgt. 0




Das Wortproblem fiir NFAs

@ Als nachstes zeigen wir, dass das Wortproblem fiir NFAs effizient
entscheidbar ist.

e Dagegen wird sich das Aquivalenzproblem fiir NFAs als schwer I6sbar
(genauer: co-NP-hart) herausstellen.

Das Wortproblem fiir NFAs,
WPnea = {N#x | N ist ein NFA und x € L(N)},

ist in P entscheidbar.

P-Algorithmus fiir WP Nga

1 Input: Ein NFA N = (Z,%,0, Qo, E) und ein Wort x =xy...x,
2 Q= Qo

3 for i:=1 to n do

4 Q= quQ o(q, %)

5 if QNE #( then accept else reject




Das Wortproblem fiir NFAs ist in P entscheidbar

Das Wortproblem fiir NFAs,
WPnea = {N#x | N ist ein NFA und x € L(N)},

ist in P entscheidbar.

P-Algorithmus fir WP Nga

1 Input: Ein NFA N = (Z,%,0, Qo, E) und ein Wort x =xy...x,
2 Q:=Qo

3 for i:=1 to n do

4 Q:= quQ(S(ani)

5 if QNE #( then accept else reject

Es ist klar, dass dieser Algorithmus korrekt arbeitet und auch in eine
polynomiell zeitbeschrankte DTM fiir die Sprache WPnga transformiert
werden kann.



Das Leerheitsproblem und das Schnittproblem fiir NFAs

Ganz ahnlich folgt auch, dass das Leerheits- und das Schnittproblem fiir
NFAs in Polynomialzeit |dsbar sind (siehe Ubungen).

Korollar
Das Leerheitsproblem fiir NFAs,

LPnra = {N | N ist ein NFA und L(N) =0}
und das Schnittproblem fiir NFAs,
SPNFA = {Nl#Nz | N1 und N2 sind NFAs mit L(Nl) N L(Nz) 75 @}

sind in P losbar.

| A




Entscheidungsprobleme fiir regulare Ausdriicke

Korollar

Das Wort-, das Leerheits- und das Schnittproblem fiir reguldre Ausdriicke
sind in P entscheidbar.

Beweis

@ Ein regularer Ausdruck « lasst sich in Polynomialzeit in einen
dquivalenten NFA N, transformieren (siehe Ubungen).

@ Dabher gilt WPra <P WPyga mittels £ : (a#x) — (Na#x).

@ Da nach vorigem Satz WPypa € P ist, und da P unter <P
abgeschlossen ist, folgt WPgra € P.

e Ahnlich zeigt man LPra <P LPnga und SPra <P SPnfa, was die
Zugehorigkeit von LPra und SPRra zu P impliziert. O

Dagegen sind das Aquivalenz- und das Inklusionsproblem fiir regulire
Ausdriicke co-NP-hart. Dies gilt sogar fiir sternfreie regulare Ausdriicke
(kurz SFRAEs), also fiir regulare Ausdriicke, die keinen Stern enthalten.




Entscheidungsprobleme fiir regulare Sprachen

Die Tabelle gibt die Komplexitaten der wichtigsten Entscheidungsprobleme
fur durch DFAs, NFAs oder (sternfreie) reguldre Ausdriicke gegebene
reguldre Sprachen an.

Wort- Leerheits- Schnitt- Aquivalenz- Inklusions-

problem problem  problem problem problem
xeL? L=07? LlﬂLz?é@? Li=L1y7 L1 C L,

DFA [ P P P P &
SFRA P P P co-NP-vollstandig
RA P P P PSPACE-vollstandig
NFA | P P P PSPACE-vollstandig

Als nachstes zeigen wir, dass die Probleme APspra und IPsera
co-NP-vollstandig sind.




Das Aquivalenzproblem fiir sternfreie regulire Ausdriicke

Folgende Sprache ist NP-vollstandig:

SF = {a#0" |« ist ein SFRA tiber {0,1} mit L(«) # {0,1}"}.

Beweis
o Wir zeigen zuerst SF € NP.

@ AnschlieBend reduzieren wir 3-SAT auf SF.




Das Aquivalenzproblem fiir sternfreie regulire Ausdriicke

Sei « ein sternfreier regularer Ausdruck der Lange m.

Es ist leicht zu zeigen (durch Induktion iber den Aufbau von «), dass
L(c) nur Worter der Lange < m enthilt.

D.h. es gilt L(a) C {0,1}=™, wobei ¥=" = |, L' ist.

Daher akzeptiert folgender NP-Algorithmus die Sprache

SF = {a#0"|a ist SFRA tiber {0,1} mit L(«) # {0,1}"}.

NP-Algorithmus fiir SF

1 Input: SFRA « iber {0,1} und eine unidr kodierte Zahl n
2 guess x € {0,1}"

3 if x ¢ L(o) then accept

4 m:= |of

5 guess y € {0,1}=m

6 if y € L(a) —{0,1}" then accept else reject




Das Aquivalenzproblem fiir sternfreie regulire Ausdriicke

Reduktion von 3-SAT auf SF
@ Sei F ={C,...,Cp} eine 3-KNF Formel.
@ Betrachte den SFRA af = (a1|-- - |am) mit aj = Bj1 -+ - Bjn und

0, Xj € Cj,
Bii =11, xj € G,
(0]1), sonst.

@ Dannist L(cj) = {a € {0,1}" | Cj(a) = 0} und daher folgt

Fe3SaT & Jae{0,1}":F(a)=1
Jae{0,1}7Vj=1,...,m: Ga) =1

daec{0,1}"Vj=1,....m:a ¢ L(w)

Jae{0,1}": a & L(af)

L(afp) #{0,1}".

teoe
gQ.




Das Aquivalenzproblem fiir sternfreie regulire Ausdriicke

Korollar

Das Aquivalenzproblem fiir sternfreie regulire Ausdriicke,
APSFRA = {a#ﬁ | a, 8 sind SFRAs mit L(a) = L(,B)},
ist co-NP-vollstandig.

Beweis

@ Wir zeigen, dass das Indquivalenzproblem fiir SFRAs NP-vollstandig ist.
@ Die Zugehorigkeit zu NP liefert folgender Algorithmus:

Input: SFRAs o und

m := max{|al, 5]}
guess x € {0,1}=m
if x € L(o) AL(B) then accept else reject

A W =

@ Zudem lasst sich SF leicht auf dieses Problem reduzieren:
a#0" — a# (0|1)---(0]1).
——

n-mal O




Das Aquivalenz- und das Inklusionsproblem fiir NFAs

@ Das Komplement von SF lasst sich auch auf das Inklusionsproblem fiir
sternfreie reguldre Ausdriicke reduzieren (siehe Ubungen).

@ Folglich ist IPspra ebenfalls co-NP-vollstandig.

@ Das Aquivalenz- und Inklusionsproblem fiir reguldre Ausdriicke sind
demnach co-NP-hart.

@ Diese Probleme sind sogar PSPACE-vollstandig (auch fiir NFAs).

Wort- Leerheits- Schnitt- Aquivalenz- Inklusions-
problem problem  problem problem problem
xeL? L=p7? LlﬂLz#q)? Li=L7 LiCL,

DFA [ P P P P P
SFRA P P P co-NP-vollstandig
RA P P P PSPACE-vollstindig
NFA P P P PSPACE-vollstindig




Notation — ungerichtete Graphen

Ein (ungerichteter) Graph ist ein Paar G = (V, E), wobei
V - eine endliche Menge von Knoten/Ecken und
E - die Menge der Kanten ist.

Hierbei gilt
EC(¥):={{uv}CV|usv)

Die Knotenzahl von G ist n(G) = || V||.
Die Kantenzahl von G ist m(G) = | E]||.

Die Nachbarschaft von v € V ist Ng(v) = {uv e V | {u,v} € E} und
die Nachbarschaft von U C V ist Ng(U) = U,cy Ne(u).

Der Grad von v € V ist degs(v) = ||[Ng(v)]|.
Der Minimalgrad von G ist 6(G) := min,cy degg(v) und
der Maximalgrad von G ist A(G) := max,cy degg(v).

Falls G aus dem Kontext ersichtlich ist, schreiben wir auch einfach n, m,
N(v), deg(v), J usw.



Beispiel

o Der vollstandige Graph (V, E) mit |V| = n und E = (¥) wird mit K,
und der leere Graph (V/,0) wird mit E, bezeichnet.

Ki: . Ko: —e Ks: i Ky: Ks: @

@ Der vollstandige bipartite Graph (A, B, E) auf a + b Knoten, d.h.
ANB=10, ||Al=a ||B||=bund E={{u,v}|u€A ve B} wird
mit K, bezeichnet.

Kl’l:o—o K172: < K2722 X K273: z K3’3: %

@ Der Pfad der Lange n wird mit P, bezeichnet.

Pi: e—e Pr: e—e—e P3: e—e—e—o Py: e—e—e—e—s

@ Der Kreis der Lange n wird mit C, bezeichnet.

G AL Ca: Gs: Q Ge: O




Notation — ungerichtete Graphen (Fortsetzung)

e Ein Graph H = (V' E’) heiBt Sub-/Teil-/Untergraph von G = (V, E),
falls V/ C V und E’ C E ist.

Der Subgraph H heiBt (durch V') induziert, falls E' = E N (\gl) ist.
Hierfiir schreiben wir auch H = G[V].

@ Ein Weg ist eine Folge von Knoten vy, ..., v; mit {vj,vi;1} € E fiir
i=0,...,j—1.
Ein Weg heiBt einfach oder Pfad, falls alle durchlaufenen Knoten
verschieden sind.
Die Lange des Weges ist die Anzahl der Kanten, also ;.
Ein Weg v, ..., vj heiBt auch vp-v;-Weg.

@ Ein Zyklus ist ein u-v-Weg der Lange j > 2 mit u = v.

@ Ein Kreis ist ein Zyklus vo, vi ..., Vvj_1, vg der Lange j > 3, fiir den
Vo, V1, ..., Vj—1 paarweise verschieden sind.



Cliquen, Stabilitat und Kanteniiberdeckungen

@ Eine Knotenmenge U C V heiBt Clique, wenn jede Kante mit beiden
Endpunkten in U in E ist, d.h. es gilt (g) CE.

Die Cliquenzahl ist
w(G) := max{||U|| | U ist Clique in G}.
@ Eine Knotenmenge U C V heiBt stabil, wenn keine Kante in G beide
Endpunkte in U hat, d.h. es gilt £n (§) = 0.
Die Stabilitatszahl ist
a(G) := max{||U]| | U ist stabile Menge in G}.
e Eine Knotenmenge U C V heiBt Kanteniiberdeckung (engl. vertex

cover), wenn jede Kante e € E mindestens einen Endpunkt in U hat,
d.h. es gilt e U # 0 fir alle Kanten e € E.

Die Uberdeckungszahl ist
B(G) = min{||U|| | U ist eine Kanteniiberdeckung in G}.



Fundamentale Graphprobleme

Fiir einen gegebenen Graphen G und eine gegebene Zahl k > 1 betrachten
wir die folgenden Fragestellungen:

CLIQUE:
Gefragt: Hat G eine Clique der GroBe k?

INDEPENDENT SET (IS):
Gefragt: Hat G eine stabile Menge der GroBe k?

VERTEX COVER (VC):
Gefragt: Hat G eine Kanteniiberdeckung der GroBe k?

v

CLIQUE, IS und VC sind NP-vollstandig.




IS ist NP-vollstandig

Reduktion von 3-SAT auf IS

o Sei F={GC,...,Cn} mit GG={l1,...,L1x} firj=1,... meine
3-KNF-Formel iiber den Variablen xi, ...

@ Betrachte den Graphen G = (V, E) mit
V—{vj,-|1<j<m 1< i< kj} und
= {{vji, vy} € (§)]j =J oder I =Ty oder Ly = Ij}.
@ Nun gilt

» Xn

F € 3-SAT ¢« es gibt eine Belegung, die in jeder Klausel ;
(mindestens) ein Literal /; ;; wahr macht

& es gibt m Literale hj,...,Im,, die paarweise
nicht komplementar sind (d.h. /;; # /J/,, furj #j)
& es gibt m Knoten vy i, ..., Vm,, die nicht durch

Kanten verbunden sind
< G besitzt eine stabile Menge von m Knoten. 0




CLIQUE ist NP-vollstandig

CLIQUE ist NP-vollstandig. I

Beweis

@ Es ist leicht zu sehen, dass jede Clique in einem Graphen G_: (v,
eine stabile Menge in dem zu G komplementdren Graphen G = (
mit E = (¥) \ E ist und umgekehrt.

@ Daher lasst sich IS mittels
f:(G,k)— (@, k)

auf CLIQUE reduzieren. O

E)
7E)




VC ist NP-vollstandig

VC ist NP-vollstandig. I

Beweis

o Offensichtlich ist eine Menge | genau dann stabil, wenn ihr
Komplement V' \ [ eine Kantenlberdeckung ist.

@ Dabher lasst sich IS mittels
f:(G,k)— (G,n(G) — k)

auf VC reduzieren. O




Farbbarkeit von Graphen

Definition

e Eine Abbildung f: V — N heiBt Farbung von G, wenn f(u) # f(v) fur
alle {u,v} € E gilt.

@ G heiBt k-farbbar, falls eine Farbung f: V — {1,..., k} existiert.

@ Die chromatische Zahl ist

X(G) = min{k € N | G ist k-farbbar}.

k-Farbbarkeit (k-COLORING):
Gegeben: Ein Graph G.
Gefragt: Ist G k-farbbar?

@ 1-COLORING, 2-COLORING € P (siehe Ubungen).
@ 3-COLORING ist NP-vollstandig.




Farbbarkeit von Graphen

Reduktion von NAESAT auf 3-COLORING
@ Sei eine 3-KNF-Formel F = {Cy, ..., Cy,} lber den Variablen xi, ..., x,
mit Klauseln
G={lh1 ik} k<3
gegeben.
@ Wir kdnnen annehmen, dass F keine Einerklauseln enthalt.

e Wir konstruieren einen Graphen Gg = (V, E), der genau dann 3-farbbar
ist, wenn F € NAESAT ist.

o Wir setzen
V:{S,Xl,...,Xn,)_(l,...,)_(n}U{ijll <j<ml<k< kj}
und

E:{{vai}7{57)_<i}a {xi, %} ’ 1<i< n} U {{s, vjk} ‘ ki = 2} U
{{ij, vir} ‘ k # /} U {{vjk,x,-} ‘ fi = >‘<,-} U {{vjk,x,-} ’ I = X,.}_

4




Farbbarkeit von Graphen

Reduktion von NAESAT auf 3-COLORING
@ Wir setzen

V={stU{xt,....,xn,Xt,.. ., X} U{vix |1 <j < m, 1< k < kj},
und
E:{{vai}’{s»)_(i}v{xia)_(i} ’ 1<i< n} U {{s, Vi } ’ ki = 2} U
{{ij, vir} ‘ k # /} U {{ijyxi} ‘ = >_<i} U {{ij,?i} ’ = Xi}-

@ Sei a = a; - a, eine Belegung fiir F, unter der in jeder Klausel
G ={l,...,li;} ein Literal wahr und eines falsch wird.

@ Wir kénnen annehmen, dass /j1(a) = 0 und /jp(a) = 1 ist.

@ Dann lasst sich Gr wie folgt mit den 3 Farben 0,1, 2 farben:

[ via [ vi2 [ vjs (falls k; = 3) |
’Farbec(v)HQ‘a;‘é;‘O‘l‘ 2 ‘

’Knoten v H s‘x,-‘




Farbbarkeit von Graphen

Reduktion von NAESAT auf 3-COLORING

Sei nun umgekehrt ¢ : V — {0, 1,2} eine 3-Farbung von Gr.

Dann kénnen wir annehmen, dass c(v) = 2 ist.

Also gilt fur i =1,...,n, dass {c(x;), c(X;)} = {0,1} ist.

Zudem missen die Knoten vj1, ..., vj, im Fall k; =2 mit 0 und 1 und
im Fall kj = 3 mit allen drei Farben 0, 1 und 2 gefarbt sein.

Wir kénnen annehmen, dass c(vj1) = 0 und c(vj2) = 1 ist.

Wegen {vjk, lix} € E muss c(vjx) # c(li) fiir k =1,..., k; und daher
c(vjk) = c(lix) fiir k = 1,2 gelten.

Also macht die Belegung a = c(x1) - - - ¢(x,) die Literale /;; falsch und
li> wahr.

Insgesamt gilt also

F € NAESAT < Gf € 3-COLORING. 0




Matchings und der Heiratssatz

Das Heiratsproblem
@ Sei V eine Gruppe von heiratswilligen Personen.
@ Wir verbinden u, w € V durch eine Kante, falls aus Sicht von v und w
die Moglichkeit einer Heirat zwischen u und w besteht.
@ Sind Vielehen ausgeschlossen, so lasst sich jedes mogliche
Heiratsarrangement durch ein Matching beschreiben.

Definition
Sei G = (V, E) ein Graph.
@ Zwei Kanten e, e’ € E heiBen unabhingig, falls ene’ = () ist.
@ Eine Kantenmenge M C E heiBt Matching in G, falls die Kanten in M

paarweise unabhangig sind.




Matchings und der Heiratssatz

Definition
Sei G = (V, E) ein Graph.

Zwei Kanten e, e’ € E heiBen unabhingig, falls ene’ = () ist.

Eine Kantenmenge M C E heiBt Matching in G, falls die Kanten in M
paarweise unabhangig sind.

Die Matchingzahl von G ist
1(G) = max{||M|| | M ist ein Matching in G}.

Ein Matching M der GréBe ||M|| = u(G) heiBt optimal.

M heiBt gesattigt, falls M U {e} fiir keine Kante e € E\ M ein
Matching ist.

Analog lassen sich Matchings M C E in einem d-uniformen
Hypergraphen G = (V, E) mit E C (Z) definieren.
Ein Matching M heiBt perfekt, falls ||[M| > [||V]|/d] ist.




Matchings und der Heiratssatz

Beispiel
Ein gesattigtes Matching muss nicht optimal sein:

(DO—W (D—W
(V— —®

M M

@ Das Matching M = {{v, W}} ist gesattigt, da es sich nicht zu einem
groBeren Matching erweitern lasst.
e M ist jedoch nicht optimal, da M' = {{u, w}, {v,x}} groBer ist.

@ Die Greedy-Methode, ausgehend von M = () solange Kanten zu M
hinzuzufiigen, bis sich M nicht mehr zu einem gréBeren Matching
erweitern lasst, funktioniert also i.a. nicht.




Matchings und der Heiratssatz

Falls beim Heiratsproblem Homoehen ausgeschlossen sind, ist der
resultierende Graph G = (V/, E) bipartit.

Definition
@ Sei G = (V, E) ein Graph und seien U, W C V. Dann bezeichne
E(U.W)={{uw}€E|ueUwe W}
die Menge aller Kanten zwischen U und W.

@ G heiBt bipartit, falls sich V' in zwei Mengen U und W mit
E(U, W) = E zerlegen lasst.

@ In diesem Fall notieren wir G auch in der Form G = (U, W, E).




Matchingprobleme

d-dimensionales Matching (d-MATCH)
Gegeben: Ein d-uniformer Hypergraph G und eine Zahl k > 1.
Gefragt: Hat G ein Matching M der GroBe |M|| > k?

d-dimensionales perfektes Matching (d-PERFECTMATCH)
Gegeben: Ein d-uniformer Hypergraph G.
Gefragt: Hat G ein perfektes Matching?

4

Im Fall d = 2 schreiben wir auch einfach MATCH bzw. PERFECTMATCH. )

Bipartites Matching (BIMATCH)
Gegeben: Ein bipartiter Graph G und eine Zahl k > 1.
Gefragt: Hat G ein Matching M der GroBe ||M|| > k?




Matchingprobleme

@ d-MATCH, d-PERFECTMATCH und BIMATCH sind fur d <2 in P
entscheidbar.

@ Fiir d > 3 sind d-MATCH und d-PERFECTMATCH NP-vollstandig.




3-dimensionales perfektes Matching ist NP-vollstandig

3-PERFECTMATCH € NPC.

Beweis

@ 3-PERFECTMATCH € NP ist klar. Wir reduzieren von 3-SAT.

@ Sei F={Cy,...,Cn} eine 3-KNF Formel iber xg, ..., x,.

@ Betrachte den Hypergraphen Gr = (V, E) mit der Knotenmenge

V={x/,%/,a,b{, ¢, gx. g | i € [n,j € [m], k € [m(n—1)]},
wobei [/] = {1,...,/} ist, und der Hyperkantenmenge

E = {{x/,a},b/}.{x/,b},al "1 ™ "} |i € [n], € [m]}

U{{XI 7CJ7CJ} ’Xl S C}U{{X/7CJ7CJ} ’X/ S C}
U{{x/, gk 81}, {57 g, &4} | i € [n],j € [m], k € [m(n—1)]}.




Reduktion von 3-SAT auf 3-PERFECTMATCH

e Falls F erfullbar ist, hat Gg ein (perfektes) Matching M der GroBe
2nm, wovon

o nm Hyperkanten alle 2nm a- und b-Knoten sowie nm der x-Knoten
(und zwar alle Knoten x,-j, falls x; = 0 und alle Knoten >'<,.j, falls
xi=1 iSt),

o m Hyperkanten alle 2m c-Knoten sowie weitere m x-Knoten und

o m(n — 1) Hyperkanten alle 2m(n — 1) g-Knoten sowie die restlichen
m(n — 1) x-Knoten iiberdecken.

@ Umgekehrt ist auch leicht zu sehen, dass sich aus jedem perfekten
Matching M von G eine Belegung a mit F(a) = 1 ableiten l3sst:

o Setze die Variable x; genau dann gleich 1, wenn M Kanten der Form
(%7, bJ, 2l T ™9™ enthilt.

i Mo 9

o Da diese Kanten alle falschen Literalknoten iiberdecken, miissen die
Klauselknoten c;, cjf durch wahre Literalknoten (iberdeckt werden.

@ Zudem ist leicht zu sehen, dass die Funktion F — Gg in FP ist. O




Bipartites Matching und der Heiratssatz

@ Der bipartite Graph G enthalt ein Matching
der GroBe

@ Die Nachbarschaft von A = {us, us, us} ist
N(A) = {W4, W5}.

@ Daher kann jedes Matching hochstens 2 der
3 Knoten in A und somit héchstens 4 der 5
Knoten in U uberdecken.

@ Dies zeigt, dass // optimal ist. G =(U,W,E)

OI6)6I6)

OI6J6J6I0
¥




Bipartites Matching und der Heiratssatz

@ Sei A C U beliebig und sei M ein beliebiges Matching.
@ Da M hochstens ||[N(A)|| Knoten in A iiberdecken kann, gilt

IMI| < [|U = All + INCA) = 1U]l = (AT = [INCA) -
o Folglich ist 1(G) < || U]l — maxacu (Al — [[N(A)]])-

Frage: Ist diese Schranke in jedem bipartiten Graphen scharf?

Anders ausgedriickt: Lasst sich die Optimalitdt von M immer durch
Angabe einer Menge A C U mit ||U|| — ||[M|| = ||A|| — [|[N(A)|| beweisen?

Satz (Heiratssatz von Hall)
Fir einen bipartiten Graphen G = (U, W, E) ist

w(G) = U]l = max (1Al — [IN(A])-

Insbesondere hat G genau dann ein Matching der GroBe ||M|| = ||U]|, wenn
fur alle Teilmengen A C U gilt: |[N(A)]| > ||A]l.




Bipartites Matching und der Heiratssatz

Im Beweis des Heiratssatzes benutzen wir folgende Notation:
Fir eine Knotenmenge A C V und ein Matching M bezeichne

A;&:{UGA)EIVG V:{u,v}eM}
die Menge aller von M in A lberdeckten Knoten und
Ay =A-AL

bezeichne die Menge aller von M in A nicht Gberdeckten Knoten.




Beweis des Heiratssatzes

@ Wir konstruieren zu jedem Matching M der GroBe
IMI] < 1[UIl = max([|All — [[N(A)])

ein Matching M’ mit | M'|| > || M||.

@ Hierzu betrachten wir den gerichteten Graphen Gy, der aus G dadurch
entsteht, dass wir alle Matchingkanten in M von W nach U und alle
ubrigen Kanten von U nach W orientieren.

@ Angenommen, es ex. in Gy ein Pfad von U,, nach W,,:

P: ug—wy—ui—wi— - Ug_1—>Wh_1—>Uj—> W

@ Dann hat P ungerade Lange 2k + 1, k > 0, und wir kénnen M zu M’
vergroBern, indem wir die k zu P gehorigen Matchingkanten aus M
entfernen und dafiir die k + 1 iibrigen Kanten von P zu M hinzufiigen:

M = (/\/l\{{w,-,u,-ﬂ} ‘ 0<i< k}) u {{u,-,w,-} ] 0<i< k}.




Beweis des Heiratssatzes




Beweis des Heiratssatzes

G/waI’M:@




Beweis des Heiratssatzes

G/waI’M:@




Beweis des Heiratssatzes

Gy fir M = {{u1, w; }}




Beweis des Heiratssatzes

Gy fir M = {{u1, w; }}




Beweis des Heiratssatzes

Gy fir M = {{u1, w; }}




Beweis des Heiratssatzes

Gy fir M = {{u1, w1}, {tp, wo}}




Beweis des Heiratssatzes

Gy fir M = {{u1, w1}, {tp, wo}}




Beweis des Heiratssatzes

Gy fir M = {{u1, w1}, {tp, wo}}




Beweis des Heiratssatzes

Gy fir M = {{u1, w1}, {tn, wo}, {uz, wa}}




Beweis des Heiratssatzes

Gy fir M = {{u1, w1}, {tn, wo}, {uz, wa}}




Beweis des Heiratssatzes

Gy fir M = {{u1, w1}, {tn, wo}, {uz, wa}}




Beweis des Heiratssatzes

Gy fir M = {{u1, w1}, {uz, wo}, {us, w3}, {usg, wa}}




Beweis des Heiratssatzes

Gy fir M = {{u1, w1}, {uz, wo}, {us, w3}, {usg, wa}}




Beweis des Heiratssatzes

Gy fir M = {{u1, w1}, {uz, wo}, {us, w3}, {usg, wa}}




Beweis des Heiratssatzes

Gy fir M = {{u1, w1}, {uz, wo}, {us, w3}, {usg, wa}}




Beweis des Heiratssatzes

Gy fir M = {{u1, w1}, {uz, wo}, {us, w3}, {usg, wa}}




Beweis des Heiratssatzes

Gy fir M = {{u1, w1}, {uz, wo}, {us, w3}, {usg, wa}}




Beweis des Heiratssatzes

Gy fir M = {{u1, w1}, {uz, wo}, {us, w3}, {usg, wa}}




Beweis des Heiratssatzes

Gy fir M = {{u1, w1}, {uz, wo}, {us, ws }, {ug, w3}, {us, wa}}




Beweis des Heiratssatzes

Gy fir M = {{u1, w1}, {uz, wo}, {us, ws }, {ug, w3}, {us, wa}}




Beweis des Heiratssatzes

@ Noch zu zeigen: Falls es in Gy keinen Pfad von Uy, nach W, gibt,
dann lasst sich die Optimalitat von M durch Angabe einer Menge
A C U mit |U]| — [|[M]| = ||A]| = |N(A)]|| beweisen.

@ Sei X die Menge aller in Gy von U,, aus erreichbaren Knoten.
e Dain Gy kein Pfad von Uy, nach W, ex., ist X N W C Wj).
e Wir zeigen, dass A = X N U die GroBe |U|| — [|[M]| + || N(A)|| hat.
e Da A alle Knoten in U, enthalt, ist
IA] = [ Ull + [1AQ 1 = 11UI = [IM]] + [| Ayl
e Es reicht also zu zeigen, dass ||Af,|| = || N(A)]| ist.

@ Es ist klar, dass jeder Knoten w € N(A), der mit einem Knoten u € A
uber eine Kante e = {u, w} € E \ M verbunden ist, zu X gehort.

@ Aber auch im Fall e € M muss w zu X gehoren, da u in Gy nur lber
diese Matchingkante e erreichbar ist.

e Also ist N(A) C X N W C W, d.h jeder Knoten w € N(A) hat einen
Matching-Partner u in A, woraus ||[N(A)|| = ||AL|| folgt. 0




Bipartites Matching und der Heiratssatz

Korollar (zum Beweis des Heiratssatzes)

In bipartiten Graphen ist ein optimales Matching in Polynomialzeit
berechenbar, d.h. BIMATCH € P.

Zur Erinnerung: Fir ein Matching M in G ist Gy, der Digraph, der aus G
dadurch entsteht, dass wir alle Matchingkanten in M von W nach U und
die Gibrigen Kanten von U nach W orientieren.

Algorithmus zur Bestimmung eines optimalen Matchings

1 Input: Ein bipartiter Graph G = (U, W, E)

2 M := ()

3 while 3 Pfad P von U,, nach W,, in Gp do
4 sei P:ug—wo—ui— -+ —Wk_1—U—>Wg

M = (M\{{W;,U,’+1}‘O§i<k})U {{u;,Wi}‘OSiSk}
6 Output: M

&)

Frage: Wie lasst sich P effizient berechnen?



Notation — gerichtete Graphen

Definition
@ Ein gerichteter Graph oder Digraph ist ein Paar G = (V, E), wobei

V - eine endliche Menge von Knoten/Ecken und
E - die Menge der Kanten ist.

Hierbei gilt
ECVxV={(uv)|uveV},

wobei E auch Schlingen (u, u) enthalten kann.

Die Nachfolgermenge von v ist N (v) = {u€ V| (v,u) € E}.
Die Vorgangermenge von v ist N~ (v) ={uve V| (u,v) € E}.
Die Nachbarmenge von v ist N(v) = N*(v) U N~ (v).

Der Ausgangsgrad von v ist deg™(v) = |[NT(v)]|.

Der Eingangsgrad von v ist deg™(v) = ||[N~(v)].

Der Grad von v ist deg(v) = deg™(v) + deg™(v).




Gerichtete Zyklen und Kreise

Definition

Sei G = (V, E) ein Digraph.

e Ein (gerichteter) vp-vj-Weg in G ist eine Folge von Knoten (vo, ..., v;)
mit (V,',V,'Jrl) e Efiri=0,...,j—1.

@ Ein (gerichteter) Zyklus in G ist ein gerichteter u-v-Weg der Lange
j>21lmitu=v.

@ Ein gerichteter Weg heiBt einfach oder (gerichteter) Pfad, falls alle
durchlaufenen Knoten paarweise verschieden sind.

e Ein (gerichteter) Kreis in G ist ein gerichteter Zyklus (vo, ..., vj_1, vo)
der Lange j > 1, fiir den vy, ..., vj_1 paarweise verschieden sind.

@ G heiBt azyklisch, wenn es in G keinen gerichteten Kreis gibt.




Eulerlinien

Definition
Sei G = (V, E) ein Graph (oder Digraph) und sei s = (vp, v1,..., V) €in

(gerichteter) Weg in G, d.h. {v;, vit1} bzw. (v;, viy1) € E fir
i=0,...,0—1.

@ s = (v, vi,..., V) heiBt Eulerlinie (auch Eulerzug oder Eulerweg) in G,
falls s jede Kante in E genau einmal durchlauft, d.h. es gilt / = ||E|| und

{{v,-, vit1} bzw. (vi, vit1) ’ i=0,...,1— 1} =E.

Beispiel (Eulerlinie in einem ungerichteten Graphen)

S = (4’ 1’27 37 57 77 6747572747 7)




Eulerkreise

Definition
@ s = (v, vi,...,Vv) in G heiBt Eulerlinie (auch Eulerzug oder Eulerweg),
falls s jede Kante in E genau einmal durchlauft, d.h. es gilt / = ||E|| und
{{v;, Vit1} bzw. (vi, vit1) ‘ i=0,...,1— 1} =E.

@ Ist s zudem ein Zyklus, d.h. es gilt v/ = vp, so heiBt s Eulerkreis (auch
Eulerzyklus oder Eulertour).

Beispiel (Eulerkreis in einem Digraphen)

s=(1,4,5,2,3,5,7,4,7,6,4,2,1)




Hamiltonpfade

Definition

Sei G = (V, E) ein Graph (oder Digraph) und sei s = (v, vi,..., V) ein

(gerichteter) Pfad in G, d.h. {v;, vit1} bzw. (vj, vi41) € E fir

i=0,...,/ =1 und die Knoten vy, ..., Vv, sind paarweise verschieden.

@ s heiBt Hamiltonpfad in G, falls s jeden Knoten in V genau einmal
durchlauft, d.h. es gilt

V={w,...,vi}und I =|V] -1

Beispiel (Hamiltonpfad in einem ungerichteten Graphen)

S = (a7b7e?f7i7j7m7nﬂo7p’kﬂl7g7h7c7d)




Hamiltonpfade

Definition

Sei G = (V, E) ein Graph (oder Digraph) und sei s = (v, vi,..., V) ein

(gerichteter) Pfad in G, d.h. {v;, vit1} bzw. (vj, vi41) € E fir

i=0,...,/ =1 und die Knoten vy, ..., Vv, sind paarweise verschieden.

@ s heiBt Hamiltonpfad in G, falls s jeden Knoten in V genau einmal
durchlauft, d.h. es gilt

V={w,...,vi}und I =|V] -1

Beispiel (Hamiltonpfad in einem Digraphen)

S:(m7n’i?.j7e?f7a?bﬂc7d’g7h’kﬂl7o7p)




Hamiltonkreise

Definition
@ s = (v, vi,...,Vv) in G heiBt Hamiltonpfad, falls s jeden Knoten in V
genau einmal durchlauft, d.h. es gilt

V={w,...,vi}und [ =|V] - 1.

o Ist zudem {wy, v} € E, d.h. s’ = (vo,v1,..., v, vp) ist ein (gerichteter)
Kreis, so heiBt s’ Hamiltonkreis.

Beispiel (Hamiltonkreis in einem ungerichteten Graphen

S: (a7 f7b7g7c7h7d7p7/7o7k7n7j7m7i7e7a)




Euler- und Hamiltonkreise

Definition
Wir betrachten fiir einen gegebenen Graphen (bzw. Digraphen) G und
zwei Knoten s und t folgende Entscheidungsprobleme:

@ Das Eulerlinienproblem (EULERPATH bzw. DIEULERPATH):
Hat G eine Eulerlinie von s nach t?

e Das Hamiltonpfadproblem (HAMPATH bzw. DIHAMPATH):
Hat G einen Hamiltonpfad von s nach t?7

Zudem betrachten wir fiir einen gegebenen Graphen (bzw. Digraphen) G
folgende Probleme:

@ Das Eulerkreisproblem (EULERCYCLE bzw. DIEULERCYCLE):
Hat G einen Eulerkreis?

@ Das Hamiltonkreisproblem (HAMCYCLE bzw. DIHAMCYCLE):
Hat G einen Hamiltonkreis?




Das Konigsberger Briickenproblem

Die 7 Konigsberger Briicken Frage
a Gibt es einen Spaziergang iiber alle 7
S ——1] Briicken, bei dem keine Briicke
‘.‘A?-ﬁ. d mehrmals lberquert wird und der
c zum Ausgangspunkt zuriickfihrt?

Gelést von Euler (1707 — 1783) durch
Betrachtung des folgenden Graphen,
der offenbar genau dann einen
Eulerkreis hat, wenn die Antwort auf
obige Frage ,ja" ist.

Satz (Euler, 1736)

Ein zusammenhangender Graph G = (V/, E) besitzt genau dann einen
Eulerkreis, wenn all seine Knoten geraden Grad haben.




Eulerkreise und -linien

Satz (Euler, 1736)

Ein zusammenhangender Graph G = (V/, E) besitzt genau dann einen
Eulerkreis, wenn all seine Knoten geraden Grad haben.

Beweis

@ Falls G einen Eulerkreis s besitzt, existiert zu jeder Kante, auf der s zu
einem Knoten gelangt, eine weitere Kante, auf der s den Knoten wieder
verlasst.

@ Daher muss jeder Knoten geraden Grad haben.

@ Ist umgekehrt G zusammenhangend und hat jeder Knoten geraden
Grad, so kdnnen wir wie folgt einen Eulerkreis s konstruieren.




Eulerkreise und -linien

@ Ist umgekehrt G zusammenhangend und hat jeder Knoten geraden
Grad, so kdnnen wir wie folgt einen Eulerkreis s konstruieren.

Algorithmus zur Berechnung eines Eulerkreises

1 Input: Graph G = (V,E)

Wahle u € V beliebig und initialisiere s zu s = (u)
3 Wahle einen beliebigen Knoten u auf dem Weg s, der

N

mit einer unmarkierten Kante verbunden ist.

4 Folge ausgehend von u den unmarkierten Kanten auf
einem beliebigen Weg z solange wie mdéglich und
markiere dabei jede durchlaufene Kante.

(Da von jedem erreichten Knoten v # u ungerade viele
markierte Kanten ausgehen, muss der Weg z zum
Ausgangspunkt u zurickfihren.)

5 Flige den Zyklus z an der Stelle u in s ein.

6 Falls noch nicht alle Kanten markiert sind, gehe zu 3.

7 Output: s 0




Eulerkreise und -linien

Satz (Euler, 1736)

i) Ein zusammenhéngender Graph G = (V/, E) besitzt genau dann eine
Eulerlinie von s nach t, wenn s und t ungeraden Grad und alle iibrigen
Knoten geraden Grad haben.

ii) Ein stark zusammenhangender Digraph besitzt genau dann einen
Eulerkreis, wenn fiir jeden Knoten u der Eingangs- und der Ausgangs-
grad iibereinstimmen.

Beweis

i) Da G genau dann eine Eulerlinie von s nach t hat, wenn der Graph
G = (V' E'") mit V! =V U{upey} und E' = EU{{t, uneu}, {tneu,s}}
einen Eulerkreis hat, folgt dies aus dem vorigen Satz.

ii) Dies folgt vollkommen analog zum ungerichteten Fall.

EULERCYCLE, EULERPATH, DIEULERCYCLE, DIEULERPATH € P.




Hamiltonkreise

HamPaTH, HAMCYCLE, DIHAMPATH und DIHAMCYCLE sind
NP-vollstandig.

Bemerkung

Bevor wir den Satz beweisen, betrachten wir ein weiteres Problem, das mit
dem Hamiltonkreisproblem eng verwandt ist und groBe praktische
Bedeutung hat.




Das Problem des Handlungsreisenden

@ Gegeben sind die Entfernungen dj; zwischen n Stadten i,j € {1,..., n}.

@ Gesucht ist eine Rundreise (i1, ..., i) mit minimaler Lange
dijy + -+ di_,.i, + di, i, die jede Stadt genau einmal besucht.

@ Die Entscheidungsvariante dieses Optimierungsproblems ist wie folgt
definiert.

Problem des Handlungsreisenden (TSP; traveling salesman problem)
Gegeben: Eine n x n Matrix D = (d; ;) € N"*" und eine Zahl k.

Gefragt: Existiert eine Permutation 7 : {1,...,n} — {1,...,n}, so
dass die Rundreise (7(1),...,m(n)) die Lange < k hat?

HAMPATH,
DIHAMCYCLE

<P HAMCYCLE <P TSP.

3-SAT <P DiIHAMPATH <P




Hamiltonkreise und -pfade

HAMPATH,
DIHAMCYCLE

3-SAT <P DiIHAMPATH <P <P HAMCYCLE <P TSP.

Reduktion von HAMCYCLE auf TSP
@ Sei G = (V, E) ein Graph, wobei wir V ={1,...,n} annehmen.
@ Dann lasst sich G in Polynomialzeit auf die TSP Instanz (D, n) mit
D= (d,',j) und
1, falls {i,j} € E,
d,'J =
2, sonst,
transformieren.

@ Diese Reduktion ist korrekt, da G genau dann einen Hamiltonkreis hat,

wenn es in dem Distanzgraphen D eine Rundreise (7(1),...,7(n)) der
Lange L(7) < n gibt. 0

v
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