7.2 Mome

nt und Varianz

Def. 21 Es selX eine zudllige Variable. Falls der
Erwartungswertl (| X |P) existiert, heil3t der Erwartungswert
EX? p—tes Momentler zufilligen VariablenX. Es gilt dann:

EX? = 4

( 4+
[ a?- f(x)dx, falls X stetig ist
> xt - i, falls X diskret ist
. EN

Def. 22 Es selX eine zudllige Variable. Wir nennen den
Erwartungswerts(X — EX)P
p—tes zentrales Momeder ZufallsgblR3e X .
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Das zweite zentrale Momehi(X — EX)? nennen wir auch
Streuungpder Varianzaer Zufallsgol3e X. Wir

Bez. 6 Var X odero%.

Def. 23 Die Grol3e

oc=+/Var(X)

heil3t Standardabweichuraer ZufallsvariablenX.

Bez: o, 0x.

Seiu = EX.
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Bem.: : Var (X): mittlere quadratische Abweichung
zwischenX und £'X.

Def. 24 Es seienX; und X, zwel zudllige Variablen. Wir
nennen den Erwartungswert

cov (X1, X2) = E((X; —EX;) - (X — EX)))

die Kovarianzder zuélligen VariablenX; und Xs.

Def.. Zwel ZufallsvariablenX; und X, heil3en unakdngig
falls

P(Xl < le,XQ < 332) = P(Xl < le)P(XQ < 332)
fur allex, zo € R.
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Satz 13 (Eigenschaften der Varianz)

1. Fur beliebigec € R qilt: Ist P(X = ¢) = 1, so folgt
Var X = 0. Ist umgekehr¥ar X = 0, so existiert ein
c € R,sodal gilt:P(X =c¢) = 1.

2. Fur beliebigec € R gilt: Var (X + ¢) = Var X.
3. Flr beliebigea € R gilt: Var (a - X) = a* - Var X.
4. Fur zwel zudllige VariablenX; und X, qilt:

Var (X1 + X3) = Var Xy 4+ Var X5 + 2 - cov (X7, X3).
Beweis:Es seienX, X; und X, beliebige zudllige
Variablen.a, ¢ € R seien ebenfalls beliebig géait.

1. Es geltelP(X = ¢) = 1. Nach Satz 11 folgt daraus:
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EX = c. Dann gilt:

Var X = E(X —EX)?

= E(X —¢)*
= E(c—c)?
= 0

Es seinurVar X = 0 = E(X — EX)? = 0. Allgemein
gilt firc € R: E(X — ¢)? > 0. Also,

P(X —EX =0)=1.

c := EX leistet das Verlangte.
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2. Es gilt mit Satz 11:

Var (X + c¢)
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3. Es gilt mit Satz 11.:

Var (a - X)

E(a-X — E(a- X))’
E(a-X —a-EX)?
E(a- (X —EX))?
E(a® (X — EX)?)
o’ E(X — EX)?

a* - Var X
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4. Es gilt mit Satz 11.:

Var (Xl -+ X2> =

E(X,+ X, —E(X; + X,))*

E(X, + X, — EX, — EX,)?
E(X; —EX)) + (X; — EXy))?

E ((X; —EX;)” + (X; — EX))?)
+2-(X; —EX)) - (X5 — EX))
E(X; —EX,)*+ E(X, — EX,)*
+2-E((X1 — EX;) - (X2 — EXy))
Var X + 2 - cov (X7, X3) + Var X5

[

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



255

Lemma 14 Es seienX; und X, zwel unabAngige
Zufallsgioien. Dann gilt:

COV (Xl, XQ) = 0.

Bewels:Wir betrachten den zafligen Vektor

X = (X1, Xo)!. Wir fuhren den Beweis nuiif den Fall, da
die beiden ZufallsgifienX; und X, und damit der VektoX
stetig sind. Er den diskreten Fall vedthrt man analog.

Es seif die Dichtefunktion des zatligen VektorsX. Wir
definieren eine Funktion: R? — R durch:

9(X1,Xs) = (X1 —EX;) - (Xo — EXo).
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Offenbar,
COV (Xl,XQ) — Eg(Xl,X2>

Auflerdem ist:;

Eg(Xl,X2> = /(SCl—EXl)'<£CQ—EX2>'f($1,$2> dﬂ?l dl’g.

]RQ

Nach Voraussetzung sind die alligen VariablenX; und X5
unablangig, also

f(z1,2) = fx; (1) - fx,(2).

Somit gilt dann:
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COV (Xl, X2) —

= /(331 —EXy) - (72 — EXy) - fx,(71) * fx,(22) doy ds

R2
_ / (21— BX)) - o (21) das - / (23— BX,) - fr (1) dos
R R
= E(X; - EX,) -E(X; - EX))
= 0
Das ist die Aussage. ]

Bem. 6 Wir haben beim Beweis des Satzes zwel Aussagen
verwendet, die erst im Abschnitt Unaigigkeit behandelt
werden.
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Die Umkehrung der Aussage von Lemma 14 gilt im
allgemeinen nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

Bsp. 46 Es seiX; eineliber dem Intervall0, |
gleichverteilte ZufallsgiRe, X; ~ R(0, 7)) mit der
Dichtefunktion

%,mmogx<w

fX1 (CIZ) —

0 , sonst

Die Zufallsgibl3e X, definieren wir durchX, = sin X;.
Offenbar,X; und X, sind streng ab&ngig. Hir die
Kovarianz der beiden ZufallsgRen gilt:
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COV (Xl, X2> —

= E((X: - EX))  (X; — EXy))

= E(X;-Xo— X1 -EX;, — Xy, - EX; +EX; -EX))

_ E(X,- X)) —E(X;-EXy) — E(Xy-EXy) + EX, - EX,
— E(X,-X,) - EX, -EX,

Nun gilt fur die Erwartungswertd. X; und EX:

+00 ™
1
EX, = /x-le(a:)da::/a:-—dx
i
—00 0
1 :c27T 1 72 Us
— ?'{7}0:?'725
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EX; = E(sinX;) = /sina:-le(a:)da:

Fur den ErwartungswerE( X, - X5) gilt nach der Regel des
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Faulen Statistikers

s

E(X, X)) = E(X1~sinX1):/a:-sinx-%daz

0
— [_%.x.cosg;}g—k%-/cosxdaj
0 =0

Wir setzen alle diese Werte in die Ausgangsgleichung ein und
erhalten:

COV (Xl,XQ> — E(X1 . XQ) — EX1 . EX2

_ T2
= 1-T7.2=9

T
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Trotz der Ablangigkeit der beiden ZufallsgRenX; und X,
Ist ihre Kovarianz gleich Null. Folglichdl3t sich die Aussage
von Lemma 14 nicht umkehren.

Folg. 5 Falls zwel zudllige VariablenX; und X,
unablangig sind, gilt @ir die Varianz ihrer Summe:

Var (X7 + X3) = Var (X;) + Var (X5).
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Beispiele

a) Poisson-VerteilungX ~ Poi(\).

)\z’
Var (X) = E(X -EX)’=) (i—))
1=0
= > i (i=Dpi+ Y ipi =22 ) ipi+ XY
i—2 i—0 i—0 i—0
_ >\2§: A S C I Y
£ (i~ 2) '
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b) Binomialverteilung X ~ B(n,p).
Var (X) = np(1 — p).

(ohne BeweisUA)
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c) Gleichverteilung aufa, b), X ~ R(a,b).

)
— 1z € (a,b)
fa) = 5
\O sonst
BY — a+b.
2
b 1 1 1
EX? = /x2 da::—a:Sb-
., b—a 3 ' b—a
B b — a3 _a2+ab+b2
-~ 3(b—a) 3 '

Var (X) = EX° - (EX)’
1
= E(4a2+4ab+4b?—3a2—6ab—3b?)
1 b—a)?
— —(a2—2ab+b2):( 1;).
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d) Exponentialverteilung

e fallsx >0,
flx) =
0 sonst
1
EX = -
A
o9 9 .
EX? = / w2 he N dy = — (UA).
0 A
1
Var (X) = p
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e) Normalverteilung

1 z—
flx) = e 27 dy
2To
E(X—,M)Q _ /oo(x_lu)g 1 6_%(:8;#)2 .
oo \2To
>0 1 +2
= o° t? e~z dt

= \72_(—t6_t2/2 iooo—/ (—1)6_§ dt)
T o

0.2 /oo _é dt
E— (&
V2T J
= 0'2.
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t ==k, odt = dx

Bei Normalverteilung sind also die Parameteund o
Erwartungswert und Varianz.
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7.3 Schiefe und Exzel}

Angenommen, das 4. Moment existiert.

Ox

Schiefe

Kurtosis s

v/ Var(X) (Standardabweichung)

E(X — EX)?

(VarX)3/2

E(X — EX)?

(VarX)?
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v1 > 0. rechtsschiefe Verteilung
v1 = 0. symmetrische Verteilung
v1 < 0: linksschiefe Verteilung
v > 3. starke Talils

v = 3. WOolbung wie bei NV

v < 3. schwache Talls

Bem.: Diese Klassifikation ist recht vage. Es gibt mehrere
Verteillungen mit gleichem Erwartungswert, gleicher Vaza
gleicher Schiefe und gleicher Kurtosis, die aber recht
unterschiedlich aussehen.
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