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Kapitel 1

Regulare Sprachen

1.1 Endliche Automaten

Rechenmaschinen spielen in der Informatik eine zentralee Rdier beschaftigen wir
uns mit mathematischen Modellen fur Maschinentypen voaergohiedlicher Berech-
nungskraft. In der Vorlesung Theoretische Informatik 1aeudie Turingmaschine als
ein universales Berechnungsmodell eingefiihrt. In dieseleSung werden wir eine
Reihe von Einschrankungen dieses Maschinenmodells karnen, die vielfaltige
praktische Anwendungen haben. Dabei betrachten wir zshéeh Entscheidungs-
probleme, was der Berechnung vé@, 1}-wertigen Funktionen entspricht. Zur Be-
schreibung der Problemeingaben wird ein Eingabealptialetwendet.

Definition 1.1 Ein Alphabetist eine geordnete endliche Mengle= {a4,...,a,}
vonZeichen Eine Folger = z; ...z, € X" heilstWort (der Lange n). Die Menge
aller Worter tiberX: ist

E*:UE”:{x1-~-xn|n20undxiGEfUrizl,...,n}.

n>0

Das (einzige) Wort der Lange = 0 ist dasleere Wort welches wir mit bezeichnen.

Ein endlicher Automat ist eine auf - .
ein Minimum ,abgespeckte* Turing-
maschine, die nur kostant viel Spei- x - |z,
cherplatz zur Verfigung hat und bei
Eingaben der Lange nur n Rechen- /
schritte ausfihren darf. Um die gesam-

te Eingabe lesen zu kénnen, muss der Steuer-
Automat also in jedem Schritt ein Zei- einheit
chen der Eingabe verarbeiten.
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Definition 1.2 Ein endlicher Automat(kurz: DFA; deterministic finite automatgn
wird durch ein 5-TupeM = (Z, %, 6, qv, E') beschrieben, wobei

7 eine endliche Menge vatustanden

) dasEingabealphabet

§ : Z x ¥ — Z die Uberfiihrungsfunktion,

qo € Z der Startzustandund

e I/ C Z die Menge deEndzustandast.

Die von M akzeptierteodererkannte Sprachest

EIQI7“‘7QH—1€Z7qn€E: }

L(M) = {ajlxn e (S(Qi,-TiJrl) =g furi=0,....n—1

Beispiel 1.3 Betrachte den DFAV = (Z,3,4,0, E)
mit Z = {0,1,2}, ¥ = {a,b}, E = {1} und der
Uberfuhrungsfunktion

Graphische Darstellung:

1 2
20
0 1

< o]

Der Startzustand wird meist durch einen Pfeil und Endzuastamerden durch einen
doppelten Kreis gekennzeichnet. N

Behauptung 1.4 M akzeptiert die Sprache
L(M) ={z € X" | #a(z) — #(2) = 1 (mod 3)},

wobei #,(z) die Anzahl der Vorkommen des Buchstaberis = bezeichnet. (Fur
J = k (mod m) schreiben wir im Folgenden auch kujz=,, k.)

Beweis Bezeichnei(q¢, z) denjenigen Zustand, in dem sidti nach Lesen von be-
findet, wenn) im Zustand; gestartet wird. Dann kdnnen wir die Funktion

0:Z XY —Z
induktiv wie folgt definieren. Flg € Z, x € ¥X* unda € X sei

Ag(q,c‘) =4
d(q,xza) = §(d(q,x),a).



1.1 Endliche Automaten 3

Da 1 der einzige Endzustand vaW ist, reicht es, folgende Kongruenzgleichung zu
zeigen:

~

0(0,2) =5 #a(2) — #o(2),

Wir beweisen die Kongruenz induktiv tiber die Lange won
Induktionsanfang (|z| = 0): klar, dad(0,e) = 0 und#,(e) = #,(c) = 0 ist.

Induktionsschritt (n ~ n + 1): Seix =z ---x,,1 gegeben. Nach IV ist

~

0(0,21 -+ ) =3 #al@1 - @n) — #o(21- - T0).
Wegen
§(i,a) =34+ 1undd(i,b) =50 — 1
folgt daher sofort
6(0,2) = 0(6(0, @1 - - - ), Tny1) =5 H#alz) — #4().
O

Eine von einem DFA akzeptierte Sprache wirdralgular bezeichnet. Die zugehorige
Sprachklasse ist

REG = {L(M) | M ist ein DFA}.
Um ein intuitives Verstandnis fur die Berechnungskraft #As zu entwickeln, wer-
den wir uns zunéchst intensiv mit der Beantwortung folgekaage beschatftigen.
Frage: Welche Sprachen gehoren R&G und welche nicht?
Dabei legen wir unseren Uberlegungen ein beliebiges alsérgvahltes Alphabet
Y ={a,...,a,} zugrunde.

Beobachtung 1.5 Alle Sprachen, die aus einem einzigen Wort z; ---x,, € X*
bestehen, sind regular. Fur folgenden DRAgilt namlich L(M) = {x}.

a €

Formal lasst sichM also durch das TupelM = (Z,%,6,q0,F) mit Z =
{qo, ..., qn, e}, E = {g,} und der Uberfuhrungsfunktion

5 )i+, =g fure|nlm|t0§1 Sn—lundaj = Tiy1
(4:5) = e, sonst

beschreiben.
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Als néchstes betrachten wir Abschlusseigenschaften decBidass&EG.

Definition 1.6 Ein (k-stelliger) Sprachoperatorist eine Abbildungp, die k Spra-
chenL,,..., Ly auf eine Sprachep(L,, ..., L;) abbildet.

Beispiel 1.7 Der 2-stellige Schnittoperator bildet zwei Sprachbnund L, auf die
Sprachel,; N L, ab. <

Definition 1.8 Eine Sprachklassk heil3t unterop abgeschlosserwenn gilt:
Li,..., Ly EIC:>0p(L1,...,Lk) e K.

Der Abschlussvon K unterop ist die kleinste Sprachklas&g, die IC enthalt und unter
op abgeschlossen ist.

Beobachtung 1.9 Mit L,, L, € REG sind auch die Spracheh, = ¥* \ L;, L; N L,
und L, U L, regulér. Sind namlichVl; = (Z;, %, 0, qo, E;), i = 1,2, DEAS mitL(M;) =
L;, so akzeptiert der DFA

My = (Z1,%, 61,40, 21 \ E1)

das Komplement, von L. Der SchnittZ, N L, von L, und L, wird dagegen von dem
DFA
M' = (Zy x Z5,%,0, (o, 00), E1 X E3)
mit
8'((q,p),a) = (01(q, a), 02(p, a))
akzeptiert (/' wird auch Kreuzproduktautomat genannt). Weger.; U L, =

(L_1 N L_2> ist dann aber auch die Vereinigung vén und L, regular. (Wie sieht der
zugehdrige DFA aus?)

Aus Beobachtung 1.9 folgt, dass alle endlichen und allenziéhen Sprachen regulér
sind. Da die in Beispiel 1.3 betrachtete Sprache weder @naloch co-endlich ist,
haben wir damit allerdings noch nicht alle regularen Speadrfasst. Es stellt sich die
Frage, olREG neben den mengentheoretischen Operationen Schnittniguwag und
Komplement unter weiteren Operationen wie etwaRieduktbildung

LiLy={zy|x € L,y € Ly}

(auchVerkettung oderKonkatenation genannt) oder der Bildung d&ternhille
n>0

abgeschlossen ist. Diefache PotenZ™ von L ist dabei induktiv definiert durch

L0 ={e}, L""' = ["L.
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Im Gbernachsten Abschnitt werden wir sehen, dass die KRE&als der Abschluss
der endlichen Sprachen unter Vereinigung, ProduktbildurdjSternhille charakteri-
sierbar ist.

Beim Versuch, einen endlichen Automaten fur das Produkt, zweier regularer

Sprachen zu konstruieren, sté3t man auf die Schwierigéteit, richtigen Zeitpunkt

fir den Ubergang von (der Simulation voi), zu M, zu finden. Unter Verwendung
eines nichtdeterministischen Automaten lasst sich diesaislem jedoch leicht behe-
ben, da dieser den richtigen Zeitpunkt ,erraten“ kann.

Im nachsten Abschnitt werden wir nachweisen, dass auchdatrministische endli-
che Automaten nur regulare Sprachen erkennen konnen.

1.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition 1.10 Ein nichtdeterministischer endlicher Automagkurz: NFA; nonde-
terministic finite automatgnV = (Z, %, 9, )y, E) ist &hnlich aufgebaut wie ein DFA,
nur dass er mehrere Startzustdnde (zusammengefasst inetegedd, C 7) haben
kann und seine Uberfiihrungsfunktion

§:Zx% —P(2)
die PotenzmendB(Z) von Z als Wertebereich hat. Die vaN akzeptierte Sprache ist

3(10 €Q0>qla"'aQTL71 EZ,anEZ }

LNy = {x1~--xn€2 Giv1 € 0(qi Tia) fUri=0,...,n—1

Ein NFA kann also nicht nur eine, sondern mehrere versche&echnungen ausfih-
ren. Die Eingabe gehdrt bereits dann/zuV), wenn bei einer dieser Rechnungen nach
Lesen des gesamten Eingabewortes ein Endzustand erréidht w

Im Gegensatz zu einem DFA, dessen Uberfiihrungsfunktiod@ufesamten Menge
Z x ¥ definiert ist, kann ein NFA ,stecken bleiben®. Das ist dann Eall, wenn er
in einen Zustand gelangt, in dem das nachste Eingabezeichemegend(q, z;) = 0
nicht gelesen werden kann.

Beispiel 1.11 Betrachte den NFAV = (Z,%,0,Qo, F) mit Zustandsmenge =
{p,q,r, s}, Eingabealphabet = {0, 1,2}, Start- und Endzustandsmen@g = {p}
und £ = {s} sowie der Uberfiihrungsfunktion

Graphische Darstellung:

6l »p g r s 0~ 1~ 2

0 g} 0 0 0 *@@@@
L {p} {r} 0 0

2 {p} 0 {s} O 0,1,2

Offensichtlich akzeptiertv die Sprache.(N) = {2012 | = € ¥*} aller Worter, die
mit dem Suffix012 enden. N
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Beobachtung 1.12 SindN; = (Z;, %, 0;, Q:, E;) (i = 1,2) NFAs, so werden auch die
Sprachen.(N;)L(N) und L(N;)* von einem NFA erkannt. Wir kdnneh N Z; = ()
annehmen. Dann akzeptiert der NFA

N = (Z1U Zy,%,0,01, F)

mit
51(]97@)7 pGZI\Ela
5(p’ &) = 51(]77 a) U quQQ 52(Qa &)7 pE Ela
da(p, a), sonst
und

7o EiUE;, Q:NE;#0
Es, sonst

die Sprachd.(N;)L(N;) und der NFA

N* = (Zy U{gneu}, 2, 6%, Q1 U {Gneu}, B1 U {Gneu})
mit
E
5*(pa @) = 6(}9, G) U UqGQl 5((17 a), p € L,
0p.a), sonst

die Sprachd.(N;)*.
Theorem 1.13 REG = {L(N) | N ist ein NFA.

Beweis Die Inklusion von links nach rechts ist klar, da jeder DFA lawads NFA
aufgefasst werden kann. Fiur die Gegenrichtung konstruiene zu einem NFA
N = (Z,%,0,Qo, E) einen DFAM mit L(M) = L(N). Zunachst erweitern wir
die Uberfuhrungsfunktion : Z x ¥ — P(Z) zud' : P(Z) x X — P(Z) mittels

§'(Q,a) = | 4(q, a).

q€Q

und zeigen folgende Behauptung:

"(Qo, ) enthalt alle vonN bei Eingaber in |z| Schritten erreichbaren
Zustande.

Wir beweisen die Behauptung induktiv Uber die Lange won

Induktionsanfang (|z| = 0): klar, dad’(Qq, ) = Qy ist.
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Induktionsschritt (n — 1 ~ n): Seix = x; - - - x,, gegeben. Nach Induktionsvoraus-
setzung enthalt

Qn-1 = 5’(@0, Ty Tpoq)

alle Zustéande, dié&V(z) in n — 1 Schritten erreichen kann. Wegen

0(Qo x) = 0" (Qur,zn) = | (g 2)

q€EQn-1

enthalt dann abe#’(Q,, z) alle Zustande, dieV(z) in n Schritten erreichen
kann.

Nun ist leicht zu sehen, dass der DFA

M= (P(Z),%,§,Qo, E)

= Jd(g,a)

q€Q

mit

und
E={QCZ|QNE+#0}

aquivalent zuV ist, da fur alle Woérter: € ¥* qilt:

x € L(N) < N(z)kannin genalz| Schritten einen Endzustand erreichen
0'(Qo, w) N E #0

5(Qo,x) € F'

x € L(M).

t ¢

Beispiel 1.14 Fur den NFAN = (Z, 3,4, Q)y, E') aus Beispiel 1.11

0 L) 2
e OnnO

0,1,2

ergibt die Konstruktion des vorigen Satzes den folgendeA DF (nach Entfernung
aller vom Startzustan@, = {p} aus nicht erreichbaren Zustéande):

7 [0 1 2
Q=1{p} |{pa {p} {p}
={p,q} | {p,a} {p.7} {p}

2 =1{p,r} | {p,at {p} {p s}

Qs ={p,s} |[{p.a {p} {p}
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Im obigen Beispiel wurden fur die Konstruktion des DBA aus dem NFAN nur 4

der insgesantt!?ll = 16 Zustande benétigt, da die tibrigen 12 ZustandB(#) nicht
vom Startzustand), = {p} aus erreichbar sind. Es gibt jedoch Beispiele, bei denen
alle 21%l zustande inP(Z) fiir die Konstruktion des so genanntBaotenzmengenau-
tomaten M bendtigt werden (siehe Ubungen).

1.3 Regulare Ausdriicke

Wir haben uns im letzten Abschnitt davon tberzeugt, dask &lKAs nur regulére
Sprachen erkennen kénnen:

REG = {L(M) | M istein DFA} = {L(N) | N ist ein NFA}.

In diesem Abschnitt werden wir eine weitere Charaktensigrder regularen Sprachen
kennen lernen:

REG ist die Klasse aller Sprachen, die sich mittels der Opanatd/erei-
nigung, Durchschnitt, Komplement, Produkt und Sternhdilie der leeren
Menge und den einelementigen Sprachen bilden lassen.

Tatsachlich kann hierbei sogar auf die Durchschnitts- unchplementbildung ver-
zichtet werden.

Definition 1.15 Die Menge dereguléaren Ausdrtickey (Uber einem Alphabet) und
die durchy dargestellte Sprachg(+) sind induktiv wie folgt definiert. Die Symbdle
eunda (a € X) sind regulare Ausdricke, die

e die leere Spraché& () = 0,
e die Sprachd.(¢) = {¢} und
o flr jedes Zeichen € ¥ die Sprachd.(a) = {a}

beschreiben. Sind und (3 regulare Ausdrucke, die die Sprachéfw) und L(/3) be-
schreiben, so sind auehg, («|3) und («)* regulare Ausdriicke, die die Sprachen
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o L(af) = L()L(P),

o L(o|f) = L(a) U L(B) und

o L((@)") = L(a)”
beschreiben.

Beispiel 1.16 UberX = {0, 1} sinde*, 0%, (0[1)*00 und(e0|@1*) regulare Ausdriicke,
die folgende Sprachen beschreiben:

v * 0 (0[1)*00 (e0]01*)
L(y) || {e} ={e} |0 ={e} [{z00 [z e X"} | {0}

Bemerkung 1.17

e Um Klammern zu sparen, definieren wir folgertézedenzordnung
Der Sternoperatot bindet starker als der Produktoperater und dieser wiederum
starker als der Vereinigungsoperatpr

e Da der regulare Ausdruck~* die Sprachd.()* beschreibt, verwenden wir"
als Abkurzung fir den Ausdrueky™.

Beispiel 1.18 Betrachte den DFAV:

Um fur die vonM erkannte Sprache
L(M) = {x € {a,b}" | #a(x) — #4(2) =3 1}

einen regularen Ausdruck zu finden, betrachten wir zun&tiessprachd., = {z €
{a,b}* | #a4(x) — #4(x) =3 0}. Da sichL; durch den reguléren Ausdruck

7 = (a(ab)*(aalb) | b(ba)*(a|bb))"
beschreiben lasst, erhalten wir fliA/) den reguléaren Ausdruck(ba)* (a|bb). N

Theorem 1.19 REG = {L(v) | v ist ein regulérer Ausdruck
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Beweis Die Inklusion von rechts nach links ist klar, da die Basishiiske(), ¢ unda,
a € X*, nur regulare Sprachen beschreiben und die Sprachkk&sseinter Produkt,
Vereinigung und Sternhiille abgeschlossen ist (siehe Béoagen 1.9 und 1.12).

Fur die Gegenrichtung konstruieren wir zu einem DFAeinen regulédren Ausdruck
v mit L(v) = L(M). Sei alsoM = (Z,%,4,qo, ) ein DFA, wobei wir annehmen

kdnnen, dasg = {1,...,m} undgy = 1 ist. Dann lasst sicli()) als Vereinigung
L(M) = U Lyg
qeE

von Sprachen der Form
Lyg={z € %" | d(p,x) = q}

darstellen. Folglich reicht es zu zeigen, dass die Spraéghgrdurch regulare Aus-
dricke beschreibbar sind. Hierzu betrachten wir die Sgrach

Ly, ={reX| 6(p,x) =qundfuri=1,... . n—1giltd(p, a1 --- ;) <r}.

WegenL, , = L}, reicht es, regulare Ausdrucke  fur die Spracheri; , anzugeben.
Im Fall » = 0 enthalt

o _JlaeX|ipa)=qtufe}, p=q
P {a € X |d(p,a) = q}, sonst

nur Buchstaben (und eventuell das leere Wort) und ist samcii durch einen regula-
ren Ausdruclqg’q beschreibbar. Wegen

r+1 r r r xTT
Lp,q - Lp,qULp,rH(LrH,rH) Lr+1,q

lassen sich aus den regularen Ausdruckenfur die Spracher]  leicht regulare
Ausdriicke fur die Sprachefif*! gewinnen:

r+1 _ . r r r * T
’yp7q - 7p,q|7p,r+1(7r+1,r+1) ’errl,q‘

Beispiel 1.20 Betrachte den DFA

b b
Da M insgesamin = 2 Zustande und nur den Endzustahiesitzt, ist

LM) = |JLig=Lia=L3, = L(7,).

qeE
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Um~{, zu berechnen, benutzen wir die Rekursionsformel

r+1 __ r r * T
’}/pq fyp q|fyp,7‘+1(’77’+1,7’+1) ’77’+1,q

und erhalten
7%,2 = 7%,2|’711,2(7%,2)*
711,2 = 7?,2|7?,1(7?,1)*7?,27
7%,2 = 73,2|Vg,1(7?,1)*7?,2‘

Um einen regularen Ausdruck fir(M) = L(b*a(blab*a)*) zu erhalten, genigt es
also, die regularen Ausdriickg |, 772, 72 1, 72,2 V1,2: 72,2 Und~7 , Zu berechnen:

r b, q
1,1 1,2 2.1 2.2
01 €lb a a €lb
al(e[b)(e]b)"a (€lb)|a(elb)*a
1 - N —_— - | S ——
b*a e|blab*a
) b*alb*a(e|blab™a)*(e|blab™a)

b*a(blab*a)*

1.4 Relationalstrukturen

Sei A eine nichtleere MengeR; eine k;-stellige Relation aufd, d.h. R; C A% fur
i = 1,...,n. Dann heil3t(A; Ry, ..., R,) Relationalstruktur. Die MengeA heif3t
Grundmenge TrdgermengeoderIndividuenbereich der Relationalstruktur.

Bemerkung 1.21

e Wir werden hier hauptséchlich den Fall = 1, k; = 2, also (A, R) mit R C
A x A betrachten. Man nennt dank eine(bin&re) Relationauf A.

e Oft wird fUr (a,b) € R auch dielnfix-Schreibweisea Rb benutzt.
Beispiel 1.22

o (F,M)mitF :={f| fistFlussin Europpund
M :={(f,g9) € F x F| f mindeting}.
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e (U,B)mitU := {x | x ist Berliner} und
B :={(z,y) € U x U | z ist Bruder vony}.

e (P(M),C), wobeiP(M) die Potenzmenge einer beliebigen Mengeund C
die Inklusionsbeziehung auf den Teilmengen vidrnist.

o (A, Idy), wobeildy = {(z,z) | € A} die Identitét auf A ist.
e (R, ).
e (Z,|), wobei| die "teilt"-Relation bezeichnet.

o (Fml,=)mit Fml := {F | F ist aussagenlogische Formeind
== {(F,G) € Fml x Fml | G ist aussagenlogische Folgerung \ioh.

Graphische Darstellung von Relationen

Eine Relationk auf einer endlichen Mengé kann durch einegerichteten Graphen

G = (V, E) mit KnotenmengeV = A und Kantenmenge E = R veranschaulicht
werden. Hierzu stellen wir jedes Element A als einen Knoten dar und verbinden
jedes Knotenpaafz,y) € R durch eine gerichtete Kante (Pfeil). Zwei durch eine
Kante verbundene Knoten heil3eanachbart oderadjazent

Beispiel 1.23 Fur die Relation (A,R) mit A = {a,b,c,d} und R =
{(b,¢),(b,d), (c,a),(c,d),(d,d)} erhalten wir folgende graphische Darstellung.

@ ©
O ON )

Der Ausgangsgradeines Knotens € V istd,(z) = ||R(z)||, wobeiR(z) = {y €

V' | xRy} der Nachbereichvon x ist. Entsprechend ist;,(z) = |[{y € V | yRz}||

der Eingangsgradvon x. Falls R symmetrisch ist, kbnnen die Pfeilspitzen auch weg-
gelassen werden. In diesem Falld$t:) = d;,(x) = d,.(z) derGrad vonz. Ist R
zudem irreflexiv, so erhalten wir einen (schleifenfrei@raphen.

Darstellung durch eine Adjazenzmatrix

Eine RelationR auf einer endlichen (geordneten) Mendge= {ay, ..., a,} lasst sich
durch eine boolesche x n-Matrix Mg = (m;;) mit

e 1, (IZ‘RCL]‘,
Y] 0, sonst
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darstellen. Beispielsweise hat die Relation

R ={(b,c), (b,d), (c,a),(c,d),(d,d)}

auf der Menged = {a, b, ¢, d} die Matrixdarstellung

Mp =

o = O O
o O OO
S O = O
_ == O

Darstellung durch eine Adjazenzliste

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, eine endliche Retalz in Form einer Tabelle
darzustellen, die jedem Elementc A seinen NachbereicR(x) in Form einer Liste
zuordnet:

x| R(x)
al -

b| c,d

c| a,d

d| d

1.4.1 Eigenschaften von Relationen

Sei R eine Relation aufA. Dann heil3tR
reflexiv, fallsVx € A: zRx (d.h.Idy C R),
irreflexiv, fallsVz € A : ~zRx (d.h.Idy C R),
symmetrisch fallsVz,y € A: 2Ry = yRx (d.h.R C RT),
asymmetrisch  fallsVz,y € A : xRy = —yRz (d.h.R C RT),
antisymmetrisch, fallsvVx,y € A: xRy AyRx = x = y (d.h. RN RT C Id),

konnex, fallsVz,y € A: 2Ry V yRx (d.h.Ax A C RURT),
semikonnex fallsVr,y € A: 2 #y = 2Ry VyRz (d.h.Id C RU R"),
transitiv, fallsVa,y,2 € A: 2Ry ANyRz = xRz (d.h.R?> C R)

gilt.

Beispiel 1.24

e Die Relation "ist Schwester von” ist zwar in einer reinen Rangesellschaft
symmetrisch, i.a. jedoch weder symmetrisch noch asymseétrioch antisym-
metrisch.

e (R, <) istirreflexiv, asymmetrisch, transitiv und semikonnex.
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e (R, <)und(P(M), Q) sind reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.

e (R, <)istauch konnex un@P (M), C) istim Fall ||[M|| < 1 zwar auch konnex,
aber im Fall|| M || > 2 weder semikonnex noch konnex.

<

Operationen auf Relationen

Da Relationen Mengen sind, sind auf ihnen die mengenthsohein Operationen
Durchschnitt, Vereinigung, Komplement und Differenz definiert. Seienk und S
Relationen auf4, dann ist

RNS = {(z,y) € Ax A| xRy NzSy},

RUS = {(x,y) € Ax A|zRyV xSy},

R—-S = {(z,y) e Ax A|zRy N —xSy},
R = (AxA)-R

Sei allgemeinetM C P(A x A) eine beliebige Menge von Relationen aufDann
sind derSchnitt iber M und dieVereinigung tber M folgende Relationen:

m./\/l = {(z,y) | YR € M : zRy}

U./\/l = {(z,y) | IR € M : zRy}
Weiterhin ist dielnklusionsrelation R C S auf Relationen definiert:
RCS<<Vr,y: xRy — xSy.
Die transponierte (konverse) Relationzu R ist
R" := {(y,x) | xRy}

RT wird oft auch mitR~! bezeichnet. Zum Beispiel i$R, <) = (R, >).

Eine wichtige zweistellige Operation auf der Merigjed x A) aller Relationen auft
ist das Relationenprodukt (auch Komposition genannt).

DasProdukt zweier Relationer und S auf A ist
RoS:={(z,2z) | Jy: xRy NySz}.

Ubliche Bezeichnungen fiir das Relationenprodukt sind @uchund R - S oder ein-
fachRS. FurR o - - - o R wird auchR" geschrieben. Dabei igt’ = Id.
—_—
n-mal
Vorsicht: Dasn-fache Relationenprodukt voR sollte nicht mit demn-fachen kar-
tesischen Produkt devienge R verwechselt werden. Wir vereinbaren, ddgs das
n-fache Relationenprodukt bezeichnen soll, félseine Relation ist.
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Beispiel 1.25 Ist B die Relation "ist Bruder von”}/ "ist Vater von”, M "ist Mutter
von"und E = V U M "ist Elternteil von”, so istB o F die Relation "ist Onkel vonk

Sind Mg = (r;;) und Mg = (s;;) boolesche: x n-Matrizen furR und .S, so erhalten
wir fur 7' = R o S die Matrix My = (¢;;) mit

7777

Der Nachbereicl'(x) von z bzgl. der Relatioi” = R o S berechnet sich zu

T(z) = J{SW) |y e R} = |J S).
)

yER(z

Beispiel 1.26 Betrachte die RelationeR = {(a,a),(a,c),(c,b),(c,d)} und S =
{(a,b),(d,a), (d,c)} auf der Menged = {a, b, ¢, d}.

| Relation | R S RoS SoR |
» @Q—® O—W @ ®
Graph
O—@ OO @ O
) 1010 0100 0100 0000
Adjazenz- | 0000 0000 0000 0000
matrix 0101 0000 1010 0000
0000 1010 0000 1111
) a:a,c a:b a:b a:-
Adjazenz- | p:- b:- b:- b:-
liste c:b,d c:- c:.a,c c:-
d:- d:a,c d:- d:a,b,c,d

<

Beobachtung: Das Beispiel zeigt, dass das Relationenprodukt nicht kotatmuist,
d.h.i.a. giltnichtRo S = So R.

Als néchstes zeigen wir, dass die Merige= P(A x A) aller bindren Relationen auf
mit dem Relationenproduktals bindrer Operation und der Relatibf, als neutralem
Element eine Halbgruppe (odktonoid) bildet.

Theorem 1.27 Seien@, R, S Relationen aufd. Dann gilt

(i) (QoR)oS =Qo(RoS), d.h.oistassoziativ,
(ii)) Ido R= RoId= R, d.h.Idist neutrales Element.
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Beweis
(z) Esqilt:
z(QoR)oSy & JueA:z(QoR)u NuSy
& JueA:(veA:xQuRu) NuSy
& dJuveA:xQuRuSy
& ved:zQu AN (FueA:vRu A uSy)
& ved:xzQu(RoS)y
& zQo(RoS)y

(ii)) Wegenx I[do Ry < dz:x =2 N 2z Ry< x Ryfolgt Ido R = R. Die
GleichheitR o Id = R folgt analog. O

Manchmal steht man vor der Aufgabe, eine gegebene RelAtaurch eine mdglichst
kleine Modifikation in eine Relatio’ mit vorgegebenen Eigenschaften zu tberfuh-
ren. Will man dabei alle iR enthaltenen Paare beibehalten, dann séfli@usR durch
Hinzufligen moglichst weniger Paare hervorgehen.

Es lasst sich leicht nachprifen, dass der Schnitt Uber eieegkl reflexiver (bzw.
transitiver oder symmetrischer) Relationen wieder reflékzw. transitiv oder sym-
metrisch) ist. Folglich existiert zu jeder Relatidghauf einer Menged eine kleinste
reflexive (bzw. transitive oder symmetrische) Relatigpndie R enthélt.

Definition 1.28 SeiR eine Relation.

e Die reflexive Hiille von R ist

heest(R) = ﬂ{S C A x A| Sistreflexivundr C S}.
e Die symmetrische Hotillevon R ist
hey( R) = ﬂ{S C Ax A| S istsymmetrischun®& C S}.

e Die transitive Hlulle von R ist
R* = ﬂ{S C A x A| SisttransitivundR C S}.
e Die reflexiv-transitive Hiille von R ist
R* = ﬂ{S C A x A | Sistreflexiv, transitivund? C S}.
Theorem 1.29 SeiR eine Relation aufd.

(i) hren(R) = RU Idy,
(ii) hsy R) = RU RT,
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(iii) BT = Unzl R,
(iv) R* = UnZO R™.
Beweis Siehe Ubungen. O

Anschaulich besagt der vorhergehende Satz, dass ein(&aargenau dann in der
reflexiv-transitiven HulleR* von R ist, wenn es eim > 0 gibt mit aR"b, d.h. es gibt
Elementer,...,z, € Amitzy = a, z, = bund

roRx1Rxo - - - 2,1 Rx,,.

In der Graphentheorie nennt mag- - - x,, einenWeg der Ldngen von a nach b.

1.4.2 Agquivalenz- und Ordnungsrelationen

Die nachfolgende Tabelle gibt einen Uberblick tber die defanden Eigenschaften
der wichtigsten Relationalstrukturen.

\ [ refl. sym. trans. asym. antisym. konnex semikpn.

Aquivalenzrel. v v
(Halb-)Ordnung|| v
Striktordnung
lineare Ord.
lin. Striktord.
schwache Ord.
Quasiordnung v

SNENENENENENEN
\
{\

In der Tabelle sind nur die definierenden Eigenschaftendeirc”v'” gekennzeichnet.
Das schlief3t nicht aus, dass gleichzeitig auch noch welggenschaften vorliegen
konnen.

Wir betrachten zunachst eine Reihe von BeispielenAguivalenzrelationen, die
durch die drei Eigenschatften reflexiv, symmetrisch undsitandefiniert sind.

Beispiel 1.30
o Auf der Menge aller Geraden iR’ die Parallelitat.
e Auf der Menge aller Menschen "im gleichen Jahr geboren wie”.

e Auf Z die Relation "gleicher Rest bei Division dureh’.

¢ Auf der Menge der aussagenlogischen Formeln die semaatisghivalenz. <
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Ist £ eine Aquivalenzrelation, so nennt man denazgehorigen Nachbereich(x)

die von z représentierte Aquivalenzklasseund bezeichnet sie mjt] oder einfach
mit [x]. Die durchE auf A induzierte Partitiod{ [z] | = € A} wird Quotienten- oder
Faktormenge genannt und mitd/E bezeichnet. Die Anzahl der Aquivalenzklassen
von E wird auch als defndex von E bezeichnet.

Definition 1.31 Eine Familie{AZ; | i € I} von nichtleeren Teilmenge¥l; C A heil3t
Partition der MengeA, falls gilt:

a) die Mengen\/; UberdeckenA, d.h.A = J._, M; und

i€l
b) die MengenV/; sind paarweise disjunktd.h. fiir je zwei verschiedene Mengen

Wie der nachste Satz zeigt, beschreiben Aquivalenzrelti@ufA und Partitionen
von A den selben Sachverhalt.

Theorem 1.32 SeiFE eine Relation aufl. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.
(i) E isteine Aquivalenzrelation auf.
(i7) Furalle x,y € A qilt
By < E(z) = E(y) (%)
(iit) Eistreflexivund{ E(x) | x € A} ist eine Partition vorA.

Beweis

(i) = (ii) SeiF eine Aquivalenzrelation aut. Da E transitiv ist, impliziertz Ey die
Inklusion E(y) C E(x):

z€ E(y) = yEz= xEz= z € E(x).

Da E symmetrisch ist, folgt augFEy aber auch®'(z) C E(y).

Umgekehrt folgt aust(z) = E(y) wegen der Reflexivitat voiy, dassz €
E(x) = E(y) enthalten ist, und somitEy. Dies zeigt, das die Aquivalenz
(%) erfullt.

(17) = (i17) Falls E die Bedingungx) erfullt, so folgt sofortz Ex (wegenE(x) =
E(z)) und folglich tGberdecken die Nachbereichér) (wegenz € E(x)) die
MengeA.

Ist E(x)NE(y) # 0 undz ein ElementinZ(z)NE(y), so giltz Ez undyEz und
daher folgtF(z) = E(z) = E(y). Da also je zwei Nachbereictieg(z) und E(y)
entweder gleich oder disjunkt sind, bildgE(z) | + € A} sogar eine Partition
von A.
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(14) = (¢) Wird schlief3lichA von den MengerE(z) partitioniert, wobeir € E(x)
fur allex € A gilt, so folgt

tEy<ye E(x)NE(ly) < Ex) =E(y).

Daher Ubertragen sich die Eigenschaften Reflexivitat, Sgtmenund Transiti-
vitat unmittelbar von der Gleichheitsrelation auf

O

Beispiel 1.33 Fiir die weiter oben betrachteten Aquivalenzrelationealegh wir fol-
gende Klasseneinteilungen.

e FUr die Parallelitat auf der Menge aller Geraderif alle Geraden mit dersel-
ben Richtung (oder Steigung) bilden jeweils eine Aquivaléasse.

e Fir die Relation "im gleichen Jahr geboren wie” auf der Mealier Menschen:
jeder Jahrgang bildet eine Aquivalenzklasse.

e Fir die Relation "gleicher Rest bei Division dureli’ auf Z: jede derm Rest-
klassen0], [1], ..., [m — 1] mit

rl={a€Z]|amodm=r}
bildet eine Aquivalenzklasse. <

Die kleinste Aquivalenzrelation auf ist dieldentitat /d 4, die groRte diéllrelation

A x A. Die Aquivalenzklassen der Identitat enthalten jeweils @in Element, d.h.
A/ldy = {{z} | * € A}, und die Allrelation erzeugt nur eine Aquivalenzklasse,
namlichA/(A x A) = {A}.

Fur zwei Aquivalenzrelatione® C E’ sind auch die Aquivalenzklass@fiE von E

in den Klassenz|z von E’ enthalten. Folglich ist jede Aquivalenzklasse vBhdie
Vereinigung von (evtl. mehreren) Aquivalenzklassen vion Im Fall E C E’ sagt
man auch,FE; bewirkt einefeinere Partitionierung alsZ;. Demnach ist die ldentitat
diefeinsteund die Allrelation diegrobste Aquivalenzrelation.

Da der Schnitt tiber eine Menge von Aquivalenzrelationemlaieine Aquivalenzre-
lation ist, kdnnen wir fUr eine beliebige Relatidghauf einer Menged die kleinsteR
umfassende Aquivalenzrelation definieren:

hag(R) == ﬂ{E | E ist eine Aquivalenzrelation auf mit R C E}
In der Sprache der Graphentheorie werden die digghR?) generierten Aquivalenz-

klassen auch diechwachen Zusammenhangskomponenteates gerichteten Graphen
(A, R) genannt (siehe Ubungen). Als nachstes betrachten wir Qg
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Definition 1.34 (A, R) heif3t Ordnung (auch Halbordnung oder partielle Ord-
nung), wennR eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relatigin4aist.

Beispiel 1.35

e (Z,<)und(N,|) sind Ordnungen. Erstere ist linear, letztere nicht.

e FUr jede MengéV/ ist die relationale StruktufP(M); C) eine Ordnung. Diese
ist nur im Fall|| M| < 1 linear.

o Auf der MengeA(M) aller Aquivalenzrelationen auf/ die Relation "feiner
als”. Dabei ist, wie wir gesehen habdn, eine Verfeinerung vot,, falls £, in
E, enthalten ist. In diesem Fall bewirt; namlich eine feinere Klasseneintei-
lung aufM als E,, da jede Aquivalenzklasse vdr in einer Aquivalenzklasse
von E5 enthalten ist.

e Ist R eine Ordnung aufl und B C A, so heil3t die Ordnungz = RN (B X
B) die Einschrdnkung (oder Restriktion) von R auf B. Beispielsweise ist
(A(M); C) die Einschrankung vo(P (M x M); C) auf A(M). N

Ordnungen lassen sich sehr anschaulich durch Hasse-Diagradarstellen. Sek
eine Ordnung au# und sei< die Relation< N Id4. Um die Ordnung< in einem
Hasse-Diagrammdarzustellen, wird nur der Graph d&achbarrelation

g=<\<% dhz<y & z<yA-Tz:x<z<y

gezeichnet. Flx < y sagt man auchy ist oberer Nachbar von x. Weiterhin wird im
Fall z < y der Knoteny oberhalb vom Knoten: gezeichnet, so dass auf Pfeilspitzen
verzichtet werden kann.

Beispiel 1.36

1. Die Inklusionsrelation auf der Potenzmerf@eV/) von M = {a, b, ¢} und die
Verfeinerungsrelation auf der Mengé M) aller Aquivalenzrelationen aufl =
{a, b, c} lassen sich durch folgende Hasse-Diagramme darstellen.

M M x M

{a,b} {b,c}

>" heaf (b)) § haf(a,0)) e 2 ")
aq (@,

{a} {c}

0 Tdy
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2. Die "teilt’-Relation auf{1,2,...,10} ist durch folgendes Hasse-Diagramme
darstellbar.

<

Definition 1.37 Sei< eine Ordnung aufA und seih € H Element einer Teilmenge
H C A.

¢ h heildtkleinstes Elementoder Minimum von H (h = min H), falls gilt:

Vh' e H:h <.

e h heil3tgrélstes Elementoder Maximum von H (h = max H), falls gilt:

Vh' € H: h < h.

e a heil3tminimal in H, falls es inH kein kleineres Element gibt:

Vi e H: W <h=h =h.

e a heil3tmaximal in H, falls es inH kein grél3eres Element gibt:
Vi e H:h<h =h=Hn.

Bemerkung 1.38 Wegen der Antisymmetrie kann esirhochstens ein kleinstes und
hochstens ein grof3tes Element geben.

Definition 1.39 Sei< eine Ordnung aufi und seid C A.

e Jedes Element € A mitu < h fur alle h € H heil3tuntere und jedes € A
mit h < o fur alle h € H heil3tobere Schrankevon H .

e 1 heilRtnach oben beschridnktwennH eine obere Schranke hat, uméch
unten beschrankt wennH eine untere Schranke hat.

e H heilRtbeschrdnkt wennH nach oben und nach unten beschrénkt ist.

e BesitztH eine grofite untere Schranked.h. besitzt die Mengg aller unteren
Schranken vor{ ein gréldtes Element so heil3t das Infimum von H (i =
inf H):

(VheH:h>i)AN[Vue A: Vhe H:h>u)=u<i.
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e BesitztH eine kleinste obere Schranked.h. besitzt die Meng@ aller oberen
Schranken vor{ ein kleinstes Element, so heil3ts das Supremum von H
(s =sup H):

(VheH:h<s)ANNoe A:(Vhe H:h<o0)=s<o0|
Bemerkung 1.40 H kann nicht mehr als ein Supremum und ein Infimum haben.

s

Beispiel 1.41 Betrachte nebenstehende Ordnung auf der Meng
A = {a,b,c,d, e}. Die folgende Tabelle zeigt fur verschiedene
TeilmengenH C A alle minimalen und maximalen Elemente in

H, alle unteren und oberen Schranken, sowie Minimum, Maxi-
mum, Infimum und Supremum vaii (falls existent).

()
‘@

H minimal maximal Minimum Maximum unt. Schr. ob. Schr. Inf.[5u
{a, b} a,b a,b - - c,d, e - - -
{c,d} c,d c,d - - e a,b e -
{a,b,c} c a,b c - c,e - c -
{a,b,c, e} e a,b e - - e -
{a,c,d,e}| e a e a e a e a

Bemerkung 1.42

e Auch in linearen Ordnungen muss nicht jede beschrankten&eigje ein Supre-
mum oder Infimum besitzen.

e So hatin der linear geordneten Meng@, <) die Teilmenge
H={reQ|s*<2}
weder ein Supremum noch ein Infimum.

e Dagegen hat in einer linearen Ordnung jedadlicheTeilmenge ein kleinstes
und ein grofites Element und somit erst recht ein Supremuraiandfimum.

1.4.3 Abbildungen
Definition 1.43 SeiR eine binére Relation auf einer Mengé.
e IR heil3trechtseindeutigfalls gilt:

Ve,y,z€ M : xRy ANxRz = y = 2.
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¢ R heil3tlinkseindeutig falls gilt:

Ve,y,z€ M xRz NyRz = x =y.
e Der NachbereichN (R) und derVorbereichV (R) von R sind

N(R) = | J R(z) und V(R) = | J R"(x).

zeM zeM

e Eine rechtseindeutige Relatidd mit V(R) = A und N(R) C B heil3tAbbil-
dung oderFunktion von A nach B(kurzR : A — B).

Bemerkung 1.44

e Wie Ublich werden wir Abbildungen meist mit kleinen Budbstef, g, h, ... be-
zeichnen und fufz,y) € f nichtzfy sondernf(z) = yoderf : z — y
schreiben.

e ISt f : A — B eine Abbildung, so wird der Vorbereidh(f) = A der Definiti-
onsbereichund die Mengds derWertebereictoderWertevorratvon f genannt.

e Der NachbereichV( f) wird als Bild von f bezeichnet.
Definition 1.45

e ImFall N(f) = B heil3tf surjektiv.

e Ist f linkseindeutig, so heil3t injektiv. In diesem Fall impliziertf (z) = f(y)
die Gleichheitr = y.

e Eine injektive und surjektive Abbildung helifektiv.

e FUr eine injektive Abbildung : A — B ist auchf” eine Abbildung, die mit
f~! bezeichnet und diverse Abbildungzu f genannt wird.

Man beachte, dass der Definitionsberdidly ') = N(f) nur dann gleichB ist, wenn
f auch surjektiv, also eine Bijektion ist.
1.4.4 Homo- und Isomorphismen
Definition 1.46 Seien(A;, R;) und(As, R,) Relationalstrukturen.
e Eine Abbildungh : A; — A, heiBtHomomorphismusfalls fur allea,b € A;

gilt:
CLRlb = h(a)Rgh(b>
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e Sind (A, R;) und (A, Ry) Ordnungen, so spricht man vadrdnungshomo-
morphismenoder einfach vormonotonenAbbildungen.

¢ Injektive Ordnungshomomorphismen werden asiceng monotoneAbbildun-
gen genannt.

Beispiel 1.47 Folgende Abbildung: : A; — A, ist ein bijektiver Ordnungshomo-
morphismus.

(A1, <) (A2, <o)

Obwohlh ein bijektiver Homomorphismus ist, ist die Umkehruing kein Homomor-
phismus, d& ! nicht monoton ist. Es gilt namlich

2<,3, aberh *(2) =b %, c=h"'(3).
<

Definition 1.48 Ein bijektiver Homomorphismus: A; — A,, bei dem auch—! ein
Homomorphismus ist, d.h. es gilt

Va,b € Ay : aRib < h(a)Rah(D).

hei3t Isomorphismus In diesem Fall heil3en die Strukturénl,, R;) und (As, R»)
isomorph(kurz: (A, Ry) = (As, Rs)).

Beispiel 1.49

e Die beiden folgenden Graphen sind isomorph. Zwei Isomarpkn sind bei-
spielsweisé; undhs.

v (12345
hi(v)|13524
ho(v)|14253

e Die Bijektionh : x — e* ist ein Ordnungsisomorphismus zwisché@ <) und
((0,0), <).
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e Firn € N sei
T, = {keN|kteiltn}

die Menge aller Teiler vom und P, = T, N Prim die Menge aller Primteiler
vonn. Dann ist fir quadratfreies, d.h. es gibt keirk > 2, so das$? die Zahl
n teilt, die Abbildung

h:kw— Pk

ein Ordnungsisomorphismus zwisch@h, |) und(P (P, ), Q).

e Wahrend auf der Knotenmengé = [3] insgesam®® = 8 verschiedene Gra-
phen existieren, gibt es auf dieser Menge fwunterschiedliche nichtisomorphe

Graphen:

<

Bemerkung 1.50 Auf der Knotenmeng¥ = [n] existieren genaa(g) verschiedene
Graphen. Sei(n) die Anzahl aller nichtisomorphen Graphen auf Da maximal
n! verschiedene Graphen auf in einer Isomorphieklasse liegen kdnnen,dét) >

2(3)/n!.

Tatsachlich istu(n) asymptotisch gleicty(n) = 2(3)/71! (in Zeichen:a(n) ~ g(n)),
d.h.
lim a(n)/g(n) = 1.

Also gibt es aul” = [n] nicht wesentlich mehr alg(n) nichtisomorphe Graphen.

Beispiel 1.51 Es existieren genau 5 nichtisomorphe Ordnungen mit 3 Eleamen

Lol A

Anders ausgedrickt: Die Klasse aller dreielementigen @rdan zerfallt unter
der Aquivalenzrelatiort® in funf Aquivalenzklassen, die durch obige fiinf Hasse-
Diagramme reprasentiert werden. <

1.5 Minimierung von DFAs

Wie koénnen wir feststellen, ob ein DFN = (Z, %, 6, qo, F') unnétige Zustéande ent-
halt? Zunachst einmal kdnnen alle Zustande entfernt wemdiemicht vom Startzu-
stand aus erreichbar sind. Im folgenden gehen wir daherndaus, dass\/ keine
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unerreichbaren Zustande enthélt. Offensichtlich konwes Zustédnde; undp zu ei-
nem Zustand verschmolzen werden (kyrz: p), wennM von g und vonp ausgehend
jeweils dieselben Worter akzeptiert. Bezeichnen wir deADE, 3. §, ¢, E) mit M,
und L(M,) mit L,, so sindg undp genau dann verschmelzbar, webp= L, ist.

Fassen wir alle zu einem Zustandquivalenten Zustande in dem neuen Zustand
Zl.={/€eZ|L,=L.}

zusammen (woflr wir auch kurz| oder zZ schreiben) und ersetzen wif und £
durchZ = {# | z € ZYundE = {# | z € E}, so erhalten wir den DFA
M' = (Z,%,8,[q), E) mit

d'([g], a) = [6(q, a)].
Im néchsten Satz zeigen wir, dadf tatsachlich der gesuchte Minimalautomat fur
L(M) ist. Fur eine Teilmeng€& C Z bezeichne) die Menge{j | ¢ € Q} aller
Aquivalenzklassen, die einen Reprasentantein ( haben.

Theorem 1.52 SeiM = (Z,%, 0, qo, E) ein DFA, der nur Zustande enthalt, die vom
Startzustand, aus erreichbar sind. Dann ist/’ = (Z, %, ¥, [q], ) mit

'([g], @) = [d(q, a)]

ein DFA fur L(M) mit einer minimalen Anzahl von Zustanden.
Beweis

e Wir zeigen zuerst, dasg wohldefiniert ist, also der Wert vafi(g, a) nicht von
der Wahl des Reprasentantgabhangt. Hierzu zeigen wir, dass im Falk ¢
auchd(q, a) undd(p, a) dquivalent sind:

Ly=L, = Vxee¥X:ze€l,<—zecl,
= VeeX':iav €L, ax €L,
= VexeX':ze L(;(qﬂ) — T € L(;(pﬂ)
= Lsga) = Lsp.o)-
e Als néchstes zeigen wir, dag$)’) = L(M) ist. Seix = z; - - - z,, eine Eingabe

und seien )
¢ =0(qo,1---x;), 1=0,...,n

die vonM beim Abarbeiten vor durchlaufenen Zustande. Wegen

5,([%‘—1]7%‘) = [6(gi—1, )] = [

durchlauftM’ dann die Zustande

[q0] (@] -+ [anl-
Da aberg, genau dann zi& gehért, wenrig,| € E ist, folgt L(M’') = L(M).
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e Esbleibt zu zeigen, dasd’ eine minimale Anzahj| Z|| von Zustanden hat. Dies
ist sicher dann der Fall, wenn bereits minimal ist. Es reicht also zu zeigen,
dass die Anzahk = ||Z| = |[{L, | ¢ € Z}| nicht von M, sondern nur von
L(M) abhangt. Fur € ¥* sei

L,={yeX |zye L(M)}.

Danngilt{L, | z € ¥*} C{L, | ¢ € Z}, daL, = L, , ist. Die umgekehrte
Inklusion gilt ebenfalls, da nach Voraussetzung jeder @y € 7 Uber ein
r € ¥* erreichbar ist. Also hangt = |[{L, | ¢ € Z}|| = |[{L. | # € ¥*}| nur
von L(M) ab. O

Fur die algorithmische Konstruktion van’ ausM steht man vor der Aufgabe, fest-
zustellen, ob zwei Zustangeund g verschmelzbar sind oder nicht. Zur Beantwortung
dieser Frage machen wir folgende Beobachtungen.

Beobachtung 1.53

e Kein Endzustang € E ist mit einem Zustang € Z \ E verschmelzbar (wegen
e € L,AL,).

e Wennd(p,a) undd(q, a) unverschmelzbar sind, dann sind aychnd ¢ unver-
schmelzbar (wegem~ g = d(p, a) ~ 4(q, a)).

e Wenn alsaD nur unverschmelzbare Zustandspaare enthalt, dann sind alle
Paare in der Menge

D' ={{p,q} | FaeX:{6(p,a),d(¢q,a)} € D}.
unverschmelzbar.

Daher berechnen wir ausgehend von der Menge
Do ={{p,a} |p€ E,q¢ E}

eine Folge von Mengen
Do CDiC--C{{z}CZ[2#7}
mittels
Divy = D; U{{p,q} | Ja € X :{i(p,a),0(q,a)} € D;},

indem wir zuD; alle Paard ¢, p} hinzufiigen, fur die eines der PadiEq, a), d(p, a)},
a € ¥, bereits zuD, gehort. DaZ endlich ist, muss es einmit D, = D; geben. In
diesem Fall gilt (siehe Ubungen):

p~qe{p,qt € D;.

Daher kann nur/’ durch Verschmelzen aller Zustange; mit {p, ¢} ¢ D; gebildet
werden. Damit erhalten wir folgenden Algorithmus zur Bérmang eines minimalen

DFA.
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Algorithmus 1.54 MIN-DFA
1 Eingabe:DFA M = (Z,%,0,qo, E).
2 Entferne alle vomgy aus unerreichbaren Zustande als
3  Markiere alle Paaréz, 2’} mit z € Eundz’ ¢ E.
4  Solange noch ein unmarkiertes Péarz'} C Z existiert, fur das eines der
Paare{i(z,a),d(7,a)}, a € X, bereits markiert ist, markiere au¢h, 2'}.
5 Bilde die Verschmelzungsmengen

z={z}U{? € Z | {z, 7'} ist nicht markier}, z € Z.

Ausgabe: Minimal-DFA M’ = (Z,%,8 %, E)mit Z = {2 | z € Z},

—_—

E=1{%|z€ E}undd(%a) = (2 a).

()]

Beispiel 1.55 Betrachte den DFA/

Dann enthaltD, die Paare

(1,3}, 1,6}, {2,3},{2,6}, {3.4}, {3,5}, {4, 61, {5,6).

Die Paare in), sind in der folgenden Matrix durch eine Null markiert.

00

0

S T = W N

11
11

0[0] [0]0]
123 45

Wegen

{p.q} {14} {1,5} {2,4} {2,5}
{0(¢,a),0(p, @)} | {2,3} {2,6} {13} {16}

enthalt), zusatzlich die Paarél, 41}, {1,5}, {2,4}, {2,5} (in obiger Matrix durch
eine Eins markiert). Da die verbliebenen Pagre2}, {3,6}, {4,5} wegen

{p,q} {1,2} {3,6} {4,5}
{0(p,a),d(q,a)} | {1,2} {4,5} {3,6}
{0(p,b),6(q,0)} | {3,6} {1,2} {4,5}
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nicht zu D; hinzugefugt werden konnen, ist, = D;. Aus den unmarkierten Paaren
{1,2}, {3,6} und{4, 5} erhalten wir die Verschmelzungsmengen

1={1,2}, 3={3,6} und 4 = {4,5},

die auf folgenden Minimal-DFAV/’ fihren:
b

BCRRCa

a
<

Durch eine leichte Modifikation voi!’ ist es mdéglich, einen Minimalautomaté;,
direkt aus einer regularen Spracheu gewinnen (also ohne den Umweg Uber einen
DFA M fur L). Da namlich zwei Eingabenundy den DFAM’ genau dann in densel-
ben Zustandd(qo, )] = [0(qo, y)] Uberfilhren, went,, = L, ist, kénnen wir den von
M’ bei Eingaber erreichten Zustanf(qo, )] auch mit der Spraché, bezeichnen.
Dies fuhrt auf den DFAV/, = (Z, %, 0, L., Er) mit

5 = {L, |z € X},
Ep = {L, |z € L}und
5L(Lx>a) = ana

welcher isomorph zu\/’ ist (also bis auf die Benennung der Zustande mit diesem
identisch ist).

Beispiel 1.56 FUrL = {zy-- -z, | x; € {0,1} furi=1,...nundx,_; = 0} ist

L, x € {e,1} oderxz endet mitl1,
LuU{0,1}, x = 0 oderz endet mit10,
LU{e 0,1}, xendet mit0o,

LuU{e}, x endet mit01.

Somit erhalten wir den folgenden Minimalautomafdn:
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Im Fall, dassM bereits ein Minimalautomat ist, sind alle Zustande vidhvon der
Formg = {q}, so dassV/ isomorph zu)M’ und damit auch isomorph zu/;, ist. Dies
zeigt, dass alle Minimalautomaten fiir eine Sprathsomorph sind.

Um fir eine regulare Spracheeinen Minimalautomaten zu konstruieren, ist es nicht
nétig, die Spracherl, zu bestimmen. Um die Uberfiihrungsfunktion aufzustellen,
muissen wir nur herausfinden, welche Eigaben jeweils in demseZustand..,. fih-

ren. Wie die Spracheh, konkret aussehen, spielt dagegen keine Rolle. Daher werden
haufig einfach die Aquivalenzklassen = {y | = Ry, y} der durch

$RLy<:>L$=Ly

definierten RelatioR;, als Zustande des Minimalautomaten verwendet. Dies fllirt au
den so genannteiquivalenzklassenautomaten/z, = (Z, %, 6, [¢], E) mit

Z = {[z] |z eX},
E = {[z] |z € L}und
d([z],a) = [za].

Die RelationR;, gibt uns eine Moglichkeit an die Hand, herauszufinden, ob gat
gebene Sprache regulér ist oder nicht. Offensichtlich gibt es genau dameeiDFA
fur L, wennR;, die MengeX* in endlich viele Klassen zerlegt.

Satz 1.57 (Myhill und Nerode) Fur eine Sprachel bezeichneindex(R;) =
{[z]r, | z € X*}|| den Index der Aquivalenzrelatidy, .

1. REG = {L | index(Ry) < oo}.

2. Ist L regulér, so gibt es bis auf Isomorphie nur einen DFA fiimit einer mini-
malen Anzahl von Zustanden.

Beispiel 1.58 Sei L = {a’d’ | i > 0}. Wegenb' € L, AL, firi # j hat Ry
unendlichen Index, d.H. ist nicht reguléar. <

1.6 Grammatiken

Eine beliebte Methode, Sprachen zu beschreiben, sind Gasiken. Implizit haben
wir hiervon bei der Definition der regularen Ausdriicke bisr@ebrauch gemacht.

Beispiel 1.59 Die SpracheR A aller regularen Ausdriicke tUber einem Alphabet
{ai,...,a;} l&sst sich aus dem Symbdl durch wiederholte Anwendung folgender
Regeln erzeugen:

R — @, R — RR>

R — €, R — (R|R),

R — a;,i=1,... .k, R — (R)". q
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Definition 1.60 EineGrammatikist ein 4-Tupels = (V, X, P, S), wobei

e V/ eine endliche Menge vdrariablen (auchNichtterminalsymbolegenannt),
e Y dasTerminalalphabet

e P C (VUX)T x(VUX)* eine endliche Menge vdRegeln(oderProduktionen
und

e S c V die Startvariableist.

Fur (u,v) € P schreiben wir auch kurz —¢ v bzw.u — v, wenn die benutzte
Grammatik aus dem Kontext ersichtlich ist.

Definition 1.61 Seieny, 8 € (V U X)*.

a) Wir sageng ist ausa in G ableitbar(kurz: o = (), falls eine Regel —¢ v
und Worterl, r € (V' U X)* existieren mit

a = lurundf = lor.

Hierflr schreiben wir auchiur = lvr. (Man beachte, dass durch Unterstrei-
chen vonu in o sowohl die benutzte Regel als auch die Stelleiran deru
durchv ersetzt wird, eindeutig erkennbar sind.)

b) Die durchG erzeugte Sprachest

L(G) = {z € 2" | § =% a}.

Dasn-fache Produkt vors ist=¢, d.h.a =¢ (3 besagt, dass ausa in n Schritten
ableitbar ist. Die reflexiv-transitive Hiille vors; ist =, d.h.a =, 3 besagt, dass
# ausa (in endlich vielen Schrittengbleitbar ist. Ein Worta € (V' U X)* heif3t
Satzform, wenn es aus dem Startsymlsbhbleitbar ist.

Definition 1.62 EineAbleitungvonz ist eine Folge
o= (lo,u0,70), -+ s (L Uy ')
von Tripeln(l;, u;, ;) mit (lo, ug, 70) = (£, S, €), lptmrm = x und
Liwiry = liiujparipq fari =0,...,m — 1.
Die Langevono ist m. Wir notieren eine Ableitung wie oben auch in der Form

loworo = Liuary = -+ = Ly Um—1"m—1 = LpUm T,
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Beispiel 1.63 Wir betrachten nochmals die Grammatik = ({R},X U
{0,¢,(,),*, |}, P, R), die die Menge der reguléaren Ausdriicke Uber dem Alph&abet
erzeugt, wobeP die oben angegebenen Regeln enthéltXlst {0, 1}, so lasst sich
der regulére AusdruclO1)*(e|})) beispielsweise wie folgt ableiten:
R= RR= (R)'R= (RR)"R = (RR)"(R|R)
= (0R)"(R|R) = (01)"(E[R) = (01)"(e|R) = (01)"(e|0) e

Man unterscheidet vier verschiedene Typen von Grammatiken
Definition 1.64 SeiG = (V, X, P, S) eine Grammatik.

1. G heilstvom Typ 3oderregulér, falls fur alle Regeln: — v gilt: v € V und
veXVUXU{e}.

2. GG heil3stvom Typ 2oderkontextfrei, falls fur alle Regeln: — v gilt: v € V.

3. G heiBtvom Typ loderkontextsensitiyfalls fur alle Regeln: — v gilt: |v| >
|u| (mit Ausnahme der-Sonderregel, siehe unten).

4. Jede Grammatik ist automatisebm Typ O

e-Sonderregel:In einer kontextsensitiven Grammatik= (V. X, P, S) kann auch die
RegelS — ¢ benutzt werden. Aber nur, wenn das Startsynbalcht auf der rechten
Seite einer Regel i® vorkommt.

Die Sprechweisen ,vom Typ‘ bzw. ,regular®, ,kontextfrei“ und ,kontextsensitiv*
werden auch auf die durch solche Grammatiken erzeugte I$praangewandt. (Der
folgende Satz rechtfertigt dies fur die regularen Spractienwir bereits mit Hilfe von

DFAs definiert haben.) Die zugehoérigen neuen Sprachklasadn

CFL = {L(G) | G ist eine kontextfreie Grammatjk
(context free languageand
CSL = {L(G) | G ist eine kontextsensitive Grammalik

(context sensitive language®a die Klasse der Typ Sprachen mit der Klasse der
rekursiv aufzéhlbarerrécursively enumerablé&Sprachen tbereinstimmt, bezeichnen
wir diese Sprachklasse mit

RE = {L(G) | G ist eine Grammatik
Die Sprachklassen
REG ¢ CFL ¢ CSL C RE

bilden eine Hierarchie (d.h. alle Inklusionen sind echig sb genannt€homsky-
Hierarchie.

Als nachstes zeigen wir, dass sich mit regularen Gramnmratjegade die reguléaren
Sprachen erzeugen lassen. Hierbei erweist sich folgendeagatung als nutzlich.
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Lemma 1.65 Zu jeder regularen Grammatik = (V, X, P, .S) gibt es eine aquiva-
lente regulare Grammatik’, die keine Produktionen der Form — «a hat.

Beweis Betrachte die Grammatik’ = (V', X, P/, S) mit

V' = VU{Xseu},
P = {A— aXpeu | A —ca} U{Xpew = e} UP\ (V x X).
Es ist leicht zu sehen, das&8 die gleiche Sprache wi@ erzeugt. O

Satz 1.66 REG = {L(G) | G ist eine regulare Grammatjk

Beweis Sei L € REG und seiM = (Z,%,0,qo, E') ein DFA mit L(M) = L. Wir
konstruieren eine regulare Grammatik= (V, X, P, .S) mit L(G) = L. Setzen wir

V = Z
S = qo und
P = {q—ap|i(q,a) =pyU{q—c|qe L},

so gilt fir alle Worterr = x4 - - - x,, € X*:

IEGL(M) ~ qu,...,qn,1 EZEaneE(5(ql,1,xl):q1furz: 1,....n

S g, g €V i1 —mgxigfuri=1,...,nundg, —¢ ¢
S dq,.... Vi iqg=La - mgfuri=1,... ,nundg, —¢ ¢
< z e L(G)

Fir die entgegengesetzte Inklusion sei oue: (V, X, P, S) eine regulare Grammatik,
die keine Produktionen der Form— a enthalt. Dann kdnnen wir die gerade beschrie-
bene Konstruktion einer Grammatik aus einem DFA ,umdrehant ausgehend von
G einen NFAM = (Z,%,6,{S}, E) mit

zZ =YV,
E = {A| A—ge} und
d(A,a) = {B|A—gaB}
zu erhalten. Genau wie oben folgt niM ) = L(G). O

Beispiel 1.67 Der DFA
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fuhrt auf die Grammatik{qo, ¢1, ¢2, g3}, {0, 1}, P, qo) mit

P qo— 1qo,0q1,
@1 — 0go, 1gs,
g2 — 02, 1g3, ¢,
g3 — 0q1, 1qo, €.

Umgekehrt fihrt die Grammati = ({A, B, C}, {a, b}, P, A) mit

P: A—aB,bC,e,
B — aC,bA,D,
C — aA,bB,a

Uber die Grammatik’ = ({A, B, C, D}, {a, b}, P’, A) mit

P': A—aB,bC, e,
B — aC,bA,bD,
C — aA,bB,aD,
D —e¢

auf den NFA

1.7 Das Pumping-Lemma

Wie kann man von einer Sprache nachweisen, dass sie nicldrest? Eine Moglich-
keit besteht darin, die Kontraposition folgender Aussagaisenden.

Theorem 1.68 (Pumping-Lemma flr regulare Sprachen)Zu jeder regularen Spra-
che L gibt es eine Zahl, so dass sich alle Wérter € L mit |z| > [ in z = wow
zerlegen lassen mit

1. v#e,
2. |uv| <lund

3. w'w € L furallei > 0.
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Falls eine Zahll mit diesen Eigenschaften existiert, wird das kleinste hsolcdie
Pumping-Zahlvon L genannt.

Beweis Sei M = (Z,3,0,qo, E') ein DFA mit L(M) = L und seil die Anzahl der
Zustédnde vonV/. Setzen wir nunV/ auf eine Eingabe = z;---x, € L der Lange
n > [ an, so musg/ nach spatesterisSchritten einen Zustangl € Z zum zweiten
Mal annehmen:

J0<y <k‘§l:(§(q0,x1~-~xj) zs(qo,x1~-~xk):q.

Wahlen wir nunu = x;---xj, v = xjq41 -2 UNdw = Tyqq - - - T, SO iSt|v| =
k—j > 1undjuv| = k < I. Ausserdem giltwiw € L furi > 0, dawegen(q,v) = ¢

6(go, uv'w) = 6(6(8(qo, u), v'), w) = 6(8(¢,v"), w) = 8(qo, z) € E
N—— N——
q q

ist. O
Beispiel 1.69 Die Sprache
L={z €{a,b}" | #a(x) — #p(2) =3 1}

hat die Pumping-Zahl = 3. Sei ndmlichz € L beliebig mit|z| > 3. Dann lasst
sich innerhalb des Prafixes verder Lange drei ein nichtleeres Teilwartinden, das
gepumpt werden kann:

1. Fall: x hat das Prafixb (oderba).
Zerleger = uvw mituw = e undv = ab (bzw.v = ba).

2. Fall: z hat das Préafix.ab (oderbba).
Zerleger = uvw mit u = a (bzw.u = b) undv = ab (bzw.v = ba).

3. Fall: z hat das Préfixiaa (oderbbbd).
Zerleger = uvw mit u = e undv = aaa (bzw.v = bbD). N

Beispiel 1.70 Eine endliche Sprachg hat die Pumping-Zahl

o L=40,
max{|z|+ 1|z € L}, sonst.

Tatséchlich lasst sich jedes Ware L der Langdzx| > [ ,pumpen® (da solche Worter
gar nicht existieren), weshalb die Pumping-Zahl hochstéstsZudem gibt es im Fall

[ > 0 ein Wortz € L der Langdxz| = [ — 1, das sich nicht ,pumpen*” lasst, weshalb
die Pumping-Zahl nicht kleiner alssein kann. <
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Wollen wir mit Hilfe des Pumping-Lemmas von einer Spra¢heeigen, dass sie nicht
regulér ist, so genugt es, fur jede Zalgin Wortz € L der Langgx| > [ anzugeben,
so dass fir jede Zerlegung venn drei Teilworteru, v, w mindestens eine der drei in
Satz 1.68 aufgefiihrten Eigenschaften verletzt ist.

Beispiel 1.71

e Die Sprache
L={dV|j>0}
ist nicht regular, da sich fir jede Zahl> 0 das Wortz = «'b' der Lange
|z| = 21 > lin der Spraché befindet, welches offensichtlich nichtin Teilwdrter
u, v, w Mitv # ¢ unduv?w € L zerlegbar ist.

e Die Sprache
L={a"|n>0}
ist ebenfalls nicht regular. Andernfalls misste es nandicle Zahll geben, so
dass jede Quadratzaht > [ als Summe von natirlichen Zahlen+ v + w
darstellbar ist mit der Eigenschaft, das$> 1 undwu + v < [ ist, und fur jedes
1 > 0 auchu-+iv+w eine Quadratzahl ist. Insbesondere musstewatsty +w =
n? + v eine Quadratzahl sein, was wegen

n2<n2+v§n2+l<n2+2l+1:(n+1)2
ausgeschlossen ist.

e Schliellich ist auch die Sprache
L ={a”|pprim}

nicht regular, da sich sonst jede Primzah¢iner bestimmten Mindestgrof2e
als Summe von natlrlichen Zahlent- v + w darstellen lie3e, so dass> 1,
u~+ v < (und fir alle: > 0 auchu + v + w prim ist. Insbesondere musste also
u+ (u+ w)v + w eine Primzahl sein, was wegen

ut (ut+wv+w=(u+w)(v+1)=(p—v)(v+1)

>p—l >2

fur alle Primzahlerp > [ + 2 ausgeschlossen ist. N

Bemerkung 1.72 Mit dem Pumping-Lemma kdnnen nicht alle Spracheg REG
als nicht regular nachgewiesen werden, da seine Umkehalagff ist. Beispielsweise
hat die Sprache

L ={a't’c"|i=0oderj =k}
die Pumping-Zahl 1 (jedes Wort € L mit Ausnahme von kann also ,gepumpt*
werden), obwohL nicht regular ist (siehe Ubungen).



Kapitel 2

Kontextfreie Sprachen

2.1 Kellerautomaten

Wie wir gesehen haben, ist die Spradhe- {a"b" | n > 0} nicht regular. Es ist aber
leicht, eine kontextfreie Grammatik fidr zu finden:

G = ({5}, {a,b},{S — aSh, S — ¢}, 5).

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Frage, wie sashMaschinenmodell
des DFA erweitern lasst, um die Spracheind alle anderen kontextfreien Sprachen
erkennen zu kénnen. Dass ein DFA die Sprathe {a"b" | n > 0} nicht erkennen
kann, liegt an seinem beschréankten Speichervermégenyaas/an L aber nicht von

der Eingabe abhangen darf. Uirerkennen zu kdnnen, reicht bereits ein so genannter
Kellerspeicher (englstack, pushdown memaraus. Dieser erlaubt nur den Zugriff
auf die hochste belegte Speicheradresse. Ein Kelleraitoma

o verfugt tber einen Kellerspeicher, —— Arbeitsband

¢ kanns-Ubergange machen,

Schreib-
e liestin jedem Schritt das aktuelle Eingabe- Lesekopf
zeichen und das oberste Kellersymbol, Steuer-

inheit
e kann das oberste Kellersymbol entfernen - Keller-
speichef # |

(durch eingpop-Operation) und

e danach beliebig viele Symbole einkellern (mittplssh-Operationen).

Fir eine Mengé\l bezeichneP, (M) die Menge aller endlichen Teilmengen von,
d.h.
P.(M)={AC M | Aistendlich.

37
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Definition 2.1 Ein Kellerautomat(kurz: PDA; pushdown automatymvird durch ein
6-TupelM = (Z,%,T, 46, qv, #) beschrieben, wobei

e Z,> undg, wie bei einem DFA,
e [' dasKelleralphabet
e §:7Z x (ZU{e}) x I — P.(Z x I'*) die Uberfuhrungsfunktion und

e # c I' dasKelleranfangszeichenmst.

Arbeitsweise eines PDA

Wenng der momentane Zustand, das oberste Kellerzeichen unde ¥ das nachste
Eingabezeichen (bzw. = ¢) ist, so kannM/ im Fall (p, By - - - Bg) € 0(q, u, A)

e in den Zustang wechseln,
e den Lesekopf auf dem Eingabeband urhPositionen vorriicken und
e das Zeichem im Keller durch die Zeichenfolg®; - - - By, ersetzen.

Hierfur sagen wir auch)/ fuhrt die AnweisungquA — pB; - - - B, aus. Da im Fall
u = ¢ kein Eingabezeichen gelesen wird, spricht man auch vormespontanen
Ubergang (odes-Ubergang). EineKonfiguration wird durch ein Tripel

K=(qz; x5, A - -A) € ZXxE" xTIT”
beschrieben und besagt, dass
e ¢ der momentane Zustand,
e z;---x, derungelesene Rest der Eingabe und
e A;--- A, der aktuelle Kellerinhalt ist (oberstes Kellerzeichen4s}.

Eine AnweisungjuA; — pBj - - - By, (it u € {¢, x;}) Uberfuhrt die Konfiguratiork
in die Folgekonfiguration

K' = (p,aj - p, By BpAy - A) mitj =i + |ul.

Hierfur schreiben wir auch kurg + K’. Die reflexive, transitive Hulle vor bezeich-
nen wir wie tblich mit-*. Die von M akzeptierte odererkannte Spracheist

LM) = {ze¥|3peZ:(qz,#)F (pee)}

Ein Wort = wird also genau dann voi/ akzeptiert, wenn es eine Rechnung (Folge
von Konfigurationen) von/ bei Eingaber gibt, die ausgehend von d&tartkonfi-
guration (qo, x,#) das gesamte Wort bis zum Ende liest und den Keller leert. Man
beachte, dass bei leerem Keller kein weiterer Ubergang meépgtich ist.
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Beispiel 2.2 SeiM der PDA({q, p}, {a, b}, {A, #}, 0, q, #) mit

§: qge#t—q (1) qaA— qAA (3) pbA—p (5)
qa#t —qA (2) ¢pA—p (4

Dann wird das Wort: = aabb beispielsweise durch folgende Rechnung akzeptiert:

_aabb, #) - (q,abb, A) - (q,bb, AA) F (p,b, A) F (p, ¢, ¢).
(¢ #) 5 (¢ )(3) (q )(4) (p )(5) (p,e,€)

Allgemein kann das Wort = a"b™ wie folgt akzeptiert werden:
n=0: (q,¢ #) (II) (p,,€).
nzl (qat#) £ (¢ ar ', A) (*;)”_1 (g, 0", A™)

Eo(p, b AT T (pee).
o ) 5 e

Dies zeigt{a"b" | n > 0} C L(M). Als nachstes zeigen wir, dass jede vbh
akzeptierte Eingabe = z; ...z, € L(M) die Formz = a™b™ hat.

Ausgehend von der Startkonfiguration x, #) sind nur die Anweisungefl) oder(2)
anwendbar. Da Anweisun@) den Keller leert, ohne ein Zeichen zu lesen, mugs
diesem Fall das leere Wart= ¢ = a"t" sein.

Falls M die Rechnung mit Anweisun@) beginnt, musd/ in den Zustang gelangen,
um den Keller leeren zu kénnen. Da eine Ruckkehr yarachg nicht méglich ist,
wechselt)/ den Zustand nur einmal, und zwar mittels Anweisgfg Bis dahin kann
M nura’s lesen, wobei fur jedes gelesemein A eingekellert wird. Liest\/ bis zum
Wechsel in den Zustandinsgesamin a's, so muss die Rechnung wie folgt verlaufen:

(g, 21 ... %0, #) (I;) (q,22...2,, A) (Ig)m’l (¢, Ty1 - -+ Ty A™)

— R o5 Am—l
(4) (p;xm—i-Q L, )

mitx, =z = -+ = x,, = aundx,,; = b. Um den Keller zu leeren, musg noch
m — 1 weitereb’s lesen. Also muss = 2m undz,, o = --- = o, = b sein.z hat
also auch in diesem Fall die Forai'v™. <

2.2 Aquivalenz von kontextfreien Grammatiken und
Kellerautomaten
Als néachstes wollen wir zeigen, dass eine Sprache genaukdanextfrei ist, wenn sie

von einem PDA erkannt wird. Zuvor fuhren wir aber noch Linkad Rechtsableitun-
gen sowie den Begriff des Syntaxbaums ein.
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Definition 2.3 SeiG = (V, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik.
a) Eine Ableitung
Qg = lo&?“o = lléT'l R lmflAm,ﬂ“mfl = Oy -

heil3tLinksableitungvona (kurzay =73 «,,), falls in jedem Ableitungsschritt
die am weitesten links stehende Variable ersetzt wird, ektgiltl; € >* fur
i=0,...,m—1.

b) Rechtsableitungeny, =7 «,, sind analog definiert.

¢) G heiBtmehrdeutig wenn es ein Wort € L(G) gibt, das zwei verschiedene
Linksableitungery =7 x hat.

Es ist leicht zu sehen, dass fiir alle Worter ©* folgende Aquivalenzen gelten:
reL(G) & S=1r & S=5 .
Definition 2.4 SeiG eine kontextfreie Grammatik. Dann ordnen wir einer Ablagfu
Ao = LA = = lm,lhrm,l = Q.
denSyntaxbauni;, zu, wobei die Ba&ume,, . . ., T,,, induktiv wie folgt definiert sind:

e Tj besteht aus einem einzigen Knoten, derAgimarkiert ist.

e Wird im (i + 1)-ten Ableitungsschritt die Regdl, — v; - - - v, mitv; € YUV
furj =1,..., k angewandt, so ensteft, ; ausT;, indem wir das Blatt4; in T;
durch folgenden Unterbaum ersetzen:

0: A
/N
V1 - Up

¢ Hierbei stellen wir uns die Kanten von oben nach unten gégiamd die Kinder
vy - - - v von links nach rechts geordnet vor.

€

Beispiel 2.5 Betrachte die Grammati& = ({S},{a,b,c},{S — aSbS,c},S) und
die Ableitung

S = aSbS = aaSbSbS = aaSbbS = aabbS = aabb.

Die zugehorigen Syntaxbdume sind dann
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T T

asSbhsS asSbs \

o0 — U0
mn —n
o — U
o0 — U
n —UUn

S = aSbS = aaSbSbS = aaShbS = aabbS = aabb.

Bemerkung 2.6

¢ Die Satzformy; ergibt sich ausl;, indem wir die Blatter vorT; von links nach
rechts zu einem Wort zusammensetzen.

e Ableitungen, die sich nur in der Reihenfolge der Regelacwegen unterschei-
den, fihren auf denselben Syntaxbaum.

e Aus einem Syntaxbaum ist die zugehorige Linksableitungleintig rekonstru-
ierbar.

e Daher fuhren unterschiedliche Linksableitungen auch anter: schiedliche
Syntaxbaume.

e Linksableitungen und Syntaxbdume entsprechen sich alseiedeutig.

e Ebenso Rechtsableitungen und Syntaxb&ume.

Als nachstes wollen wir zeigen, dass PDAs genau die kom&etf Sprachen erken-
nen.

Satz 2.7 CFL = {L(M) | M istein PDA.

Beweis Wir zeigen zuerst die InklusioGFL C {L(M) | M ist ein PDA}.

|dee:Konstruiere zu einer kontextfreien Grammatlk= (V, X, P, S) einen PDAM =
({q},2,1,0,q,S) mitT = V U, so dass

S :>z X1 Ty gdW ((Lxl o xrw‘S) - (q7€7€)
gilt. Hierzu fuigen wir die Anweisungen

A —qa, A —ga,
qaa — qe, a € X.

zu ) hinzu. Dann ist leicht zu sehen, dass sogar

(¢, 21+ 20, 9) F (g,6,¢) gdw. S =" 2oy,
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gilt. Daher folgt
reL(G) & S=72 < (¢,2,9 F (q,6,6) & x € L(M).

Als néchstes zeigen wir die umgekehrte Inklus{dr{/) | M ist ein PDA} C CFL.

Idee:Konstruiere zu einem PDA! = (Z, %, T, 6, qo, #) eine kontextfreie Grammatik
G = (V,x, P, S) mit VariablenX,4,, A € I', p,q € Z, so dass

(p,z, A) F* (¢, e,¢) gdW. X, 4, =" .

gilt. Hierzu fugen wir fur jede AnweisunguA — ¢, B; - - - By, k > 0, die folgenden
Regeln zuP hinzu:

XPA%+1 - UXq1qu2 o 'XQkBka+17 42, Qr+1 € Z.

Um damit alle Worterr € L(M) ausS ableiten zu kdnnen, bendtigen wir jetzt nur
noch die Regely — X, 4,, ¢ € Z. Damit hat)M die Variablenmenge

V:{S}U{XpAq ‘p,qu,AEF},

und P enthélt neben den Regekh — X, .,, ¢ € Z, fur jede AnweisunguAd —
q1 B - - - B, von M die folgenden Regeln:

XpAges: — UXg1Bigo " XauBrapsrr 425+ k1 € 2.
Dann folgtL(G) = L(M) aus der Aquivalenz
(p,x,A) F* (¢, €,¢) gdw. X, 4, =" x,
deren Beweis wir gleich nachholen. Es gilt namlich
reL(M) & (q,z,#)F" (¢¢,¢)fireinge Z
& S=Xu,=>"xfireinge Z
& z e L(G).
Es bleibt zu zeigen, dass fir afleg € Z, A € T'undx € ¥* die Aquivalenz
(p,x,A) F* (¢, €,¢) gdw. X, 4, =" .
gilt. Hierzu zeigen wir durch Induktion Ubet folgende starkere Behauptung:
Furallep,ge Z, AT, x € ¥*undm > 0 gilt:

(p,z, A) F™ (q,e,¢) gdw. X4, =™ .
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m = 0: Da sowohl(p,z, A) F° (¢, ¢, €) als auchX,, 4, = « falsch sind, ist die Aqui-
valenz furm = 0 erfillt.

m~»m + 1. WIir zeigen unter der Induktionsvoraussetzung (IV), dassliéi < m,
p,q € Z, A e T undx € ¥* die Aquivalenz

(p, 2, A) F' (g,6,¢) gdW. X, 4, ="
gilt, folgnde Induktionsbehauptung (IB):

Furallep,g € Z, A e 'undzx € X* gilt

(p,:L’,A) |_m+1 (q,€,€) gdW.XpAq :}erl T.

Wir beginnen mit dem Induktionsschritt fir die Implikatioson links nach
rechts. Sei eine Rechnurig, =, A) ™1 (q,¢,¢) der Langem + 1 gegeben
und seipuA — ¢ By --- By, £ > 0, die im ersten Rechenschritt ausgefihrte
Anweisung:

(p,x,A) F (q1,2',B1--- By) F™ (¢, ¢, ), wobeiz = uz’ ist

Fur: = 2,..., k seig; der Zustand void/, wennB; oberstes Kellerzeichen wird,
und fari = 1,..., k seiu; das Teilwort vonr’, dasM zwischen den Besuchen
von g; undg; | verarbeitet (wobej, 1 = ¢ ist).

Dann enthaltP die RegelX, s, — uXq g, " " XgBrarin
m; > 1mitmy; +--- 4+ mg =mund

(Qia Uy, Bl) R (QiJrl? g, E) furi = 1,... , k.
Nach IV gibt es daher Ableitungen

und es gibt Zahlen

XQiBiQi+1 :>mi U, 1= 1, ceey k},
die wir zu der gesuchten Ableitung zusammensetzen kénnen:

Xpag = UXq1Brgs X1 Be_10xXaxBra

m1 .
= uulXthBQqs XQk—lBk—1QkXQkqu

M —
=" g - Up—1X g Brg
="k uuy U = .

Zuletzt zeigen wir den Induktionsschritt fur die Implikati von rechts nach
links. Gelte also umgekehi, ,, =™"! 2 und seia die im ersten Schritt abge-
leitete Satzform, d.h.

Xpag = a =" 1x.
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WegenX, 4, —¢ o gibt es eine AnweisunguA — ¢, B; --- B, kK > 0, und
Zustandey,...,q, € Z mit

o =uXy B X1 Br_1q:-X. wobeiq, 1 = qist.

akBrqr+1>

Wegena =" x ex. eine Zerlegung = wuu; - - - u;, und Zahlenm; > 1 mit
my + -+ -+ my = m mit

XeBigi, = " u; (1=1,...,k), wobeigy, = ¢ ist.
Nach IV gibt es somit Rechnungen
(qi,ui, Bi) F™ (qiv1,8,8), i =1,..., k,
aus denen sich die gesuchte Rechnung der Langel zusammensetzen |asst:
(q,uny -~ up, A) = (qu,u1---ug, By -+~ By)

Fm (g, uz - uy, By -+ - By)

|_mk71 (qk7 U, Bk:)
Fme (g, e, ).

Beispiel 2.8 SeiG = ({S},{a,b}, P, S) mit
P:S—aSbS, (1) S —a.(2)
Der zugehorige PDA besitzt dann die Anweisungen

d: qaa — qe, (0) qeS — qaSbs, (1)
qbb — qe, (0) qeS —qa  (2))

und der Linksableitung

S = aSbS = aabS = aaba
(1) (2) (2)

entspricht dann die Rechnung
(¢, aaba, S) (ll—/) (¢, aaba, aSbHS) (lg) (q, aba, SbS)
(g, aba,abS) (}5) (q,ba,bS)

(2"
F (q,a,S) F (q,a,a) F (q,&,¢).
= (@.a.5) o (¢,a,a) 5 (g,¢,¢)

(07)
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Beispiel 2.9 SeiM der PDA({p, ¢}, {a,b},{A, #},0,p,#) mit

6: pe# —qe, (1) paA—pAA, (3) qbA—qe. (5)
pa# —pA, (2) pbA—qe, (4)

Dann erhalten wir die Grammat® = (V, X, P, .S) mit
V= {S’ Xp#p> Xp#q’ Xq#p> Xq#q’ XpAp> XpAq’ Xqu> Xqu}
und den Regel®:

S = Xptps Xptrar (0,07) Xpap = aXpapXpap, (3) Xpag — b, (4)
Xpq = €, (1) Xpap — aXpagXgap, (3")
Xppp = aXpap,  (21) Xpag — aXpapXpag, (3")
Xppq = aXpag,  (2") Xpag — aXpagXqag (3")

Der Rechnung

(p, aabb, #) (*;) (p, abb, A) ('g) (p, bb, AA) (Z) (¢:0,4) - (q,¢,¢)

()
entspricht dann die Ableitung

S = Xu, = aXpa, = aaXppeXgag = aabX, 4, = aabb.
o) p#q (@) p 9 (g pAgadq o7 W44 4

2.3 Das Wortproblem flr kontextfreie Grammatiken

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, kdnnen wir zwajerler kontextfrei-
en GrammatikG einen PDAM mit L(M) = L(G) konstruieren. Dabei isd/ bei
Eingabe vonG auch effizient berechenbar. Dennoch liefert dieser Ansaitzek ef-
fizienten Algorithmus fur das Wortproblem, dé nichtdeterministisch ist. In diesem
Abschnitt stellen wir einen effizienten Algorithmus zur Ldg des Wortproblems fur
kontextfreie Grammatiken vor, das wie folgt definiert ist.

Wortproblem fur kontextfreie Grammatiken:
Gegeben: Eine kontextfreie Grammatik und ein Wortz.
Gefragt: Istz € L(G)?

2.3.1 Chomsky-Normalform

Um das Wortproblem fir kontextfreie Grammatiken zu l6seamgformieren wir die
gegebene Grammatik zunachst in Chomsky-Normalform, desfalgt definiert ist.
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Definition 2.10 Eine Grammatik(V, X, P, S) ist in Chomsky-Normalform(CNF),
falls alle Regeln die Forrl — BC' oder A — a haben.

Auler einer effizienten Losung des Wortproblems fur koffitele Sprachen ermog-
lichen CNF-Grammatiken den Beweis des Pumping-Lemmasdiiteitfreie Spra-

chen, mit dem sich viele Sprachen als nicht kontextfrei natben lassen. Um eine
gegebene Grammatik in Chomsky-Normalform zu bringen.eenégin wir zuerst alle

e-Produktionen.

Satz 2.11 Zu jeder kontextfreien Grammat(K gibt es eine kontextfreie Grammatik
G’ ohnes-Produktionen mitL(G’) = L(G) \ {¢}.

Beweis Zuerst sammeln wir mit folgendem Algorithmus alle Variablg, aus denen
das leere Wort ableitbar ist.

Algorithmus 2.12 BESTIMMUNG VON E ={AcV | A="*¢}
Eingabe: G = (V, %, P, S)

2 E<10

3 E—{AcV|A—ge}
4  while £’ # FE do

5 E—F
6

7

8

=

EF —FEU{Ae€V |3By,...,B, € E: A—g DB, - By}
end
Ausgabe: FE

Nun konstruieren witz’ = (V, %, P’, S) wie folgt:

Nehme zuP’ alle RegelnA — o’ mit o # ¢ hinzu, fir dieP eine Regel
A — « enthdlt, so dasa’ ausa durch Entfernen von beliebig vielen

VariablenA € E hervorgeht.
O

Beispiel 2.13 Betrachte die Grammatik = ({S,7,U, X, Y, Z},{a,b, c}, P, S) mit

P: S—aY,bX,Z; Y —=05,aYY; T — U,
X —aS,bXX;, Z—¢e ST, cZ; U— abc.

Bei der Berechnung voilt = {A € V | A =* ¢} ergeben sich der Reihe nach
folgende Belegungen fur die Mengenvariallrund £:

E| 0 {Z} {Z,S5}
E | {Z}y {Z,S} {Z,5}
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Um nun die Regelmengl’ zu bilden, entfernen wir auB die einzige=-RegelZ — ¢
und fugen die RegelX — a (wegenX — aS), Y — b (wegenY — bS)undZ — ¢
(wegenZ — c¢Z) hinzu:

P S—aY bX, Z, Y —b,05,aYY; T — U;
X —a,aS5,0XX; Z—c¢ ST, cZ; U — abc.
<

Als direkte Anwendung des obigen Satzes kénnen wir die Bi&luder Klasse der
Typ 2 Sprachen in der Klasse der Typ 1 Sprachen zeigen.

Korollar 2.14 REG C CFL C CSL C RE.

Beweis Die InklusionenREG C CFL und CSL C RE sind klar. Weger{a™b"|n >
0} € CFL — REG ist die InklusionREG C CFL auch echt. Also ist nur noch die
InklusionCFL C CSL zu zeigen. Nach obigem Satz ex. zue CFL eine kontextfreie
GrammatikG = (V, X, P, S) ohnes-Produktionen mit.(G) = L \ {¢}. DaG dann
auch kontextsensitiv ist, folgt hieraus im Fal L unmittelbarL(G) = L € CSL. Im
Falle € L erzeugt die kontextsensitive Grammatik

G =VU{s}x PU{S — S}, 5
die Sprachd.(G') = L, d.h.L € CSL. O
Als nachstes entfernen wir samtliche Variablenumbenegein
Definition 2.15 Regeln der Formi — B heil3enVariablenumbenennungen

Satz 2.16 Zu jeder kontextfreien Grammatik ex. eine kontextfreie Grammatik
ohne Variablenumbenennungen miG’") = L(G).

Beweis Zuerst entfernen wir sukzessive alle Zyklen
Ay — Ay — = A — Ay

indem wir diese Regeln auB entfernen und alle Gbrigen Vorkommen der Variablen
As, ..., A, durch A, ersetzen. Falls sich unter den entfernten Variablen .., A,
die StartvariableS befindet, seid; die neue Startvariable.

Nun entfernen wir sukzessive die restlichen Variablenumbaungen, indem wir

e eine Regeld — B wahlen, so dass i keine Variablenumbenennurg— C
mit B auf der rechten Seite existiert,

e diese Regel — B ausP entfernen und

e flr jede RegeB — «in P die Regeld — « zu P hinzunehmen. O
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Beispiel 2.17 Ausgehend von den Produktionen

P:S—aY, bX, Z; Y = b,05,aYY; T — U,
X —a,a5,bXX; Z—c¢ ST cz; U — abc

entfernen wir den Zyklus' — Z — S, indem wir die Regelty — Z undZ — S ent-
fernen und daflr die Produktioneéh— ¢, T', ¢S (wegenZ — ¢, T, cZ) hinzunehmen:

S —aY,bX,c,T,cS; Y —b,05,aYY; T — U,
X —a,aS,bX X, U — abc.

Nun entfernen wir die Regél — U und figen die Regél' — abc (wegenU — abc)

hinzu:
S —aY,bX,c,T,cS; Y —b,bS,aYY; T — abe;
X —a,aS,bX X, U — abc.

Als nachstes entfernen wir dann auch die Reégel 7" und fliigen die Reged — abc
(wegenT" — abc) hinzu:

S — abc,aY,bX,c,cS; Y — b,0S,aYY; T— abc;
X —a,aS,bX X, U— abc.

Da T und U nun nirgends mehr auf der rechten Seite vorkommen, konnewuligvi
RegelnT" — abc undU — abc weglassen:

S —abc,aY,bX,c,cS; Y — b,bS,aYY; X — a,aS,bXX. q

Nach diesen Vorarbeiten ist es nun leicht, eine gegebenextreie Grammatik in
Chomsky-Normalform umzuwandeln.

Satz 2.18 Zu jeder kontextfreien Sprachiee CFL gibt es eine CNF-Grammatik’
mit L(G") = L\ {e}.

Beweis Aufgrund der beiden vorigen Satze hat\ {<} eine kontextfreie Gramma-
tik G = (V, 3, P,S) ohnes-Produktionen und ohne Variablenumbenennungen. Wir
transformiererz wie folgt in eine CNF-Grammatik.

e Fuge fur jedes Terminalsymbaele ¥ eine neue Variabl&', zuV und eine neue
RegelX, — a zu P hinzu.

e Ersetze alle Vorkommen vondurch.X,, ausser wenn alleine auf der rechten
Seite einer Regel steht.

e Ersetze jede Regel — B; --- By, k > 3, durch diek — 1 Regeln
A—>B1A1, Ay — ByAy, ..., Ap_3— B9 Ag_9, Ap_o— By _1 By,

wobei Ay, ..., Ax_, nheue Variablen sind. O
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Beispiel 2.19 In der Produktionenmenge
P: S—abc,aY,bX,c,cS; X—a,aS,0XX; Y —0,05aYY

ersetzen wir die Terminalsymbaole b und ¢ durch die Variabled, B undC (ausser
wenn sie alleine auf der rechten Seite einer Regel vorkomonahfligen die Regeln
A—a, B—b, C—chinzu:
S—c, ABC,AY, BX,CS; X —a,AS, BXX,;
Y —b BS AYY; A—a; B—b; C—ec.
Ersetze nun die Regelfi — ABC, X — BXX undY — AYY durch die Regeln
S—AS,S"—-BC, X—-BX, X' XXundY - AY", Y =YY:
S—c, AS'AY, BX,CS; S"— BC;
X—a,AS,BX"; X'—>XX; Y—b BS AY"; Y'=YY,
A—a; B—b;, C—ec. 4

2.3.2 Der CYK-Algorithmus

Als erste Anwendung der Chomsky-Normalform stellen wireaireffizienten Algo-
rithmus zur Entscheidung des Wortproblems fir kontexéft@iammatiken vor.

Satz 2.20 Das Wortproblem fur kontextfreie Grammatiken ist effizesrtscheidbar.

Beweis Sei eine Grammatik; = (V, %, P, S) und ein Wortx = z; - - - z,, gegeben.

Fallsx = ¢ ist, konnen wir effizient prufen, oB =* ¢ gilt. Andernfalls bringen wir

G in Chomsky-Normalform und setzen den nach seinen Autoke, Y ounger und
asami benannteny K-Algorithmus auf das Padr~, z) an.

Der CYK-Algorithmus bestimmt fit = 1, ..., n die Mengen
‘/l,k:{AEV‘A:>*ZL’]€"'£L’]€+1_1}, k;zl,...,n—l—i—l.

aller Variablen, aus denen das Teilwoft: - - x4, _; ableitbar ist. Dann gilt offensicht-
lichz € L(G) & S € V1. FUrl = 1ist

Vik={AeV|A—ux}
und firl = 2,--- ,nist
Vie={AeV|3'<13B eV, IC €V, _prw: A— BC}.

Eine VariableA gehort also genau dann 14, falls eine Zahl’ € {1,...,1 — 1}
und eine Rege — BC existieren, so das8 € Vi, undC € Vi_y 4y ist. Da
der Zeitaufwand fur die Berechnung der Menige durchO(I|G|) beschrankt ist, und
insgesamt.(n+1)/2 solche Mengen zu bestimmen sind, l&sst sich die Zeitkoritgatex
durchO(n?|G|) abschéatzen
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Beispiel 2.21 Betrachte die CNF-Grammatik mit den Produktionen

S—AS"AY,BX,CS,¢c; S"—-BC; X—AS,BX'a; X'—-XX;
Y —BS,AY' b, Y =YY, A—a;, B—b; C—c.

Dann erhalten wir fir das Wort = abb folgende Mengery ;.:

k: 1 2 3
[ a [ b | b |
1 \[{X, A} [ {Y, B} | {V. 5} ]
2] {5t | {¥}
3 {v}

WegenS ¢ Vs, istz ¢ L(G). Dagegen gehort das Wayt= aababb wegensS € Vg ;
zu L(QG):

[ e | a [ b | a [ b | b |
{X. A} [{X. A} [ {V, B} |[{X, A} | {Y. B} | {Y, B} |
(X' | {5y | {5y | {5y | {Y)
(X} | Xy Yy | Y

X7 (5 |17y
= 7
5) .

2.4 Das Pumping-Lemma flr kontextfreie Sprachen

Als zweite Anwendung der Chomsky-Normalform beweisen widiesem Abschnitt
das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen. Dabei niizewlie Tatsache aus,
dass die Syntaxbaume einer CNF-Grammatik Bindrb&ume dihdjéder Knoten hat
maximal 2 Kinder).

Definition 2.22 Die Tiefe eines Baumes ist die maximale Pfadlange von der Wurzel
zu einem Blatt.

Lemma 2.23 Ein BindarbaumB der Tiefe< k hat hochsteng® Blatter.

Beweis Wir fuhren den Beweis durch Induktion tbker
k = 0: Ein Baum der Tiefd kann nur einen Knoten haben.

k~> k+ 1. Sei B ein Bindrbaum der TiefeC k& + 1. Dann hangen ai’s Wurzel
maximal zwei Teilbdume. Da deren Tiefek ist, haben sie nach IV héchstens
2k Blatter. Also hatB hochsteng**! Blatter. O
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Korollar 2.24 Ein BindrbaumB mit mehr al2¥—! Blattern hat mindestens Tieke

Beweis Wirde B mehr als2¥~! Blatter und eine Tiefe< k& — 1 besitzen, so wiirde
dies im Widerspruch zu Lemma 2.23 stehen.

Satz 2.25 (Pumping-Lemma fur kontextfreie Sprachen) Zu jeder kontextfreien
Sprachel, gibt es eine Zahl, so dass sich alle Wortere L mit|z| > lin z = wowzy
zerlegen lassen mit

1. vx #¢,
2. |vwz| < lund
3. w'wa'y € L furallei > 0.

Beweis SeiG = (V, %, P, S) eine CNF-Grammatik fur. \ {}. Dann existiert iniG
fur jedes Wortz: = z; - - -z, € L mitn > 1, eine Ableitung s

S=ayg=> a1 = q, = 2.

Da G in CNF ist, werden hierbei — 1 Regeln der Form
A — BC' undn Regeln der Forni — a angewandt. Folg-
lichistm = 2n — 1 und z hat den Syntaxbaurfy,, ;.

5 Wir kbnnen annehmen, dass zuerst alle Regeln der Form
A — BC und danach die Regeln der Forn— «a zur An-
wendung kommen. Dann besteht die Satzferm, ausn
Variablen und der Syntaxbaum ; hat ebenfalls. Blatter.
Setzen wirl = 2%, wobeik = ||V]| ist, so hatl}, ; im Fall
n > [ wegenl = 2F > 2¥~! mindestens die Tiefg.
Seir ein von der Wurzel ausgehender Pfad maximaler Lan- S
gein7, ;. Dann hatr die LA&nge> k£ und unter den letzten
k+ 1 Knoten vonr miussen zwei mit derselben Variablén
markiert sein. Seiefy und/’’ die von diesen Knoten ausge-
henden Unterbaume des vollstandigen Syntaxbaiims .
Nun zerlegen wir: wie folgt:
w’ ist das Teilwort von: = uw'y, das vonlU erzeugt wird
und « ist das Teilwort vonu’ = vwz, das vonl/’ erzeugt
wird. Jetzt bleibt nur noch zu zeigen, dass diese Zerlegung
die geforderten 3 Eigenschaften erfllt.

e Da U mehr Blétter hat ald/’, ist vz # ¢, also ist
Bedingung 1 erfullt.

e Da der BaumU* = U N T, _; die Tiefe < k hat (andernfalls ware nicht
maximal), hat/* hochsteng” = [ Blatter. Dal/* genauvwz| Blatter hat, folgt
lvwz| < [, also ist auch Bedingung 2 erfullt.
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e Fur den Nachweis von Bedingung 3 lassen sich schlieRlickeQipaumeB? fir
die Worteruv'wz'y, i > 0, wie folgt konstruieren:

B° entsteht also auB' = Tj,_;, indem wirU durchU’ ersetzen, und3*™*
entsteht au®?’, indem wirlU’ durchU ersetzen. O

Beispiel 2.26 Betrachte die Sprache = {a"0"|n > 0}. Dann lasst sich jedes Wort
z = a™b" mit |z| > 2 pumpen: Zerlege = vowzy Mitu = a" L, v =a,w =¢,2 =10
undy = b L. N

Beispiel 2.27 Die Spracheg(a™b"c" | n > 0} ist nicht kontextfrei. Fur eine vorgege-
bene Zahl > 0 hat namlichz = a'b!c! die Lange|z| = 31 > I. Dieses Wort lasst sich
aber nicht pumpen, da fir jede Zerlegung- uvwzy Mit ve # ¢ und |vwz| < [ das
Wort ' = uv?wa?y nicht zuL gehort:

o Wegenux # cist |z| < |#/].
e Wegen|vwz| < [ kann invz nicht jedes der drei Zeichen b, c vorkommen.

e Kommt aber invx beispielsweise kein vor, so ist
#a(2) = #a(2) = 1= |2]/3 < |/3,
also kann:’ nicht zu L gehéren. <
Theorem 2.28 Die KlasseCFL ist abgeschlossen unter

e \ereinigung,
e Produkt und

e Sternhille,
aber nicht unter

e Durchschnitt und
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e Komplement.

Beweis SeienG; = (V;, %, P, S;), i = 1,2, kontextfreie Grammatiken fur die Spra-
chenL(G;) = L; mit Vi NV, = () und seiS eine neue Variable. Dann erzeugt die
kontextfreie Grammatik

Gs= (Vi ulWU{S}HL X PUP,U{S — S1,5},5)
die Vereinigungl(G3) = L1 U Ly. Die Grammatik
Gy=WVUWKLU{SHE, PUPRU{S — 515},9)
erzeugt das Prodult(G,) = L; L, und die Sternhullé.; wird von der Grammatik
Gs =V Uu{S}HX, P U{S— S5.5,¢},9)
erzeugt. Die beiden Sprachen
Ly ={a™b™c™ | n,m >0} und Ly = {a"b"c™ | n,m > 0}

sind kontextfrei. Nicht jedocti,, N Ly = {a™b"c™ | n > 0}. Also istCFL nicht unter
Durchschnitt abgeschlossen.

Da CFL zwar unter Vereinigung aber nicht unter Schnitt abgessklosst, kanrCFL
wegen de Morgan nicht unter Komplementbildung abgescatossin. O

2.5 Deterministisch kontextfreie Sprachen

Von besonderem Interesse sind kontextfreie Sprachen,afieeinem deterministi-
schen Kellerautomaten erkannt werden kdnnen.

Definition 2.29 Ein Kellerautomat heif3tleterministischfalls die Relatiort- rechts-
eindeultig ist:
K}_Kl/\KngéKlng

Aquivalent hierzu ist, dass die Uberfiihrungsfunktiditir alle (¢, a, A) € Z x £ x I’
folgende Bedingung erfiillt (siehe Ubungen):

16(q, a, A)[[ +[l0(g, e, A)|| < 1.

Beispiel 2.30 Der PDA M = ({qo, q1,¢2},{a,b,c},{A, B,#},9,qo,#) mit der
Uberfihrungsfunktion

0: qoa#t — qA#  q@b# — @B#  qaA— q@AA  qbA—qBA
qaB — @AB  qbB — qBB qcA—q¢A qocB—q B
GaA —q @1bB — q QEHF — G2
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erkennt die Sprach&(M) = {zcz? | x € {a,b}*}. Um auf einen Blick erkennen zu
kénnen, o/ deterministisch ist, empfiehlt es sichin Form einer Tabelle darzustel-
len:

0| q.# q,A q,B | q.# @, A @,B| @.# @, A @, B
3 — — - @ - - - - =
a | QA# @AA qAB - q1 — — — -
b | q@B# q@BA qBB - - q1 — — —
C

- @A @B | - - - | - - -

Man beachte, dass jedes Tabellenfeld hochstens eine Amvgeenithalt und jede Spal-
te, die einere-Eintrag in der ersten Zeile hat, sonst keine weiteren Egdrenthalt.
Daher ist fur allg(q, a, A) € Z x ¥ x T" die Bedingung

16(q, a, A)|| + |0(g, &, A)|| <1
erfullt. <

Verlangen wir von einem deterministischen Kellerautomatiass er seine Eingabe
durch Leeren des Kellers akzeptiert, so kénnen nicht athelléeen Sprachen von
deterministischen Kellerautomaten erkannt werden. Urspielsweise die Sprache
L = {a,aa} zu erkennen, muss der Keller vdri nach Lesen vom geleert werden.
Daher ist es\/ nicht mehr moéglich, die Eingahbe: zu akzeptieren.

Wir kdnnen das Problem aber einfach dadurch I6sen, dassetérrdinistischen Kel-
lerautomaten erlauben, ihre Eingabe durch Erreichen &ndgustands zu akzeptie-
ren.

Definition 2.31 Ein deterministischer Kellerautom#turz: DPDA) wird durch ein
7-TupelM = (7,3, 1,0, qv, #, F) beschrieben. Dabei sind

e die Komponentetr, 3, ', 9, qo, # dieselben wie bei einem PDA und zusatzlich
ist £ C Z eine Menge voEndzustanden

e Zudem muss die Uberfuihrungsfunktiokir alle (¢, a, A) € Z x ¥ x T folgende
Bedingung erfullen:

16(q, a, Al +[16(q,e, A)|| < 1.
Die von M akzeptierteodererkannte Sprachist
LM)={ze¥ |dpe EJacI™: (q,z,#)F" (p,e,a)}.

Bemerkung 2.32 Die KlasseDCFL = {L(M)| M ist ein DPDA; (deterministic con-
text free languagésst eine echte Teilklasse vdifL (siehe Ubungen).
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Als nachstes zeigen wir, das3CFL unter Komplementbildung abgeschlossen ist.
Beim Versuch, die End- und Nichtendzustéande eines DRD@&infach zu vertauschen,

um einen DPDAM fur L(M) zu erhalten, ergeben sich folgende Schwierigkeiten:

1. FallsM eine Eingabe: nicht zu Ende liest, wird: weder von)M noch vonM
akzeptiert.

2. FallsM nach dem Lesen vaon nochs-Ubergénge_austhrt und dabei End- und
Nichtendzustande besucht, wirdszon M und vonM akzeptiert.

Der néchste Satz zeigt, wie sich Problem 1 beheben lasst.

Satz 2.33 Jede Spraché € DCFL wird von einem DPDAV/’ erkannt, der alle Ein-
gaben zu Ende liest.

Beweis SeiM = (Z,%,T,6, q, #, E') ein DPDA mitL(M) = L. Es gibt drei Grun-
de, dieM daran hindern kdnnen, eine Eingabe zu Ende zu lesen:

1. M geréat in eine Konfiguration mit leerem Keller.

2. M gerét in eine Konfiguratiofig, x; - - - x,,, A7), in der wegeni(q, z;, A) =
d(q, e, A) = 0 keine Anweisung ausfihrbar ist.

3. M fuhrt eine unendliche Folge vanAnweisungen aus.

Den 1. Grund schlie3en wir aus, indem wir ein neues Zeichenf dem Kellerboden
platzieren (dabei seider neue Startzustand):

(@) se# — qo#lL],

Den 2. und 3. Hinderungsgrund beseitigen wir durch Einfiiliees neuen Fehlerzu-
standsf (hierbeiistl” =T" U {{J}):

(b) gqaA — fA, furalle(q,a,A) € Z x X xI"mit A=D0oderj(q,a, A) =
6(q,e,A) =0,
(€)gcA — fA, furalleq € Zund A € I', so dass ausgehend von der Kon-

figuration (q, ¢, A) unendlich viele=-Ubergange ausgefiihrt
werden, ohne dass dabei ein Endzustand besucht wird.

(d) furallea € Y undA € T,

Zudem sehen wir im Falle einer unendlichen Folge vdobergangen, bei denen ein
Endzustand besucht wird, einen Umweg Uber den neuen Eiathzigstor:

(€)gcA — eA, furalleq € ZundA € I', so dass ausgehend von der Kon-
ecA — fA, figuration(q,e, A) unendlich viele=-Ubergange ausgefuhrt
und dabei auch Endzusténde besucht werden,
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Zusammenfassend transformieren Wirin den DPDA
M = (ZU{s,e, f}, 2,170 s, #, EU{e})
mit IV = I" U {0}, wobeidé’ neben den unter (a) bis (e) genannten Anweisungen noch
(f) alle Anweisungen ausé enthalt, soweit sie nicht durch Anweisungen vom

Typ (c) oder(e) Uberschrieben wurden. -

Beispiel 2.34 Wenden wir diese Konstruktion auf den DPDA
M = ({q07 qi1, Q2}7 {(I, b7 C}? {A7 B7 #}7 67 qo, #7 {q2}>

mit der Uberfiihrungsfunktion

d QO7# QO7A QOJB Qh# th q17B QQJ# q27A Q27B
€ - - - q2 - - Q2# - -
a | qA# @AA @AB | — @ @ — - - -
b | @B# q@BA qBB - - q1 - - -
C

~ @A @B | - - - | - - -

an, so erhalten wir den DPDA

M, - ({q07 q1,42, S, €, f}7 {(I, b7 C}? {A7 B7 #7 D}? 5,7 S, #7 {927 6})
mit folgender Uberfihrungsfunktiodt:

J St# SaA SaB 87|:| %»# q07A q07B q07|:|
e |q#l - - - - — - —
a - - - — | wA# @AA @AB U
b - - - — | ©B# @BA @BB [U
¢ - — - - f# @A @B fU
Typ| (a) () () (f) (b
w# A @, B q,0] ¢# @A @B ¢0
£ e - - — e - - —
a - ¢ fB o - fA  fB fO
b - fA a /O] = A fB fO
¢ - fA B O] = fA B0
Typ | (f) (f),(b) (f),(b) (b) | (e) (b) (b)) (b)
e,# e A e B el
3 — — - - I# - - -
a _ _ _ _
b _ _ _ _
c _ _ _ _
Typ (e)
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Definition 2.35 Fir eine Sprachklassé bezeichne cd- die Klasse{L | L € C}
aller Komplemente von Sprachendn

Satz 2.36 DCFL = co-DCFL, d.h.DCFL ist unter Komplement abgeschlossen.

Beweis Sei M = (Z,%,T,0,qo, #, E) ein DPDA, der alle Eingaben zu Ende liest,
und seiL(M) = L. Wir konstruieren einen DPDA/ fiir L.

Die Idee dabei ist, dass sidii in seinem Zustan¢l, i) neben dem aktuellen Zustand
g von M in der Komponente merkt, ob)M nach Lesen des letzten Zeichens (bzw. seit
Rechnungsbeginn) einen Endzustand besuchtihat) oder nicht { = 1). Mochte

M das nachste Zeichen lesen und befindet dithm Zustand(q, 1), so machti/
vorher noch einen-Ubergang in den Endzustafg 3).

Konkret erhalten winf = (Z x{1,2,3}, 3,1, 8, s, 4, Z x{3}) mit
8:{(q071)7 quE,

(qo,2), sonst

indem wir zud’ fur jede Anweisunge A — ), py die Anweisungen

(¢,1)eA — (p,1)y, fallsp ¢ E,
(g,1)eA — (p,2)y, fallsp € Fund

(¢,2)eA —  (p,2)7,
sowie fur jede AnweisungaA — ), py die Anweisungen

(g, 1)eAd — (g,3)4,

(¢,2)aA — (p,1)y, fallsp & E,
(¢,2)aA — (p,2)y, fallspe E,
(¢,3)aA — (p,1)y, fallsp ¢ E und
(q,3)aA — (p,2)y, fallspe E.
hinzufugen. O

Beispiel 2.37 Angenommen, ein DPDA! = (Z,%, T, 0, qo, #, E) fuhrt bei der Ein-
gabexr = a folgende Rechnung aus:

(Q(b a, #) = (qla g, 71) - (CI2, g, 72)
Dann wirdeM im Fall ¢y, ¢ € Eundg, ¢ E (d.h.z € L(M)) die Rechnung

((q072)7a7 #) - ((Q17 1)76771) - ((q272)767’72>

ausfuhren. Ddqi,1), (¢2,2) ¢ Z x {3} sind, verwirft also)M das Worta. Dagegen
wirdeM im Fallgo € Eundq,, g2 € E (d.h.x ¢ L(M)) die Rechnung

((qo>2)a&> #) - ((Ch, 1)75771) - ((Q% 1)75772) - ((QQa3)75772)

ausfiihren. Ddq,, 3) € Z x {3} ein Endzustand vod/ ist, wirde M in diesem Fall
das Worta akzeptieren. q
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Satz 2.38 Die KlasseDCFL ist nicht abgeschlossen unter Durchschnitt, Vereinigung,
Produkt und Sternhtille.

Beweis Die beiden Sprachen
Ly = {a"b"c™ | n,m >0} und Ly = {a"b"c™ | n,m > 0}

sind sogar deterministisch kontextfrei. Dan L, = {a"b"c¢" | n > 0} nicht kontext-
freiist, liegt diese Sprache naturlich erst recht nicidFL, also istDCFL nicht unter
Durchschnitt abgeschlossen.

Da DCFL unter Komplementbildung abgeschlossen ist, KAQRL wegen de Morgan
dann auch nicht unter Vereinigung abgeschlossen seinpiBEweise sind folgende
Sprachen deterministisch kontextfrei:

Ly = {a'V/c* | i # j}undLy = {a'V'c" | j # k}.
Ihre Vereinigung gehort aber nicht CFL, d.h.
LyU Ly = {a't/c* | i # joderj # k} € CFL\ DCFL.

DCFL ist namlich unter Schnitt mit regularen Sprachen abgesskio (siehe Ubun-
gen). Daher ware mit; U L, auch die Sprache

(L3 U Ly) N L(a™b*c*) = {a™b"c" | n > 0}

(deterministisch) kontextfrei. Als nachstes zeigen wassDCFL nicht unter Produkt-
bildung abgeschlossen ist. Betrachte hierzu die Sprachen

Lo = {0}, Ls = {a'V/c* | i # j}und Ly = {a'b/cF | j # k).
Wir zeigen zuerst, dass die Sprache
Ls = Lo(Ls U Ly) = {0a’b/c*|i # j Vv j #k} ¢ DCFL ist.

Ware namlich\/ = (Z. . 1.0, qo, #, I2') ein DPDA fur L, so kdnnten wirl/ in einen
DPDAM' = (Z U{s}, X, 1", ¢, s, #, ) fur die Sprachd.; U L, transformieren (was
wegenl; U Ly ¢ DCFL nicht moglich ist).

Seip der Zustand und' der Kellerinhalt von)/ nach Lesen des Zeichefis Dann
kénnen wird’ wie folgt definieren:

§(q.u A) = (P, ), (q,u, A) = (s,&, #),
o 5w, A), (g, A) € Z x (SU{e}) x T

Es ist leicht zu sehen, dass die beiden Spracjamd . = L, L3 U L, in DCFL sind.
Ihr Produkt 2L gehort aber nicht ziDCFL. Da DCFL unter Schnitt mit reguléaren
Sprachen abgeschlossen ist, ware andernfalls auch

LyL 0 LoL(a*b*c*) = {0a't/cF|i # j Vv j#k} = Lo(Ls U Ly) = Ls
in DCFL, was wir bereits ausgeschlossen haben. O
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Bemerkung 2.39 DassDCFL auch nicht unter Sternhiillenbildung abgeschlossen ist,
lasst sich ganz ahnlich zeigen (siehe Ubungen).

Wir fassen die bewiesenen Abschlusseigenschaften desdéi&&G, DCFL und CFL
in folgender Tabelle zusammen:

Vereinigung Schnitt Komplement Produkt Sternhille
REG ja ja ja ja ja

DCFL nein nein ja nein nein
CFL ja nein nein ja ja




Kapitel 3

Kontextsensitive Sprachen

In diesem Kapitel fuhren wir das Maschinenmodell des lineschrankten Automa-
ten (LBA) ein und zeigen, dass LBAs genau die kontextsemsitSprachen erkennen.
Erst vor wenigen Jahren gelang der Nachweis, dass die K{#dseinter Komple-
mentbildung abgeschlossen ist. Nach wie vor offen ist jadbe Frage, ob die Klasse
DCSL der von einem deterministischen LBA erkannten Sprachemeshte Teilklasse
von CSL ist oder nicht (diese Frage ist dIBA-Problembekannt).

3.1 Kontextsensitive Grammatiken

Zur Erinnerung: Eine Grammatik = (V,3, P, S) hei3tkontextsensitiy, falls fur
alle Regelm: — g gilt: || > |a]. Als einzige Ausnahme hiervon ist die Regel- ¢
erlaubt. Allerdings nur dann, wenn das Startsymbalcht auf der rechten Seite einer
Regel vorkommt.

Wie wir gesehen haben, ist die Spradhe- {a"b"¢" | n > 0} nicht kontextfrei. Das
nachste Beispiel zeigt jedoch, dasson einer kontextsensitiven Grammatik erzeugt
werden kann. Daher ist die Klas€€L echt in der Klass€SL enthalten.

Beispiel 3.1 Betrachte die kontextsensitive Grammafik= (V, X, P, S) mit V =
{S,B,C}, ¥ = {a,b,c} und den Regeln

P:  S—aSBC,aBC, (

1,2) CB—BC,(3) aB—ab, (4)
bB — bb, (5)

bC' —be, (6) cC —ce. (7)
In G 1al3t sich beispielsweise das Wart= aabbcc ableiten:

S = aSBC = aaBCBC (——5 aaBBCC

(1) (2)
= aabBCC = aabbCC = aabbcC = aabbcc
(4) (5) (6) (7)

60
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Allgemein gilt fur allen > 1:
S =" " 1S(BOY ! = a(BO)" =(3) gnprom
(1) 2) ®3)

= g"B"C" =" et = gbreC L gnpnen
4) (5) (6) (7

Also gilt a™b"c™ € L(G) fur allen > 1. Umgekehrt folgt durch Induktion tber die
Ableitungslange, dass jede Satzformit S =* « die folgenden Bedingungen erfullt:

L4 #a(u) = #b(u) + #B(u) - #c(u) + #C(u);
e links von .S und links von einenaz kommen nui’s vor,

e links von einemb kommen nuwr’s oderb’s vor.

Daraus ergibt sich, dass @i nur Worter der Formw = a™b"c" ableitbar sind. <

3.2 Turingmaschinen

Um ein geeignetes Maschinenmodell flr die kontextsemsit@prachen zu finden,
fuhren wir zunachst das Rechenmodell der Turingmaschiivg €in. Eine TM darf
wahrend ihrer Rechnung ihre Eingabe Uberschreiben uneldigiiele Bandfelder als
Speicher benutzen. Es ist leicht zu sehen, dass jede ksatesitive Sprache von einer
nichtdeterministischen 1-Band Turingmaschine (1-NTM)akzeptiert wird. Dabei
kann die Rechnung von/ sogar auf den Bereich der Eingabe beschrankt werden
(siehe Satz 3.9).

Definition 3.2

a) Seik > 1. Einenichtdeterministische k-Band-Turingmaschingurz k-NTM
oder einfactNTM) wird durch ein 6-TupeM = (Z,%, T, 6, qo, E') beschrieben,
wobei

Z eine endliche Menge von Zusténden,

¥, das Eingabealphabet (wobei¢ ),

I" das Arbeitsalphabet (wob& U {LI} C T),

§: Z x TP — P(Z x T* x {L, R, N}*) die Uberfuihrungsfunktion,
qo der Startzustand und

e F C Z die Menge der Endzusténde ist.

b) Einek-NTM M heil3tdeterministisch(kurz: M ist einek-DTM oder einfach
DTM), falls fur alle (¢, ay, . . . ax) € Z x T* gilt:

16(q, a, .. ap)|| < 1.
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Far(q,d, ... a,, Dy,...,Dy) € 6(q,ay,...a;) schreiben wir auch
(q,a1,...,ax) — (¢',ay,...,ay, D1,..., Dy).
Eine solche Anweisung ist ausfuhrbar, falls
e ¢ der aktuelle Zustand vom/ ist und

e sichfuri =1,..., k der Lesekopf desten Bandes auf einem mit beschrifte-
ten Feld befindet.

Ihre Ausfiihrung bewirkt, dass/
e vom Zustand; in den Zustand’ Gibergeht,
¢ auf Bandi das Symbok, durcha] ersetzt und

e den Kopf gemald; bewegt (L: ein Feld nach links, R: ein Feld nach rechts, N:
keine Bewegung).

Definition 3.3
a) EineKonfigurationist ein(3k + 1)-Tupel
K = (q,u1,a1,01, - .., up, ag, vp) € Z x (I x T x )"
und besagt, dass

e ¢ der momentane Zustand ist und

e dasi-te Band mit .. U wu;a;v; U . .. beschriftet ist, wobei sich der Kopf auf
dem Zeichen; befindet.

b) Im Fall &£ = 1 schreiben wir flr eine Konfiguratiofy, u, a, v) auch kurzugav.

c) Eine Konfigurationk” = (¢, u}, a}, v}, ..., u},a},v;) heiBtFolgekonfigurati-
onvonkK = (q,uy,aq,v1,...,u, a, vx) (kurzK = K'), falls eine Anweisung

(Q7a17"'7ak)_> (q,7b17"'7bk7D17“‘7-Dk)

existiert, so dass fir=1, ..., k gilt:

K: Ui s |V; K: Ui |5 | Uy K: Ui |5 | Uy
K’ u; b |v; K u; b iv; K"l jal | b; v,
I wd — b u; = u;b; und S u; # €,
Ui = Wity = 0i Ui LI, sonst
Vi, Vi FE , '
undv, = v; avl=< UV 7
g v L, sonst. undv, = bv;
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Man beachte, dass sich die Lange der Bandinschyift; beim Ubergang vork zu
K’ nicht verkleinern kann, d.hu,av!| > |w;a;v;].

(2

Definition 3.4 SeiM = (Z,%,T,6,q, E') einek-NTM und seix = ;- -z, € ¥*
eine Eingabe.

a) Die zugehdrigé&tartkonfigurationist

K. — (q0767I17I2"'xn767|—]767"'ugauag)a [E?é&f,
’ (qo,&,U,e,...,¢,U,¢), T =¢.
b) Die vonM akzeptierteodererkannte Sprachast

LM)={zeX|TIKec Ex (" xI' xI'"*: K, - K}.

Ein Wort x wird also genau dann val/ akzeptiert (kurzM (x) akzeptiert), wenn es
eine Rechnung (Folge von Konfigurationen) von/ bei Eingaber gibt, bei der ein
Endzustand erreicht wird.

Beispiel 3.5 Betrachte die 1-DTMV/ = (Z,%,T,6,q0, E) mit Z = {qo, ... qx}, X =
{a,b},T' =X U{A, B,U}, E = {q.} und den Anweisungen

d: goa— AR (1) Anfang der Schleife: Ersetze das erstéurch A.
qia — qiaR Bewege den Kopf nach rechts bis zum erdtemd ersetze
¢1B— ¢1BR dies durch einB (falls kein b mehr vorhanden ist, dann
¢1b — ¢ BL halte ohne zu akzeptieren).

2)

3)

4)

5) Bewege den Kopf zuriick nach links bis elrkommt, gehe
@B —¢@BL (6) wieder ein Feld nach rechts und wiederhole die Schleife.
7)

8)
9)
0)

G A — AR

QOB — Q3BR
q:gB — Q3BR
g3l — N (

Falls keina am Anfang der Schleife, dann teste, ob noch
einb vorhanden ist. Wenn ja, dann halte ohne zu akzeptie-
ren. Andernfalls akzeptiere.

(
(
(
(
gpa —qal
(
(
(
(
1

Dann fuhrtM bei Eingabeiabb folgende Rechnung aus:

goaabb (}I) Aqabb (l;) Aaqbb (l;) AgraBb
F ¢@AaBb + AqaBb + AAq Bb
(5) (7) (1)
(7) (8) (9) (10)
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Ahnlich 1Rt sicha™b™ € L(M) fur ein beliebiges: > 1 zeigen. Andererseits fuhi/
bei Eingabe:bb folgende Rechnung aus:

goabb = Aqbb F ¢ ABb = AqyBb = ABgsb
& 4) (M (®)

Da diese Rechnung nicht fortsetzbar ist und\dl@eterministisch ist, muss jede Rech-
nung vonM (abb) ein Anfangsstlick dieser Rechnung seifi.kann bei Eingabebb
somit keinen Endzustand erreichen, weshaibnicht zu L(M) gehdrt. Tatséchlich
lasst sich durch Betrachtung der Ubrigen Falle= a"b™, n > m, x = a"b™ad",
m,k > 1, etc.) zeigen, das8/ nur Eingaben der Form™b™ akzeptiert, und somit
L(M) = {a™0" | n > 1} ist. N

3.3 Linear beschrankte Automaten

Eine 1-NTM M, die nicht mehr Platz benétigt als ihr durch die Eingabe itgestellt
wird, wird als LBA (linear beschrankter Automat) bezeichri@ass)M bei Eingaber
nurn = |x| Bandfelder besuchen darf, scheint auf den ersten Blick dgrifssbildung
Jlinear beschrankt” zu widersprechen. Man kann jedochereigass jede-NTM, die
bei Eingaben der Langenur linear viele (als@(n)) Bandfelder besucht, von einem
LBA simuliert werden kann.

Damit ein LBA das Ende der Eingabe erkennen kann (und nigsebentlich dartiber
hinausliest), muss das letzte Zeichen der Eingabe markerden. Das erste Zeichen
der Eingabe braucht dagegen nicht markiert zu werden, daddie LBA im ersten
Rechenschritt selbst tun kann.

Definition 3.6

a) Fur ein Alphabet: und ein Worte = z; - - - x,, € ¥* bezeichne das Wort

. x, r=c¢,
Ir = R
T1 Tpo1Tn, T FE
iiber dem Alphabet = S U {a | a € X}.

b) Eine 1-NTMM = (Z,i,F,é, Q, E') heildtlinear beschrankt(kurz: M ist ein
LBA), falls M fir jedes Worte € ¥.* ausgehend von der Startkonfiguratifi
nur Konfigurationenk” = ugav mit juav| < n erreichen kann:

Vz e 7 K; F ugav = |uav| < |z|.

c) Die von einem LBAkzeptierteodererkannte Sprachest

L(M) = {zx € ¥* | M(z) akzeptier}.
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Beispiel 3.7 Es st nicht schwer, die 1-DTM/ = (Z,%, T, 6, qo, ) aus Beispiel 3.5
mit
d:qoa — AR (1) ga — qual (5) qoB —qsBR (8)
qpa —qaR (2) ¢guB— ¢BL (6) ¢3sB—gsBR (9)
B — qBR (3) @A — qAR (7) ¢sU — qUN (10)
@b — @BL (4)

in einen deterministischen LBA (kurDLBA) M’ = (Z, 3,16, qo, E) fur die Spra-
che{a"b" |n > 1} umzuwandeln. Ersetze hierzu

S durchy = {a, b, &, b},

I durchl” = S U {A, B, B, U} sowie

die AnweisungsLl — 4N (10) durchgs B — ¢.BN (10')

und fiige die Anweisung,b — ¢ BL (4a) hinzu:

5 goa— AR (1) ¢1b— @BL (4a) qB—qBR (8)
qa—qalk (2) ga—gal (5) ¢B—gBR (9)
¢ B—¢BR (3) ¢2B—¢@BL (6) ¢B—q@BN (10")
@1b— @BL (4) gA— AR (7)

Dann wird das Wortabb durch folgende Rechnung vavl’ bei Eingabewabb akzep-
tiert:

qoaabb +* AABqllA)(E) AA@BB +* AABgB (1|6)AABq4B
a / q

Definition 3.8 Die Klasse dereterministisch kontextsensitiveBprachen ist defi-
niert als
DCSL = {L(M) | M istein DLBA.

Der DLBA M’ fur die Sprached = {a™b" | n > 1} aus dem letzten Beispiel lasst
sich leicht in einen DLBA fir die SprachB = {a"b"c¢" | n > 1} transformieren
(siehe Ubungen), d.l3 € DCSL \ CFL. DassCFL in DCSL enthalten ist, wird in den
Ubungen gezeigt. Als nachstes beweisen wir, dass LBAs gaieskontextsensitiven
Sprachen erkennen.

Satz 3.9 CSL = {L(M) | M istein LBA.

Beweis Wir zeigen zuerst die Inklusio@SL C {L(M) | M istein LBA}. SeiG =
(V, %, P, S) eine kontextsensitive Grammatik. Dann wikdG) von folgendem LBA
M akzeptiert (0.B.d.A. sei ¢ L(G)):

1 Markiere das erste Eingabezeichen.
2 Wahle (nichtdeterministisch) eine Regel- 3 ausP.
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3 Wahle ein beliebiges Vorkommen vpohauf dem Band. (Fallg auf dem
Band nicht vorkommt, halte ohne zu akzeptieren.)

4 Ersetze die erstdn| Zeichen vons durcha.

5 Falls das erste (oder letzte) Zeichen ybmarkiert war, markiere auch das
erste (letzte) Zeichen van.

6 \erschiebe die Zeichen rechts vérum || — |«| Positionen nach links
und Uberschreibe die frei werdenden Bandfelder mit Blanks.

7 Enthalt das Band aul3er Blanks nur noch das (markiertejs$maiool, so
halte in einem Endzustand; sonst gehe zurlick zu Schritt 2.

Nun ist leicht zu sehen, dasd wegen|3| > |«| tatsachlich linear beschrankt ist.
M akzeptiert eine Eingabg falls es gelingt, eine Ableitung fir in G' zu finden (in
umgekehrter Reihenfolge, d.i ist ein nichtdeterministischéBottom-Up Parsex.
Da sich genau fur die Worter ib(G) eine Ableitung finden lasst, foldt(M) = L(G).
Fur den Beweis der umgekehrten Inklusion \dn(A/) | M ist ein LBA} C CSL sei
ein LBA M = (Z,i,F,(S, ¢, E) gegeben (0.B.d.A. sei ¢ L(M)). Betrachte die
kontextsensitive Grammatik = (V, X, P, .S) mit

= {S,A} U (ZTUT")x X,
die fur allea, b € ¥ undc, d € I' folgende Regeln enthalt:

P: S — A(a, a), (1)
A— A(a, a), (2)

A = (qoa, a), (3)

(ge,a) — (€, a), falls gc —u ¢dN  (4)
(q¢,a)(d,b) — (¢, a)(qd,b), falls gc —pr R (5)
(d,a)(qe,b) — (¢d,a)(c,b), fallsgec —p €L (6)
(qc,a) — a, fallsq e E (7)

(c,a) = a. (8)

Durch Induktion Gbern lasst sich nun leicht fur alle,,...,a, € I'undg € Z die
folgende Aquivalenz beweisen:

qoxy - - 'fn—lfn m Ay« @;_1Qa; -+ -, <=
(71, 71) -+ (T, 0) (4’—_;'2; (ar,z1) -+ (qag, ;) - - - (an, Tp)
Ist alsoqozy - - - 212, F™ ay---a;_1qa; - --a, Mit ¢ € E eine akzeptierende Rech-
nung vonM (zy - - - x,_1Z,), SO folgt
S (LZ;;; (qo1, x1) (22, 2) - (Tp—1, Tn1) (Zn, Tn)

:>m 1—1y Li— gy dLg) "t ny n
W (a1, 1) - (@i—1, xi-1)(qag, ;) - - - (an, Tp)

=" xy---x,
(7.8)

Ganz ahnlich folgt aucl(G) C L(M). O
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Bemerkung 3.10

e Eine einfache Modifikation des Beweises zeigt, dass 1-NBviauwydie Spra-
chen vom Typ 0 akzeptieren (siehe Ubungen). Im nachstehditisgerden wir
sehen, dass sogar fir allke> 1 folgende Gleichheiten gelten:

RE = {L(M)| M ist einek-NTM} = {L(G) | G ist eine Typ-0 Grammatjk
={L(M)|M isteinek-DTM} = {L| L ist semi-entscheidbar

e Bis heute ungel6st ist die Frage, ob jede kontextsensifiwacBe von einem
DLBA erkannt wird, d.h. oldCSL eine echte Teilklasse vdibL ist oder nicht.
Diese Frage ist al$ BA-Problembekannt.

Zum Schluss dieses Abschnitts betrachten wir (neben denpYdbtem) die folgen-
den Problemstellungen fur (durch Grammatiken oder Autemjajegebene Sprachen
L, Ly und Ly:

e Leerheitsproblem: Ist L = () ?
e Schnittproblem: ISt L, N Ly, =0 ?

e Aquivalenzproblem: Ist L, = L, ?

Solange es nur um die Frage geht, ob diese Probleme entsahsidd oder nicht,
ist es unerheblich, ob beispielsweise eine reguléare Serdgith einen endlichen Au-
tomaten, durch eine Grammatik oder durch einen regularesdek gegeben ist.
Dies liegt daran, dass die verschiedenen Darstellungsioeffiektivineinander trans-
formierbar sind. Dagegen kann die gewahlte Darstellungsf@inen betrachtlichen
Einfluss auf digkomplexitatdieser Probleme haben.

Die folgende Tabelle zeigt, welche dieser Probleme enisbhe sind und welche
nicht.

Wort- Leerheits- Aquivalenz- Schnitt-
Sprachklasse problem problem  problem problem
regular (DFA, NFA etc.) ja ja ja ja
det. kontextfrei (DPDA) ja ja & nein
kontextfrei (PDA, kfr. Gr.) ja ja nein nein
kontextsensitiv (LBA) ja nein nein nein
semi-entscheidbar (DTM, NTM) nein nein nein nein

aBewiesen in 1997 von Géraud Sénizergues (Univ. Bordeaux).

Eine Sonderrolle spielen hierbei die entscheidbaren 8praaa sich diese nicht syn-
taktisch mittels Automaten oder Grammatiken charakeenmesi lassen. Vielmehr sind
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die entscheidbaren Sprachen nur semantisch (etwa durehgimaschinen, die bei
jeder Eingabe halten) charakterisierbar.

Folgende Tabelle gibt einen Uberblick (iber die Abschlugseschaften der Klassen
REG, DCFL, CFL, DCSL, CSL undRE. In der VL Komplexitatstheorie wird gezeigt,
dass die Klass€éSL unter Komplementbildung abgeschlossen ist. Im nachstgitéa
werden wir sehen, dass die Kladle nicht unter Komplementbildung abgeschlossen

ist. Die ubrigen Abschlusseigenschaften in folgender falveerden in den Ubungen
bewiesen.

Vereinigung Schnitt Komplement Produkt Sternhille
REG ja ja ja ja ja
DCFL nein nein ja nein nein
CFL ja nein nein ja ja
DCSL ja ja ja ja ja
CSL ja ja ja ja ja
RE ja ja nein ja ja




Kapitel 4

Entscheidbare und semi-entscheidbare
Sprachen

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit der Klagde die alle Typ-O Sprachen
enthalt. Wir werden eine Reihe von Charakterisierungertigse Klasse mittels Tu-
ringmaschinen beweisen, wodurch auch die Namensgebunggie aufzéahlbar) ver-
standlich wird. Eine wichtige Teilklasse v&t bildet die Klass&REC der entscheidba-
ren (oder rekursiven) Sprachen, in der bereits alle koségditiven Sprachen enthalten

sind.
Definition 4.1

a) Eine DTMM halt bei Eingaber, falls M (x) eine Konfiguratiornk erreicht, die
keine Folgekonfiguration hat.

b) Eine DTMM entscheidetine Eingabe, falls M (x) nach endlich vielen Schrit-
ten halt oder in einen Endzustand gelangt.

c) Eine Sprachd. C ¥* heiRtentscheidbay falls eine DTMM mit L(M) = L
existiert, die jede Eingahe € >* entscheidet.

d) Eine Sprachd. heifldtsemi-entscheidbarfalls eine DTMM mit L(M) = L
existiert.

Bemerkung 4.2

e Die von einer DTMM akzeptierte Spraché()) wird als semi-entscheidbar
bezeichnet, da/ zwar alle (positiven) Eingaben € L entscheidet, aber mdg-
licherweise nicht alle (negativen) Eingaberg L.

e Wir werden spéater sehen, dass genau die Typ-0 Sprachenesgsaheidbar
sind.

69
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Aus historischen Grinden werden die entscheidbaren Sgmamichrekursiv (engl.
recursivé genannt. Wir fassen die entscheidbaren Sprachen in desé®&C zusam-
men:

REC = {L(M) | M isteine DTM, die jede Eingabe entscheigdet

Dann gilt
REG C DCFL C CFL € DCSL € CSL € REC C RE.

Wir wissen bereits, dass die ersten drei InklusioRé& C DCFL ¢ CFL € DCSL
echt sind. In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass aiehilusionREC C RE
echt ist. Das<SL eine echte Teilklasse vOREC ist, wird in den Ubungen gezeigt.
Wie bereits erwahnt, ist die Frage, ob alle kontextseresit@prachen auch determi-
nistisch kontextsensitiv sind, bis heute ungelost (LBA#em). Wir wenden uns nun
der Berechnung von Funktionen zu.

Definition 4.3

a) Einek-DTM M = (Z,%,T,0, qo, E) berechneteine Funktionf : >* — T,
falls M bei jeder Eingabe: € ¥* in einer Konfiguration

K = (q,u1,a1,v1, ..., u, a5, v) € Z X (I x T’ x F*)"”

mit
up = f(x)

halt (d.h. K, * K und K hat keine Folgekonfiguration). Hierfur sagen wir
auch,M gibt bei Eingaber das Wortf(z) aus und schreibei/ (z) = f(z).

b) In diesem Fall heil3f Turing-berechenbar(oderberechenbay.

Aus historischen Grinden werden berechenbare Funktiomamraekursiv genannt.
Um eine Funktionf : ¥* — I'"* zu berechnen, mus¥ also bei jeder Eingabe den
Funktionswertf (z) auf dask-te Band schreiben und danach halten. Fadlgicht bei
allen Eingaben halt, berechnkt keine totale, sondern nur eine partielle Funktion.

Definition 4.4
a) Einepartielle Funktion hat die Formf : ¥* — I™ U {1}.
b) Fur f(x) =1 sagen wir auchy (x) ist undefiniert

c) Der Definitionsbereich(engl. domain) vory ist

dom(f) ={x € X" | f(x) #1}.
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d) DasBild (engl. image) vory ist
img(f) ={f(z) | x € dom(f)}.

e) Eine DTMM = (Z,%,T, 6, qo, E) berechneteine partielle Funktiory : ¥* —
U {71}, falls fur allex € X* gilt:
e im Fall f(z) =1 halt M bei Eingaber nicht,
e andernfalls musd/(x) = f(z) (siehe Definition 4.3) gelten.

Wir fassen die (partiellen) berechenbaren Funktionenlgefaden Klassen zusammen:

FREC; = {f | f ist eine totale berechenbare Funkiion
FREC, = {f | f ist eine partielle berechenbare Funkiion
Dann gilt
FREC; € FREC,.

Beispiel 4.5 Bezeichner™ denlexikografischen Nachfolgervon z € ¥*. FurX =
{0, 1} ergeben sich beispielsweise folgende Werte:

x‘go 1 00 01 10 11 000
x*‘O 1 00 01 10 11 000 001

Betrachte die auf* definierten Funktionerf, fs, f3, f4 mit

filz) =0, '
folz) == und fa(z) = { T €’+
Y, =Y .
fa(z) =2
Da fi, fo, f3, f1 berechenbar sind, gehoren die totalen Funktiofief,, f3 zu FREC,,
wahrend die partielle Funktiofy zu FREC, gehort. N

Wie der ndchste Satz zeigt, lasst sich jedes Entscheidwotgem auf ein funktionales
Problem zurtckfihren.

Satz 4.6

(z) Eine Sprached C ¥* ist genau dann entscheidbar, wenn ilstearakteristische
Funktion x4 : ¥* — {0, 1} berechenbar ist. Diese ist wie folgt definiert:

() 1, z€A,
T =
A 0, ¢ A
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(i1) Eine Sprached C Y* ist genau dann semi-entscheidbar, falls ilpartielle
charakteristische Funktiony, : ¥* — {0, 1,7} berechenbar ist. Letztere ist

wie folgt definiert:
Cal2) 1, x€A,
€T =
XA Iz A
Beweis Siehe Ubungen.

Definition 4.7 Eine Sprachel C ¥* heifdtrekursiv aufzéhlbar falls A = () oder das
Bild img(f) einer berechenbaren Funktiofi: I'* — X* fir ein beliebiges Alphabet
[ ist.

Satz 4.8 Folgende Eigenschaften sind aquivalent:

1. Aist semi-entscheidbar (d.l wird von einer DTM akzeptiert),
2. A wird von einerl-DTM akzeptiert,

3. Aistvom Typ),

4. A wird von einer NTM akzeptiert,

5. Aist rekursiv aufzahlbar.

Beweis 1) = 2): SeiM = (Z,%,T,6,q, F) einek-DTM mit L(M) = A. Wir kon-
struieren eine 1-DTMVI’ = (Z', 3,17, ¢, 2o, ) fur A. M’ simuliert M, indem
sie jede Konfiguratiork von M der Form

---\a\b\c\d\---

e[ flg[h]
T

durch eine Konfiguratior” folgender Form nachbildet:

OO

Das heil3t)’ arbeitet mit dem Alphabet
I"'=Tu(u{alacT}F

und erzeugt bei Eingabe= z; - - - x,, € ¥* zuerst die der Startkonfiguration

K, = ((10,5,57575>U>--->5>U)
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von M bei Eingaber entsprechende Konfiguration

:%1 i) Tn
L L L
K,=q/| - S IR
L LI L

Dann simuliertM’ jeweils einen Schritt von/ durch folgende Sequenz von
Rechenschritten:

e Zuerst gehtM’ solange nach rechts, bis sie alle rmimarkierten Zeichen
(z.B.ay,...,a;) gefunden hat.

e Diese Zeichen speichett’ in ihrem Zustand.

e AnschlieRend gehfi/’ wieder nach links und realisiert dabei die durch
d(q, a1, ...,a;) vorgegebene Anweisung vav.

e Den aktuellen Zustanglvon M speichert\/’ ebenfalls in ihrem Zustand.

Sobald)M in einen Endzustand Ubergeht, wechdéltebenfalls in einen Endzu-
stand und halt. Nun ist leicht zu sehen, da§a/’) = L(M) ist.

2) = 3): Ahnlich wie beim Beweis der Inklusion
{L(M) | M istein LBA} C {L(G) | G ist eine Typi Grammatik

lasst sich zu einet-NTM (und damit auch zu einer-DTM) M eine Typ-0
GrammatikG mit L(G) = L(M) konstruieren (siehe Ubungen).

3) = 4): Ahnlich wie beim Beweis der Inklusion
{L(G) | G ist eine Typi Grammatik C {L(M) | M ist ein LBA}

lasst sich zu einer Typ-0 Grammatik eine 1-NTM M mit L(M) = L(G)
konstruieren (siehe Ubungen).

4) = 5): SeiM = (Z,%,T,0,qo, F) einek-NTM und seiA = L(M) # (. Kodieren
wir eine Konfigurationk™ = (q, uy, a1, vy, . . ., ug, ag, vy ) durch das Wort
code(K) = #q#tuiFrar#oi1# - - - FFurHarH#or#

iber dem Alphabel' = Z UT U {#} und eine Rechnung, + --- + K,
durchcode(Kjy) - - - code(Ky), so lassen sich die Worter voh durch folgende
Funktionf : I'* — X* aufz&hlen (dabei ist, ein beliebiges Wort ird):

y, « kodiert eine Rechnung, + --- = K; von M mit
f(z) = Ko=K,undK, € E x (" x I x ')k
xg, SONst.

Da f berechenbar ist, ist = img(f) rekursiv aufzahlbar.
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5)=1): Seif : I'* — ¥* eine Funktion mitA = img(f) und seiM einek-DTM,
die f berechnet. Dann akzeptiert folgende+ 1)-DTM M’ die Sprached.

M’ berechnet bei Eingabeauf dem 2. Band der Reihe nach fur al-
le Wortery € I' den Wertf(y) durch Simulation vonV/(y) und

akzeptiert, sobald sie ejnmit f(y) = = findet. -

Satz 4.9 A ist genau dann entscheidbar, wedrund A semi-entscheidbar sind, d.h.
REC = RE N co-RE.

Beweis Falls A entscheidbar ist, ist auchentscheidbar, d.i und A sind dann auch
semi-entscheidbar. Fir die Ruckrichtung sefenf, : ['* — X* Turing-berechenbare
Funktionen mitimg(f;) = A undimg(f,) = A. Wir betrachten folgende-DTM M,
die bei Eingabe:

o flr jedesy € I'* die beiden Wertd; (y) und f>(y) bestimmt,
e z akzeptiert, sobald eip auf den Wertf, (y) = = fihrt und

e 1 verwirft, sobald einy auf den Wertf,(y) = « fuhrt.

Da jede Eingaber entweder inimg(f;) = A oder inimg(f,) = A enthalten ist,
entscheidel/ alle Eingaben. O

4.1 Kodierung (Godelisierung) von Turingmaschinen

SeiM = (Z,%,1,6,q, F) eine 1-DTM mit Eingabealphab&t = {0, 1, #}, Arbeit-
salphabel” = {aq,...,q;} (0.B.d.A. seiag = 0, a; = 1, ay = #, a3 = LJ), sowie
Zustandsmeng€ = {qo,...,qn} (0.B.d.A. seiE = {g,,}). Dann kénnen wir jede
Anweisung der Forng;a; — ¢yaj; D durch folgendes Wort kodieren

Hbin(i)#bin () #bin(i') #bin (7 ) #bp#.

Dabei isthin(n) die Binardarstellung von und

0, D=N,
bp = {1, D=1,
10, D=R.

Uber dem Alphabef0, 1, #} lasst sich nur/ durch die Folge ihrer kodierten Anwei-
sungen kodieren. Wenn wir die Zeichenl, # binar kodieren (z.BO — 00, 1 — 11,
# — 10), so gelangen wir zu einer Binarkodierung, von M. Die Binarzahlw,,
wird auch dieGodel-Nummervon M genannt.
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Ganz analog lassen sich aueiNTMs sowie Konfigurationen und Rechnungen (Kon-
figurationsfolgen) vork-NTMs kodieren. Umgekehrt kdnnen wir jedem Binarstring
w € {0, 1}* eine TM M,, wie folgt zuordnen {/, sei eine beliebige 1-DTM):

M,
MOa

M, ist durch Angabe vow bis auf die Benennung ihrer Zustande und Arbeitszeichen

falls einek-NTM M mit w;; = w existiert,

M, =
sonst.

eindeutig bestimmt.

4.2 Das Halteproblem

Definition 4.10

XH| %1 To T3
a) DasHalteproblemist die Sprache wy | 010
B w,z € {0,1}* und M,, ist eine wg| 1 1 0
H= {“’#x ' 1-DTM, die bei Eingabe halt.} AR
b) Dasspezielle Halteproblenst die Sprache XK
w1 0
K — w € {0,1}* und M,, ist eine Woy 1
~ 1" | 1-DTM, die bei Eingabe halt. Wy 0

Satz 4.11 K € RE \ REC.

Beweis Wir zeigen zuerst Ke RE. Seiw, die Kodierung einer 1-DTM, die bei jeder
Eingabe (sofort) halt und betrachte die Funktion

w, x ist Kodierung einer haltenden Berechnung einer 1-
DTM M, bei Eingabaw,

sonst

flx) =

Wo,

Da f berechenbar unéing(f) = Kiist, folgt K € RE. Um K ¢ REC zu beweisen,
fuhren wir die Annahme K= REC auf einen Widerspruch. Angenommen, die Sprache

K ={w | M,(w) halt} () YH |21 T2 73
ware entscheidbar. Dann ex. eine 1-DTM, die bei w010
Eingaber genau dann halt, wenn¢ K ist: wy | O 11

ws 1 1 0

M(z) hélt < 2 ¢ K (%) : '

Fur die Kodierungs von M folgt dann aber w|1l 0 1

(*)

weK & Mg(w)halt & o ¢ K 4 (Widerspruch!)

(%)
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Korollar 4.12
(i) REC C RE,
(ii) RE # co-RE,
(ii1) K ¢ co-RE.
Beweis
() REC C RE: klar da Ke RE — REC.

(i1) RE # co-RE: klar, da andernfalls wegeREC = RE N co-RE die Gleichheit
REC = RE folgen wurde.

(ii1) K ¢ co-RE: Aus der Annahme Ke co-RE wirde wegen Ke RE folgen, dass
K entscheidbar ist (Widerspruch). O

Definition 4.13

a) Eine Sprachel C ¥* heif3t aufB C I'* reduzierbar(kurz: A < B), falls eine
berechenbare Funktiofi: >* — I'* ex., so dass gilt:

VeeX iz e As f(x) € B.

b) Eine Sprachel heil3thart fir eine Sprachklassé(kurz:C-hart oderC-schwel,
falls jede Spraché. € C auf A reduzierbar ist:

VLeC:L<A.

c) EineC-harte Sprached, die zuC gehort, heil3C-vollstandig
Beispiel 4.14 Es gilt K < H mittels f (w) = w#w:
Vw € {0,1}":w € K & w#w € H. q
Definition 4.15
a) E_ine Sprachklasse heil3tunter < abgeschlosserwenn fir alle Sprached, B
o A<BABeC=AecC.

Satz 4.16 Die KlasseREC ist unter< abgeschlossen.

Beweis Gelte A < B mittels f und seiM eine 1-DTM, diey berechnet. Betrachte
folgende 1-DTMM":
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e M’ berechnet bei Eingahezuerst den Werf (x) und

e simuliert dannM bei Eingabef (z).

Wegen
reA& f(x)eB
folgt
xa(z) = xs(f(z)) = M(f(z)) = M'(z).
Also berechnef\/’ die Funktiony 4, d.h. A € REC. O

Der Abschluss VOIRE unter< folgt analog (siehe Ubungen). Wegen<kH ubertragt
sich die Unentscheidbarkeit von K auf H.

Korollar4.17 H ¢ REC.

Beweis Aus der Annahme, dass H entscheidbar ist, folgt wegen K, dass auch K

entscheidbar ist (Widerspruch). O

Definition 4.18 Das Halteproblem bei leerem

Bandist die Sprache YH |1 T w3

X wp |0 1 0
w € {0,1}" und wy |01 1
die bei Eing< halt. Sl
XHo

Satz 4.19 H < H,. wy | 0

Beweis Fir eine 1-DTMM,, und ein Wortx sei we | 0O

M, eine 1-DTM, die bei Eingabe zuerst das s 1

Wort = auf das Band schreibt und dadd, (x) si- :

muliert.
Seiwy ¢ Hy und betrachte die Funktion

w’, yhatdie Formy = w#x fur eine 1-DTMM,, undw’ ist

fly) = die Kodierung von/,, ..,
wg, Sonst.
Offensichtlich istf berechenbar und reduziert H auf.H O

Wegen H< H, Ubertragt sich die Unentscheidbarkeit von H ayf H

Korollar 4.20 H, ¢ REC.

Beweis Wegen H< H, wére mit H, auch H entscheidbar (Widerspruch). O
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Frage 4.21 Kann man einer TM ansehen, ob die von ihr berechnete Funkiios
gewisse Eigenschaft hat?

Antwort 4.22 Nein (es sei denn, die fragliche Eigenschatft ist triviah.dkeine oder
jede berechenbare Funktion hat sie).

Notation 4.23

1. Mit FREC,(X) bezeichnen wir die Klasse aller partiellen berechenbarank-
tionenf : ¥* — X* U{1}.

2. Eine Eigenschaft C FREC,(X) heif3tnichttrivial, wenn es sowohl Funktionen
/€ F mitdieser Eigenschaft als auch Funktioneg FREC,(X) —F ohne diese
Eigenschaft gibt, d.) C F C FREC,(X).

Satz 4.24 (Satz von RiceSei¥ = {0, 1, #}. Dann ist die Sprache

Funktion inF berechnet

Le = {w € {0,1}"

M, ist eine DTM, die ein?

fur jede nichttriviale Eigenschaft C FREC,(X) unentscheidbar.

Beweis Wir reduzieren H (bzw.H,) auf Lr. Die Idee besteht darin, fir eine gegebene
1-DTM M, eine DTM M,,» zu konstruieren mit

w € Hy (bzw.w € Hy) < M,, berechnet eine Funktion i

Hierzu lassen win\/,, bei Eingaber zunachst einmal die 1-DTM/,, bei Eingabe:
simulieren. Fallav ¢ Hy ist, berechnef\/,, also die Uberall undefinierte Funktion
mit u(x) =1 fur allex € X*.
Damit die Reduktion gelingt, mus¥,,, im Fallw € H, eine Funktiory € FREC, (%)
berechnen mit

geFsué¢F.

Wegen) C F C FREC,(X) muss eine solche Funktignexistieren. Sei alsd/ eine
DTM, die g berechnet und betrachte die Reduktionsfunktioq 0, 1}* — {0, 1}* mit

h(w) = w', wobeiw’ die Kodierung einer DTM ist, die bei Eingahe
zunéchst einmal die 1-DTM/,, bei Eingabe: simuliert und im
Fall, dassM,, halt, mit der Simulation von\/ bei Eingaber
fortfahrt.

Dann isth eine totale berechenbare Funktion und es gilt

we Hy = M, berechney,
wé¢Hy = M, berechnet.
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Im Fall g € F (d.h.u ¢ F) folgt daher
w € Hy & w € L,
das heil3th reduziert B auf Lg. Im Fall g ¢ F (d.h.u € F) gilt dagegen
weHy, & w' ¢ LF,

das heiRt,s reduziertH, auf Lr. Da weder H noch H, entscheidbar sind, folgt
L ¢ REC. 0

Beispiel 4.25 Die Sprache
L={we{0,1} | M,(0") = 0" fur allen > 0}
ist unentscheidbar. Dies folgt aus dem Satz von Rice, dautizhd
F={f € FREC,(X) | f(0") = 0" fur allen > 0}

beschriebene Eigenschatft nichttrivial ist. So hat belspieise die Funktion

Fla) = {OW’ —

T, sonst

diese Eigenschaft, nicht jedoch die konstante Funkjion = 0. N

4.3 Das Postsche Korrespondenzproblem

SeiX ein beliebiges Alphabet mi ¢ X..

Definition 4.26 Das Postsche Korrespondenzprobleier > (PCP) ist wie folgt
definiert:

Gegeben: k Paare(xy,y1), - - ., (xx, yx) von Wortern Ubek:.

Gefragt: Gibt es eine Folger = (i1,...,4,), n > 1, von Indizes; € {1,...,k} mit
Tiy  Tiy = Yiy  Yi !

Das modifizierte PCP UberX (kurz: MPCPy) fragt nach einer Losungy =

(ila .. ,Zn) m|t21 - 1

Wir notieren eine PCP-Instanz meist in Form einer Ma(@?{:;’:) und kodieren sie
durch das Worte #y1 # - - - #xp#yx.
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Beispiel 4.27 Die Instanzl = (* %" “**) besitzt wegen

aca be aa

T123T9x3 = acaaabcaa
Y1Y3Y2ly3 = acaaabcaa

die PCP-Losungr = (1, 3,2, 3), die auch eine MPCP-L&sung ist. N
Lemma 4.28 Fur jedes AlphabeX gilt PCR; < PCP 1.

Beweis SeiY = {ay,...,a,}. Fur ein Zeicher; € 3 seia; = 1710 und fur ein
Wort w = wy---w, € ¥* mitw;, € ¥ seiw = w;---w,. Dann folgt PCR <
PCP,,1; mittels der Reduktionsfunktion

T1c T TRy
G- G
Y- Yk Y- Yk

Beispiel 4.29 Die PCR,;,-Instanz/ = (") wird mittels f auf die aquivalen-

aca be aa

0 010 11000 H
te PCRo,13-Instanzf (1) = (100 10110 oo ) Feduziert. d

O

Satz 4.30 PCPist RE-vollstandig und damit unentscheidbar.

Beweis SeiA € RE und seiM = (Z,%,1,6, 2y, E) eine 1-DTM mitL(M) = A.
Wir zeigenA < MPCPy, fur ¥ =T U Z U {(,|,)}. Wegen MPCR, < PCP folgt
hieraus4d < PCP.

Idee: Transformiere eine Eingahe € ¥* in eine Instanz (w) = (Zii,f)
so dassx = (iy,...,i,) genau dann eine MPCP-Ldsung ffifw) ist,
wenn das zugehorigedsungsworte;, - - - z;, = y;, - - - y;,, €ine akzeptie-

rende Rechnung voi/ (w) kodiert.

Um dies zu erreichen, bilden wfi(w) aus folgenden Wortpaaren:

1. ((,(|zow), .Startregel”
2. furallea e ' U{|}: (a,a), ,Kopierregeln*
3. furallea,d’,beT, 2,2 € Z: ,Uberfihrungsregeln®

(za, za) falls 5(2,@) (#/,d,N),

(za,ad'2"), falls§(z,a) = (¢, d, R),

(bza, Z'ba’), fallsi(z,a) = (2/,d, L),

(| za,| Z'Ud"), falls §(z,a) = (2/,d, L),

(bz],2'bd’ |), fallso(z,U) = (2/,d, L),

(z|,2d']), fallsi(z,U)=(,d,N),

(z],d2"]), fallsd(z,U)=(,d,R),
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4. furallez, € E,a € I': (aze, z), (2ea, 2 ), .Loschregeln®
5. sowie fur allez, € E: (2.]),))- ~Abschlussregeln®
Ist nun

K(]:ZO’LUl_Kll_"'l_Kt:UZe/U
eine akzeptierende Rechnung vbf(w) mit z. € E, so lasst sich aus dieser leicht
eine MPCP-Ldsung mit einem Losungswort der Form
(| Ko| Ki| [ K| Ky | [ Kepyry—1])
gewinnen, wobel,;,; ausK; durch Loschen von Zeichen in der Nachbarschaft von
Z. entsteht.

Zudem ist leicht zu sehen, dass sich auch umgekehrt zu jeB&RVL6sungy von
f(w) aus dem zugehorigen Losungsweyt - --z;, = y;, - - - y;, €ine akzeptierende
Rechnung von\/ bei Eingabev ablesbar ist. Somit gilt

und daf offensichtlich berechenbar ist, folgt < MPCPs.. O
Beispiel 4.31 Betrachte die 1-DTMM = (Z,%,1,0,q0, E) mit Z = {qo,...q4},
Y ={a,b},I'={a,b, A, B,U}, E = {qs} und den Anweisungen

0 goa =1 AR (1) pa —qraR  (2) 1B—¢@BR (3) 1b —¢BL (4)
@a —qal (5) uB—q@BL (6) ¢2A—qAR (7) goB—qsBR (8)
43B—q3BR (9) g3l —quUN (10)

Dann enthaltf (w) fur alle w € I' die Startregel(, (| zow), die Kopierregelnu, u),
(|, ]), die Uberfuhrungsregeln

(QOG,A%). (Q1a, a%), (Q1B, BQ1). (1,2,3)
(uq1b, gouBB), (|q1b, [g2U B), (4)
(uqaa, gaua), (|g2a, |g2Ua), ®)
(uqa B, gauB), (|q2B, |q2UB), (6)
(124, Aqo), (0B, Bgs), (¢3B, Bgs), (7,8,9)
(g3l qsU), (gs3], qaU]), (10)

die Loschregeliigsu, q4), (1qs, ¢4), und die Abschlussregél, | ), )).
Der akzeptierenden Rechnung
goab - Aq1b - @ AB - AqB + ABq4l - ABgul
1 (4) (7 ®) (10)

von M (ab) entspricht dann das MPCP-L&sungswort

([ qoab| Agib| g2AB [ AgqoB | ABgs | ABqyU | AgsU | qud | qa |)
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Satz 4.32 Das Schnittproblem fur kontextfreie Grammatiken ist usemtidbar.

Beweis Wir reduzieren eine PCP-Instaiiz= (“;Z:) auf ein Grammatik-

paar(G1, Gs), so dass gilt:
I € PCP& L(Gy) N L(Gy) # 0.
Betrachte die Grammatike#; = ({S;}, {0, 1}, P;, S;), j = 1,2, mit den Regeln

Pl : Sl — Ollslxz,olllx“ 1= 1, .. .,k?,
P2 . 52 — O’ngy,,Ollly,, 1= 1, .. .,k?.

Dann gilt
L(Gy) ={0710% - - - 10" 11y, - - -y, |0 > 1,1 <y, ...y ip < kY

und
L(Gy) = {0"10™ - - - 10" 11y;, - --ys, | n > 1,1 <'iy,..., 0, < k}.

SomitistL(G,) N L(G>) die Sprache
{07110 11y, -y, | 00> 1@y, - @iy, = i, - Yiy b
Folglich ista = (i,, - - - 1) genau dann eine Lésung flirwenn das Wort
01---10™ 11z, - - - a3, € L(My) N L(M,)

ist. Also vermitteltf : 7 — (G1, G5) eine Reduktion von PCP auf das Schnittproblem
fur CFL. a

Korollar 4.33

(z) Das Schnittproblem flir DPDAs ist unentscheidbar.

(i) Das Inklusionsproblem fir DPDAs ist unentscheidbar.
Beweis

(i) Es ist leicht, die kontextfreien Grammatikéfy und GG; in obigem Beweis in
aquivalente DPDAS/, und M, zu verwandeln (siehe Ubungen).

(zi) Wir reduzieren das Schnittproblem fir DPDAs auf das Inidasproblem fir
DPDAs. Es gilt o
leL2:®<:>L1 C L,.

Daher reduziert die Funktiofi : (M, M) — (My, M,) das Komplement des
Schnittproblems fir DPDAs auf das Inklusionsproblem fuUiCIag. O
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Korollar 4.34 Fur kontextfreie Grammatiken sind folgende Fragestelemgnent-
scheidbar:

(z) Ist G mehrdeutig?

(ii) 1st L(G,) = L(G)? (Aquivalenzproblem)
(iii) Ist L(G) = ¥*? (Ausschopfungsproblem)
Beweis

(i) Betrachte die Funktiofi(/) = G' mit
G — ({S, Sl, SQ}, {0, ]_}, P1 U PQ U {S — Sl, SQ}, S),

wobei P, und P, die Regelmengen aus vorigem Beweis sind. Da alle $pn
oder S, ausgehende Ableitungen eindeutig sindsgenau dann mehrdeutig,
wenn es ein Worty € L(G) gibt mit

S=5="wund S = 5 =" w.

Wie wir im Beweis der Unentscheidbarkeit des Schnittprotdéir CFL gesehen
haben, ist dies genau dann der Fall, wenn die PCP-Ingtanz (') eine
PCP-L6sung hat. Also vermittelt die berechenbare Funkfian/ — G eine
Reduktion von PCP auf das Mehrdeutigkeitsproblentfics.

(i1) Wir reduzieren das Inklusionsproblem fiir DPDAs auf das Aglginzproblem
fur kontextfreie Grammatiken. Es gilt

ngLQ <:>L1UL2:L2.

Daher vermittelt die Funktiorf : (M, M,) — (G, G’), wobeiG und G’ kon-
textfreie Grammatiken mit(G) = L(M;) U L(M,) und L(G') = L(M-) sind,
die gewlnschte Reduktion.

(zi1) Wir reduzieren das Komplement des Schnittproblems fur D®B&f das Aus-
schopfungsproblem fur kontextfreie Grammatiken. Es gilt

leLQ @ - L1UL2 2*
Daher vermittelt die Funktiorf : (M, M,) — G, wobeiG eine kontextfreie
Grammatik mitL(G) = L(M) U L(M,) ist, die gewlinschte Reduktion. O

Theorem 4.35 Das Leerheitsproblem fiir DLBAs ist unentscheidbar.

Beweis Wir reduzieren das Komplement des Schnittproblem<flr auf das Leer-
heitsproblem fUDCSL. Zwei kontextfreie Grammatike&'; und G5 lassen sich wie
folgt in einen DLBAM mit L(M) = L(G,) N L(G>) tberfuhren (siehe Ubungen):
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Bestimme zunéchst DLBA&/;, i = 1,2, mit L(M;) = L(G;). Konstruie-
re daraus einen DLBA/ fir die Sprache (M;) N L(Ms).

Dann gilt L(G1) N L(G2) = 0 < L(M) = 0, d.h. die Funktionf : (G1,Gs) — M
leistet die gewuinschte Reduktion. O

Dagegen ist es nicht schwer, fur eine kontextfreie Grank@tzu entscheiden, ob
mindestens ein Wort ity ableitbar ist. Ebenso ist es moglich, fur eine kontextsmasi
GrammatikG und ein Wortr zu entscheiden, abin G ableitbar ist.

Satz 4.36

(z) Das Leerheitsproblem flr kontextfreie Grammatiken issemtidbar.

(i1) Das Wortproblem fur kontextsensitive Grammatiken istataisibar.
Beweis

(z) Betrachte folgenden Algorithmus:

1 Eingabe: eine kontextfreie Grammatik = (V, X, P, S5)
U 0
repeat
U—U
U — {A|esgibteine Regel — ac Pmita e (XUU)"}
until (U =U")
if S'e U then
output ,, L(G) ist nicht leer“else
9 output ,, L(G) ist leer*end

00 NO O WNDN

Es ist klar, dass dieser Algorithmus korrekt arbeitet unchaton einerl-DTM
ausgefuhrt werden kann.

(ii) Siehe Ubungen. O

Wir fassen die wichtigsten (Un-)Entscheidbarkeitsregalhochmals zusammen.

Sprachi Wort- Leerheits- Aus- Aquivalenz- Schnitt-  Inklusions-

klasse |problem problem schépfung problem problem  problem
zeL? L=0? L=X*? Li=Ly? LlﬁLg#(Z)’? L1CLsy

REG ja ja ja ja ja ja

DCFL ja ja ja j@ nein nein

CFL ja ja nein nein nein nein

DCSL ja nein nein nein nein nein

CSL ja nein nein nein nein nein

RE nein nein nein nein nein nein

aBewiesen in 1997 von Géraud Sénizergues (Univ. Bordeaux).



Kapitel 5

Komplexitatsklassen und
NP-Vollstandigkeit

5.1 Zeitkomplexitat

Der Laufzeit timey,(z) einer NTM M bei Eingaber ist die maximale Anzahl an
Rechenschritten, di&/(x) ausfuhrt, bevor sie halt.

Definition 5.1 SeiM eineNTM und seix eine Eingabe. Dann ist dikaufzeit von
M bei Eingaber definiert als

timeyr(z) = max{t > 0| 3K : K, ' K},

wobeimax N = co ist. Seit : N — N eine monoton wachsende Funktion. Dannlist
t(n)-zeitbeschranktfalls fur alle Eingaber gilt:

timeys (x) < t(|z]).

Wir fassen alle Sprachen und Funktionen, die in einer vazgegen Zeitschrankén)
entscheidbar bzw. berechenbar sind, in folgerndemplexitatsklassenzusammen.

Definition 5.2 Die KlasseDTIME(¢(n)) enthalt alle in deterministischer Zeitn)
entscheidbaren Sprachen, d.h.

DTIME(t(n)) = {L(M)| M ist einet(n)-zeitbeschrankte DTM

Die KlasseNTIME(¢(n)) enthdlt alle in nichtdeterministischer Z&itn) entscheidba-
ren Sprachen, d.h.

NTIME(t(n)) = {L(M)| M ist einet(n)-zeitbeschrankte NTM

Die KlasseFTIME(t(n)) enthalt alle in deterministischer Zei{n) berechenbaren
Funktionen, d.h.

FTIME(t(n)) = {f| 3 t(n)-zeitb. DTMM/, die f berechne}.

85
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Die wichtigsten deterministischen Zeitkomplexitatskks sind

LINTIME = DTIME(O(n)) = |_J DTIME(cn),
c>1

P = DTIME(n°") = [ JDTIME(n®),
c>1

E = DTIME(2°™) = | JDTIME(2™),
c>1

EXP = DTIME(2""") = | JDTIME(2™).

c>1

Die nichtdeterministischen KlasseNP, NE,NEXP und die Funktionenklassen
FP, FE, FEXP sind analog definiert.

5.2 Platzkomplexitat

Als nachstes definieren wir den Platzverbrauch von NTMauitimtist dies die ma-
ximale Anzahl aller wahrend einer Rechnung besuchten EBdohelf Wollen wir auch
sublinearen Platz sinnvoll definieren, so muss das Eingataebffensichtlich unbe-
rucksichtigt bleiben. Um sicherzustellen, dass eine N’Mdas Eingabeband nicht
als Speicher benutzt, verlangen wir, dagglie Eingabe nicht verandert und sich nicht
mehr als ein Feld von ihr entfernt.

Definition 5.3 Eine NTM M heil3t Offline-NTM (oder NTM mit Eingabeband,
falls fir jede vonM bei Eingaber erreichbare Konfiguration

K = (q7 Uy,0a1,01, ..., Uk, Ak, Uk:)
gilt, dassu;a;v; ein Teilwort von_izL! ist.

Definition 5.4 SeiM eine OfflineNTM und seix eine Eingabe. Dann ist dd?latz-
verbrauchvon M bei Eingaber definiert als

1K = (Q7 Uy, 1,01, ..., U, Ak, Uk)
space,, () =maxqs>1| . k
mit K, =* K unds = ) |u;av]
i=2

Seis : N — N eine monoton wachsende Funktion. Danmists(n)-platzbeschrankt
falls fur alle Eingabenc gilt:

space (z) < s(|z).

Wir fassen alle Sprachen, die in einer vorgegebenen Plataskes(n) entscheidbar
sind, in folgenderPlatzkomplexitatsklasserzusammen.
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Definition 5.5 Die KlasseDSPACE(s(n)) enthalt alle in deterministischem Platz
s(n) entscheidbaren Sprachen, d.h.

DSPACE(s(n)) = {L(M)| M ist eines(n)-platzb. OfflineBTM }.
Die KlasseNSPACE(s(n)) enthalt alle in nichtdeterministischem Plaiz.) entscheid-
baren Sprachen, d.h.

NSPACE(s(n)) = {L(M)| M ist eines(n)-platzb. OffineNTM }.
Die wichtigsten deterministischen Platzkomplexitatskkn sind

L = DSPACE(O(logn)) = | J DSPACE(clogn),

c>0

LINSPACE = DSPACE(O(n)) = | J DSPACE(cn),

c>1
PSPACE = DSPACE(n°") = | J DSPACE(n®).
c>1
Die nichtdeterministischen Klasséit, NLINSPACE undNPSPACE sind analog defi-
niert, wobei letztere wegen
NSPACE(s(n)) € DSPACE(s*(n))
mit PSPACE zusammenfallt (dies wird in der VL Komplexitatstheorie gigg).

Die Klassen der Chomsky-Hierarchie lassen sich wie folgpelinen (eine dicke Linie
deutet an, dass die Inklusion als echt nachgewiesen weatend):

REG = DSPACE(O(1)) = NSPACE(O(1)) C L, EEC
DCFL C LINTIME N CFL C LINTIME C P,
CFL C NLINTIME N DTIME(n®) C P, EXP
DCSL = LINSPACE C CSL, E PSPACE
CSL = NLINSPACE C PSPACE N E, CSL
REC = UDSPACE( UNSPACE(f( ) DCSL g
_UDTIME(f UNTIME(f( ), crt "
DCFL Pt
wobei f alle berechenbaren (oder aquivalent: alle) REG

Funktionenf : N — N durchlauft.

Die Klassel ist nicht inCFL enthalten, da beispielsweise die Spraftig™c" |n > 0}

in logarithmischem Platz (und linearer Zeit) entscheidbarObP in CSL enthalten
ist, ist nicht bekannt. Auch nicht obCSL C P gilt. Man kann jedoch zeigen, dass
CSL # P # DCSL ist. Ahnlich verhalt es sich mit den Klass&rund PSPACE: Man
kann zwar zeigen, dass sie verschieden sind, aber ob eime anderen enthalten ist,
ist nicht bekannt.
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5.3 NP-Vollstandigkeit und das P = NP-Problem

Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben (siehe Satz 4.&), NiT Ms nicht machtiger
als DTMs, d.h. jede NTM kann von einer DTM simuliert werdene Brage, wieviel
Zeit eine NTM gegenuber einer DTM einsparen kann, ist eirgsadchtigsten offe-
nen Probleme der Informatik. So enthalt die KlasBeviele fur die Praxis Uberaus
wichtige Probleme, von denen nicht bekannt ist, ob sie audhgehdren. Da jedoch
nur Probleme irP als effizient |6sbar gelten, hat das so genarihte NP-Problem,

also die Frage, ob all&P-Probleme effizient I6sbar sind, eine immense praktische
Bedeutung.

Wie bereits erwéhnt, ist diese Frage fur den Platzverbraecéits geldst:

Satz 5.6 (Satz von Savitch)Jedes(n)-platzbeschrankte NTM kann von einé(n)-
platzbeschrankten DTM simuliert werden (ohne Beweis).

Definition 5.7

a) Eine Sprachel C ¥ istauf B C I'* in Polynomialzeit reduzierbafA <P B),
falls eine Funktionf : ¥* — I'* in FP existiert mit

VeeYX iz e As f(x) € B.

b) Eine Sprached heil3t <P-hart fur eine Sprachklassé (kurz: C-hart oder C-
schwe), falls gilt:
VLeC:L<PA

c) EineC-harte Sprached, die zuC gehort, heil3C-vollstandig

d) NPC bezeichnet die Klasse all&P-vollstdndigen Sprachen.

In diesem Kapitel verlangen wir also von ein@wollstdndigen Sprachd, dass je-
de Sprache. € C auf A in Polynomialzeit reduzierbar ist. Es ist leicht zu sehen,
dass alle im letzten Kapitel aRE-vollstandig nachgewiesenen Sprachen (wie z.B.
K, H, Hq, PCP etc. sogaxP-vollstandig furRE sind.

Lemma 5.8
() AusA <P BfolgtA < B.
(ii) Die Reduktionsrelatiore? ist reflexiv und transitiv (s. Ubungen).

Satz 5.9 Die KlasserP undNP sind unter<? abgeschlossen.
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Beweis Sei B € P und gelteA <P B mittels einer Funktiorf € FP. SeienM und
T DTMs mit L(M) = BundT(x) = f(x). Weiter seierp und ¢ polynomielle Zeit-
schranken fun/ undT. Betrachte die DTMV/’, die bei Eingabe: zuerstT” simuliert,
um f(z) zu berechnen, und danaéh bei Eingabef(x) simuliert. Dann gilt

re€As f(x) e B& f(x) € L(M) &z e L(M).
Alsoist L(M') = A und wegen

timenr (x) < timer(x) + timen (f(2)) < q(|2]) + p(a(|z]))

ist M’ polynomiell zeitbeschrankt und somitin P. Den Abschluss vohlP unter<?
zeigt man vollkommen analog. O

Satz 5.10
(i) A <P BundA istNP-schwer =- B ist NP-schwer.
(i1)) A <P B, AistNP-schwerundB € NP = B € NPC.
(iii) NPCNP #0 = P =NP.
Beweis

(:) SeiL € NP beliebig. DaA NP-schwer ist, folgtL, <P A. Da zudemA <P B
gilt und <? transitiv ist, folgtL. <? B.

(ii) Klar, da mit(7) folgt, dassB NP-schwer undB nach Voraussetzung NP ist.

(ii1) Sei A € P eineNP-vollstandige Sprache und skie NP beliebig. Dann folgt
L <P A und daP unter<? abgeschlossen ist, folgt € P.

Satz 5.11 Die Sprache

A = {w#z#0™ | die NTMM,, akzeptierte in < m Schritter}
ist NP-vollstandig.
Beweis Zunachst ist klar, dasd € NP mittels folgender NTMM gilt:

M simuliert bei Eingabev#x#0™ die NTM M,, bei Eingaber fir hoch-
stensm Schritte. FallsM,, in dieser Zeit akzeptiert, akzeptielf eben-
falls, andernfalls verwirft\/.

Sei nunL eine beliebigeNP-Sprache und sel/,, eine durch ein Polynom zeitbe-
schrankte NTM mit.(M,,) = L. Dann reduziert folgendeP-Funktion f die Sprache
L auf A:

f 1@ wzgoreD
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Definition 5.12

a) Die Menge deBooleschenoderaussagenlogischérFormeln tiber den Varia-
blenz, ..., z, istinduktiv wie folgt definiert:
e Jede Variabler; ist eine Boolesche Formel.

e Mit G und H sind auch dieNegation =G von G und die Konjunktion
(G AN H)vonG und

H Boolesche Formeln.
b) EineBelegungvonzy, ..., xz, istein Worta = a; ... a, € {0,1}".

c) Der Wert F'(a) von F' unter a ist induktiv wie folgt Uber den Aufbau vah
definiert:

-G | (GAH) |
1-G \G (@]

e
P |

d) Durch eine Boolesche Formél wird also einen-stellige Boolesche Funktion
F :{0,1}" — {0, 1} definiert, die wir ebenfalls mit’ bezeichnen.

e) F heiRterfillbar, falls es eine Belegungmit F'(a) = 1 gibt.

Notation 5.13 Wir verwenden di®isjunktion (G v H) und dielmplikation (G —
H) als Abkirzungen fur die Formet(—G A —=H) bzw.(-G Vv H).

Beispiel 5.14 (Erfullbarkeitstest mittels Wahrheitswertabelle)

Da die FormelF = ((x; V23) — (—x2 Ax3)) fur die Belegungen € {000,001, 101}
den WertF'(a) = 1 animmt, ist sie erfullbar:

‘ a H (21 V 22) ‘ (mxe A 23) ‘ ((x1 V 29) — (g A 23)) ‘
000 0
001
010
011
100
101
110
111

(o] Hen) ol Heol Bewl Nen) Bl Rewl

[en] Nen) ol Heol Rawl Nen) B e

e e e i el i R=)

Um Klammern zu sparen, vereinbaren wir folgende Prazedgeinr:

e Der JunktorA bindet starker als der Junktorund dieser wiederum starker als
der Junktor—.
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e Formeln der Form{z; o (x 0 (z30---0xy,)---))), 0 € {A,V,—} kiirzen wir
durch(z;0---0x,) ab.

Beispiel 5.15 (Formel fiir die mehrstellige Entweder-Oder kinktion)
Die Formel

G(z1,. .. xn) = (1 V-V, A /\ (2 A )

1<i<j<n

nimmt unter einer Belegung= ¢ - - - a,, genau dann den Wettan, wenny " | a; =
1 ist. D.h. es gilt genau danfi(a) = 1, wenn genau eine Variable mit dem Wert
a; = 1 belegt ist. Diese Formel wird im Beweis des néachsten Saedtigt. <

Bei vielen praktischen Anwendungen ist es erforderlichearfillende Belegung fur
eine vorliegende Boolesche Formel zu finden (sofern es ebte Bie Bestimmung
der Komplexitat des aussagenlogischen Erfullbarkeitdpros hat also grof3e prakti-
sche Bedeutung.

Erfullbarkeitsproblem fir Boolesche Formeln (SAT; satisfiability):
Gegeben: Eine Boolesche Formdl in den Variablen,, . . ., z,,.
Gefragt: Ist F erfullbar?

Satz 5.16 SAT ist NP-vollstandig.

Beweis Es ist leicht zu sehen, dasa1S< NP ist, da eine NTM zunéachst eine Bele-
gunga fur eine gegebene Booleschen Formehichtdeterministisch raten und dann
in Polynomialzeit testen kann, db(a) = 1 ist (quess and veriftrategie).

Es bleibt zu zeigen, dassa® NP-hart ist. Seil. eine beliebigeNP-Sprache und
seiM = (Z,%,1,6,q)) eine durch ein Polynomp zeitbeschrankté:-NTM mit
L(M) = L. Da sich einef(n)-zeitbeschrankté&-NTM in Zeit ¢*(n) durch einel-
NTM simulieren lasst, kbnnen wik = 1 annehmen. Unsere Aufgabe besteht nun
darin, in Polynomialzeit zu einer gegebenen Eingabe w, - - - w,, eine FormelF,,

zu konstruieren, die genau dann erfullbar ist, wena L ist,

we L F, € SAT.

Wir kénnen o0.B.d.A. annehmen, dags = {q,...,qm}, F = {¢n} und ' =
{ai,...,q;} ist. Zudem kdnnen wir annehmen, dastie Anweisungen,,a — ¢,aN
fur allea € " enthalt.

Die ldee besteht nun darin, die FormE), so zu konstruieren, dass sie unter einer
Belegunga genau dann wahr wird, wenneine akzeptierende Rechnung v w)
beschreibt. Hierz bilden wiF,, Giber den Variablen

Ty, fUr0<t<pn),qe€Z,
Yri,  fUr0 <t <p(n),—p(n) <i<pn),
Ztia, TUr0<t <p(n),—pn) <i<pn)aecl,
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die fur folgende Aussagen stehen:

x40 zum Zeitpunkt befindet sichl/ im Zustandy,
Yo zur Zeitt besuchtl/ das Feld mit der Nummer
Ziiq. ZUr Zeitt steht das Zeichemauf demi-ten Feld.

Konkret sei nunF,, = R A S A Uy A Uy, A E. Dabei stellt die FormeR = /\p(”
(Randbedingungen) sicher, dass wir jeder erflillendendBelg eindeutig eine Folge
von Konfigurationernky, . .., K, zuordnen konnen:

Rt = G([tho, e ,[thm) N G(yt,—p(n)a ceey ytp(n /\ G Zt harr Zt,i,al)'

i=—p(n)

Die Teilformel R, sorgt also dafir, dass zum Zeitpumkt
e genau ein Zustang < {qo, . .., ¢, } eingenommen wird,
e genau ein Bandfelde {—p(n),...,p(n)} besucht wird und
e auf jedem Feld genau ein Zeichea € T" steht.

Die ubrigen Teilformeln sind

-1 n—1 p(n)
S = 20,40 N Yo,0 N\ /\ 20,4,0 /\ /\ 20,iwig1 N\ /\ 20,4,
i=—p(n) =0 i=n

p(n)—1  p(n)

/\ /\ /\ ﬁytzAztza—}ZtJrlza)

= Z?—p n) acl’

p(n)=1  p(n)
/\ /\ /\ /\ Tep N Yti N\ Ztja — \/ $t+1q/\yt+1z+D/\Zt+1zb)
t=0 i=—p(n) acl' peZ (g,b,D)€6(p,a)

E= xp(”):qm’

wobeii + D =i —1,fallsD = L,i+ D =i, fallsD = Nundi+ D =i+ 1, falls
D = R ist. Die FormelS (wie Startbedingung) stellt also sicher, dass zum Zeitpunk
0 tatsachlich die Startkonfiguration vorliegt:

—p(n) -1 0 n—1 n p(n)
L. |_|w1... wnu e L
T
do

Die FormelU, sorgt dafiir, dass der Inhalt von nicht besuchten Feldemm hier-
gang vonk, zu K,,; unverandert bleibt. Dagegen achtgt darauf, dass sich bei
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jedem Ubergang der Zustand, die Kopfposition und das gegaisene Zeichen ge-
maf einer Anweisung ifiverandern. Schlief3lich Gberprit ob M zur Zeitp(n) den
Endzustand,, erreicht hat.

Da der Aufbau der Formef(w) = F,, einem einfachen Bildungs- gesetz folgt und
ihre Lange polynomiell im ist, folgt f € FP. Es ist klar, das$", im Fallw € L(M)
erfullbar ist, indem wir die Variablen vofi,, gemaR einer akz. Rechnung vof(w)
belegen. Umgekehrt fiihrt eine Belegungnit £,(a) = 1 wegenR(a) = 1 eindeutig
auf eine Konfigurationenfolg&, . . ., K,), S0 dass gilt:

e K ist Startkonfiguration vo/ (w) (wegenS(a) = 1),
o Ki K furi=0,...,p(n)— 1 (wegenU,(a) = Us(a) = 1),

e M nimmt spatestens bei Erreichen der Konfiguratign,) den Endzustand,,
an (wegen¥(a) = 1).

Also gilt fur alle w € X* die Aquivalenzw € L(M) < F, € SAT, d.h. die FP-
Funktionf : w — F,, reduziertL(M) auf SAT. O

Gelingt es also, einen Polynomialzeit-Algorithmus fixTSzu finden, so I&sst sich
daraus leicht ein effizienter Algorithmus fur jedéB-Problem ableiten.

Korollar 5.17 SAT € P < P = NP.
Als néchstes betrachten wir das ErfullbarkeitsproblenBimlesche Schaltkreise.
Definition 5.18

a) EinBoolescher Schaltkreigiber den Variablenr,, ..., z, ist eine Folges =
(91,...,9m) vOnGattern

gl 6 {07 17‘I‘17 AR 7'rn7 (_|7j>7 (/\7j7 k)? (\/,j, k)}
mit1 < j, k < .

b) Die am Gattery, berechnetei-stellige Boolesche Funktion ist induktiv wie folgt
definiert:

Lo |of1
[u(@)]o]1

(~.3) | (nk) | (V,j. k) |
1— g;(a)]g;(a)gx(a)]g;(a) + gi(a) — g;(a)gu(a)]

X

a;

c) s berechnet die Boolesche Funktiefu) = g,,(a).

d) s heil3terfillbar, wenn eine Eingabe € {0,1}" mits(a) = 1 existiert.
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Beispiel 5.19 Der Schaltkreiss = (z1, =2, x3, 24, 0
EA’m;’ ((A,z,za)), <(v,3,4>, ;;,@, (=.6), (=,7), v) (V)
V,6,8),(V,9,10), (A, 11,12)) l&sst sich graphisch ° e e

wie folgt darstellen:
ONONO

Bemerkung 5.20 r1 T2 T3 X4
1. Die Anzahl der Eingénge eines Gatteraird als Fanin vong bezeichnet,

2. die Anzahl der Ausgange vgn(d.h. die Anzahl der Gatter, dig als Eingabe
benutzen) al§anout.

3. Boolesche Formeln entsprechen also den Booleschenti&elsgn mit (maxi-
malem) Fanout 1 und umgekehrt.

4. Eine Boolesche Formél kann somit leicht in einen &quivalenten Schaltkeeis
mit s(a) = F(a) fur alle Belegungem transformiert werden.

Erfullbarkeitsproblem fir Boolesche Schaltkreise (QR SAT):

Gegeben: Ein Boolescher Schaltkreis
Gefragt: Ist s erfullbar?

Satz 5.21 CIRSAT ist NP-vollstandig.
Bemerkung 5.22

1. DaSAT NP-vollstandig ist, iStCIRSAT in Polynomialzeit auBAT reduzierbar.

2. Dies bedeuted jedoch nicht, dass sich jeder Schaltkrdtslynomialzeit in eine
aquivalente Formel tberfiihren lasst, sondern nur in eirféldrarkeitsaquiva-
lente Formel.

3. CIRSAT ist sogar auf eine speziel®aT -Variante reduzierbar.
Definition 5.23

a) Ein Literal ist eine Variabler; oder eine negierte Variablex;, die wir auch
kurz mitz; bezeichnen.

b) EineKlauselist eine DisjunktiorC' = \/!,_, I; von Literalen.
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c) Eine Boolesche Formé( ist in konjunktiver Normalform (kurz KNF), falls F
eine Konjunktion von Klauself, .. ., C,, ist,

i=1

d) Enthalt jede Klausel hochstehd.iterale, so heil3t in k-KNF.

Notation 5.24 Klauseln werden oft als Meng€é = {li,...,l;} ihrer Literale und
KNF-Formeln als Mengé” = {C, ..., C,,} ihrer Klauseln dargestellt.

Als nachstes betrachten wir das ErfullbarkeitsproblemAarmeln in konjunktiver
Normalform.
Erfullbarkeitsproblem fur k-KNF Formeln (k-SAT):

Gegeben: Eine Boolesche ForméT in k-KNF.

Gefragt: Ist F erflllbar?
Beispiel 5.25 Die 3-KNF FormelF = (x1 V Z2) A (Z1 V x3) A (22 V T3 V 24) iSt
alternativ durch folgende Klauselmenge darstellbar:

F = {{1'17 jQ}a {fla x3}a {x27 i'37 .1'4}}
Offenbar istF'(1111) = 1, d.h. F € 3-SaT.

Satz 5.26

(i) 1-SAT und2-SAT sind inP entscheidbar.
(1) 3-SAT ist NP-vollstandig.

Beweis Es ist leicht zu sehen, dass MSund 2-XT in P entscheidbar sind und dass
3-3AT in NP entscheidbar ist. Wir zeigen, dass 8f\P-hart ist, indem wir CQRSAT
auf 3-T reduzieren. Hierzu transformieren wir einen Schaltkeeis (g1, ..., gm)
mit n Eingangen in ein8-KNF Formel F, Gber den Variablen, ..., x,,y1, ..., Ym.

F; enthalt neben der Klausél,,,} fir jedes Gattey; folgende Klauseln:

Gatterg; | zugeh. Klauseln Semantik ‘
1 {vi} Y =1
T {9, 2}, {25, vi} Yi <> T

(=, ) {9095} Ayy, v} Yi < Yj
(V3. k) | LG5 vids {0k vi s {00 vy Uk} | i < v V Uk
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Nun ist leicht zu sehen, dass fiir allec {0, 1}" folgende Aquivalenz gilt:

s(a) =1« 3be{0,1}": Fs(ab) = 1.
Ist némlicha € {0, 1}" eine Eingabe mit(a) = 1. Dann erhalten wir mit

bl:gl(a)fﬂrlzl,...,m

eine erfullende Belegungp, - - - b,, fur F,. Ist umgekehrtb, - - - b,, eine erflllende
Belegung furFy, so folgt durch Induktion Gber= 1, ... ,m, dass
gi(@) = b;

ist. Insbesondere muss algg(a) = b, gelten, und dgy,,} eine Klausel inF} ist,
folgt s(a) = g,n(a) = b,, = 1. Damit haben wir gezeigt, dass der Schaltkesisd die
3-KNF-Formel F; erfullbarkeitsdquivalent sind, d.h.

s € CIRSAT & F, € 3-SaT.

Zudem ist leicht zu sehen, dass die Reduktionsfunktien F in FP berechenbar ist,
womit CIRSAT <P 3-SaT folgt. O

Die Reduktion von @RSAT auf 3-AT lasst sich leicht zu einer Reduktion vOnRSGAT
zu folgender Variante von 343 modifizieren.

Not-All-Equal-SAT (N AE SAT):
Gegeben: Eine FormelF' in 3-KNF.

Gefragt: Hat F' eine (erfullende) Belegung, unter der in keiner Klaused alt
terale denselben Wahrheitswert haben?

Satz 5.27 NAESAT ist NP-vollstandig.

Beweis Dass MESAT € NP liegt, ist klar. Die Reduktiors — F, von QRSAT auf
3-SAT aus vorigem Beweis erflllt bereits die folgenden Bedingumg

e Ists(a) = 1, so kdnnen wir zu einer erfullenden Belegung von F; erweitern,
d.h. unterabd wird in jeder Klausel vor¥y ein Literal wahr.

e Tatsachlich wird unter der Belegung in jeder Dreierklausel voii’; auch be-
reits ein Literal falsch.

Letzteres ist leicht zu sehen, dafir jedes Und-Gatteg; nicht nur die Dreierklausel
{9i,y;, v}, sondern auch die Klause{w;, v;} und{y;, y;} erfiillt. Diese verhindern
namlich, dassb alle Literale der Dreierklausély;, y;, v} erflllt. Entsprechend ver-
hindern die zu einem Oder-Gattgrgehorigen Klauseldy;, y;} und{yy, y;}, dassub
alle Literale der Dreierklaus€ly;, y;, vy } erfullt.
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Um zu erreichen, dass auch in den Ubrigen Klaugeélmit |C|| < 3 ein Literal
falsch wird, konnen wir einfach eine neue Variableu diesen Klauseln hinzufiigen
und z mit dem Wert0 belegen. Sei alsé” die 3-KNF Formel tUber den Variablen
X1,y Ty Y1, - - - Ym, 2, die die Klausefy,,,, z} und fir jedes Gattey; die folgenden
Klauseln enthalt:

Gatterg; | zugeh. Klauseln
X {gz'?xjaz}a{'fhyiaz}

J

(_'7j) {gi7gjuz}7{yj7yi7z}

(/\7j7 k) {g’wyjaz}a{gwylwz}a{g]agkvyl}
(\/7j7 k) {gj>yiaz}a{gk>yi>z}a{gi7yj>ykz}

Wie wir gesehen haben, lasst sich dann jede Belegund0, 1}" derx-Variablen mit
s(a) = 1 zu einer Belegungbc € {0,1}"™*! fiir F! erweitern, unter der in jeder
Klausel vonF! mindestens ein Literal wahr und mindestens ein Literalcfalwird,
d.h. es gilt

s € CIRSAT = F. € NAESAT.

Fur den Nachweis der umgekehrten Implikation sei Alie NAESAT angenommen.

Dann existiert eine Belegungc € {0, 1}"*™*! fur F, unter der in jeder Klausel ein
wahres und ein falsches Literal vorkommen. Da dies auchr gistekomplementéren

Belegungzbe der Fall ist, konnen wie = 0 annehmen. Dann erfiillt aber die Belegung
ab die FormelF; und damit folgts(a) = 1, alsos € CIRSAT. O

5.3.1 Cliquen, stabile Mengen und Knotenuberdeckungen

Definition 5.28 SeiG = (V, F) ein (ungerichteter) Graph und s&i C V.

a) U heil3tCliquein G, falls je zwei Knotem, v € U durch eine Kante verbunden
sind:
Vu,v €U :u#v={u,v} € E.

b) U heil3tunabhangig (oder stabil), falls keine Kante inF zwei Knoten inlU
verbindet:

Vu,v € U : {u,v} ¢ E.

c) U hei3tKnotenuberdeckungfalls jede Kante ink’ mindestens einen Endpunkt
in U hat:
Veec E:enU # 0.

Fur einen gegebenen Graphéhund eine Zahk > 1 betrachten wir die folgenden
Fragestellungen:
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CLIQUE : Hat G eine Clique der Grol3e?
INDEPENDENT SET (IS): HatG eine stabile Menge der Groze@
NoDE CoVvER (NC): Hat G eine Knotenuberdeckung der Groize

Satz 5.29 CLIQUE, IS undNC sindNP-vollstandig.

Beweis Wir zeigen zuerst, dass IS lP-hart ist. Hierzu reduzieren wir 343 auf IS.
Seil ={Cy,...,Cp,} mitC; ={li1,..., liy, }furi =1,... m eine3-KNF-Formel
Uber den Variableny, ..., z,. Betrachte den Graphewn = (V, £') mit

E = {{vss,vu} € (4) | s = uoderl ist komplementar zi,, }.
Dabei heil3en zwei Literalkomplementér, wenn das eine die Negation des anderen
ist. Nun gilt

F € 3-SAT < es gibt eine Belegung, die in jeder Klaugglmin-
destens ein Literal wahr macht

& es gibtm Literale [y 5, ..., 1, ,, die paarweise
nicht komplementéar sind
& es gibtm Knotenvy j,, ..., v ,, die nicht durch

Kanten verbunden sind
< (G besitzt eine stabile Knotenmenge der Grafie

Als nachstes reduzieren wir IS aut QUE. Es ist leicht zu sehen, dass jede Clique in
einem Graphet = (V, E) eine stabile Menge in dem Zikomplementaren Graphen
G=(V,E')mit E' = (}) \ Eistund umgekehrt. Daher lasst sich IS mittels

f:(G k) — (G, k)

auf CLIQUE reduzieren. Schliel3lich ist eine Mengeffenbar genau dann stabil, wenn
ihr Komplement” \ I eine Knotenuiberdeckung ist. Daher lasst sich IS mittels
f (G k)— (G,n—k)

auf NC reduzieren, wobei = ||V'|| die Anzahl der Knoten il ist. O

5.3.2 Das Wort- und das Aquivalenzproblem fir regulare Spra
chen

In diesem Abschnitt betrachten wir das Wortproblem fiir NlgAsd fir regulare Aus-
dricke. Wir werden sehen, dass beide Probleme effizienatdshd. Dagegen wird
sich das Aquivalenzproblem fiir (sternfreie) regulare Auske alsco-NP-hart her-

ausstellen.
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Satz 5.30 Das Wortproblem fur NFAs,
WP\ea = {N#x | N istein NFA unde € L(N)},
istin P entscheidbar.

Beweis Betrachte folgenden Algorithmus:

Algorithmus 5.31 P-ALGORITHMUS FURWPyga
1 Eingabe: N#zmitx =z ...z, undN = (Z, 3,5, Qo, E)
2 Q@ — Qo
3 fori«— 1tondo
4 Q N quQ 6(q’ [L’Z)
5 end
6 if QN E #0then
7
8
9

accept
else
reject
10 end
Es ist klar, dass dieser Algorithmus korrekt arbeitet unchano eine polynomiell zeit-
beschrankte DTM fir die Sprache W transformiert werden kann. O

Korollar 5.32 Das Wortproblem fiir regulare Ausdriicke istRrentscheidbar:
WPRra = {a#tz | aist ein reguléarer Ausdruck und € L(«)} € P.

Beweis Ein regularer Ausdruckr lasst sich in Polynomialzeit in einen aquivalenten
NFA N, transformieren. Daher gilt Wi <? WP\ga mittels f : (a#z) — (N, #x).

Da nach vorigem Satz WRa € P ist, und daP unter <P abgeschlossen ist, folgt
WPgRa € P. O

Ganz &hnlich folgt auch, dass das Leerheits- und das Sglobitem fur NFAs in Po-
lynomialzeit I6sbar sind (siehe Ubungen).

Korollar 5.33 Das Leerheitsproblem fiir NFAs,
LPnra = {N | N ist ein NFA undL(N) = (0}
und das Schnittproblem fur NFAs,
SPura = {N1# N5 | Ny und N, sind NFAs mitL(N;) N L(Ny) = 0}
sind inP losbar.

Definition 5.34 Ein regulérer Ausdrucky heil3tsternfrei, falls in ihnm kein Stern vor-
kommit.

Satz 5.35 Sei¥ = {0, 1}. Dann ist folgende Sprach¢P-vollstandig:
SF = {«10" |« ist ein sternfreier requlérer Ausdruck mif«) # X" }.



