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1 EinfUhrung

In der Komplexitatstheorie werden algorithmische Proldedaraufhin untersucht,
wieviel Rechenressourcen zu ihrer Lésung bendtigt werddaturgemal bestehen da-
her enge Querbeziige zu

Algorithmen (obere Schranken)

Automatentheorie (Rechenmodelle)

Berechenbarkeit (Was ist Uberhaupt algorithmisch I6gbar?

Logik (liefert viele algorithmische Probleme, mitihrerlféikann auch die Kom-
plexitat von Problemen charakterisiert werden)

Kryptographie (Wieviel Rechenressourcen bendtigt einéegim ein Krypto-
system zu brechen?)

Zur weiteren Motivation betrachten wir eine Reihe von kat&n algorithmischen Pro-
blemstellungen.

Erreichbarkeitsproblem in Graphen (REACH):

Gegeben: Ein gerichteter Grapltx = (V, £) mit V. = {1,...,n} und
ECV xV.

Gefragt: Gibt es inG einen Weg von Knoten 1 zu Knoter?

Zur Erinnerung: Eine Folgévy, ..., v;) von Knoten heilWWeg in G, falls fur j =

1,...,k—14qilt: (v;,vj11) € E.

Da als Antwort nur “ja” oder “nein” moéglich ist, handelt eskium einEntschei-
dungsproblem Ein solches lasst sich formal durch eine Sprache bes@hrgitie alle
positiven (mit “ja” zu beantwortenden) Problemeingabethait:

REACH = {G | es ex. ein Weg vom nachn}

Hierbei setzen wir eine Kodierung von Graphen durch Woérbar ieinem geeigneten
AlphabetX voraus. Wir kdnnerd: beispielsweise durch eine Binarfolge der Lange
kodieren, die aus dem Zeilen der Adjazenzmatrix vo@' gebildet wird.

Um ReEACH zu entscheiden, markieren wir nach und nach alle KnotevatireKnoten
1 aus erreichbar sind. Dabei speichern wir alle markierteot&m solange in einer
MengesS, bis wir auch deren Nachbarknoten markiert haben. Gensustri®lgendem
Algorithmus zu entnehmen:

1 Eingabe:G = (V. E)



2 S {1}
3 markierel
4  repeat
5 wahle Knoten; € S
6 S — S —{u}
7 for all (u,v) € Edo
8 if v ist nicht markiertthen
9 markierev

10 S — Su{v}

11 end

12 end

13  until S=10

14 if nist markiertthen accept else reject end

Es ist Ublich, den Ressourcenverbrauch von Algorithmee @B. Rechenzeit oder
Speicherplatz) in Abhéngigkeit von der GréRe der Problegede zu messen. Falls
die Eingabe aus einem Graphen besteht, kann beispielsdieigenzahln der Kno-

ten (oder auch die Anzaht der Kanten) als Bezugsgrol3e dienen. Genau genommen
hangt die Eingabegrof3e davon ab, welche Kodierung wir giEingaben verwenden
(vgl. Definition 2.12).

Diskussion: (informal)
e REACH istin Zeitn? entscheidbar.

e REACH ist nichtdeterministisch in Plaiog n entscheidbar (und daher determi-
nistisch in Platdog® n; Satz von Savitch).

Als nachstes betrachten wir das Problem einen maximaless ltueinem Netzwerk
zu bestimmen.

Maximaler Flu3 (M AXFLOW ):
Gegeben: Ein gerichteter Grapty = (V, E), V = {1,...,n},
E C V2 mit einer Kapazitatsfunktion: £ — N.
Gesucht: Ein Flussf : E — Nvon1 nachnin G, d.h.
e Vec E: f(e) <c(e)

f f
e voeV—{lLn}: 3 (vu)= > (uv)
(v,u)eE (u,v)EE
. . f f
mit maximalem Werto(f) := >> (L,v)= > (v,n).
(Lw)eE (v,n)eE

Da hier nach einer Losung (Fluss) mit maximalem Wert geswaidt, handelt es sich
um einOptimierungsproblem. Im Gegensatz hierzu wird bei vielen Entscheidungs-
problemen nach der Existenz einer Losung (mit gewissemiSeften) gefragt.



Diskussion: (informal)
e MAXFLOW istin Zeitn® l6sbar.

e MAXFLOW istin Platzn? I6sbar.

Das folgende Problem scheint zwar auf den ersten Blick nmigveit dem Problem
MAXFLOwW gemein zu haben. In Wirklichkeit entpuppt es sich jedocleaisSpezial-
fall von MAX FLOW.

Perfektes Matching in bipartiten Graphen (MATCHING ):

Gegeben: Ein bipartiter GraplG = (U,V, E), U =V ={1,...,n},
ECUxYV.

Gesucht: BesitztG ein perfektes Matching?

Zur Erinnerung: Eine Kantenmende¢ C FE heil3tMatching, falls fur alle Kanten
e=(u,v),e = (u,v) € M mite # € gilt: u # «' undv # v'. Gilt zudem|| M || = n,
so heil3t)M/ perfekt.

Diskussion: (informal)

e MATCHING istin Zeitn?3 losbar.

e MATCHING ist in Platzn? losbar.

Die bisher betrachteten Probleme kénnen in deterministisBolynomialzeit gelost
werden und gelten daher als effizient I6sbar. Zum Schlusgdi@bschnitts betrachten
wir ein Problem, flr das vermutlich nur ineffiziente Algbihen existieren.

Travelling Salesman Problem (TSP):

Gegeben: Eine symmetrische x n-DistanzmatrixD = (d;;) mit d;; €
N.

Gesucht: Eine kirzeste Rundreise, d.h. eine Permutatiog S,, mit
minimalem Wertw (7) := 3 dx(i) x(i+1), Wobein(n + 1) := m(1).
i=1

Diskussion: (informal)
e TSP istin Zeitn! I6sbar (Ausprobieren aller Rundreisen).
e TSP istin Platz: I6sbar (mit demselben Algorithmus, der TSP in Zé€itost).

e Durch dynamisches Programmietdésst sich TSP in Zeit? - 2" l6sen, der
Platzverbrauch erhéht sich dabei jedochaup”.

* Hierzu berechnen wir fir alle TeilmengéhC {2,...,n} und allej € S die Lange
(S, 7) eines kurzesten Pfades vbmachj, der alle Stadte it$ genau einmal besucht.



2 Rechenmodelle

2.1 Deterministische Turingmaschinen

Definition 2.1 (Mehrband-Turingmaschine)

Einedeterministische k-Band-Turingmasching-DTM oder einfactDTM ) ist ein
QuadrupelM = (Q, %, T, 6, qo). Dabei ist

e () eine endliche Menge vatustanden

e Y eine endliche Menge von Symbolen (&#&sgabealphabetmit L, > ¢ > (U
heil3tBlank und > heil3tAnfangssymbal

e [' dasArbeitsalphabemit> U {U,>} C T,

e §: QxI'* — (QU{gn, Ga, qrein}) x ([ x{ L, R, N'})* die Uberfuihrungsfunktion
(gn heil3tHaltezustand g, akzeptierendeund gnein Verwerfender Endzustand

e undg, der Startzustand

Befindet sich)/ im Zustand; € @ und stehen die Schreib-Lese-Kdpfe auf Feldern mit
den Inschrifteruy, . . ., a; (a; auf Bandi), so gehtM bei Ausfihrung der Anweisung
d:(q,a1,...,a;) — (¢,a}, Dy,...,a}, Dg) in den Zustand’ Uber, ersetzt auf Band

i das Symbot; durcha; und bewegt den Kopf gemd; (im Fall D; = L um ein Feld
nach links, im FallD; = R um ein Feld nach rechts und im Fdll, = N wird der
Kopf nicht bewegt).

AulRerdem verlangen wir vom, dass fur jede Anweisundq,ai,...,a;) +—
(¢,ay, Dy, ... a}, D) mita; = > die Bedingunge, = > und D; = R erfullt ist
(d.h. das Anfangszeichen darf nicht durch ein anderes Zeichen Uberschrieben wer-
den und der Kopf muss nach dem Lesen woimmer nach rechts bewegt werden).

Definition 2.2 Eine Konfiguration ist ein (2k + 1)-Tupel K =
(q,u1,v1,. .., ug,v;) € Q x (I'* x I'M)*¥ und besagt, dass

e ¢ der momentane Zustand und
e u;v; LIL--- die Inschrift des-ten Bandes ist, sowie
¢ sich der Kopf auf Band auf dem ersten Zeichen vonbefindet.

Definition 2.3 Eine Konfigurationk’ = (¢, v}, vy, ..., u},v,.) heiBtFolgekonfigu-
ration von K = (q,uy, aivy, ..., ug, arvg) (Kurz: K - K"), falls eine Anweisung
(q,a1,...,a;) — (¢',a},Dy,...,a}, Dy) inoundby,..., by € I' existieren, so dass
furi =1,..., k jeweils eine der folgenden drei Bedingungen gilt:
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1. D,=L,u; = U;bl UndUZ/- = biCL;-UZ',

U, wv;,=¢
2. D; =R,u, =wad,undv, =< 7 "7
v;, sonst

3. D; = N, u; = u; undv, = ajv;.
Wir schreibenk Vt K’, falls Konfigurationenk, . . ., K; existieren mitk, = K
und K, = K’, sowieK; - K., furi =0,...,t — 1. Die reflexive, transitive Hiille
von - bezeichnen wir mitv*, d.h.K V* K’ bedeutet, dass etn> 0 existiert mit
K —tK'.

M
Definition 2.4 Seix € ¥* eine Eingabe. Die zugehorigartkonfigurationist

K, = (qo,&e,px,6,>,...,8,D>).
N————

(k—1)-mal

Definition 2.5 Eine Konfigurationk” = (g, uy, vy, . .., uk, vx) Mit ¢ € {gn, Ga, gnein}
heiBtEndkonfiguration. Im Fall ¢ = g (bzZW.q = gnein) heil3t KX akzeptierendgbzw.
verwerfend¢ Endkonfiguration.

Definition 2.6 Eine DTM M halt bei Eingabex € ¥* im Zustandq (kurz: M (z)
héalt im Zustandy), falls es eine Endkonfiguratiald = (g, u1, vy, . . . , ug, vg) gibt mit

K, —" K.
M

Weiter definieren wir daResultat) (x) der Rechnung von/ bei Eingaber,

ja, M (z) halt im Zustandys,,
M(2) nein M (z) hélt im Zustandjnein,
€Tr) =
Y, M (zx) halt im Zustandy,,

T (undefiniert) sonst

Dabei ergibt sichy ausu,vg, indem das erste Symbpl und sémtliche Blanks am
Ende entfernt werden, d. v, = >yl Fur M(z) = ja sagen wir auch M (z)
akzeptiert® und furM (x) = nein ,M(z) verwirft”,

Definition 2.7 Die von eineDTM M akzeptierte Sprachest
L(M) = {zx € ¥* | M(x) akzeptier}.

Eine DTM, die eine Spraché akzeptiert, darf also bei Eingaben¢ L unendlich
lange rechnen. In diesem Fall heil3tekursiv aufzéhlbar. Dagegen muss eine DTM,
die eine Spraché entscheidet, bei jeder Eingabe halten.
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Definition 2.8 SeiL C ¥*. EineDTM M entscheidet., falls fur allexz € >* gilt:

r € L= M(zx)akz.
x ¢ L= M(x)verw.

In diesem Fall hei3L entscheidbaroderrekursiv).

Definition 2.9 Seif : ¥* — ¥* eine Funktion. Ein®TM M berechnetf, falls fur
allez € ¥ gilt:
M(z) = f(x).

f heil3t danrberechenbaroderrekursiv).

Aus dem Grundstudium wissen wir, dass eine nichtleere SpracC ¥* genau dann
rekursiv aufzahlbar ist, wenn eine rekursive Funktjon ¥* — >* existiert, deren
Bild range(f) = {f(z) | = € ¥*} die Sprachd. ist.

2.2 Nichtdeterministische Berechnungen

Anders als eine DTM, flr die in jeder Konfiguration hochsteime Anweisung aus-
fuhrbar ist, hat eine nichtdeterministische Turingmasehi jedem Rechenschritt die
Wahl unter einer endlichen Anzahl von Anweisungen.

Definition 2.10 Eine nichtdeterministische k-Band-Turingmaschinéurz k-NTM
oder einfaciNTM) ist ein 5-TupelM = (Q, %, T, 9, q0), wobei@, X, I, g0 genau wie
bei einerk-DTM definiert sind und

0:Q X r* — P(Q U {(Jh,QjaQnein} X (F X {R>L>N})k)

eine Funktion mit der Eigenschaft ist, dass im F&lf,a}, Dy,...,a;, D) €
d(q,ai,...,ax) unda; = > immera, = > und D; = R gilt.

Die Begriffe Konfiguration, Start- und Endkonfiguration Ubertragen sich unmittel-
bar von DTMs auf NTMs. Der Begriff ddfolgekonfiguration lasst sich tbertragen,
indem wird(q, ai, ...,ax) = (¢',a}, Dy,...,a}, Dg) durch(¢',a), Dy, ..., a}, D) €
d(q,aq,...,ax) ersetzen (in beiden Fallen schreiben wir auchoftq, ay, ..., a;) —
(¢',ay, Dy, ... a}, D) oder einfach(q, ay, ... ,ax) — (¢',a}, D1, ..., a}, Dy)).

Wir werden NTMs nur zum Erkennen von Sprachen (d.h. als Akzep) und nicht
zum Berechnen von Funktionen benutzen.

Definition 2.11

a) SeiM eineNTM. M (x) akzeptiertfalls M (x) nur endlich lange Rechnungen aus-
fuhrt und eine akzeptierende Endkonfiguratigrexistiert mitkK, —* K. Akzep-
tiert M (x) nicht und hat)M (x) nur endlich lange Rechnungen, gerwirft M (z).
Falls unendlich lange Rechnungen existieren)igtz) =1 (undefiniert).

b) M akzeptiertdie Sprachel (M) = {x € ¥* | M(z) akzeptier}. M entscheidet
L(M), falls M alle Eingabenc ¢ L(M) verwirft.
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2.3 Zeitkomplexitat

Der Zeitverbraucttime,,(x) einer Turingmasching/ bei Eingaber ist die maximale
Anzahl an Rechenschritten, di¢ ausgehend von der Startkonfiguratign ausfiihren
kann (bzw. undefiniert odex, falls unendlich lange Rechnungen existieren).

Definition 2.12
a) SeiM eine TM und set € X* eine Eingabe. Dann ist
timey (z) = max{t > 0| 3K : K, F' K}
die Rechenzeivon M bei Eingaber, wobeimax N := oo.

b) Seit : N — N eine monoton wachsende Funktion. Dannlist(n)-zeitbeschrankt
falls fur alle x € X* gilt:
timen(z) < t(]z|).

Alle Sprachen, die in (nicht-)deterministischer Zgit) entscheidbar sind, fassen wir
in den Komplexitatsklassen

DTIME(t(n)) = {L(M) | M ist einet(n)-zeitbeschrankte DTMbzw.
NTIME(t(n)) = {L(M) | M ist einet(n)-zeitbeschrankte NTW

zusammen. Ferner sei
FTIME(t(n)) = {f | f wird von einert(n)-zeitbeschrankten DTM berechnet

Die wichtigsten Zeitkomplexitatsklassen sind

LINTIME = DTIME(O(n)) = | JDTIME(cn) Linearzeit",
P = DTIME(n°Y) = CLjDTIME(nC) ,Polynomialzeit"
E = DTIME(2°™) = c[jDTIME(?’”L) ,Lineare Exponentialzeit*
) = CEJ DTIME(2™) ,Exponentialzeit"

c>1

Die KlassenNP, NE, NEXP undFP, FE, FEXP sind analog definiert.

o(1)

EXP = DTIME(2"

2.4 Platzkomplexitat

Zur Definition von Platzkomplexitatsklassen verwenden sor genannte Offline-
Turingmaschinen und Transducer. Diese haben die Eigeftsgass sie das erste Band
nur als Eingabeband (also nur zum Lesen) bzw./dtes Band nur als Ausgabeband
(also nur zum Schreiben) benutzen durfen. Der Grund fuediisschrankungen liegt
darin, sinnvolle Definitionen fur Komplexitatsklassen eithem sublinearen Platzver-
brauch zu erhalten.
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Definition 2.13 Eine Offline-TM ist eine TMM mit der Eigenschaft, dass fir jede
Anweisundq, ai, . ..,a;) — (¢',a}, Dy, ..., a}, D) von M

a'lzalundalzl_I:>D1:L
gilt. Gilt weiterhin immerD;, # L und ist)M eine DTM, so heil3/ Transducet

Dies bedeutet, dass eine Offline-Turingmaschine nichtlaafEingabeband schreiben
darf (read-only. Beim Transducer dient das letzte Band als Ausgabebait, lder
kénnen keine Berechnungen durchgefuhrt werdemté-only).

Der Zeitverbrauchime,,(x) von Offline-TMs und von Transducern ist genauso defi-
niert wie bei DTMs. Als nachstes definieren wir den Platzvaubh einer TM als die
Summe aller wéhrend einer Rechnung besuchten Bandfelder.

Definition 2.14

a) SeiM eine Turingmaschine und sei € X* eine Eingabe mitime, (x) < oc.
Dann ist

spacey(x) = max{s > 1 |IK = (q,us, v1,. .., U, V)
k
mit K, H* Kunds = > |uv| }
=1
derPlatzverbrauchvon M bei Eingaber. Fir eine OfflineTuringmaschineerset-
zenwiry""_ Jugv;| durchS2F, |u;v;| und fiir einen Transducer durch '~ |u;v;].

b) Seis : N — N eine monoton wachsende Funktion. DannA$ts(n)-platzbe-
schrankst falls fur allex € ¥*

space,, (r) < s(|x|) undtimey (z) < oo
gilt, space,,(x) ist undefiniert, fallsime,,(x) undefiniert ist.

Alle Sprachen, die in (nicht-) deterministischem Platz) entscheidbar sind, fassen
wir in den Komplexitatsklassen

DSPACE(s(n)) = {L(M) | M ist eines(n)-platzbeschrankte Offline-DTWMbzw.
NSPACE(s(n)) = {L(M) | M ist eines(n)-platzbeschrankte Offline-NTM

zusammen. Ferner sei

FSPACE(s(n)) := {f | f wird von einems(n)-platzbeschrénkten Transducer berechnet
Die wichtigsten Platzkomplexitatsklassen sind

L = DSPACE(logn)

L¢ = DSPACE(logn)

LINSPACE = DSPACE(O(n))

PSPACE = DSPACE(n°W)

ESPACE = DSPACE(2°M™)

(2

EXPSPACE = DSPACE(2""")
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Die Klassen NL, NLINSPACE und NPSPACE, sowie FL,FLINSPACE und
FPSPACE sind analog definiert, wob& PSPACE mit PSPACE zusammenfallt (wie

wir bald sehen werden).



3 Grundlegende Beziehungen

In diesem Kapitel leiten wir die wichtigsten Inklusionskdringen zwischen determi-
nistischen und nichtdeterministischen Platz- und Zeiti@xitatsklassen her. Zuvor
befassen wir uns jedoch mit Robustheitseigenschafteemdidassen.

3.1 Robustheit von Komplexitatsklassen

Wir zeigen zuerst, dass platzbeschréankte TMs nur ein Agsbaitd bendtigen.

Lemma 3.1 (Bandreduktion)

SeiM = (Q,%,T,4,q) eine s(n)-platzbeschrankte OfflinBTM . Dann ex. eine
s(n)-platzbeschrankte Offline-DTM M’ mit L(M') = L(M).

Beweis Betrachte die Offline-DTM M’ = (Q', S, T, 8, ¢) mit I’ = TU(TUT)*1,
wobei I fur jedesa € I' die markierte Variant@ enthalt.\/’ hat dasselbe Eingabe-
band wiel/, speichert aber die Inhalte v@k — 1) Ubereinander liegenden Feldern
der Arbeitsbander vol/ auf einem Feld ihres Arbeitsbandes. Zur Speicherung der
Kopfpositionen von\/ werden Markierungen benutzt.

Initialisierung: In den ersten beiden Rechenschritten erzédgauf inrem Arbeits-
band (Band 2} — 1 Spuren, die jeweils mit dem markierten Anfangszeichen
initialisiert werden:

>
K, = (qy,¢,>x,&,>) - (¢}, >, x>, L) v (qh, &,>x, >, (D))
Simulation: M’ simuliert einen Rechenschritt vall, indem sie den Kopf auf dem
Arbeitsband soweit nach rechts bewegt, bis sie @lle 1) markierten Zeichen
as, . .., a gefunden hat. Diese speichert sie neben dem aktuellenrgligtaon
M in ihrem Zustand. Wahrend/’ den Kopf wieder nach links bewegt, fihrt
M’ folgende Aktionen durch: Ist; das vonM’ (und vonM) gelesene Eingabe-
zeichenundist(q, ay, as, . ..,ar) = (¢, a1, D1, a%, Do, . .., a), Dy), SO bewegt
M’ den Eingabekopf gemaR,, ersetzt auf dem Arbeitsband die markierten
Zeichena; durcha} und verschiebt deren Marken gemB3 i = 2,. .. k.

Akzeptanzverhalten:M’ akzeptiert genau dann, wenih akzeptiert.
Offensichtlich gilt nunL(M') = L(M) und space,; (x) < space (). ]

In den Ubungen wird gezeigt, dass die Sprache der Palindchireh eine 2-DTM
zwar in Linearzeit entscheidbar ist, eine 1-DTM hierzu gu@eit Q(n?) bendtigt.
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Tatséchlich lasst sich jedén)-zeitbeschrankté-DTM M von einerl-DTM M’ in

Zeit O(t(n)?) simulieren. Bei Verwendung ein€@DTM ist die Simulation sogar in
Zeit O(t(n)logt(n)) durchfiihrbar (siehe Ubungen). Als nachstes wenden wir uns
wichtigen Robustheitseigenschaften von Platz- und Zmifdexitatsklassen zu.

Satz 3.2 (Lineare Platzkompression und Beschleunigung)

Fir alle ¢ > 0 gilt
i) DSPACE(s(n)) € DSPACE(2 + ¢ - s(n)) (linear space compression),
i) DTIME(t(n)) C DTIME(2 +n + ¢ - t(n)) (linear speedup).

Beweis i) Sei L € DSPACE(s(n)) und seiM = (Q,%,I,0,q9) eine s(n)-
platzbeschrénkte Offliné-DTM mit L(M) = L. Nach vorigem Lemma kénnen wir
k = 2 annehmen. O.B.d.A. sei< 1. Wahlem = [1/c] und betrachte die Offline-
DTM

M =(@Qx{1,....m} S, TUT™ ¢, (g0, m))

mit
(((¢,1),a,Dy,>, R),
fallsb =>undi(q,a,>) = (¢',a, D1,>, R),
0'((q,1),0,0) = S ((¢,5),a, D1, (by, ... bic1, b, bisr, - bw), Db),
falls [b = (by,...,b,) Oderb = U = by =
L ...=bylundd(q,a,b;) = (¢, a, Dq,b;, Dy),
wobei
(i, Dy =N
i+1, Dy=Ri<m
i = {1, Do=R,i=m
m, Dy=Li=1
i—1, Dy=Lji>1
und
(N, Dy= NoderDy,=R,i <moderDy = L,i> 1
Dy = {L, Dy=Li=1
\R, Dy=R,i=m

ist. Identifizieren wir die Zustéandg,, ) Mit gja UNd (gnein, ¢) Mit gnein, SO ist leicht zu
sehen, dass(M’) = L(M) = L gilt. AuBerdem gilt
spacey; < 1+ [(spacey,(z) —1)/m]
< 2+ spacey (x)/m
< 24 ¢ space () (wegenm = [1/c| > 1/c).
i1) L € DTIME(t(n)) und seiM = (Q, >, T, 9, qo) einet(n)-zeitbeschrankté-DTM
mit L(M) = L, wobei wir k& > 2 annehmen. Wir konstruieren eine DTM’ mit

L(M') = L undtimey(x) < 2+ |z| + ¢ - timey (x). M’ verwendet das Alphabet
IV =T U™ mitm = [8/c] und simuliert)/ wie folgt.
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Initialisierung: M’ kopiert die Eingaber = ...z, in Blockform auf das
zweite Band. Hierzu fasstV’ je m Zeichen vonz zu einem Block
(Tim+1, -5 T(itym), @ = 0,...,1 = [n/m] — 1, zusammen, wobei der letz-

te Block (zimt1, - -+, Tn, U, ..., L) mit (I + 1)m — n Blanks auf die Langen
gebracht wird. Sobald/’ das erste Blank hinter der Eingaberreicht, ersetzt
sie dieses durch das Zeichend.h. das erste Band vay”’ ist nun mit>2> und
das zweite Band mit

D21,y Tm) - (T—Dymetts - Tim) (Timg1, - - T, U, oo, L)

beschriftet. Hierzu bendétigt/’ genaur + 2 Schritte. In weiterei+1 = [n/m]|
Schritten kehrtV/’ an den Beginn des 2. Bandes zuriick. Von nun an beiitzt
das erste Band als Arbeitsband und das zweite als Eingatheban

Simulation: M’ simuliert jeweils eine Folge vom Schritten von)M in 6 Schritten:

M’ merkt sich in ihrem Zustand den Zustapdon M vor Ausfihrung dieser
Folge und die aktuellen Kopfpositionéne {1,...,m} von M innerhalb der
gerade gelesenen Blécke auf den Bandgera 1,..., k. Die erstend Schrit-

te verwendet)’, um die beiden Nachbarblécke auf jedem Band zu erfassen
(LRRL). Mit dieser Information kan/’ die nachstemn Schritte von)M vor-
ausberechnen und die entsprechende Konfigurati@miaiteren Schritten her-
stellen.

Akzeptanzverhalten:Sobald}M in einen der Zustandg, bzw. g,ein Wechselt, tut)/’
dies ebenfalls.

Es ist klar, das€.(M’) = L ist. Zudem gilt fur jede Eingabe der Langdz| = n

timen () < n+2+ [n/m] +6[t(n)/m]
<n+2+4T7[t(n)/m]
<n+24T7ct(n)/8+7
<n+2+ct(n), fallsc-t(n)/8 > 7.
Da das Ergebnis der Rechnung vf{z) im Fall ¢(n) < 56/c nur von konstant vielen

Eingabezeichen abhangt, kahfi diese Eingaben schon wahrend der Initialisierungs-
phase (durch table-lookup) in Zeit+ 2 entscheiden. u

Korollar 3.3

i) s(n) >4 = DSPACE(O(s(n))) = DSPACE(s(n)),

it) n+2 <t(n) € O(n) = DTIME(O(t(n))) = DTIME(¢(n)),
iii) DTIME(O(n)) = (] DTIME((1 4 &)n + 2).

e>0
Beweis i) Sei L € DSPACE(cs(n)) fur eine Konstante > 0. Nach vorigem Satz
existiert firc¢ = 1/2c¢ eine Offline4-DTM M, die L in Platz2 + dcs(n) = 2 +
s(n)/2 < s(n) entscheidet.



3.2 Deterministische Simulationen von nichtdetermiaten Berechnungen 13

i1) SeiL € DTIME(ct(n)) fur eine Konstante > 0. Nach vorigem Satz existiert fur
d =1/2ceine DTMM, die L in Zeit2 + n + dct(n) = 2 + n + t(n)/2 entscheidet.
Wegent(n) ¢ O(n) existieren nur endlich viele Eingabenmit ¢(|z|) < 4|z| + 4.
Diese lassen sich durch einen parallel laufenden DFA in|Zeit 2 entscheiden.

i1i) Sei L € DTIME(cn) fur eine Konstante > 0. Nach vorigem Satz existiert fur
d =¢/ceine DTMM, die L in Zeit2 4+ n + ’ecn = 2 + n + en entscheidet. |

3.2 Deterministische Simulationen von nichtdetermi-
nistischen Berechnungen

In diesem Abschnitt betrachten wir méglichst platz- undeféziente deterministische
Simulationen von nichtdeterministischen Berechnungen.

Satz 3.4 (Beziehungen zwischen det. und nichtdet. Zeit- urfélatzklassen)
i) NTIME(t(n)) € DSPACE(O(t(n))),
i1) NSPACE(s(n)) C DTIME(20(s()+lgn)),

Beweis i) SeiL € NTIME(¢(n)) und seiN = (Q,%,T', A, qy) einek-NTM , die L
in Zeitt(n) entscheidet. Weiter sei

d= maxXq,@)eQxrk 16(q, @)
der maximale Verzweigungsgrad voh Dann ist jede Rechnung

KEIKOHKIH-"HKt
N N N

der Lange von N (z) eindeutig durch eine Folgé;, . .., d;) € {1, ..., d}" beschreib-
bar. UmN zu simulieren, generieft/ auf dem Bana fir¢ = 1, 2, ... der Reihe nach
alle Folgen(dy, ...,d;) € {1,...,d}'. Fur jede solche Folge kopieM die Eingabe
auf Band3 und simuliert die zugehdrige Rechnung vdiiz) auf den Banderi3 bis
k + 2. M akzeptiert, sobaldVv bei einer dieser Simulationen in den Zustagpdge-
langt. Wird dagegen eiherreicht, fir das allé’ Simulationen vonV im Zustandyyein
oder g, enden, so verwirftV/. Nun ist leicht zu sehen, dagg)/) = L(N) und der
Platzverbrauch voiM durch

space(x) < timen(x) + spacey(z) < (k+ 1)(timen(z) + 1)

beschrankt ist.

i1) SeiL € NSPACE(s(n)) und seiN = (Q, X, T, 0, ¢o) eine Offline2-NTM , die L

in Platzs(n) entscheidet. Fixieren wir die Eingalbaund begrenzen wir den Platzver-
brauch vonV durchs, so kannV

¢ die Kdpfe des Eingabe- bzw. Arbeitsbandes auf hochsters (wobein = |z|)
bzw. s verschiedenen Bandfeldern positionieren,
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e das Arbeitsband mit hochstejns||* verschiedenen Beschriftungen versehen und
e hochsteng (|| verschiedene Zustande annehmen.
D.h. ausgehend von der Startkonfiguratiépkann N in Platzs hochstens

(n+2)s|T°[|QI| < e**losn
verschiedene Konfigurationen erreichen, wabeine von/N abhangige Konstante ist.
Um N zu simulieren, testet/ fur s = 1,2, ..., 0b N(z) in Platz< s eine akzeptieren-
de Endkonfiguration erreichen kann. Ist dies der Fall, akedp\/. Erreicht dagegen

s einen Wert, so das¥ (x) keine Konfiguration der GroReerreichen kann, verwirft
M. Hierzu mussV/ fur s = 1,2,..., s(n) jeweils zwei Instanzen des Erreichbarkeits-

problems RACH in einem gerichteten Graphen mit™'°¢™ Knoten lésen, was in Zeit
25(n) (W) +logm)0(1) — 20(s(m)+logm) miglich ist. n

Korollar 3.5 s(n) > logn = NSPACE(s(n)) € DTIME(20¢M)),
Es gilt somit fur jede monotone Funktiaiin) > logn,
DSPACE(s) € NSPACE(s) C DTIME(2°®))
und fur jede monotone Funktiaiin) > n + 2,
DTIME(t) C NTIME(t) € DSPACE(t).
Insbesondere erhalten wir somit die Inklusionskette
L C NL C P C NP C PSPACE C NPSPACE C EXP C NEXP C EXPSPACE C ...
Des weiteren impliziert Satz 3.2 die beiden Inklusionen
NTIME(t) € DTIME(2°?)) undNSPACE(s) C DSPACE(2°®)),

wovon sich letztere noch erheblich verbessern lasst, widnwinachsten Abschnitt
sehen werden.

3.3 Der Satz von Savitch

Praktisch relevante Komplexitatsklassen werden durct dad Platzschranketin)
unds(n) definiert, die sich mit relativ geringem Aufwand berechresskn.

Definition 3.6 Eine monotone Funktiofi : N — N heil3techte(engl. propey Kom-
plexitatsfunktion, falls es einen Transducéd gibt mit

o M(z)= szl
o spacey(x) = O(f(|])) und
o timey(x) = O(f(|2]) + [x]).
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Beispiele fiir echte Komplexitatsfunktionen sid log ], [log" n], [n-logn], n*+k,
27, n!- |y/n] (siehe Ubungen).

Satz 3.7 (Satz von Savitch, 1970)
Fir jede echte Komplexitatsfunktiofr) > log n gilt

NSPACE(s) € DSPACE(s?)

Beweis Sei L € NSPACE(s) und seiN eine Offline2-NTM , die L in Platz s(n)
entscheidet. Wie im Beweis von Satz 3.4 gezeigt, kdhiei einer Eingabe: der
Langen hochstens*™ verschiedene Konfigurationen einnehmen. Daher muss im Falll
r € L eine akzeptierende Rechnung der Large’™ existieren. Zudem kénnen wir
annehmen, das¥ (z) kéchstens eine akzeptierende Endkonfigurafignerreichen
kann.

Sei Ky, ..., K = eine Aufzahlung aller Konfigurationen vax die Plat; hochstens
s(n) bendtigen. Dann ist leicht zu sehen, dass fur zwei Konfigamah i, K und eine
Zahli folgende Aquivalenz gilt:

~

K- Ke&iK, K - KANK -2 K.
N N N
Nun konnen wirN durch folgende Offline3-DTM M simulieren.

Initialisierung: Bei Eingaber schreibt) das Tripel(K,, K, [s(|n|)log ¢]) auf das
2. Band, wobei fuir das Eingabeband nur die Kopfpositiomtrjedoch die Be-
schriftung notiert wird (alsd<, = (qo, 1,¢,>) und K, = (Ga, 2,>,U...L1)).
Wahrend der Simulation wird auf dem 2. Band ein Kelltagh von Tripeln der
Form (K, K,4) implementiert, die jeweils fiir die Frage stehen,[éb;fy K
gilt. Zur Beantwortung dieser Frage arbeifgtden Stack wie folgt ab, wobei

das 3. Band zum Kopieren von Tripeln auf dem 2. Band und zuedwgrung
von K, ausK; benutzt wird.

Simulation: Sei (K, K i) das am weitesten rechts auf dem 2. Band stehende Tripel.
Fallsi = 0 ist, testetM, ob K 731 K gilt und gibt die Antwort zurick.
Andernfalls ¢ > 0) fugt M fur wachsendeg= 1,2, ... das Tripel( K, K;,i—1)
hinzu und berechnet (rekursiv) die Antwort fur dieses Tiripst diese negativ,
so wird das Tripel(KX, K;,i — 1) durch das néachste TripéK, K, ,i — 1)
ersetzt (fallsj < ¢*™ ist, andernfalls erfahrt das Tripek, K,i) eine negative
Antwort) . Ist die Antwort auf das Trip€lK, K;, i — 1) dagegen positiv, So wird
es durch das Tripglx;, K ,i—1) ersetzt und die zugehérige Antwort berechnet.
Ist diese negativ, so l6scht das Tripel( K, K, — 1) und fahrt mit dem Tripel
(K, K41, — 1) fort. Erfahrt dagegeik;, K,i — 1) eine positive Antwort, so
l6scht)M dieses Tripel und beantwortgk, ', i) positiv.

Akzeptanzverhalten:\/ akzeptiert, falls das Tripel,, K,, [s(|n|)logc]) positiv
beantwortet wird.
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Da sich auf dem 2. Band zu jedem Zeitpunkt hdchsteiis:|) log ¢] Tripel befinden
und jedes TripeD(s(|z|)) Platz bendtigt, besucht/ nur O(s?*(|z|)) Felder. ]

Korollar 3.8

i) NL C L2,

ii) NPSPACE = J,., NSPACE(n*) C |-, DSPACE((n*)?) = PSPACE,
iii) CSL = NSPACE(n) C DSPACE(n?) N E.

Eine weitere Folgerung aus dem Satz von Savitch ist, dasKaaplementL einer
Sprachel € NSPACE(s) in DSPACE(s?) und somit auch iNSPACE(s?) liegt. Wir
werden gleich sehen, dassogar inNSPACE(s) liegt, d.h. die nichtdeterministischen
PlatzklassetNSPACE(s) sind unter Komplementbildung abgeschlossen.

3.4 Der Satz von Immerman und Szelepcseényi

Definition 3.9

a) Fur eine Sprachd. € ¥* bezeichnd. = ¥* — L dasKomplementvon L.

b) Fur eine Sprachklassé bezeichneo-C = {L|L € C} die zuC komplementéare
Sprachklasse

Beispiel 3.10

1) Die zuNP komplementare Klasse ist-NP = {L|L € NP}. Ein Beispiel fur ein
co-NP-Problem ist TAUT:

Gegeben: Eine boolsche Formel' Gbern Variablenz, ..., x,.

Gefragt: Ist F' eine Tautologie, d.h. gilff(d@) = 1 fur alle Belegungeri €
{0,1}"?

Die Frage obNP unter Komplementbildung abgeschlossen ist (d.h.Néb =
co-NP gilt), ist &hnlich wie da$ ~ NP-Problem ungelost.

2) Dagegen wurde die Frage ob die Klagsd. = NSPACE(n) der kontextsensitiven
Sprachen unter Komplementbildung abgeschlossen ist,rir8@ern gel6st (siehe
Satz von Immerman und Szelepcsényi), d.h. el = co-CSL.

3) Andererseits isto-CFL # CFL. Dies folgt aus der Tatsache, dass kontextfreie
Sprachen zwar unter Vereinigung abgeschlossen sind, atbgrumter Schnitt. <

Da sich deterministische Rechnungen leicht komplemeamikrssen (durch einfaches
Vertauschen der Zustangg undgnein), Sind deterministische Komplexitatsklassen un-
ter Komplementbildung abgeschlossen.
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Proposition 3.11
i) co-DSPACE(s(n)) = DSPACE(s(n)),
ii) co-DTIME(t(n)) = DTIME(t(n)).
Damit ergibt sich folgende Inklusionsstruktur:

NTIME(f) U co-NTIME(f)

NTIME(f) co-NTIME(f)
NTIME(f) N co-NTIME( f)

DTIME(f)

Dagegen lassen sich nichtdeterministische Berechnurigehamhne weiteres komple-
mentieren; es sei denn, man fordert gewisse Zusatzeigaftesich

Definition 3.12 EineNTM N heil3tstrongbei Eingaber, falls es entweder akzeptie-
rende oder verwerfende Rechnungen bei Eingagibt (aber nicht beides zugleich).

Satz 3.13 (Satz von Immerman und Szelepcsényi, 1987)
Fir jede echte Komplexitatsfunktiofr) > log n gilt

NSPACE(s) = co-NSPACE(s)).

Beweis Sei L € NSPACE(s) und seilN eine s(n)-platzbeschrénkte Offline-NTM
mit L(N) = L. Wir konstruieren ein€®(s(n))-platzbeschréankte Offline-NTMV’ mit
L(N") = L. Hierzu zeigen wir zuerst, dass die Frage,/otx) eine Konfigurationk
in hochsteng Schritten erreichen kann, durch ei@és(n))-platzbeschrénkte Offline-
NTM N, entscheidbar ist, die bei Kenntnis der Anzahl

r(at=1) = [{K|K, =" K}
aller in hochstens — 1 Schritten erreichbaren Konfigurationen sogar strong &t. S

LO = {(Jf,’f’,t,K”Kx th K}

Behauptung 1Es existiert eineO(s(n))-platzbeschrankte Offline-NTM N, mit
L(Ny) = Ly, die auf allen Eingaben der Forfma, r(z,t — 1), ¢, K) strong ist.

Beweis von Beh. 1Ny(z, r, t, K') benutzt einen mit dem Wert O initialisierten Z&hler
c und rat der Reihe nach flr jede Konfiguratiif, die Platz< s(|z|) benétigt, eine
Rechnung vonV(x) der Lange< ¢ — 1, die in K; endet. Falls dies gelingt, erhtiv,
den Zahlerc um 1 und testet, ob;; Fﬁl K gilt. Falls ja, so héltV, im Zustandgj,.

Nachdemq, alle Konfigurationer; durchlaufen hat, halt, im Zustandgnei,, wenn
c den Wertr hat, andernfalls im Zustang.
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Algorithmus 3.14 Ny(z,r,t, K)
1 ¢c«0
2 for eachKonfigurationk; do
3 rate eine Rechnung der Lange< t — 1 von N (x)
4 if o endet ink; then
5 c—c+1
6 if K; VSI K then halte im Zustandg, end
7 end
8 end

9 if ¢ = r then halte im Zustandyg,ei, elsehalte im Zustand;, end

Da N, genau dann eine akzeptierende Rechnung hat, wenn eine ¥i@tiog /; mit
K, —><t I K, und K; —><1 K existiert, ist klar, das@/, die Sprachd., entscheidet.

Da No zudemO(s(n))- platzbeschrankt ist, bleibt nur noch zu zeigen, d&sdei
Eingaben der Form, = (z,r(z,t—1),t, K) strong ist.N, also genau im Falt, ¢ L,
eine verwerfende Endkonfiguration erreichen kann.

Um bei Eingaber, eine verwerfende Endkonfiguration zu erreichen, mAigs: =
r(z,t — 1) Konfigurationenk; finden, fir die zwark’, 79‘1 K; aber nichtk; VSI
K qilt. Dies bedeutet jedoch, dags von keiner der(z,t — 1) in t — 1 Schritten

erreichbaren Konfigurationen in einem Schritt erreichBaund somitr, tatsachlich
nicht zu L, gehort. Die Umkehrung folgt analog. O

Betrachte nun folgende NTW’, die furt = 1,2, ... die Anzahlr(z,t) der in hochs-
tenst Schritten erreichbaren Konfigurationen in der Variabi&erechnet (diese Tech-
nik wird induktives Zahlen, englnductive countinggenannt) und mit Hilfe dieser

Anzahlen im Fallz ¢ L verifiziert, dass keine der erreichbaren Konfigurationen ak

zeptierend ist.

Algorithmus 3.15 N'(x)
1 t<—0,r«1
2 repeat

3 t—t+1,r «—nr,r<—20

4  for eachKonfigurationK; do

5 simuliereNy(z, r~, t, K;)

6 if Ny akzeptierthen

7

8

9

r—r—+1
if K, ist akzeptierende Endkonfiguratiimen halte im Zustandg,ein end
else
10 if Ny haltim Zustandy, then halte im Zustand, end
11 end
12 end

13 until (r =7r7)
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14 halte im Zustang,

Behauptung 2Im ¢-ten Durchlauf der repeat-Schleife (Zeile 3) wird auf den Wert
r(x,t — 1) gesetzt. Folglich wirdV, von N’ in Zeile 8 nur mit Eingaben der Form
(x,r(xz,t —1),t, K;) aufgerufen.

Beweis von Beh. 2Wir beweisen Beh. 2 durch Induktion Uker

t = 1: Im ersten Durchlauf der repeat-Schleife erhéliden Wertl = r(z, 0).

t ~t+1: Dar~ vor demt¢ + 1-ten Durchlauf der for-Schleife auf den Wert von
r gesetzt wird, mussen wir zeigen, dassn ¢-ten Durchlauf der for-Schleife
auf r(z,t) hochgezahlt wird. Nach Induktionsvoraussetzung wigdim ¢-ten
Durchlauf der for-Schleife nur mit Eingaben der Formr(x,t —1),t, K;) auf-
gerufen. DaV, wegen Beh. 1 auf all diesen Eingaben strong ist und keinedies
Simulationen im Zustang, endet (andernfalls wird&” sofort stoppen), wer-
den alle in< ¢ Schritten erreichbaren Konfigurationé&i als solche erkannt und
somit wirdr tatsachlich auf den Wert(x, t) hochgezahlt. 0

Behauptung 3Beim Verlassen der repeat-Schleife gik= r— = ||[{ K| K, 7* K}

Beweis von Beh. 3Wir wissen bereits, dass imten Durchlauf der repeat-Schleife
den Wertr(x,t) undr~ den Wertr(z,t — 1) erhalt. Wird daher die repeat-Schleife
nacht, Durchlaufen verlassen, so gilt=r~ = r(z,t.) = r(z,t. — 1).
Angenommenr(z,t.) < ||[{K|K, 7* K1}||. Dann gibt es eine Konfiguratio',
die fUr eint’ > ¢, in t’ Schritten, aber nicht im. Schritten erreichbar ist. Betrachte
eine Rechnundy, = K, - K, Fra Ky = K minimaler Lange, die ink
endet. Dann gilt<, 7% K, aber nichtk, ?Ste‘l K;, und daher folgt(x, t.) >
r(x,t. — 1). Widerspruch! O
Da N’ Platz O(s(n)) bendétigt, bleibt nur noch die Gleichheit(N’') = L zu zei-
gen. Wegen Behauptung 3 akzeptidit eine Eingabe x nur dann, wenn im letzten
Durchlauf der repeat-Schleife alle erreichbaren Konfijanen /K als solche erkannt

werden und darunter keine akzeptierende EndkonfiguragtoBies impliziertr ¢ L.
Die Umkehrung folgt analog. n

Korollar 3.16

1. NL = co-NL,
2. CSL = NLINSPACE = co-CSL.

Damit ergibt sich folgende Inklusionsstruktur fur die wigsten bisher betrachteten
Komplexitatsklassen:
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EXP

PSPACE = NPSPACE

NLINSPACE = CSL = co-CSL

LINSPACE = DCSL

L2

NL = co-NL

°L

Eine zentrale Fragestellung der Komplexitatstheorievigtiche dieser Inklusionen
echt sind. Dieser Frage gehen wir im nachsten Kapitel nach.



4 Hierarchiesatze

4.1 Diagonalisierung und die Unentscheidbarkeit des
Halteproblems

Wir benutzen folgende Kodierung (Godelisierung) \eDTMs M = (Q, %, T, 6, o).
O.B.d.A.sei@ = {q,q1,---,qgn} undl’ = {ay, ..., q}. Dann kodieren wir Zusténde
und Zeicheny wie folgt durch Binarzahler(«) der Langeb = [log,(||Q| + ||IT|| +
6)] = [logy(m +1+7)]:

| Zustand bzw. Zeichea | Binarkodierung:(«) |
g, =0,...,m bin,(7)
CLj,jZl,...,l binb(m+j)

Qh; Gia, Gneins L, R, N | bing(m + 1+ 1),...,biny(m + [ + 6)

M wird nun durch eine Folge von Binarzahlen, die duftlgetrennt sind, kodiert:

C(Qo)#c(al)#C(po,l)#c(bo,l)#C(Dm)#
C(Qo)#C(a2)#c(p0,2)#c(bo,2)#C(Dw)#

c(qm)#c(a) #c(pm#c(bm,p) #c( D) #

wobei
6(gi, az) = (i, big, Dij)

furi=1,...,mundj = 1,...,[ist. Diese Kodierung lasst sich auch &aubTM’s
und k-NTM’s erweitern. Die Kodierung einer TM/ bezeichnen wir mit 7). Ein
Paar()M, z) bestehend aus einer TM und einer Eingabe € ¥* kodieren wir durch
das Wort(M, z) = (M)#c(x), wobeic(z) die Binarkodierung:(z,) - - - ¢(x,,) der
Eingaber = z; - - - x,, Uber dem Eingabealphabetvon M ist.

Definition 4.1 DasHalteproblemist
H = {{(M,x)|M(x) halt}.
Satz 4.2 H ist rekursiv aufzahlbar, aber nicht entscheidbar.

Beweis Es istklar, das#{ rekursiv aufzahlbar ist, da es eine (universelle) UMibt,
die bei Eingabé)/, =) die Berechnung von/(z) simuliert und genau dann akzeptiert,
wenn)M (x) halt.

Unter der Annahme, dag$ entscheidbar ist, ist auch die Sprache

D = {(M)|M({M)) verw.} ()
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entscheidbar. Dann kénnen wir aber eine Turingmaschipéonstruieren, die eine
Eingabe(M) genau dann akzeptiert, wedi({M)) verwirft,
L(My) =D (xx)

M, verhélt sich also komplementar zur Diagonalen der Matmxed Eintrag in Zeile
M und Spaltg M) das Resultat voV/ ((M)) angibt.

(My) (M) (Ms) (My)

M, | ja T nein nein ---
My | nein T nein 1

M; | ja T nein T

My| 1 nein 7 ja

[M;[nein nein  ja nein -]

Folglich kann es in der Matrix keine Zeile fur die Spradtie\/;) = D geben:

—

*) ()

(Mg) € D = My((My))=nein = (My) ¢ D 4
(M) ¢ D & My £nein B (M) eD 4

Satz 4.3 Fur jede rekursive Funktiorf : N — N existiert eine rekursive Sprache
Dy ¢ DTIME(f(n)).

Beweis Wir definieren
D={(M) | M({M))verwirft nach< f(|(M)|) Schritter} ()

Offensichtlich istD; entscheidbar. Unter der Annahme, dagse DTIME(f(n)) ist,
existiert einef (n)-zeitbeschrankte DTM/,, die D, entscheidet, d.h.

L(My) =D (%)
Dies fuhrt jedoch auf einen Widerspruch:
My e Dy B My((My))verw. Z (M) ¢ Dy 4

(M) ¢ Dy "2 My((My) akz. Z (My) € Dy 4

[
Eine interessante Frage ist nun, wieviel Zeit eine DTM bigidm die Spraché); zu

entscheiden. Im nachsten Abschnitt werden wir sehen,dass. sehr hohe Komple-
xitat haben kann.
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4.2 Das Gap Theorem

Satz 4.4 (Gap Theorem)
Es gibt eine rekursive Funktiofi: N — N mit

DTIME(2/™) = DTIME(f(n)).
Beweis Wir definierenf(n) > n + 2 so, dass fur jede DTM/ gilt:
Vo € ¥* : timey (z) < 270D = fur fast allex € X% : timey (x) < f(|z]).
Betrachte hierzu das Pradikat
P(k,t):t > k+2undfuri = 1,..., kundVz € XF : timey, (z) ¢ [t + 1,27

Da fir jedesn allet > max{timey;(z) < oo|l < i < n,z € X'} das Pradikat
P(n,t) erfullen, kdnnen wir nurf(n) wie folgt induktiv definieren:

2, n =0,
fn) = {min{t > f(n—1)|P(n,t)}, n>0.

Da P entscheidbar ist, isff rekursiv. Um zu zeigen, dass jede Sprache e
DTIME(2/™) bereits inDTIME(f(n)) enthalten ist, sel,, eine beliebige2/™-
zeitbeschrankte DTM miL (M) = L. Dann mussV/, alle Eingabernz € X7 mit
|z| > kin Zeit timey, () < f(n) (n = |z|) entscheiden, da andernfalin, f(n))
verletzt ware. Folglich ist. € DTIME(f(n)), da die endlich vielen Eingabenmit
|z| < k durch table-lookup in Zeitz| + 2 entscheidbar sind. |

4.3 Zeit- und Platzhierarchiesatze

Wie der folgende Satz zeigt, i€, fur jede echte Komplexitatsfunktiofi mit einem
relativ geringen Mehraufwand entscheidbar. Da die Re@ssmurcen bei praktisch
relevanten Komplexitatsklassen durch eine echte Komgglesfunktionf beschréankt
sind, lassen sich daher mit Hilfe van; die wichtigsten deterministischen Zeitkom-
plexitatsklassen trennen.

Satz 4.5 Falls f(n) > n eine echte Komplexitatsfunktion ist, dann gilt
D; € DTIME(nf?(n)) — DTIME(f(n)).
Beweis Betrachte folgend¢-DTM M':

Initialisierung: M’ Uberprift bei Eingabe zuerst, obr die Kodierung(M) einer
k-DTM M = (Q,%,T,0,qo) ist. Falls ja, erzeugf/’ die Startkonfiguration
K, von M bei Eingaber = (M), wobei sie die Inhalte voi Ubereinander
liegenden Feldern der Bander von auf inrem 2. Band in je einem Block von
kb, b = [log,(]|Q]|+|IT'||+6)], Feldern speichert und den aktuellen Zustand von
M und die gerade gelesenen Zeichen auf ihrem 3. Band notierflidbenotigt
M’ Zeit O(kb - |z]) = O(|z|*). AbschlieBend erzeugt/” auf dem 4. Band den
String1/02) in Zeit O(f(|x])).
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Simulation: M’ simuliert jeden Rechenschritt van' wie folgt: Zunachst inspiziert
M’ die auf dem 1. Band gespeicherte Kodierung ¥épum die durch den Inhalt
des 3. Bandes bestimmte Aktion vénh zu ermitteln. Diese fiihrt sie sodann auf
dem 2. Band aus und aktualisert dabei auf dem 3. Band denrtustad die
gelesenen Zeichen vak/. Schlielich verminderfi/’ noch auf dem 4. Band
die Anzahl der Einsen um 1. Insgesamt bendfifft fir die Simulation eines
Rechenschrittes voh Zeit O(k - f(|M])) = O(|M| - f(|M]))).

Akzeptanzverhalten:M’ bricht die Simulation ab, sobalt/ stoppt oder der Zahler
auf Band 4 den Wert 0 erreicht/’ halt genau dann im Zustangl,, wenn die
Simulation vonM im Zustandy,.;, endet.

Nun ist leicht zu sehen, dadg’ O(n - f(n)?)-zeitbeschrankt ist und die Sprache
entscheidet. ]

Korollar 4.6 (Zeithierarchiesatz)
Falls f(n) > n eine echte Komplexitatsfunktion ist, gilt

DTIME(n - f(n)?) — DTIME(f(n)) # 0

Korollar 4.7
P C E C EXP

Beweis

P = JDTIME(n® + ¢) C DTIME(2")
c>0
C DTIME(n2*") C E = | DTIME(2™") € DTIME(2")
c>0
C DTIME(n2*") C | J DTIME(2™**) = EXP

c>0

Aus dem Beweis von Satz 4.5 kdnnen wir weiterhin die Exisi&iner universellen
TM folgern.

Korollar 4.8 Es gibt eine universelle-DTM U, die bei Eingabé M/, =) eine Simula-
tion von M bei Eingaber durchfiihrt und dasselbe Ergebnis liefert:

U((M,x)) = M(x)

Hierbei kbnnen wir annehmen, daSsverwirft, falls die Eingabe keine zulassige Ko-
dierung eines PaareQ\/, z) mitx € ¥* darstellt.

Bemerkung 4.9 Mit Hilfe einer aufwendigeren Simulationstechnik véarDTMs
durch eine2-DTM in ZeitO(f(n) - log f(n)) lasst sich folgende schéarfere Form des
Zeithierarchiesatzes beweisen:
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Seif eine echte Komplexitatsfunktion und gelte

. .g(n)-logg(n)

hm 1nf —_— Y = 0
n—00 f(n)

Dann ist

DTIME(f (n))\DTIME(g(n)) # 0.

Fur g(n) = n? erhalten wir beispielsweise die echten Inklusio®¥RIME(g(n)) <
DTIME(f(n)) fur die Funktionenf(n) = n?, n?log® n undn?log nloglogn. In den
Ubungen zeigen wir, dass die Inklusion

DTIME(n*) € DTIME(n* log® n)

tatsachlich fur allé: > 1 unda > 0 echt ist. Fur Platzklassen erhalten wir sogar eine
noch feinere Hierarchie (siehe Ubungen).

Satz 4.10 (Platzhierarchiesatz)Sei f eine echte Komplexitatsfunktion und gelte

L oeg(n)

Dann ist
DSPACE(f(n))\DSPACE(g(n)) # 0.

Damit lasst sich fur Zeitschrankej(n) < f(n) die Frage, ob die Inklusion von
DSPACE(g(n)) in DSPACE( f(n)) echtist, eindeutig beantworten: Sie ist genau dann
echt, wenrliminf, .., g(n)/f(n) = 0 ist, da andernfallg(n) = O(g(n)) ist und so-
mit beide Klassen gleich sind.

Korollar 4.11
L C L2 C LINSPACE C NLINSPACE € PSPACE C ESPACE C EXPSPACE.

Durch Kombination der Beweistechnik von Satz 4.10 mit dexhfigk von Immerman
und Szelepcsényi erhalten wir auch fiir nichtdetermirdbtisPlatzklassen eine sehr
fein abgestufte Hierarchie.

Satz 4.12 (nichtdeterministischer Platzhierarchiesatz)Sei f eine echte Komplexi-
tatsfunktion und gelte
lim inf ﬂ = 0.
n—oo f(n)
Dann ist
NSPACE(f(n))\NSPACE(g(n)) # 0.

Ob sich auch der Zeithierarchiesatz auf nichtdetermsubkg Klassen Ubertragen lasst,
ist dagegen nicht bekannt. Hier lasst sich jedoch folgeSdér beweisen.

Satz 4.13 (nichtdeterministischer Zeithierarchiesatz) Sei f eine echte Komplexi-
tatsfunktion und gelte
g9(n+1) = o(f(n)).
Dann ist
NTIME(g(n)) € NTIME(f(n)).



5 Reduktionen

5.1 Logspace-Reduktionen

Oft kdnnen wir die Komplexitat zweier Problemeund B dadurch miteinander ver-
gleichen, dass wir das Losen der Frage A auf eine Frage der Formne B zurtick-
fuhren. Erfordert die Berechnung vgmur einen relativ geringen Rechenaufwand, so
lasst sich jeder Algorithmus fiB in einen Algorithmus firdA umwandeln, der nur
unwesentlich mehr Rechenressourcen bendtigt.

Definition 5.1 Seiend und B Sprachen Gber einem Alphah&tA ist auf B logspace-
reduzierbar(in Zeichen:A <!°9 B oder einfachA < B), falls eine Funktionf € FL
existiert, so dass fur alle € X gilt,

re A& f(x) € B.
Lemma5.2 FL C FP.
Beweis Seif € FL. Dann ist die Sprache
Ly = {(z,4,b) | dasi-te Zeichen vory (x) istb}

in L und weger. C P auch in Polynomialzeit entscheidbar. Da auf logarithmesch
Platz nur Rechnungen polynomieller LaAnge ausgefuhrt wekdenen, gilt zudem

|f ()] = |20,
Folglich ist f in FP berechenbar. u
Beispiel 5.3 Es ist nicht schwer, das Hamiltonkreisproblem

Hamiltonkreisproblem (H Am):

Gegeben: Ein GraphG = (V, E).
Gefragt: HatG einen Hamiltonkreis?

auf das Erfullbarkeitsproblema$ fiir boolesche Formeln

Erflllbarkeitsproblem fur boolesche Formeln (SAT):

Gegeben: Eine boolesche Formél tbern Variablen.
Gefragt: Ist F erfullbar?
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zu reduzieren. Hierzu benétigen wir eine Funktibre FL, die einen Graphety =
(V, E) so in eine Formef (G) = Fy transformiert, das$ genau dann erflllbar ist,
wennG hamiltonsch ist. Wir konstruieref; tber den Variablem, 1, ..., z, ,, wobei
x; ; fur die Aussage steht, dass Knoter V' = {1,...,n} in der Rundreise aiter
Stelle besucht wird. Betrachte nun folgende Klauseln.

a) An deri-ten Stelle wird mindestens ein Knoten besucht:

l’i71\/l'i72\/...\/l'i7n, 1= 1,...,71.
b) An deri-ten Stelle wird hochstens ein Knoten besucht:

2 Vg, it =1,...,n, 1 <j<k<n.

c) Jeder Knoten wird mindestens einmal besucht:

l’l,j\/...\/l’n’j, jzl,,’n

d) Fur(z,5) ¢ E wird Knotenj nicht unmittelbar nach Knotenbesucht:
X1, Vo, o1 V T, T V X, (4,7) € B

Die Klauseln ina) undb) stellen sicher, dass die Relation= {(7, j) | z;; = 1} eine
Funktionr : {1,...,n} — {1,...,n} ist. Bedingung:) besagt, dass surjektiv (und
damit auch bijektiv) ist, und) sorgt dafur, dass der duretbeschriebene Kreis entlang
der Kanten vorg7 verlauft. Bilden wir dahe¥(z; 1, . . ., z,,,) als Konjunktion dieser
n+n(}) +n+n((}) — |E|]) Klauseln, so ist leicht zu sehen, dass

e (7 genau dann einen Hamiltonkreis besitzt, wétnerfullbar ist, und
¢ die Reduktionsfunktiorf : G — F in FL berechenbar ist. N

Ein zentraler Begriff in der Komplexitatstheorie ist dieldtandigkeit einer Sprache
fur eine Komplexitatsklasse.

Definition 5.4

a) SeiC eine Sprachklasse. Eine Sprachéeil3tC-hart (bzgl. <), falls fir alle Spra-
chenA € Cgilt, A < L.

b) EineC-harte Sprache, die zur Klasgegehort, hei3C-vollstandig

c) C heil3tabgeschlossennter <, falls gilt,
BeC,A<B= AeC(.
Lemma 5.5

1. Die <!*s-Reduzierbarkeit ist reflexiv und transitiv.
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2. Die Klasserl,, NL, NP, co-NP, PSPACE, EXP und EXPSPACE sind unter<
abgeschlossen.

3. SeilL vollstandig fir eine Klassé, die unter< abgeschlossen ist. Dann gilt
C={A|A<L}.
Beweis Siehe Ubungen. |

Definition 5.6 Ein boolescher Schaltkreisc mit n Eingédngen ist eine Folge
(g1,---,9m) vonGattern g, € {0,1,21,...,2,, (7, 7), (A 7, k), (V,7,k)} mit 1 <
j, k < I. Der am Gatterg, berechnete Wert bei Eingalae= «; - - - a,, ist induktiv wie
folgt definiert.

| g [ gi(a) |
0 0
1 1
x; a;

(—J)  [1—g(a)

(A4, k) | gi(a)gi(a)

(V. 4, k) | gj(a) + gr(a) — g;(a)gi(a)
¢ berechnet die boolesche Funktiofu) = g,,(a). ¢ heiBterfullbar, wenn es eine
Eingabea € {0,1}" mitc(a) = 1 gibt.

Bemerkung: Die Anzahl der Eingange eines Gattgr&/ird als Fanin von g bezeich-
net, die Anzahl der Ausgange (also die Anzahl der Gattery dis Eingabe benutzen)
als Fanout. Boolesche Formeln entsprechen also den booleschen ISelsdh mit
(maximalem) Fanout 1 und umgekehrt.

Ahnlich wie bei booleschen Formeln sind auch fiir Schaldeelie beiden folgenden
Entscheidungsprobleme von Interesse.

Auswertungsproblem fiir boolesche Schaltkreise (RVAL):

Gegeben: Ein boolescher Schaltkreiamit n Eingdngen und eine Einga-
bea € {0, 1}".

Gefragt: Ist der Wert vorr(a) gleich1?

Erflllbarkeitsproblem fur boolesche Schaltkreise (OR SAT):

Gegeben: Ein boolescher Schaltkreismit n Eingangen.
Gefragt: Istc erfullbar?

Im folgenden Beispiel fuhren wir die Loésung des Erreichleégproblems in gerichte-
ten Graphen auf die Auswertung von booleschen Schaltkreiseick.
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Beispiel 5.7 Fir die Reduktion RACH < CIRVAL bendtigen wir eine Funktioli €
FL mit der Eigenschaft, dass fur alle Graph&milt,

G € REACH & f(G) € CIRVAL.
Der Schaltkreisf (G) besteht aus den Gattern
i,k Undhi’j7k/,1 < ’i,j, ]{7/ < n; 0 < k < n,

wobei die Gattey; ,, fiir 1 <4, j <n die booleschen Konstanten

1, i=joder(i,j) € E,
Gi,5,0 =
0, sonst

sind und furk = 1,2, ..., n gilt,

hijk = Gikk—1/N Gk jk—1s
Gijk = Gijk—1V hijk

Dann folgt

gk =1 < esexistiert inG ein Pfad voni nachj, der nur
Zwischenknoter < % durchlauft,

hijr=1 < esexistiertinG ein Pfad voni nachj, der den
Knotenk, aber keinen Knoteh> £ durchlauft.

Wahlen wir alsag; ,, ,, als Ausgabegatter, so liefert der aus diesen Gattern aafigeb
Schaltkreis: genau dann den Wett wenn es irG einen Weg von Knoteh zu Knoten
n gibt. Es ist auch leicht zu sehen, dass die Reduktionsfomktin FL. berechenbar
ist. N

Der in Beispiel 5.7 konstruierte Schaltkreis hat Tiéfe In den Ubungen werden
wir sehen, dass sichBACH auch auf die Auswertung eines Schaltkreises der Tie-
fe O(log®n) reduzieren lasst. Als néchstes leiten wir Vollstandigkeitultate fiir
CIRVAL und QRSAT her.

5.2 P-vollstdndige Probleme und polynomielle Schalt-
kreiskomplexitat

Satz 5.8 CIRVAL ist P-vollstandig.

Beweis Esist leicht zu sehen, dassRVAL € P ist. Um zu zeigen, dassIRQVAL hart
fur P ist, missen wir fur jede Spracliec P eine Funktionf € F'L finden, dieL auf
CIRVAL reduziert, d.h. es muss fir alle Eingabedie Aquivalenzr € L < f(z) €
CIRVAL gelten.
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Zu L € P existiert einel-DTM M = (Q, %, 1,6, qo), die L in Zeit n¢ entscheidet.
Wir beschreiben die Rechnung vad(z), |z| = n, durch eine Tabelld” = (T;,),
(i,7) € {1,...,n} x {1,...,n°+ 2}, mit

T - (¢i,ai;), nachi Schritten liestV/ dasj-te Zeichen auf dem Band,
T Nay, sonst

wobeig; der Zustand vo/ (x) nachi Rechenschritten ist ungd ; das nachi Schritten
an Positiony befindliche Zeichen auf dem Arbeitsband i5t= (7; ;) kodiert also in
ihren Zeilen die von\/(x) der Reihe nach angenommenen Konfigurationen. Dabei

e Uberspringen wir jedoch alle Konfigurationen, bei deneh dier Kopf auf dem
ersten Bandfeld befindet (zur Erinnerung: In diesem Faltlwlier Kopf sofort
wieder nach rechts bewegt) und

e behalten die in einem Schritt< n¢ erreichte Endkonfiguration bis zum Zeit-
punkt: = n° bei.

Da M in n® Schritten nicht das‘ + 2-te Bandfeld erreichen kann, i$t; = > und
Tinero = Ufuri=1,...,n° AuBerdem nehmen wir an, dass bei jeder Eingabe
auf dem zweiten Bandfeld auf einem Blank halt, d.h. es gilt

T € L = Tnc72 - (qja7 |_|).

DaT nicht mehr alg|T'|| + ||Q x || verschiedene Tabelleneintrége besitzt, kdnnen wir
jeden Eintradl; ; durch eine Bitfolg€; ; 1 - - - t; ;., der Langen = [log, ||T'|| + ||Q x

['||] kodieren.

Da sich der Eintrad; ; im Falli € {2,...,n°} undj € {2,...,n°+1} eine Funktion
Tij = 9(Tic1j1, Ti1j, i1 j41) der drei Eintrag€li , ; 1, Ti1; und Ty 54, ist,
existieren furk = 1, ..., m Schaltkreise;, mit

tije = Ce(ticij—11 tictj—tm tic1,51 - tict joms tic1,j41,1 L1, j41,m)-
Die Reduktionsfunktiory liefert nun bei Eingabe folgenden Schaltkreis,.

e Fir jeden dem® + 2 4+ 2(n° — 1) = 3n° Randeintrag€l; ; mit ; = 1 oder
J € {1,n° + 2} enthéltc, m konstante Gattet; ;, = t; ;. k = 1,...,m, die
diese Eintrage kodieren.

e Fir jeden der(n® — 1)n° Ubrigen Eintrag€l; ; enthaltc, fur k = 1,...,m je
eine Kopiec; ; ;. von ¢, deren3m Eingange mit den Ausgangen der Schaltkrei-
S€ Ci—1,j-1,1" " Ci—1,j—1,m Ci—1,j,1 * " * Ci—1jm> Ci—1j+1,1" " Ci—1j+1,m VErdrahtet
sind.

e Als Ausgabegatter von, fungiert das Gattet,,. , ;, wobei wir annehmen, daf3
das erste Bit der Kodierung va@n;,, L) eine Eins und vofignein, L!) €ine Null ist.
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Nun lasst sich induktiv Gber = 1,...,n° zeigen, dass die von den Schaltkreisen

¢k J =1,...,n%k=1,...,m berechneten Werte die Tabelleneintrdge, j =
1,...,n¢ kodieren. Wegen

€L Thes = (ga,U) ©c, =1

folgt somit die Korrektheit der Reduktion. AuRerdem istlhdi zu sehen, dass in
logarithmischem Platz berechenbar ist, da®@iiog n)-platzbeschréankter Transducer
existiert, der bei Eingabe

e zuerst die3n® konstanten Gatter vot), ausgibt und danach

e die m(n® — 1)n° Kopien der Schaltkreisey, ..., ¢, erzeugt und diese Kopien
richtig verdrahtet. u

Eine leichte Modifikation des Beweises von Satz 5.8 liefed iolgendes Resultat.

Korollar5.9 SeilL C {0, 1}* eine beliebige Sprache ih. Dann existiert eine Funk-
tion f € FL, die bei Eingabd™ einen Schaltkreig,, mit n Eingangen berechnet, so
daf fiir allez € {0,1}" gilt:

rel & c¢(x)=1

Da ¢, bei Eingabel™ in logarithmischen Platz berechenbar ist, hatnur polyno-
mielle GrélRe, d.h. polynomiell viele Gatter. Im Gegensatmainiformen Modell

der Turingmaschine, die alle Instanzen eines gegebenéditelRte entscheidet, stellen
Schaltkreise eimichtuniformes Berechnungsmodell dar, da fiir jede Eingabegrof3e
n ein anderer Schaltkreis zum Einsatz kommt. Um eine undmelli®prache zu ent-
scheiden wird also eine ganze Familie von SchaltkreisebtiggnProbleme, fir die
Schaltkreisfamilien polynomieller Gré3e existieren, e zur Klassé’SK zusam-
mengefasst.

Definition 5.10 Eine Sprachd. C {0, 1}* hat polynomielle Schaltkreiskomplexitét
(kurz: L € PSK), falls es eine Folge von booleschen Schaltkreisgm > 0, mitn
Eingangen unc°(!) Gattern gibt, so daR fur alle € {0, 1}* gilt:

r € L& cplx) =1

Falls das Eingabealphabet aus mehr als zwei Zeichen besteht, kdnnen wir jedes
Zeichem € X durch einen Binarstring bifw) der Langem = log, || || kodieren. Eine
Sprachel. C ¥* hatpolynomielle Schaltkreiskomplexitatvenn ihre Binarkodierung
bin(L) = {bin(x,) - - -bin(z,,) | 1 -- -z, € L} € PSKIist.

Korollar 5.11 (Savage 1972)P C PSK.

Ob auch alleNP-Sprachen polynomielle Schaltkreiskomplexitat habeneis be-
ruhmtes offenes Problem. Gelingt es namlich, fur BiP+Problem superpolynomi-
elle untere Schranken fir die Schaltkreisgréf3e zu zeigefplgt mit dem Resultat
von Savage® # NP. Wir werden spater sehen, dass auch die AnnaNineC PSK
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schwerwiegende Konsequenzen hat. SelbstEiP ist die Inklusion inPSK offen.
Dagegen zeigt ein einfaches Diagonalisierungsargumass thEXPSPACE Spra-
chen mit superpolynomieller Schaltkreiskomplexitat e&ren.

Zudem ist nicht schwer zu sehen, dass die Inklugto@ PSK echt ist. Hierzu be-
trachten wir Sprachen Uber einem einelementigen Alphabet.

Definition 5.12 Eine Sprachd” C {0, 1}* heif3ttally (kurz: T € Tally), falls jedes
Wortz € T die Formz = 1" hat.

Es ist sehr leicht zu sehen, dass alle tally Sprachen poligtlerschaltkreiskomplexi-
tat haben.

Proposition 5.13 Tally C PSK.

Andererseits wissen wir aus der Berechenbarkeitsthedaigs es tally Spracheh
gibt, die nicht einmal rekursiv aufzahlbar sind (etwa wéhmlas Komplement des
Halteproblems unar kodiert). Folglich sind #bK beliebig schwierige Sprachen (im
Sinne der Berechenbarkeit) enthalten.

Korollar5.14 PSK ¢ RE.

5.3 NP-vollstandige Probleme

Wir wenden uns nun deXP-\ollstandigkeit von GRSAT zu. Hierbei wird sich fol-
gende Charakterisierung vo¥P als natzlich erweisen.

Definition 5.15

a) Seip ein Polynom. Eine Sprache heil3tp-balanciert falls B nur Strings der Form
x#y mit|y| = p(|x|) enthalt.

b) Die SpracheiB ist definiert durch

dB={r e ¥ |y €{0,1}" : 2#y € B}.

Jeder Stringy mit z#y € B wird auch alsZeuge (engl. witness, certificafefir die
Zugehdrigkeit vonr zur Sprached = 9B bezeichnet.

Satz 5.16 (Zeugen-Charakterisierung von NP)

Eine Sprache! liegt genau dann ilNP, wenn einep-balancierte Spraché& < P fur
ein Polynony existiert mitA = 3B, d.h.

NP = {IB | B € P ist polynomiell balanciet.
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Beweis Zu jederNP-SpracheA C >* existiert eine NTMAM, die A in Zeit p(n)
fur ein Polynomp entscheidet. Dabei konnen wir annehmen, dass jede Kontiigiira
hdchstens zwei Folgekonfigurationen hat, die entsprecdendugehérigen Anwei-
sungen angeordnet sind. Folglich lasst sich jede Rechnang\#(x) durch einen
Binarstringy der Langep(n) eindeutig beschreiben. Das Ergebnis der duydbe-
schriebenen Rechnung vad(z) bezeichnen wir mit\/, (x). Nun ist leicht zu sehen,
dass

B = {e#y | Iyl = p(|z]) und M, (2) = ja}

einep-balancierte Sprache iAmit L = 9B ist.

Gilt umgekehrt4d = 3B fur einep-balancierte Sprach8 € P, dann kann4 in Po-
lynomialzeit durch eine NTMV/ entschieden werden, die bei Eingabeinen String

y € {0, 1}7(2) geeigneter Lange rat und testet, .oy c B ist. Diese Vorgehenswei-
se von nichtdeterministischen Algorithmen wird im Engdtien auch alsguess and
verify” bezeichnet. n

Theorem 5.17 CIRSAT ist NP-vollstandig.

Beweis Es ist leicht zu sehen, dassRSAT € NP ist. Um zu zeigen, dassIRSAT
hart fir NP ist, mussen wir fur jede Spracliec NP eine Funktionf € F'L finden,
die L auf QRSAT reduziert, d.h. es muss fiir alle Eingabedie Aquivalenzr € L <
f(z) € CIRSAT gelten.

Im Beweis von Satz 5.16 haben wir gezeigt, dass fur jgiteSprached C ¥* eine
p-balancierte SprachB € P mit A = 3B existiert,

reAeIye {01} pdy € B,

Seim = [log, || U {#}|]. Da B in P entscheidbar ist, existiert nach Korollar 5.9
eineFL-Funktion f, die fur 1™ einen Schaltkreis,, mit m(n + 1) 4+ p(n) Eingéngen
berechnet, so dass fiir altec ¥*, x = z; - - - z,,, undy € {0, 1}?™ gilt:

x#y € B & c,(bing,(zq) - - - bin, (z,,)bin,, (#)y) = 1.

Betrachte nun die Funktiom, die bei Eingabe: den Schaltkreig, ausgibt, der sich
ausc,, dadurch ergibt, dass die ersteiin+ 1) Input-Gatter durch konstante Gatter mit
den durchbin,, (z4) - - - bin,, (z,,)bin,,(#) vorgegebenen Werten ersetzt werden. Dann
ist auchg in FL berechenbar und es gilt fir alle Eingabenz| = n,

r€A & Fyec{0,1}P™ x4y c B
& Fy e {0,132 : ¢, (bing (x1) - - - bing, (2,)bing, (#)y) = 1
& e{0,1}PMW c (y)=1

& ¢, € CIRSAT.
|

Als nachstes zeigen wir, dass auchtS\NP-vollstandig ist, indem wir GRSAT auf
SAT reduzieren. Tatséachlich kbnnen wirFGSAT sogar auf ein Teilproblem vona$
reduzieren.
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Definition 5.18 Eine Boolesche Formdl Uber den Variablerr, ..., z, ist in kon-
junktiver Normalform (kurz KNF), falls/" eine Konjunktion

rhe
=1

von DisjunktionenC; = \/;‘?;1 l;; von Literalen l;; € {xy,...,2,,%1,...,Z,} iSt.
Hierbei verwenden wit als abkiirzende Schreibweise fig. Gilt k; < k fir i =
1,...,m, so heil3tF" in k-KNF.

Eine DisjunktionC' = \/f:1 l; von Literalen wird auch alKlausel bezeichnet. Klau-
seln werden meist als Menge = {ly,...,l;} der zugehorigen Literale und KNF-
Formeln als Mengé’ = {C}, ..., C,,} ihrer Klauseln dargestellt.

Erfullbarkeitsproblem fur k-KNF Formeln (k-SAT):

Gegeben: Eine Boolesche Formel il-KNF.
Gefragt: Ist F erfullbar?

BEiSpiel 5.19 Die Formel F = (ZL‘l V IZ'Q) A (fl V 1'3) A (IL’Q V Z3 V 1'4) ist in 3-
KNF und lasst sich in Mengennotation duréh= {{z, 5}, {Z1, 23}, {2, T3, 24} }
beschreibenF ist offensichtlich erfillbar, da in jeder Klausel ein paogs Literal
vorkommt. N

Theorem 5.20 3-SAT ist NP-vollstandig.

Beweis Es ist leicht zu sehen, dass 33Se NP ist. Um 3-SAT als hart furNP nach-
zuweisen, reicht es aufgrund der Transitivitat vOCIRSAT auf 3-SAT zu reduzieren.

|dee: Wir transformieren einen Schaltkreis= {g, ..., g,,} mit n Eingadngen in eine
3-KNF-FormelF,. mit n + m Variablenzy, ..., x,,y1, ..., yn, Wobeiy; den Wert des
Gattersy; widergibt. Konkret enthalt. fir jedes Gattep; folgende Klauseln:

Gatterg; | zugeh. Klauseln | Semantik |
0 {o:} yi =0

1 {vi} Y =1

Zj {9i, 25}, {75, yi} Yi < T
(—,7) {96,953 s, vit Yi < Yj

(N3 k) 1 T yi b AT Uk b 05 Uk Ui} | Wi < Y5 A Uk
(Vo g k) [ {85, v} A0k, yid {00 vt |y = 95 V yi

Aul3erdem fiigen wir noch die Klausgl,,, } zu F,. hinzu. Nun ist leicht zu sehen, dass
fur allez € {0,1}" die Aquivalenz

clx)y=1<3ye{0,1}": F.(zx,y) =1

gilt. Dies bedeutet jedoch, dass der Schaltkraiad die3-KNF-Formel F,. erfllbar-
keitsaquivalent sind, d.h.

c € CIRSAT & F,. € 3-SAT.
Zudem ist leicht zu sehen, dass die Reduktien F. in FL berechenbar ist. [ |
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3-SAT ist also nicht in Polynomialzeit entscheidbar, auRer wera NP ist. Am Ende
dieses Abschnitts werden wir sehen, dass dagegear 2e8izient entscheidbar ist.
Zunachst betrachten wir folgende Variante von&-S

Not-All-Equal-SAT (N AESAT):

Gegeben: Eine FormelF in 3-KNF.

Gefragt: Existiert eine Belegung fuF’, unter der in jeder Klausel beide
Wahrheitswerte angenommen werden?

Theorem 5.21 NAESAT € NPC.

Beweis NAESAT € NP ist klar. Wir zeigen @QRSAT < NAESAT durch eine leichte
Modifikation der Reduktio (1, . .., 2,) — F.(x1, ..., Tn, Y1, - - -, Ym) VON ORSAT
auf 3-SaT:

Sei Fl(z1,...,Zn, Y1, .-, Ym, z) die 3-KNF Formel, die aus-,. dadurch
entsteht, dass wir zu jeder Klausel mit2 Literalen die neue Variable
hinzufligen.

Dann ist die Reduktiorf : ¢ — F! in FL berechenbar. Es bleibt also nur noch die
Korrektheit vonf zu zeigen, d.h.

c € CIRSAT & F! € NAESAT.

Istc = (g1,...,9m) € CIRSAT, so existiert eine Eingabe € {0,1}" mit ¢(z) = 1.
Wir betrachten die Belegung = zyz € {0, 1}" ™™ mity = y; ... y,,, wobeiy; =
gi(z)undz = 0. Da F.(xy) = 1 ist, enthélt jede Klausel voR, (und damit auch von
F!) mindestens ein wahres Literal. Wegen= 0 mussen wir nur noch zeigen, dass
nicht alle Literale in den Dreierklauseln vdf untera wahr werden. Da jedoch flr
jedes oder-Gattey; = (V, j, k) die drei Klauseln

{giv Yy, yk}v {gjv yz}7 {gk’v yz}
und fur jedes und-Gatter = (A, j, k) die drei Klauseln
{yi7 gja gk}? {yj7 gl}7 {yku gj}
erfillt, kann wedey, = 0 undy; = y; = 1 nochy; = 1 undy; = y, = 0 gelten, daim

ersten Fall die Klausdly;, y;} und im zweiten Fall die Klaus€ly;, 7;} falsch ware.

Ist umgekehrF! € NAESAT, so existiert eine Belegungyz € {0, 1}""™*! unter der

in jeder Klausel vor¥ beide Wahrheitswerte vorkommen. Da dies dann auch auf die
Belegungzyz zutrifft, kbnnen wirz = 0 annehmen. Dann erflllt aber die Belegung
xy die FormelF.. [

Definition 5.22 SeiG = (V, E) ein ungerichteter Graph.

a) Eine MengeC C V heif3tClique in G, falls fur alle u,v € C mitu # v gilt:
{u,v} € E.
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b) I C V heildtunabhangig(oderstabil), falls fur allew, v € I gilt: {u,v} ¢ E.
c) K C V hei3tknotentberdeckungfalls fir allee € E gilt: e N K # (.

Fir einen gegebenen Graph&rund eine Zahk betrachten wir die folgenden Frage-
stellungen:

CLIQUE : BesitztG eine Clique der GroRe?
INDEPENDENT SET (IS): BesitztG eine stabile Menge der GroRe
NoDE CoVER (NC): BesitztG eine Knotentiberdeckung der Groize

Theorem 5.23 1S ist NP-vollstandig.
Beweis Wir reduzieren 3-8t auf IS. Sei
F={Cy,...,Cp,} mitC; ={l;1,....Lix, undk; < 3furi=1,...,m

eine3-KNF-Formel Uber den Variablen,, . . ., x,,. Betrachte den Graph&n= (V| F)
mit

Vo= {u [1<i<m1<j<k}

E Hvijvipp 11 <i<m,1<j<j <k}

U{{vst, vuo} | L undly, sind komplementgr

Dabei heil3en zwei Literalkomplementar, wenn das eine die Negation des anderen
ist. Nun gilt

F € 3-SAT < esgibteine Belegung, die in jeder Klaus&éimindestens ein
Literal wahr macht

& esgibtm Literalely ;,, ..., ln,;,,, die paarweise nicht kom-
plementar sind
& es gibtm Knotenwy j,, ..., vy, die nicht durch Kanten

verbunden sind
< (G besitzt eine stabile Knotenmenge der Graf3e

Korollar 5.24 CLIQUE ist NP-vollstandig.

Beweis Es ist leicht zu sehen, dass jede Clique in einem Graghen (V, E) eine
stabile Menge in dem zG' komplementaren Graphei = (V, E') mit £/ = () \ E
ist und umgekehrt. Daher lasst sich IS mittels der Redukfiorktion

fi(G k) — (G.k)
auf CLIQUE reduzieren. [ |
Korollar 5.25 NC ist NP-vollstandig.

Beweis Offensichtlich ist eine Mengé genau dann stabil, wenn ihr Komplement
V'\ I eine Knotenuberdeckung ist. Daher lasst sich IS mittelfReeluktionsfunktion

f (G k)— (G,n—k)
auf NC reduzieren, wobei = ||V|| die Anzahl der Knoten il ist. ]
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5.4 NL-vollstdndige Probleme

In diesem Abschnitt prasentieren wir einen effizienten Alponus fur das 2-8T1-
Problem.

Theorem 5.26 2-SaT € NL.

Beweis SeiF' eine2-KNF-Formel tiber den Variablen,, . . ., x,,. Betrachte den Gra-
phenG = (V, E) mit
V = {xl,...,xn,fl,...,fn},

der fiir jede Zweierklause{l, l,} von F die beiden Kanterily, l;) und (I, ;) und
fur jede Einerklause{/} die Kante(l,!) enthalt. Hierbei sek; = z;. Aufgrund der
Konstruktion vonG ist klar, dass

(x) eine Belegungv genau dand’ erflllt, wenn fir jede Kant€l, ') € E mit a(l) =
1 aucha(l’) = 1ist, und

(x%) I vonl aus genau dann erreichbar ist, wévon !’ aus erreichbar ist.

Behauptung 1 F' ist genau dann erfillbar, wenn fur keinen Knoterin G ein Pfad
von z; Uberz; zuriick nache; existiert.

Beweis von Beh. IWenn inG ein Pfad vone; tUberz; nachz; existiert, kannF nicht
erfillbar sein, da wegefx) jede erfullende Belegung, dig (bzw. z;) den Wertl zu-
weist, auchr; (bzw.x;) diesen Wert zuweisen misste. Existiert dagegen keintagzar
Pfad, so lasst sich fiuf wie folgt eine erfullende Belegungkonstruieren:

1) Wahle einen beliebigen KnotérausG, fur dena(l) noch undefiniert ist. Falls
von/! aus erreichbar ist, ersetzdurch! (dies garantiert, dagsson/ aus nun nicht
mehr erreichbar ist).

2) Weise jedem vom aus erreichbaren Knotédhden Wert 1 (und’ den Wert 0) zu.
Aufgrund der Symmetriebedingurig=) existiert fur jeden solchen Knotéhein
Pfad vonl’ zu (. Folglich kdnnen keine Konflikte auftreten, da

e [ nicht schon in einer friheren Runde den Wert O erhalten loais(shatte
in dieser Rundé’ und somit auchi den Wert 1 erhalten, was der Wahl vbn
widerspricht) und

e von [ aus nicht/’ und !’ erreichbar sind (sonst miisste ein Pfad vdiber
I’ nachl existieren, was wir durch die Wahl vdrebenfalls ausgeschlossen
haben).

3) Fallsa noch nicht auf allen Knoten definiert ist, gehe zu 1). O
EineNL-Maschine kann bei Eingabe eirileKNF FormelF’ eine Variabler; und einen

Pfad vonz; Uberz; zurlick nache; raten. Dies zeigt, dass das Komplement voma2-S
in NL ist. WegenNL = co-NL folgt 2-SAT € NL. u

In den Ubungen werden wir sehen, dassaz-8nd REACH NL-vollstandig sind.



6 Probabilistische Berechnungen

Eine probabilistische Turingmaschine (PTM) M ist genau so definiert wie eine
NTM. Es wird jedoch ein anderes Akzeptanzkriterium benuttir stellen uns vor,
dassM in jedem Rechenschritt zufallig einen Konfigurationstibegywahlt. Dabei
wird jeder mégliche Uberganfy —,; K’ mit derselben Wahrscheinlichkeit

I{K"|K =y K"}||7Y, K -y K’

PriK K'l =
K = K {0, sonst

gewahlt. Eine Rechnung = (K7, Ks, . . ., K,,) wird also mit der Wahrscheinlichkeit

m—1
Prla] = P{Ky =y - —u Ky = ] PIK: = Kig]

i=1

ausgefuhrt. DisAkzeptanzwahrscheinlichkeitvon M (x) ist
P{M (z) = ja] = ) _ Prial,

wobei sich die Summation uber alle akzeptierenden Reclhetuagvon M (z) er-
streckt. Wir vereinbaren fur PTMs, da&s(x) neben ,ja“ noch die Werte ,nein“ (falls
sie verwirft) oder ,?* (in allen anderen Fallen) annehmenrka

Definition 6.1
a) Die von einePTM M akzeptierte Sprache ist
L(M) ={x e ¥ |PlM(z) = ja] > 1/}.

b) Eine Sprachd, C ¥* gehort zur Klass&P (probabilistic polynomial time), falls
eine polynomiell zeitbeschranked M (PPTM) M mit L(M) = L existiert.

Theorem 6.2 NP C PP.

Beweis SeiL € NP und seiN eine polynomiell zeitbeschrankte NTM miif N') =
L. Fassen witV als PPTM auf, so gilt fur alle € >+,

ze€L = PiN(z)=ja > ¢ Pl
r¢ L = PIN(z)=ja =0,

wobeic der maximale Verzweigungsgrad upeine polynomielle Zeitschranke fiN
ist. Betrachte folgende PPTIW, die bei Eingabe: zufallig eine der beiden folgenden
Maglichkeiten wahlt:
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e M simuliert N bei Eingaber,

e M flhrt eine probabilistische Rechnung aus, bei der sie mitrééneinlichkeit
1 — ¢ *(*) akzeptiert (z.B. indem sie einen Zufallsstriag= s - - - sp(.) €
{1,...,c}?=) auf's Band schreibt und nur im Fall= 17(=) verwirft).

Dann gilt fur allez € >*,
PriM(z) = ja] = 1A(PN(z) = ja] + 1 — ¢ 7*(I")
und somit

rel = Pi{M(z)=
r¢ L = PiM(z)=

a) > (e Pl 41 — ¢PUzDy = 1,
al = (1 — c—p(lrl)) < 1,
u

Als nachstes zeigen wir, da®¥ unter Komplementbildung abgeschlossen ist. Das
folgende Lemma zeigt, wie sich eine PPTM, die sich bei mamé&hegaben indifferent
verhalt (also genau mit Wk/; akzeptiert) in eine &quivalente PPTM verwandeln I&sst,
die dies nicht tut.

Lemma 6.3 Fur jede Sprachd. € PP existiert einePPTM M mit L(M) = L, die
bei keiner Eingabe € >* mit Wahrscheinlichkeit/; akzeptiert, d.h. fur alle: gilt

PiM (z) # L(z)] < Y,
wobeiL(x) fur alle z € L gleichjaund fur allex ¢ L gleichneinist.

Beweis Sei L. € PP und seiN eine PPTM mitL(N) = L. Weiter seip eine
polynomielle Zeitschranke und > 2 der maximale Verzweigungsgrad vaov. Da
PN (z) = ja] nur Werte der Formi/k—?(=D fir & = kgV(2,...,c) annehmen kann,
folgt

r € L= PrN(x) =ja > 1,

r ¢ L= PrN(z)=ja < 1h— k‘p(|m|)/2,
Sei N’ eine PPTM mit PIN'(z) = ja] = 1/4(1 + €), wobeie = k717D /2, und be-
trachte die PPTMV/, die bei Eingabe: zufallig wahlt, ob sieV oder N’ bei Eingabe
x simuliert. Dann gilt

PriN(z) = ja] + Pr{N'(z) = ja]

PrI(2) = ja] = s

und somit

. 1/2+ 1/;(1-1-8) :1/2+€/4> 1/2

Y- +21/2(1 te) Ly — ¢/ < 1.

rel = PiM(z)=ja

v ¢ L = P{M(z)=ja] <
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Eine direkte Folgerung von Lemma 6.3 ist der Komplementaloss vonPP.
Korollar 6.4 PP = co-PP.

Tatsé&chlich liefert Lemma 6.3 sogar den Abschluss R8runter symmetrischer Dif-
ferenz.

Theorem 6.5 PP ist unter symmetrischer Differenz abgeschlossen, d.h.
Ll,Lg € PP = LlALQ = (Ll \ Lg) U (L2 \ Ll) € PP.
Beweis Nach obigem Lemma existieren PPTW& und M, mit

rel, = PiMz)=ja="1h+e¢,
r¢ L, = PrM(zx)=ja =1h—¢.

wobeier, e, > 0 sind und vonz abhangen dirfen. Dann hat die PPTW, die bei
Eingaber zunéchst\/; (z) und danni/,(x) simuliert und nur dann akzeptiert, wenn
dies genau eine der beiden Maschinen tut, eine Akzeptanawk v

PrM;(x) = ja] - P{My(z) = nein + PriM; (z) = nein - PriM;(z) = ja.
Folglich akzeptiert\/ alle Eingaben: € (L; \ Ly) U (Lo \ Ly) mit WK
PriM(z) = ja] = (Yo +a)(to+ &)+ (th—a)(lh—e) = (12 +2a6) > 1k
und alle Eingaben € (L, N Ly) U L; U Ly mit Wk
PiM(z) =ja] = (ot a)(th—e) + (T —a)(ote) = (12— 2a0) < th
Anfang der 90er Jahre konnte auch der AbschlussR@runter Schnitt und Vereini-

gung bewiesen werden. In den Ubungen werden wir sehen, digghfles Problem
PP-vollstandig ist.

MajoritySat (M AJSAT):

Gegeben: Eine boolsche Formel' (1, ..., x,).
Gefragt: Wird F' von mindestens der Halfte allet Belegungen erfullt?

Definition 6.6 SeiM einePPTMund seilL. = L(M). M heifl3t
e BPPTM falls fur allex gilt: Pr{M (z) # L(z)] < 1/,
e RPTM, falls fur allex ¢ L qgilt: M(x) = nein
e ZPPTM, falls fur allex gilt: Pr{M (z) = L(z)] = 0 undPr{M (z) =7] < 1/

Die KlasseBPP (bounded error probabilistic polynomial time) enthaltatbprachen,
die von eineBPPTM akzeptiert werden. Entsprechend sind die Klag3&n(random
polynomial time) und.PP (zero error probabilistic polynomial time) definiert.
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Man beachte, dass wir im Falle einer RPTM oder BPPIM.B.d.A. davon ausgehen
kénnen, dasg/ niemals ein ? ausgibt. Allerdings ist nicht ausgeschlosdass)\
ein falsches Ergebnid/(z) = L(x) liefert. Probabilistische Algorithmen mit dieser
Eigenschaft werden auch d@#onte Carlo Algorithmen bezeichnet. Im Unterschied
zu einer BPPTM, die bei allen Eingabenligen” kann, ist dies einer RPTM nur im
Fall z € L erlaubt. Man spricht hier auch vain- bzw. zweiseitigem Fehler Eine
ZPPTM M darf dagegen Uberhaupt keine Fehler machen. Algorithmandiesem
Typ werden ald.as Vegas Algorithmenbezeichnet.

Theorem 6.7 ZPP = RP N co-RP.

Beweis Die Inklusion von links nach rechts ist klar. FUr die umgekelRichtung sei
L eine Sprache iRP N co-RP. Dann existieren RPTM&/; und M, fir L und L,

wobei wir annehmen, das®; und )M, niemals ein ? ausgeben. Weiter 3éi, die

PPTM, die aus\/, durch Vertauschen vafy, undgnein hervorgeht. Dann gilt

re€L = PiM(z)=ja > 1hAP{My(z) =ja =1,
r¢ L = PM(z)=nein =1APi{M,(x) = nein > 1.

M, kann also nur Eingaben € L akzeptieren, wahrend/, nur Eingaben: ¢ L

verwerfen kann. Daher kann die Kombinatiofi (x) = ja und M,(x) = nein nicht
auftreten. Weiter ergeben sich hieraus fir die PPiMdie bei Eingabe: die beiden
PPTMsM; (z) und M,(x) simuliert und sich geman der Tabelle

| [3(x) = ja] Mi(x) = nein|
M,(z) = ja ja ?

M,(z) = nein — nein

verhalt, folgende Aquivalenzen:

M(z) =ja & Mi(x)=]ja,
M(x) =nein & My(z) = nein

Nun ist leicht zu sehen, dass folgende Implikationen gelten

rel = PiM(z)=ja =PrM(z) =ja > ', und

[M ()
Pr{M (z) = nein = P{My(z) = nein = 0
v ¢ L = PiM(z)=nein = P{M,(x) = nein > 1/ und
PriM (z) = ja] = Pr{M;(x) = ja] = 0.

Dies zeigt, dasd/ eine ZPPTM fUurL ist, da fur alle Eingaben gilt:

PHM(z) = L(x)] = 0 und PfM(z) =7] < 1.
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6.1 Reduktion der Fehlerwahrscheinlichkeit

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie sich fikP-, ZPP- und BPP-MaschinenM die
Wahrscheinlichkeit B/ (x) # L(x)] fur ein inkorrektes oder indifferentes Ergebnis
auf einen exponentiell kleinen Wet () reduzieren Iasst. Wir betrachten zunéchst
den Fall einer RPTM.

Theorem 6.8 Seiq ein beliebiges Polynom. Dann existiert zu jeder Sprachke RP
eineRPTM M mit

rel = PiM(z)=ja >1—2 9D
r¢ L = PrM(z)=nein =1.
Beweis Sei M eine RPTM furL. Dann gilt
reLl = PiM(z)=nein < 1/,
r¢ L = PiM(z)=nein = 1.

Betrachte die PPTMV/, die ¢(|z|) Simulationen vonV/ ausfihrt und nur dann ihre
Eingaber verwirft, wenn)/ sie bei allery(|z|) Simulationen verwirft, und andernfalls
akzeptiert (/' gibt also niemals ? aus). Dann gilt

re€L = PiM(z)=neil < 1y = P{M'(z) = nein < 274D
r¢ L = PrM(z)=nein=1 = PrM'(z)=nein =1. -
Ganz analog lasst sich die Zuverlassigkeit einer ZPPTMeas=érn.

Theorem 6.9 Fir jedes Polynom und jede Spraché € ZPP existiert eineZPPTM
M mit Pr{M (z) =?] < 2742 pei allen Eingabem.

Fur die Reduktion der Fehlerwahrscheinlichkeit von BPPTde6tigen wir das fol-
gende Lemma.

Lemma 6.10 SeiE ein Ereignis, das mit Wahrscheinlichkejt — ¢, ¢ > 0, auftritt.
Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass siehbeim = 2t + 1 unabhéangigen Wieder-
holungen mehr als-mal ereignet, htchsterig, (1 — 4¢?)".

Beweis Furi = 1,...,m sei X; die Indikatorvariable

¥ - 1, EreigniskF tritt beimi-ten Versuch ein
" ]o, sonst

und X sei die ZufallsvariableX = ", X;. Dann istX binomial verteilt mit Para-
meternm undp = 1/, — e. Folglich gilt furi > m/2,

PiX =i = <”;) (s — &) (s + &)™
= (T) (Vo= )™ (1o + €)™ (b)i_mﬂ

1h+e

() (om0 o

v~

(Ly—e2)™?

IA
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Wegen

erhalten wir somit

- . 2\ m/2 - m (1 — 462)m/2 (1 — 462)t
Z PiX =i < (Yai—¢) Z (Z) < 5 < :
i=t+1 i=t+1 -

Theorem 6.11 Fir jedes Polynomy und jede Sprachd. € BPP existiert eine
BPPTM M mitPr{M(x) # L(z)] < 279D bei allen Eingaber.

Beweis Sei M eine BPPTM furL. Dann gilt
PiM (z) # L(z)] < Vs = o = 5.

Betrachte die PPTM/’, die bei Eingabe, |z| = n, 2t(n)+ 1 Simulationen vonV/ ()
ausfuhrt unde akzeptiert, fallsM/ bei mehr alst(n) dieser Simulationen akzeptiert,
wobeit(n) = (q(n) — 1)/ log,(9%s) ist. Dann folgt nach obigem Lemma

PriM'(z) # L(x)] = Pr[M lugt bei mehr alg(n) Simulationeh
1z (1= 4gs)™
o (345)

o-allel)

IA A

Theorem 6.12 BPP C PSK.

Beweis Sei € BPP und seiM eine BPPTM furL. Nach vorigem Satz kdnnen wir
annehmen, dass fur alle Eingabenz| = n,

PHM(z) # L(z)] < 27"

gilt. Seip eine polynomielle Zeitschranke urd= N der maximale Verzweigungsgrad
von M. Setzen wirk = kgV(2,3,...,¢), dann kdnnen wir fur eine gegebene Einga-
belangen jeder Folger = ry - - -7y, aus der Menger, = {1,...,k}*™ eindeutig
eine Rechnung voi/(z) zuordnen, indem wir imi-ten Rechenschritt aus depzur
Auswahl stehenden Folgekonfiguration&p, . .., K., die (r; mod ¢;)-te wahlen.
Bezeichnen wir das Ergebnis der so beschriebenen Rechnitidd, ), so gilt

PriM(z) # L(z)] = Plcgr, [M:(z) # L(z)] <27
Daher folgt
Proc,r, 3z € {0,1}": My(z) # L(x)] < Y Pheyp,[M(2) # L(z)] < L.
ze€{0,1}"

Also muss fur jede Eingabelangesine Folge-, existieren, so das¥,. alle Eingaben
der Langen korrekt entscheidet. Wie wir in Korollar 5.9 gesehen hali@&mnen die
polynomiell zeitbeschrénkten Rechnungen Vidp, bei allen Eingaben der Lange
durch einen Schaltkreis polynomieller Gro3e simuliertaeer. [
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7.1 Anzahl-Operatoren

Definition 7.1 (Anzahlklassen) SeiC eine Sprachklasse und sBi C X* einep-
balancierte Sprache i@. Durch B werden die FunktiogB : >* — N mit

#B(x) = [{y € {0,1}" | z#y € B}||
und folgende Sprachen definientifezeichnet die Lange van:
dB ={z € X" | #B(z) > 0},
VB ={r € & | #B(z) = 2"},
FV2B ={x € X | #B(z) > 2™}
®B ={x € ¥* | #B(x) ist ungeradé.

B heiRteinseitig falls # B (x) nur Werte in{0} U [2?("~1 2P(V] annimmt, undzwei-
seitig, falls # B(z) keine Werte iri2?(™ /3, 2r(m+1 /3] annimmt. FUIO € {#,3,V, @}
sei

O-C ={0OB | B € Cist polynomiell balancieft

die durch Anwendung des Operat@raufC definierte Funktionen- bzw. Sprachklasse.
Zudem definieren wir die Operatoréhund BP durch

R-C = {3%'2B | B € C ist einseitig

und
BP - C = {32'/2B | B € C ist zweiseitig.

Lemma 7.2 SeiC eine Sprachklasse, die untgf®? abgeschlossen ist. Dann gilt
(i) co-3-C =V -co-C,
(ii) co-BP -C = BP - co-C,

(iit) & -C =@ - co-C = co-@ - C.

Beweis (i) SeiA € co-3-C. Dann existieren ein Polynopund einep-balancierte
SpracheB € C mit A = 3B. Definiere die Sprache

B = {z#y | x#y ¢ Bundly| = p(|z|)}.

Dann ist3 eine ebenfally-balancierte Sprache in-C mit #B(z) = 27 —
#B(x). Daher folgt

reAe #Bx) =0 #B(x) =200,
alsoA = VB € V- co-C.
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(i1) SeiA € co-BP-C und seiB € C einep-balancierte zweiseitige Sprache Mit=
3=1/2B. Dann ist die in(i) definiertep-balancierteco-C-SpracheB ebenfalls
zweiseitig und es gilt = 32'/2B € BP - co-C.

(111) SeiA € &-Cund seiB € C einep-balancierte Sprache mit = & B. Dann hat
#B(z) = 2™ — 4 B(x) die gleiche Paritat wi¢:B(z) und daher gild = B,
d.h.Aistin @ - co-C. Weiter ist

B' = {a#0y | a4y € B} U {x#lp(lrl)ﬂ}
eine(p + 1)-balancierte Sprache &imit A = ®B’, d.h. A € co-@ - C. -

Wir wissen bereits, dass - P = NP ist. Was passiert, wenn wir diese Quantoren
wiederholt anwenden?

Lemma 7.3 SeiB € C einep-balancierte Sprache und s€iunter <°9 abgeschlos-
sen. Dann existiert flr jede Funktioh € FL eine ¢-balancierte Spraché?’ € C
mit

4B (2)/290%) = % B(f(x)) /20D,

Beweis Seiq ein Polynom mip(|f(x)|) < q(n) fur allez der L&ngen und seiB’ die
Sprache

B' = {z#y | ly| = ¢(n) und f(z)#y' € B},

wobeiy’ das Préfix der Lange(| f(x)|) vony bezeichnet. Dann gilB’ <9 B da jedes
Préafixy’ mit f(z)#y' € B genawd(=)-r(/@)D) Verlangerungen mit z#y € B’ hat,
folgt

#4B(z) = #B<f(x))Qq(lxl)—p(\f(x)l)_ -

Mit obigem Lemma ist es nun leicht, folgende Abschlussesghaften der Anzahl-
klasserd - C,V-C, R -CundBP - C zu zeigen.

Lemma 7.4 SeiC eine unter<'?s abgeschlossene Sprachklasse. Dann gilt
(i) Fur O € {3,V,R,BP} istO - C unter <! abgeschlossen,
(it) 3-3-C=3-Candv-V-C=V-C.
Beweis Siehe Ubungen. |

Als nachstes wollen wir zeigen, daBs P = RP ist. Hierfur bendtigen wir folgendes
Lemma.

Lemma 7.5 SeiM einePPTMund seia = Pr{M(z) = jal. Dann existieren eine
SpracheB € P und ein Polynong, so dass fiur alle Eingaben, |z| = n, qilt:

/2 < Pre, o1y |29y € B] < o
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Beweis Seip eine polynomielle Zeitschranke fuv/ und seik = kgV(2,3,...,¢),
wobeic € N der maximale Verzweigungsgrad von ist. Wie im Beweis der Inklusion
von BPP in PSK (siehe Satz 6.12) kdonnen wir die Rechnungen ¥bibei Eingaben
der Langen durch Folgerr € {1, ..., k}*™ beschreiben, so dass

PiM (z) = ja] = Prc,r,[M,(z) = ja]

ist, wobei M, (x) das Ergebnis vor/(z) bei der durch- beschriebenen Rechnung
bezeichnet. Sei nup(n) = [log,(k?™)] und seiD,, C {0, 1}4™ die Menge der ersten
kP Binarstrings der Langeg(n). Dann konnen die Folgenc R,, durch Binarstrings
y € D,, kodiert werden. Betrachte nun folgende PPT:

M'(x) rat zufallig einen Binarstring € {0, 1}9™. Isty Kodierung einer
Folger € R, so verhalt sich\/’ wie M,.(x), andernfalls verwirft\/’.

Definieren wir3(n) = || D,||/29", so ist3(n) € (1, 1], daD,, mehr als die Halfte
aller Strings der Lange(n) enthalt. Zudem akzeptiet/’ (x) mit Wk

P{M'(z) = ja] = Prly € D,,] - P{M'(x) = ja| y € D] = B(n)PrM (z) = jal.
Es genugtalsa = {z#y | y € {0,1}9), M (x) = ja} zu wahlen. u
Korollar 7.6 R -P = RP.

Fur die GleichheiBP - P = BPP genuigt eine einfache Modifikation des obigen Lem-
mas.

Lemma 7.7 SeiM einePPTMund seig = P{M (z) = ja] — 1. Dann existieren
eine Spraché’ € P und ein Polynong’, so dass fur alle Eingaben, |z| = n, gilt:

6/2 < PrzER{O,l}CI’(n) [x#z € B/] - 1/2 < 6

Beweis Der Beweis verlauft vollkommen analog, nur dass wir jetatale von)/’
folgende PPTMVM” betrachten.

M"(z) rét zufallig einen Binarstring € {0, 1}9™ und ein Bitb € {0,1}.
Ist y Kodierung einer Folge € R,, so verhalt sich\/” wie M, (x), an-
dernfalls akzeptierd/” genau dann, wenh= 0 ist.

Dann akzeptierf/” (x) mit Wk
Pily € D,]-P{M"(z) =ja|y € D]+ Prly & D,]-PM"(x) =ja|y & D]
B(n) PH{M (2)=jal 1-B(n) 1y
= B(n)(PM(x) = ja] — 1) + 1.

Wir kénnen alsa/ (n) = g(n) + 1und B’ = {a#z | z € {0,1}7™ M"(z) = ja}
wahlen, wobeiM” (x) das Ergebnis der Rechnung vot’(x) bei Verwendung des
Zufallsstrings:z = yb beschreibt. u

Korollar 7.8 BP - P = BPP.

Wir sehen also, dass die Anwendung der Operatdréh R und BP auf die Klasse®
die uns bereits bekannten Klasg€R, co-NP, RP undBPP liefert.
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7.2 Die Polynomialzeithierachie

Definition 7.9 Die Polynomialzeithierachiebesteht aus den Stuféf undII?, & >
0, welche induktiv wie folgt definiert sind:

SP =P, I =P,
sPo =310, M, =V k>0

Die Vereinigung aller Stufen der Polynomialzeithieradbézeichnen wir miPH,

PH= | | = JIE.

k>0 k>0

Es ist leicht zu sehen, da&% = co-II} ist. Es ist nicht bekannt, ob die Polynomial-
zeithierachie echt ist, alsg, # X}, fir allek > 0 gilt. Die AnnahmeX) = X}, ist
mit einem Kollaps vorPH auf diek-te Stufe aquivalent. Es gilt allerdings als unwahr-
scheinlich, dass die Polynomialzeithierachie auf einenkl&tufe kollabiert.

Theorem 7.10 Firalle k > 0 gilt: ¥} =37, & X} =1I} & PH = X,

Beweis Wegenll] C X7, impliziert die InklusionX] = ¥}, sofortIl] C X7,
was mit¥} = II} gleichbedeutend ist. Fur die zweite Implikation zeigen eirch
Induktion Uberl, dass unter der Voraussetzunfy = IT} alle Stufen>?, [ > k, in X}
enthalten sind. Der Induktionsanfahg= £ ist klar. Fir den Induktionsschritt setzen
wir die Gleichheits! = X7 (bzw.II} = I1}) voraus und folgern

=31 =310 =320 = %,
Die ImplikationPH = ¥} = 3} = ¥}, istKlar. |

Als Folgerung hieraus ergibt sich, dass eiie-vollstandige Sprache nicht ia (bzw.
co-NP) enthalten ist, auRer weritH auf P bzw. NP kollabiert.

Als nachstes zeigen wir, daB$P in der zweiten Stufe der Polynomialzeithierarchie
enthalten ist.

Theorem 7.11 BPP C ¥ N 1II5.
Beweis Sei A € BPP. Dann existiert eine Sprachg € P und ein Polynonp mit
I{y € {0,13"™ | A(z) = B(a#ty)}|| > (1 —27")2°.
Sei® die bitweise XOR-Operation ayb, 1}", d.h.
Ty Ty YL~ Yp = 21 2n, WODECIZ; = 2; B y;

und sei
B, = {y €{0,1}"" | 24y € B}.
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Wie wir gleich sehen werden, kénnen wir dann fur allenit 21*1 > p(|z|) die Zuge-
horigkeit vonz zu A durch

r€Ae Ju,. .. upm € {0,110 € {0,1}*™Ii v D u; € B, (7.1)
charakterisieren. Dies beweist, dasgu X5 gehort, da die Sprache
B' = {x#ul s 'up(n)#v | |U1| == ‘up(n)‘ = |U‘ = p(”)? Ji:vdu € BJB}

in P entscheidbar ist. Wir zeigen zuerst die Richtung von rechth links der Aqui-
valenz (7.1). Hierzu nehmen wir an, dass WOotter. . ., upy») € {0, 1}7() existieren,
so dass fir jedes € {0, 1} zumindest ein Wort der Form® u; in B, enthalten
ist. Dann mussen dig(n) Mengen

B,@u={vdu |veB,}={v|vdu; € B,},

die alle gleichmachtig z#B, sind, ganz0, 1}*™ abdecken, als§B,| > 27 /p(n)
sein. Dann muss aberzu A gehéren, daB, im Fall z € A héchsteng—"27(") Wérter
enthalt.

Zum Nachweis der Implikation von links nach rechts:sei A angenommen. D&,
mindestengl — 27")27(") Worter enthalt, wird ein fester Stringe {0, 117 mit Wk

Pruc 0,130 vdug B, <27
nicht durch eine einzelne Mendg, ¢ u abgedeckt. Folglich wird mit Wk

Prul Up(my ER{0,1}P() [Vi VD u; & B;B] < (2—n>p(n) — 9—np(n)

von keiner der MengeB, G u;, i = 1,...,p(n), abgedeckt. Somit existiert ein solches
v mit WKk

Pl mento.yon 30 € {0, 137Vi - 0 @ w; & B,] < 2727,

Da diese Wahrscheinlichkeit fiar > 1 kleiner alsl ist, muss es fur jedesmit |z| > 1
Worterus, . ..., uym) € {0,1}*™ geben, so dass die Meng8) & u;, i = 1,...,p(n),
alle Stringsy abdecken. Die Zugehdrigkeit vasPP zuIT5 ergibt sich unmittelbar aus
dem Komplementabschluss v&irP. u

Starten wir in obigem Beweis mit einer Sprachen BP - co-NP (d.h. die MengeB
gehort zuco-NP), dann folgt ebenfallst € XF, da die Sprache

B' = {a#u# - #upp#v | Fi: v @ u; € By}
in co-NP entscheidbar und - V - co-NP = X ist.
Korollar 7.12 BP - co-NP C ¥} bzw.BP - NP C II5.

Zum Abschluss dieses Kapitels zeigen wir, d&d%vollstandige Sprachen nicht in
BP - co-NP = co-BP - NP enthalten sind, aul3er wettd = BP - NP ist. Hierfur
bendtigen wir noch gewisse Abschlusseigenschaften desklP - NP.
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Definition 7.13 Aist aufB disjunktiv reduzierbar(in Zeichen:A Sgﬁj B), falls eine
Funktionf € FL existiert, die fur jedes Wott eine Listey; # - - - #y,, von Worterny;
liefert mit

reAsFe{l,...,m}:y €B.

Gilt dagegen
reAs |{ie{l,....m}|y€B}>mp,

so heil3t4 majority-reduzierbarauf B, wofiir wir auch kurzA <'? . B schreiben.

maj

Es ist leicht zu sehen, dass die Klas$M™WNP undco-NP unter beiden Typen von Re-
duktionen abgeschlossen sind. Das folgende Lemma labstai&ommen analog zu
Satz 6.11 beweisen, in dem wir BPPTMs mit exponentiell ideffehlerwk konstruiert
haben.

Lemma 7.14 Falls C unter majority-Reduktionen abgeschlossen ist, existigieje-
de Sprached € BP - C und jedes Polynom eine Sprachd < C und ein Polynong,
so dass fur aller, |z| = n, gilt

I{y € {0,137 | A(z) = B(a#y)}| > (1 —277M)21.

Nun kdnnen wir den Abschluss vad? -C unter denBP-Operator zeigen, falls unter
majority-Reduktionen abgeschlossen ist.

Theorem 7.15 Fir jede Klass&’, die unter majority-Reduktionen abgeschlossen ist,
gilt
BP-BP-C=BP-C.

Beweis Sei L. € BP - BP - C. Da mitC auchBP - C unter majority-Reduktionen
abgeschlossen ist, existieren eine Spra¢he BP - C und ein Polynonp, so dass fur
allez, |x| = n, qgilt

I{y € {0, 13" | L) = Alx#ty)}| = () 2.

Zudem existieren eine Spraclie € C und ein Polynony, so dass fir alle: und
y € {0, 1}7™ gilt

{z € {0, 19 | A(a#ty) = Blaty#2)}| = (5/6)21",

wobeim = n + p(n) + 1 ist. Daher folgt firp’(n) = p(n) + q(n + p(n) + 1) und
B' = {x#tyz [ |yl = p(lz]), |2] = q(|2| + p(|z[) + 1), 2#y#2z € B} € C,

r€ L= [{ue{0, 1} [ague BY| > (56)° 27" > (2)27™,
r @ L= |[{ue{0, 1" | s#uec BY < (Yot 5 Yo)2"™ < (15)2¢'")

und somitL € BP - C. [ |
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Folglich sind die Klasse®BPP undBP - NP unter demBP-Operator abgeschlossen.
Analog folgt fiir jede Sprachklassk die unter disjunktiven Reduktionen abgeschlos-
sen ist,

R-R-C=R-C.

Das folgende Lemma zeigt, daB® - NP auch unter demi-Operator abgeschlossen
ist.

Lemma 7.16 SeiC eine unter<'®?

—maj

abgeschlossene Sprachklasse. Dann gilt
3.-BP-CCBP-3-C.

Beweis SeilL € 3-BP-C. Dann existieren eine SpracHec BP - C und ein Polynom
p mit

v LeTye{0,1}PM: a#y € A
wobein = |z| ist. Zup und A existieren ein Polynom und eine Sprach®& < C mit

v#y € A=l{z € {0, 1} | a#y#z € BY| > (1 — 277 7%)200),
v#y & A =|[{z € {0,137 | a#y#z € BY|| < (277 72)200.

Nun folgt fir die Sprachel’ = {x#z | |z| = q(n), 3y € {0,1}?™) : a#y#~ € B}

ve L= |{ze{0, 1} | a#z c A} > (1 —27PM72)200) > (2/5)24(0)
v @ L= |{z € {0,139 | aptz € A} < 270277 72)2000 < (1/5)290)

und somitl € BP - 3. C. [ |
Theorem 7.17 NP C BP - co-NP = PH = BP - NP.

Beweis GelteNP C BP - co-NP. Wir zeigen durch Induktion Ubér, dass dann auch
die Klasser>?, k > 0, in BP - co-NP enthalten sind. Der Induktionsanfakg= 0
ist klar. Fur den Induktionsschritt setzen wir die Inklugm NP C BP - co-NP und
Y7 C BP - co-NP (was mitlI? C BP - NP gleichbedeutend ist) voraus und folgern

ZZ—H = 31

J-BP - NP
BP-4-NP
BP - NP
BP - BP - co-NP
= BP - co-NP.

N 1N

N



8 Das Graphisomorphieproblem

8.1 Iso- und Automorphismen

In diesem Kapitel wollen wir die Komplexitat des Graphisaptueproblems unter-
suchen. Hierbei bedeutet es keine Einschrankung, wennoséiugsetzen, dass beide
Graphen dieselbe Knotenmenge= {1, ..., n} besitzen.

Definition 8.1 SeienG,; = (V,E;), i« = 1,2, ungerichtete Graphen mit’ =
{1,...,n}undE; C (‘;) Eine Permutationp € S,, hei3tiIsomorphismus zwischen
G undG,, falls gilt

Vu,v € Vi {u,v} € By < {p(u),p(v)} € Es.
In diesem Fall heil3etyr; und G, isomorph (in ZeichenG; = Gs).

Setzen wir als@(E1) = {{¢(u), p(v)} | {u,v} € Ei} undp(Gr) = (V,¢(E1)), SO
ist o genau dann ein Isomorphismus zwisclienund G, wennGs = ¢(G1) ist.

Graphisomorphieproblem (Gl):

Gegeben: Zwei ungerichtete Grapher; undGs.
Gefragt: SindG; und G5 isomorph?

Es ist leicht zu sehen, dass GINP liegt. GI konnte bisher jedoch im Unterschied zu
fast allen anderen ProblemenNir weder alsNP-vollstéandig, noch als effizient I6sbar
(d.h. Gl € P) klassifiziert werden. Auch die Zugehdorigkeit von GI Xt N co-NP ist
offen.

Eng verwandt mit Gl ist das Problem, flr einen gegebenenti@ragdie Existenz eines
nichttrivialen Automorphismus’ zu entscheiden.

Definition 8.2 SeiG = (V, F) ein Graph. Eine Permutatiop € S,, hei3tAutomor-
phismusvonG (kurz: ¢ € Aut(@)), falls o(G) = G ist.

Es ist leicht zu sehen, dagsit(G) eine Untergruppe voR,, bildet. Insbesondere be-
sitzt jeder Graph zumindest einen Automorphismus, nandiehdentitatid, die auch
als trivialer Automorphismus bezeichnet wird.

Graphautomorphieproblem (GA):

Gegeben: Ein ungerichteter Grapy.
Gefragt: BesitztG einen nichttrivialen Automorphismus?
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Fur einen Graphet = (V. E) mitV = {1,...,n} bezeichne
Is0(G) = {¢(G) | ¢ € Sn}
die Menge aller Graphen mit Knotenmenigedie isomorph zu sind.

Lemma 8.3 Fur jeden Graphertz = (V, E) mitV = {1,...,n} gilt

(i) [[IsaG)| = W&;)”,
(i) |[{(H,m)| H € IsoG), 7 € Aut(H)}|| = n!.
Beweis

(i) Wir nennen zwei Permutationenund = aquivalent, fallsp(G) = 7(G) ist. Da
Aut(G) eine Untergruppe voR, ist, folgt

p(G) =7(G) & ¢! (n(G) =G
s o tor € Aut(G)
& ¢ lomo Aut(G) = Aut(G)
& po Aut(G) = m o Aut(G).

Zwei Permutationen sind also genau dann &quivalent, wenim sler gleichen
Nebenklasse voAut(G) liegen, d.h.

{e(G) [ ¢ € Su}ll = [{p o AUG) | ¢ € Su}l.

Aus der Gruppentheorie wissen wir jedoch, dass die NebssdétavonAut(G)
die Gruppes, in gleichméchtige Teilmengen partitionieren und daheragen

m verschiedene Nebenklassen existieren.

(i1) Aus (i) folgt sofort

{(H,7) | H € IsdG),w € Aut(H)}| = > [[Aut(H)|| = nl.

HERAG) —jauia)|

8.2 Gl liegtin co-BP-NP

Als nachstes wollen wir zeigen, dass Gl fastéANP liegt (genauer: GE BP-co-NP
bzw. Gl € BP - NP). Nach Satz 7.17 ist GI daher nicKP-vollstandig, auBer wenn
PH = BP - NP ist. Wir betrachten zunachst folgende VerallgemeineruegBP-
Operators.
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Definition 8.4 SeiC eine Sprachklasse. Eine Sprache >* gehort ZUBP - C, falls
Funktioneng > 0 in FL und f € # - C existieren, so dass fur alleqgilt,

rel = f(z)

g9(z),

> 9
<g(x).

Bei Anwendung deﬁ)-Operators auf eine Sprachklagsedarf also anstelle der fest
vorgegebenen Funktigy(z) = 27(7) /3 eine beliebige Funktiop > 0 aus der Klasse
FL verwendet werden. Es ist leicht zu sehen, déBsn der Klasse3P - P enthalten
ist (hierzu genugt es, fiy die konstante Funktiop(x) = !/, zu wéahlen). Daher ist
BPP vermutlich echt irBP - P enthalten.

Theorem 8.5 GI € BP - NP.

Beweis Seien zwei Graphetr; = (V, E;), i = 1,2, mitV = {1,...,n} gegeben.
Nach Lemma 8.3 haben die Mengen

X(G;) ={(H,n) | H € Iso(G;),m € Aut(H)}
die Méchtigkeit|| X (G;)|| = n! und somit folgt

Da die Sprache
B ={{G1,G2)#(H,m) | (H,7) € X(G1) UX(G)}

in NPEntscheidbar und die Funktiof{G;, G2) = n! in FL berechenbar ist, folgt
Gl € BP - NP. [ |

8.3 Lineare Hashfunktionen

Definition 8.6 Lin(m, k) bezeichne die Menge aller linearen Funktionen yont }™
nach{0, 1}*.

Bemerkung 8.7 Jede Funktiorh € Lin(m, k) lasst sich eineindeutig durch eine Ma-
trix A, = (a;;) € {0, 1}**™ beschreiben, d.h. es gilt

ay; - Qim U1 21

ag1 - Qgm Ym 2k

Bezeichnen wir also die Abbildung - - - y,, — a;1y1 & - D @iy, Mit h;, SO gilt
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Lemma 8.8 Sei) # B C {0,1}™—{0™} und fir eine zufallig unter Gleichverteilung
gewahlte Funktioh € Lin(m, k) seiS die ZV

S=|{y e B|ny) =01
Dann gilt

E(S) =27"|B],
Var(S) =27%(1 —27")|B|.

Beweis Seiy ein beliebiger String irB. Wir zeigen zuerst, dasgy) jeden Wert: €
{0, 1}* mit derselben WR~* annimmt. Wegen # 0™ existiert ein Index mity,; = 1.
Da sich der Wert von,; (y) andert, falls wir das Bit;; in Ay, flippen, haben die beiden
MengenH, = {h | h;(y) = 0} und H, = {h | h;(y) = 1} die gleiche Méachtigketit,
was Pih;(y) = 0] = Prih;(y) = 0] = 1/ impliziert. Da die einzelnen Zeilen vaa,
unabhéngig gewahlt werden, sind auch die Werte), . . ., hx(y) unabhangig, und es
folgt

Pii(y) = 0%] = Prlhy(y) = - - = hy(y) = 0] = [ [ Priha(y) = 0] = 27*.
i=1 1/2
WegenS = 3" 5 S,, wobei

0, sonst.

5 o {1, h(y) = 0*

die Indikatorvariable fir das Ereignigy) = 0F ist, folgt nun

E(S)=) E(S,) =) Pis,=1=) Prh(y) =0"=27"|5].

yeB yeB yeB
Weiter folgt wegerS; = S,, dass
Var(s,) = E(S2) — E(S,)* =27" — 27 = 277(1 - 27%) < E(9)

ist. Als nachstes zeigen wir, dass die Zufallsvarialfigny € B, paarweise stochas-
tisch unabhéngig sind. Seigny’ zwei Strings inB und seij eine Position miy; = 0
undy; = 1 (falls nétig, vertauschen wiy undy’). Dann andert sich durch Flippen von
a;; zwar der Wert vorh;(y'), aberh;(y) bleibt unveréndert. Folglich sind die beiden
MengenH| = {h | hi(y) =0 A hy(y') =0} undH; = {h | hi(y) =0 A h(y') = 1}
gleich grol3, woraus

Prihi(y’) = 0] hi(y) = 0] = 1o.

folgt. Dies wiederum impliziert

Prihi(y) = hi(y') = 0] = Prlh;(y) = 0] - Prihi(y') = 0 | hi(y) = 0] = Ya,

> J
~~

e e
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was
PIIS, = Sy = 1] = [ [ Phi(y) = hi(y') = 0] = 47% = Pr[S, = 1] - Pr[S, = 1].

nach sich zieht. Da als8, und.S,, fuir y # y’ stochastisch unabhangig sind, folgt

Var(S) = > Var(s,) = 27%(1 - 27%)||B||.
yeB [ |

Theorem 8.9 BP - NP = BP - NP.

Beweis Fur die Inklusion von links nach rechts genigt es, (e Fqutiong(:c) =
2r=) /3 zu wahlen. Fur die umgekehrte Inklusion e¢ine Sprache iBBP - NP. Dann
existieren Funktionep(x) > 0 in FL und f(z) in #NP mit
reLl = f(x)>2g(z),
¢ L = f(z)<g(x).
Zu f existieren eing-balancierte NP-Sprach fiir ein Polynomp mit
fla) = #A(x) = |{y € {0, 1370V [ agty € A},

wobei wir 0.B.d.A. annehmen, dagskeine Worter der Form#0™ enthalt. Fur eine
Eingaber sei

By ={y1...ys | Vi=1,....,5: |y;| = p(|z|) undz#y; € A}.
Wegen|| B, || = f(z)® enthaltB, fur allex € L mindesteng®g(z)° und fur allex ¢ L
hochsteng(x)® Strings der Lange(z) = 5p(|z|). Setze nurk(z) = [log,(22g(z)?)]
und betrachte die NP-Sprache

B' = {a#h | h € Lin(m(z), k(x)) und3Iy € B, : h(y) = 0k},

Dann ist fur eine zuféllig audin(m(x), k(x)) gewahlte Funktior» das Ereignis
x#h € B’ gleichbedeutend mit dem Ereigrtis > 1 fur die Zufallsvariable

Se = [{y € B, | hly) = 0"}
Daher reicht es zu zeigen, dass das Ereigniz 1im Fall x € L mindestens mit Wk
2/3 und im Fallz ¢ L hdochstens mit WK /3 eintritt. Nach Lemma 8.8 gilt

Var(S,) < E(S,) = 27| B, ||.
Firz € List|B,| > 2°g(x)° alsoE(S,) > 2°27%®)g(z)> > 4. Daher folgt mit
Tschebyscheff
Var(S,) < 1 1
E(S.)? — E(S,) — 4’
was PfS, > 1] > 3/4 impliziert. Und daB, im Fall z ¢ L hochsteng(x)® Strings
enthalt, folgt

PHS, = 0] < PH|S, — E(S,)| > E(S,)] < <

PiS, > 1] =Y PiS, =i <> i-PIS, =i] = E(S,) < 27" g(x)’ <
i=1 i=0 |

Ny

Korollar 8.10 Gl ist nichtNP-vollstandig, aul3er wenRH = BP - NP ist.



9 Turing-Operatoren

In diesem Abschnitt betrachten wir Berechnungen, die Ziuguif eine Orakelsprache
A haben, d.h., die Information, ob bestimmte Woértetdirenthalten sind oder nicht,
kann durch eine Orakelanfrage, deren Beantwortung nundReehenschritt kostet,
abgerufen werden. Auf diese Weise erhalten wir relatigi®rsionerc” von Kom-
plexitatsklassed, die alle Probleme enthalten, die relativ zum Orakehnerhalb der
durchC vorgegebenen Ressourcen I6sbar sind.

9.1 Orakel-Turingmaschinen

Definition 9.1 Eine deterministische Orakel-Turingmaschine (DOTM)/ ist eine
DTM, die mit einem speziellen write-orBrakelbandausgeristet ist. Aul3erdem be-
sitzt M drei spezielle Zustande;, ¢.,q_. Als Orakel kann eine beliebige Sprache
A C ¥* verwendet werden. Gehit/ in den Fragezustandg., so héangt der Folge-
zustand;’ davon ab, ob das aktuell auf dem Orakelband stehende yNart4 gehort
(indiesem Fallisty = ¢, ) oder nicht ¢ = ¢_). In beiden Fallen wird das Orakelband
geldscht und der Kopf an den Anfang zuriickgesetzt. All dissigrt innerhalb eines
einzigen Rechenschrittes. Die unter einem Orakalrbeitende DOTM wird mifi/4
bezeichnet und die valW* akzeptierte Sprachist L(M4).

Wir verlangen von einer Orakel-Turingmaschine, dass sigegebene Ressourcen-
schranken unabhangig vom benutzten Orakel einhalt.

Definition 9.2 Die Rechenzeitiner DOTMM bei Eingaber € ¥* ist

timey (x) = sup timeya(z).
ACs>

M istt(n)-zeitbeschranktfalls fur alle Eingaben: gilt:
timep(x) < t(|z]).

Der Platzverbrauch einer DOTM M ist analog definiert, wobei das write-only Ora-
kelband unbericksichtigt bleibt. Eine polynomiell zegblerankte DOTMV/ bezeich-
nen wir kurz als PDOTM. Alle unter einem Orakélin Polynomialzeit akzeptierten
Sprachen fassen wir in der Klasse

PA = {L(M*) | M ist eine PDOTM

zusammenP# wird auch als dieRelativierung der KlasseP zum OrakelA bezeich-
net. Fur eine Sprachklas€esei
P¢ = | J P

AeC
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FurPC (bzw. P4) schreiben wir aucl®(C) (bzw.P(A)). Ebenso wie DTMs lassen sich
auch NTMs und PTMs mit einem Orakelbefragungsmechanisomgaten, wodurch
wir NOTMs und POTMs erhalten. Ist die Rechenzeit dieser Mammn polynomiell
beschrankt, so bezeichnen wir sie als NPOTMs bzw. PPOTMspErthend erhalten
wir dann die relativierten Komplexitatsklasssir, PP4, BPP4, RP4, ZPP4, L4,
NL#, PSPACE# usw.

Theorem 9.3

(i) P¥ = P undNP" = NP,

(i) PNPNeoNP — NP 0 ¢o-NP undNPNFPIeoNP — Np,
(iii) NPNY = S5 undNP¥ = »? | fir k > 0.

Beweis (i) Die InklusionP C P(P) ist klar. Fur die umgekehrte Richtung sei
eine Sprache i?(P). Dann existiert eine PDOTM/ und ein OrakelA € P
mit L(M#) = L. Sei M’ eine PDTM mitL(M') = A. Betrachte die DOTM
M"(x), die M(x) simuliert und jedesmal, weni/ eine Orakelfrage; stellt,
M’ (y) simuliert, um die Zugehorigkeit vomnzu A zu entscheiden. Dann gilt

L(M"y=L(M*" =L
und da die Beantwortung einer Orakelfrage hdchstens Zeit

max  timey(y) = |z|9W
y,|y|<timeps (z)

erfordert, ist)M” polynomiell zeitbeschrénkt. Die Gleichheit voiP” und NP
lasst sich vollkommen analog zeigen.

(ii) Es reicht,PNPNeo-NP C NP N co-NP zu zeigen. Sel = L(M*) fur eine POTM
M und seiA ein Orakel inNP N co-NP. Dann existieren NPTM$/" und M”
mit L(M') = Aund L(M") = A. Betrachte folgende NPTM/*:

M*(z) simuliert M(z) und jedesmal wenn\/ eine Orakelfrage
y stellt, entscheidet sicid/* nichtdeterministisch dafur, entweder
M'(y) oder M"(y) zu simulieren. Falls\/’(y) (bzw. M"(y)) akzep-
tiert, fihrt A/* die Simulation vonV/ im Zustandg, (bzw. ¢_) fort.
Anderfalls brichtA/* die Simulation vonV/ ab und verwirftz.

Nun gilt L(M*) = L(M#) = L und daher ist, € NP. Da PNP"<o NP ynter
Komplementbildung abgeschlossen ist, RSP auch inco-NP enthalten.
Die Inklusion vonNPNP""NF in NP folgt vollkommen analog.

(i1i) Wir zeigen zuerst die Inklusion von’ in NPNY. Zu jeder Spraché € ¥} =
3. co-NP existieren eine Spraché € co-NP und ein Polynonp mit

zel e 3ye{0,1}P00 . zdy e A
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Dann istA € NP und L wird von der NPOTMM relativ zum Orakeld akzep-
tiert, die bei Eingabe: ein Worty < {0, 1}*(=) rat und bei negativer Antwort
auf die Orakelfrage#y akzeptiert.

Fur die umgekehrte Richtung sBi= L(M*) fur eine NPOTMM, deren Re-
chenzeit durch ein Polynomund deren Verzweigungsgrad durch 2 beschrankt
ist, und fur einNP-Orakel A. Dann existieren ein Polynomund eine Sprache
B € P mit

yeAe Ize {0,119 . y#2 e B.

Nun kénnen wir jede Rechnungvon M (x) durch ein Wortr = 7 - - - 7)) €
{0, 1}7(=) kodieren, wobei; im Fall, dassy im i-ten Rechenschritt nichtdeter-
ministisch verzweigt, die Richtung, und im Fall, dasém i-ten Rechenschritt
eine Orakelfrage stellt, die Antwort angibt. Nun gilt

rel & Fre{0,1}P D3z 2 € {0, 13100
THrzy, ..., Zp(lz)) € C,

wobeiC alle Stringse#71z1, . . ., 2p(,|) €nthalt mit

¢ r kodiert eine akzeptierende Rechnung Vdiiz), wéhrend defn Orakel-
frageny, ...,y gestellt und mit4, ..., a,, beantwortet werden, und

o flri=1,...,mgilt (a; = jany;#(zi)<q(u:) € B)V (bi = neinAy; ¢ A),

wobei(z)<; das Préafix der Langevon z bezeichnet. D&’ in co-NP liegt, zeigt
diese Charakterisierung, daksn 3 - co-NP enthalten ist. u

9.2 Das relativierte P/NP-Problem

Theorem 9.4 (Baker, Gill und Solovay, 1975)Es gibt OrakelA und B mit
P(A) = NP(A) undP(B) # NP(B).
Beweis Wahlen wir fur A einePSPACE-vollstdndige Sprache (etwa QBF), so gilt
NP(A) C NPSPACE = PSPACE C P(A).

Fur die Konstruktion eines Orakel3 C {0,1}* mit P(B) # NP(B) betrachten wir
die Testsprache
L(B)={0"| BN{0,1}" # 0}.

Da L(B) fur jedes OrakeB zu NP(B) gehort, gentigt ed3 mittels Diagonalisierung
so zu konstruieren, dadg B) nicht in P(B) enthalten ist.

Sei My, M,, . .. eine Aufzéhlung von PODTMs miR® = {L(MF) | i > 1}, wobei
wir annehmen, dass die Laufzeit vafy durch das Polynom® + 1 beschrankt ist,

timens, (z) C (|z])" + 1.
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Wir konstruierenB stufenweise als Vereinigung von SprachigénwobeiB; ausB;_;
durch Hinzufligen maximal eines Wortgsler Langen; entsteht und die Zahlenfolge
n;, 1 > 0, induktiv wie folgt definiert ist:

0, i=0,
min{n > (n,_1)" ' +1|n* <2}, i>0.

Die Bedingungr; 1 > (n;) + 1 stellt sicher, das8/” (0"*) das Orakel tiber kein Wort
y der Langgly| > n;,, befragen kann, und die Bedingufg )’ < 2" garantiert, dass
MB(0m) nicht alle Worter der Lange; als Orakelfrage stellt.

Stufenkonstruktion von B = | J,», B;:

Stufe 0: By = 0.

Stufei > 1: Falls MZ.Bi*l(O"i) akzeptiert, setzé3; = B;_;. Andernfalls
setzeB; = B;_; U{y}, wobeiy das lexikografisch kleinste Wort der
Langen; ist, das vonMiBH (0™) nicht als Orakelfrage gestellt wird.

B; wird also in Stufe so definiert, dass™ in einer der beiden Mengein( M”~ (0™))
und L(B;) enthalten ist, aber nicht in der anderen. Da die WahlywonStufe: zudem
garantiert, dass sich/;(0™) relativ zu B; und zuB;_; gleich verhalt, und da auch das
Hinzufugen weiterer Stringgmit |y| > n;,; zu B in den Stufery > i keinen Einfluss

auf dieses Verhalten hat, folgt: € L(MP)AL(B) und somitZ(B) & P(B). ]

Fast alle bisher in der Komplexitatstheorie erzielten Ratiwurden mit relativier-

baren Beweistechniken erzielt und gelten daher relativizene beliebigem Orakel.

Beispiele hierflr sind alle in dieser Vorlesung gezeigtekiusionen und Separierun-
gen von Komplexitatsklassen wie

DTIME”(f) € NTIME“(f) C DSPACE“(f) C NSPACE*(f) € DTIME#(2°/)),
die Zeit- und Platzhierarchiesatze wie
DTIME"(g(n)) € DTIME"(f(n)),
falls g(n) - log g(n) = o(f(n)), oder der Satz von Savitch,
NSPACE#(s(n)) € DSPACE#(s?(n))
und der Satz von Immerman/Szelepczényi,
NSPACE#(s(n)) = co-NSPACE"(s(n)),

falls s(n) > logn. Wie wir gerade gesehen haben, hangt dagegen die Antwodieuf
Frage, obP(A) = NP(A) ist, von der Wahl des Orakeld ab. Daher lasst sich das
P/NP-Problem nicht mit relativierbaren Beweismethoden beggit. Es gibt sogar

relativierte Welten, in denen alle Stufen der Polynomiiéfeerarchie verschieden sind.
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Theorem 9.5 Es existiert ein OrakeB, so dasst)(B) # ¥i,,(B) furalle k > 0
(und somitPH(B) # PSPACE(B)) gilt.

Im Jahr 1981 zeigten Bennet und Gill, dass man bei zufalligainl des Orakels!
P(A) # NP(A) # co-NP(A)

sogar mit Wahrscheinlichkeit 1 erhalt, d.h. die Klas®&MNP und co-NP sind unter
fast allen Orakeln verschieden. Die Frage Rib auch relativ zu einem Zufallsorakel
echt ist, ist dagegen noch offen. Die in den 80ern aufgési@lifallsorakelhypothe-
sebesagt, dass eine relativierte Aussage iel) # NP(A) genau dann relativ zu
einem Zufallsorakel mit WK gilt, wenn sie unrelativiert gilt. Diese Hypothese wurde
mehrfach widerlegt. Bekanntestes Beispiel ist die Gleatht¥ = PSPACE (siehe
Kapitel 11), obwohIP# # PSPACE# mit Wk 1 gilt.



