Ubung Algorithmen und Datenstrukturen
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Patrick Schafer, Humboldt-Universitat zu Berlin



Agenda

1. Landau-Notation (Wiederholung & Vertiefung)
2. Pseudocode-Analyse & Algorithmenentwurf



Landau-Notation

* Definitionen:
c 0(g)=1{f13c>0 Iny>0Vvn=ny f(n) <c-gn}
* QUg)={f13c>0 Ing>0Vn=ny f(n)=c-gn)}
* 0(g) =0(g) n Q(g)
co(g)={f1Vc>0 Ing>0Vn=ny f(n)<c-gn)}
s w(@={f|vc>0 Ang >0 Vn=ny f(n)>c-gn)}

« Hinreichende Kriterien: * Satz von L'Hopital:
) Fur zwei differenzierbare
. Y{I_TLIOM < o= fe0i(g) Funktionen f und g, mit
éirgo f(n) = ilrg g(n) =0 oder
. limm=0®f60(g) lim f(n) = lim g(n) = o,
n—oo g(n) n.—>oo n—oo
fn) gilt:
e Iim—=>0=>>f€ L'H !
il gy~ 0= 1 € ) lim L8 2 iy L0
n—-oo g(n) n—-o g (n)
lim@—oo@wa(g)

nooo gn)

* Niutzliche Zusammenhange:

fEO0(g) = gef)
f€o(g) & g€ w(f)
f€o(g) = f€0(g)
f€o(g)= fe&g)
fEw(g) = f €l
feEw(l@ =f¢0(g)

* Logarithmengesetze:

Q ),_(lnn>'_ 1
08 1) = In2/ In2-n

e Ableitungsregeln:
a) f(x) =x"f'(x) = nx""!
b) f(x) = g(h()), f'(x) = g (h(x)) - I (x)
c) f(x) = g(x) - h(x), f'(x)
=g'(x) - h(x) + g(x) - h'(x)



Wiederholung (Beweisalternativen)

* Gilt f(n) € O(g(n))?
* f(n) =3n>+4n3+ 15
+ g(n) =n®

a) Wir betrachten den Grenzwert: b) Wir betrachten die Definition:

|
|
1
lim g _ lim n® ! (3c,ny >0 Vn=ny: 3n° +4n +15<c-n°)
—00 - 3n5 + 4n3 + 15 y
noe f(n)  mom3nt+dn ! Wihle zB¢ = 3 + 4 + 15 = 22
L H li (n°)r IRT 5n* |
T nooo (3n5+4n3+15)1 pooo 5-3nt43-4n? | dann giltvn > 1:
UH | 4 - 5n° : 3n5 + 4n® + 15
- llm 5 5 5
noo5-:3n3+2-3-4n I < 3n>+4n>+ 15n
LZ—I I 3.4 .5n? : < 22n°
T now3-4-5.3n2+1-2-3-4
L'H . 2.3.45n .11 |
= lim ———=lim-=- I
n—ooo 2:3:4:5:3n n—-oo 3 3 :
= f(n) € 0(n>) und f(n) € Q(n°) : = f(n) € 0(n°) 4



Vorbereitung auf Aufgabe 1.1

* Gilt f(n) € O(g(n)) oder f(n) € Q(g(n))?
* f(n) =log?n =logn-logn
* g(n) =+n

Wir betrachten den Grenzwert:

(In n)?
logZn 2
lim 5 = lim (In ?

_4 1 _8

/ 2 2
VH (In2)%2n _ (In2) _
771 2 n2

0

= f(n) € o(g(n)) und f(n) & Q(g(n))

Verwendete Zusammenhange:

(log,n)’ = (1) =

In2 " In2n

f(x) = g(h(x)),f'(x) = g'(h(x)) - k' (x)
lim 22 =0 o feo(g),f €olg) = f ¢ (g)

n—oo g(n)




Vorbereitung auf Aufgabe 1.2

* Fir beliebige Funktionen f,g,h : N = N gilt:
feO(g) A geO(h) = feO(h)

« Gegeben: |

dc,ng vVn=ngf(n) <c-gn) A L

3c,, Ny VN = n,:g(n) < ¢, - h(n) 2| 4 6 8 10 1z | 14
« Zu zeigen:

Jcg, gt VN = ng: f(n) < c3- h(n)

« Wihle c;=c; - ¢, und ny=max(n;,n,), dann gilt:
VTL 2 n3: f(n) S Cl'g(n) S C1 * CZ * h(n) S C3 * h(n)

= fe0(h)



Agenda

1. Landau-Notation (Wiederholung & Vertiefung)
2. Pseudocode-Analyse & Algorithmenentwurf



Pseudocode-Analyse

Algorithmus bar
Input: Array A der Lange |A| = n mit n > 2
Output: Zahl x
z :=0;
for i:=1tondo
for j:=i4+1tondo
if x < |A[i] — A[j]| then
x = |A[i] — Aljl];
end if
end for
end for
return z;

a) Was berechnet der Algorithmus bar?
b) Analysieren Sie die Laufzeit des Algorithmus in Abhangigkeit von n.

c) Entwerfen Sie einen bezlglich der Laufzeit effizienteren Algorithmus fir das

Berechnungsproblem. Notieren Sie Thren Algorithmus als Pseudocode und analysieren
Sie dessen Laufzeit.



Schreibtischtest

« Handisches Verfahren zur Verstandnisgewinnung und Uberpriifung der
Korrektheit eines Algorithmus

Was berechnet der Algorithmus bar bei Eingabe Belegungen der Variablen
A=1[3,2,-14]7
i j X
Algorithmus bar
Input: Array A der Lange |A| = n mit n > 2 1 2
Output: Zahl x
x:=0; 1
for i:=1tondo
for j:=i+1tondo 1 n
if x < |A[i] — A[j]| then
x = |Ali] - A[j]]; 2 1
end if
end for
end for

return z;




Laufzeitanalyse

“Analysieren Sie die Laufzeit”: d.h., gesucht wird die Laufzeit in O-Notation.

Elementare Operation haben konstante Laufzeit:

X :=0; =0O(1)
X 1= X+i; =0O(1)
al1] =bl[1]; =0O(1)

Bedingte Anweisung haben konstante Laufzeit:
if (x<0) then O(1)
x=-1*x; + O(1)
end if; = 0O(1)
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Laufzeitanalyse

Laufzeit von Schleifen ist abhangig von der Anzahl der Durchlaufe.

for i:=1to 10 do
X+=1i;

end for

for i:=1 to |a| do
X += ali];

end for

for i:=1 to 2 do
for j:=1 to |a| do
X += i*aljl;
end for
end for

for i:=1 to n do
for j:=1 to m do
X +=1%;
end for
end for

10 € 0(1)
- O(1)
= O(1)

O(la|)
- O(1)
= O(|a) la| = n

2 €0(1)
- Ofla))
= O(|a) la|] =n

O(n)
- O(m)
- O(1)
=0O(n-m)
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Wichtige Komplexitatsklassen

konstant Elementare Operation)

logarithmisch Halbieren der Eingabe, Bindre Suche)
linear Einfache Schleife, Sequentielle Suche)
Verschachtelte Schleife, Bubble Sort)
Verschachtelte Schleifen)

Traveling Salesman)

quadratisch
polynomial

(
(
(
: linear logarithmisch (Divide & Conquer, Mergesort)
(
(
(

exponentiell

» Komplexitat bis zu O(n?) ist akzeptabel (zwei verschachtelte Schleifen).
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Pseudocodeanalyse

Algorithmus bar
Input: Array A der Lange |A| = n mit n > 2
Output: Zahl x
z :=0;
for i:=1tondo
for j:=i4+1tondo
if x < |A[i] — A[j]| then
x = |A[i] — Aljl];
end if
end for
end for
return z;

b) Analysieren Sie die Laufzeit des Algorithmus in Abhidngigkeit von n.

c) Entwerfen Sie einen bezlglich der Laufzeit effizienteren Algorithmus fir das

Berechnungsproblem. Notieren Sie lhren Algorithmus als Pseudocode und analysieren
Sie dessen Laufzeit.
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Algorithmenentwurf

Gegeben sei ein Array A der Lange |A| =n — 1, in dem jede Zahl zwischen 1 und n bis
auf eine genau einmal vorkommt. Ein Beispiel fir A mitn =5 ware also A = 2, 4, 1, 5].
Entwerfen Sie einen Algorithmus, der als Eingabe das Array A erhalt und als Ausgabe die
in A fehlende Zahl zurlckgibt. Die Laufzeit des zu entwerfenden Algorithmus soll in O(n)
liegen. Notieren Sie lhren Algorithmus als Pseudocode.
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