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Pumping-Lemma

Satz (Pumping-Lemma)

Sei L C ¥* eine Sprache. Dann gilt:
L regular = 31 e NVx € L,|x| >/ Ju,v,w € T*, uvw = x mit

v#e A Juv| <1 AVIi>0:w'iwe L
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Pumping-Lemma

Kontraposition des Pumping-Lemmas

Das Pumping-Lemma lieBe sich auch so schreiben:

Satz (Pumping-Lemma)

Sei L C X* eine Sprache. Dann gilt:
Wenn VI € N 3x € L,|x| > I Vu,v,w € ¥ uvw = x gilt:

v=e V |uv| >V 3i>0:w'w¢ L,

so folgt: L nicht regular.
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Pumping-Lemma

Kontraposition des Pumping-Lemmas (Forts.)

Nun machen wir noch eine kleine Umformung, bis wir die Variante

haben die wir meistens nutzen werden:

Satz (Pumping-Lemma)

Sei L C ¥* eine Sprache. Dann gilt:
Wenn VI e N3x € L, |x| > | Yu,v,w € X* uvw = x gilt:

(v#e A Juv| <) = EIiZO:uviw¢L),

so folgt: L nicht regular.
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Pumping-Lemma

Aufgabe 1

Zeigen sie

mit Hilfe des Pumping-Lemmas,

durch Angabe unendlich vieler bzgl. R4 bzw. Rg nicht
aquivalenter Worter
dass die Sprachen A := {a"b"ck|n,m,k > 1,m > n+ k} und
B :={a"b™ck|n,m, k > 1, m < n+ k} nicht regulir sind.
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Pumping-Lemma

Losung (Pumping-Lemma):

A: Sei | € N. Betrachte x = a'b/t1c € A.

In jeder Zerlegung uvw = x mit v # € und |uv| </
gilttv=a",1<i<|.
Also ist uv?w = a'tip/*lc ¢ A
Folglich ist A nicht regular.

B: Sei | € N. Betrachte x = a'b’c € B.
In jeder Zerlegung uvw = x mit v # € und |uv| </
gilttv=a',1<i<|.
Also ist uv’w = uw = a/~'bc ¢ B.
Folglich ist B nicht regular.
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Pumping-Lemma

Losung (Myhill-Nerode-Relation):

A1l: Die Wérter {ab™?c|n € N} sind bzgl. Ra pw. iniquivalent.

Fir m < n gilt: ab™2cc™ ¢ A, ab™2cc” € A.

A 2. Die Worter {a"|n € N\ {0}} sind bzgl. Ra pw. indquivalent.
Fiir 0 < m < n gilt: amb™tlc € A a"b™1c ¢ A.

B 1: Die Worter {ab™2c|n € N} sind bzgl. Rg pw. inaquivalent.
Fir m < n gilt: ab™2cc™ € B, ab"cc” ¢ B.

B 2: Die Worter {a"|n € N\ {0}} sind bzgl. Rg pw. indquivalent.
Fir 0 < m < n gilt: a™b"c ¢ B, a"b™c € B.
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Pumping-Lemma

Aufgabe 2

Bestimmen Sie die Pumping-Zahlen der folgenden Sprachen.

L1 := Die Menge, der durch 4 teilbaren, natiirlichen Zahlen in

Dezimaldarstellung.
L := {a®"|n € N}.
Ly := {ak™*¢|n € N}.
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Pumping-Lemma

Losung:
Da 4|100 wird deutlich, dass man die erste Stelle einer
dreistelligen Zahl beliebig (auf- oder ab-)pumpen

kann.= L < 3.

Betrachten wir 32 € L;. Fiir | = 2 hatten wir folgende

Zerlegungen in uvw mit |uv| <2, v # e
u=c¢,v=3w=2 Dann wire aber iv®w =2 ¢ L;.
u=3,v=2w=c Dann wire aber uv®w =3 ¢ L;.

u=w =c¢e,v =232 Dann wire aber u/ow =¢ ¢ L.

Folglich ist 1 > 2 und somit /| = 3.
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Pumping-Lemma

I ist offensichtlich 2, da wir die ersten beiden as beliebig
pumpen konnen, ohne dass die Lange ungerade wird.

Zunachst ist klar, dass / . > k. Hier mussen wir eine
Fallunterscheidung machen:

k > ¢ Hier ist I . offensichtlich k, da wir die ersten k as beliebig
pumpen konnen, ohne dass die Langenbedingung verletzt wird.

k < ¢ Dieser Fall ist nicht ganz, so einfach, da dass kiirzeste Wort in
der Sprache a“ ist und dieses schon k as beinhaltet.Also
konnen wir die ersten k as dieses Wortes nicht abpumpen. In
ak + ¢ kénnen wir das aber.Es ist nun leicht zu sehen, dass Ik

hier ¢ + 1 sein muss.

Insgesamt ist also /x - = max{c + 1, k}.
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Reguldre Grammatiken

Aufgabe 3

Seien ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} und I ein beliebiges Alphabet.

Geben Sie regulare Grammatiken fiir folgende Sprachen an.
Ly := {Dezimaldarstellungen, der durch 4 teilbaren Zahlen}.
Ly := {Dezimaldarstellungen, der durch 3 teilbaren Zahlen}.

L3 C % L3 = {Wl, 500 Wn} mit w; = aj1..-3djk- (optiona/)

Erinnerung: Eine Grammatik G = (V, %, P, S} heiBt regular, falls
PCVx({efuzruzVv).
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Reguldre Grammatiken

L; := {Dezimaldarstellungen, der durch 4 teilbaren Zahlen}.

Geben wir zunachst die Produktionen an:

Py ={
Sy — 0|4[8|1A|3A|5A|6A|7A|9A|2B|4B|6B|8B,
S1 — 1C|2CI3C|4CI5C|6C|7C|8CI9C,
A — 2|6,
B — 0/4/8,
C — 0C|1CJ2C|3C|4C|5Cl6C|7C|8C|9C
C — 1A|3A|5A|6A|7A|9A|0B|2B|4B|6B|8B,
¥

Also ist G; = ({Sl,A, B, C},Z, P1,51).
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Reguldre Grammatiken

L, := {Dezimaldarstellungen, der durch 3 teilbaren Zahlen}

Geben wir zunachst die Produktionen an:

Py = {
S, — 0[3|6|9|1A|4A|7A|2B|5B|8B|3C|6C|9C, (7)
A = 2|5/8|12C|5C|8C|1B|4B|7B|0A[3AI6A9A,  (8)
B — 1|4|7|1C|4C|7C|2A|5A|8A[0B|3B|6B|9B,  (9)
C — 0[3|6|9|1A|4A[7A]2B[5B|8B|0C|3C|6C|9C  (10)

}

Also ist G2 = ({SZ,A, B’ C‘}7 27 '1327 52) sc”vw”'pw
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Reguldre Grammatiken

L3g|—|*,L3:{W1,...,Wn} mit Wi = aj1...3jk-

EAaY)

G3 = ({53} @] {X,'J’]. <i<nl< <L k,-},l'l, P3,53) mit

Py = {
Sz — a11X1,2|1@21 X2 . . . |an,1Xn2, (11)
Xij—aijXijy, 1<i<nl<j<k (12)
Xik = aik (13)

¥
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R* C RTUR®

Hier zu zeigen: R C RT U R und R* U RO ist reflexiv und transitiv.
R* D RTUR"

Hier zu zeigen: (x,y) € RT UR® = (x,y) € R*, am besten unter
Zuhilfenahme von b).

Rt =RoR*

Hier ist es am einfachsten, vorhergehende Ergebnisse aus b) und c)
Zu nutzen.

hsym(R) C RURT

Hier zu zeigen: R C RURT und RU R ist symmetrisch.
hsym(R) 2 RURT

Hier zu zeigen: (x,y) € RURT = (x,y) € hsym(R) mit

Fallunterscheidung.
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f) hsq(R) C (RURT)"
Hier zu zeigen: R C (RURT)* und (RURT)* ist
Aquivalenzrelation, am einfachsten (iber d),e) und Eigenschaften
von *,
hsa(R) 2 (RURT)"
Hier zu zeigen: (x,y) € (RURT)* = (x,y) € hsq(R). Zunichst
einmal beginnend mit (RU RT) C hz(R) und dann *.
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