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Ableitungen

Ableitungsregeln

Satz (Produktregel)

Seinen f, g : R — R differenzierbare Funktionen. Dann ist
(f-g)=f-g+f-g.

Satz (Kettenregel)

Seinen f, g : R — R differenzierbare Funktionen. Dann ist

i (f(g)) =f'(g)- & @g@
mT: “:\\gy
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Ableitungen

Aufgabe 1

Leiten Sie folgende Funktionen ab (¢ € R} konstant)!
f(x) == x*,
f(x) := x° - log(x),
h:= é, f,g Ry - Ry,
f(x) := log(log(x)) fir x > 1.
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Ableitungen

Losungen:
(Xx)/ — (em(XX))/ — (exlnx)’ — exlnx_(|nX+X%) = x*(1+Inx)
(x€log x) = cx<~t Iogx+xcxﬁ12 = x“"Yclogx + ﬁ)
O = (@) =L (g =L - = P

_ 1 1 1 _ 1
(Iog(logx))’ ~ Tn2logx xIn2 — (In2)2xlogx _ (In2)xInx
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Aufgabe 2

Zeigen oder widerlegen Sie (1 < ¢ € Ry konstant):
n" € O(2")
log n € O(+/n)
log n € O(y/n)
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Losungen:
. n .
im 2 = |lim (2)"=00 = n" ¢ O(2"
n—oo 2" n%oo(2) §é ( )
A 1
. | . | I'Hép . — .
lim 282 = |im 282 =" |lim —h2 = 5 lim -t =
n—oo VN n—oo ne n—o00 %nz— Ns p—oo pe— 1+t
Cc I' —
s Im =
In2 h oo
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Zeige zunachst: nIme v/n=1: Sei € > 0 beliebig. Wahle ny > E% Dann gilt

fir alle n > ng:

2672 <n |-%£2
= 1<gs2 |- (n—1)
-1
= n—1 n(n2 )52 [+1
1
= n<1+n(n2 )52

n .
Nach binomischem Lehrsatz gilt: (14 ¢)" = 3 (n) e =1+ ne + wez + ...
i=0 \/

n<(l+e) V0

=
= Vn<l+e |—1
= Vn—1<e |[v/n>1
ol = [/n—1| <e gfy -
EE: Folglich ist also nimoo v/n=1. ?*vum\e‘
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Daher gilt also*:

lim logn
: Iogn _ n—oo & - _
lim lim logn = oo

noo v/n lim y/n neo

n—oo

=

T *Wir rechnen hier mit uneigentlichen Grenzwerten.
Vgl. Konrad Konigsberger, Analysis 1, Springer-Verlag Berlin Heidelberg New York, 2004, Seite 54f.
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Aufgabe 3

Ordnen Sie die folgenden Funktionen aufsteigend nach ihrem
asymptotischem Wachstum und zeigen Sie die Korrektheit ihrer

gefundenen Reihenfolge!

n!, 2", log(n®+2"), v/n, 2'°g("3)7 23logz pn
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Losung: Eine Reihenfolge ist

Vn, log(n®+2"), 23log 3 2'°g("3), 2" nl, n".

Beweise:
m Seien ¢ = 1,ng = 1. Dann ist fiir n > ng:
v/n < n=log2" < log(n®+2") = clog(n® +2").
m Seien ¢ = 8,n9 = 5. Dann ist fiir n > ng:
log(n® +27) < log(2" +2") = log(2"1) = n+1 < 8 (2)® = c2%'°8(3),

NI

m Seien ¢ = 1,ng = 0. Dann ist fiir n > ng:
3logd _ (n\3 _ 1.3 3 log(n3
2 2—(5)—§n §n—c2g( ).
. 3
m Betrachte lim g—,,
n—-oo
23 ('Hop)®

lim 2 lim —9% - =0.
n—o0 2" n—o0 27(In2)3
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m Seien ¢ = 2,ng = 1. Dann ist fiir n > ng:

2M=2.2..... 2<2.2.3.4..... n=2(1-2---- n) = cnl.
—_— Y ————
n Faktoren n Faktoren n Eaktoren

m Seien ¢ = 1,n9 = 1. Dann ist fiir n > ng:

n Faktoren n Faktoren
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