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1. Grundbegriffe

Geschichte (1)

@ antikes Griechenland
Begriff der Wki.
Naturgesetze driicken sich durch eine Vielzahl von
zufalligen Erscheinungen aus.

@ 1654, Chevalier de Méré, Pascal
Warfelspiele, Wirfe mit 2 Wrfeln. Wenn in 25 Wrfen
einmal eine Doppelsechs so hat C.d.M. gewonnen, sonst
sein Gegner.
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Geschichte (2)
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Geschichte (3)

Pascal, Fermat (Briefwechsel)

2 Personen-Spiele. Gespielt wird eine Serie von Partien, z.B.
Schach (nur 0,1). Gewinnen soll der Spieler, der zuerst S
Partien gewonnen hat, d.h. dieser Spieler erhalt den vollen
Einsatz. Abbruch des Spiels (z.B. wegen Zeitmangel)

A hat a Gewinnpartien, a < S

B hat b Gewinnpartien, b < S

Wie ist der Einsatz gerecht zu verteilen?

Variante: §, aber S wird nicht berlicksichtigt!

Es ware also der weitere mogliche Verlauf nach dem Abbruch
zu analysieren.
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Geschichte (4)

@ 1662, Graunt; 1693 Halley
Sterlichkeitstafeln (Uberlebenswkt. in Abhangigkeit vom
Lebensalter) — Rentenberechnung, Schiffsversicherung

@ 1713, Jacob Bernoulli
“Ars conjectandi”: 1. Lehrbuch der Wkt.rechnung
Bernoulli-Gesetz der GroBen Zahlen, p = P(A)
ha(A) = 14 Auftreten v. A, hy(A) — p —n500 O

@ 1733, Moivre
Grenzwertsatz von Moivre-Laplace

V- Xt N(0,1)
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1. Grundbegriffe Einleitung

Geschichte (6)

@ 1812, Laplace
klassische Definition der Wki.
#f0r A glnstigen Elementarereignisse
P(A) = — ——
#m0oglichen Elementarereignisse

@ 1800, Laplace, Gauss
Untersuchung von Beobachtungsfehlern
Kleinste Quadrat-Schatzung
@ um 1800, Bessel
Annahme Normalverteilung (X rechtfertigen)
@ Quetelet (1796-1874):
Normalverteilung sei allgemeingultig
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Geschichte (7)

@ Ende 19. Jh., Tschebyschev, Markov, Ljapunov
@ Ende 19. Jh., v. Bortkiewicz
Anzahl der t6dlichen Unfélle bei Pferdetritten

@ Ende 19. Jh., Galton
Begriffe Regression, Korrelation

@ 1900, David Hilbert
(2. Intern.Mathematikerkongress Paris)
23 Probleme der Mathematik,
u.a. Axiomatik der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
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Geschichte (8)

@ 1919 R.v. Mises
statistische Definition der Wk,
Erfahrung: P(A) := limu_,o ha(A)
Existiert der Grenzwert?

@ 1933, A.N. Kolmogorov
Axiomsystem der Wkt.rechnung
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1. Grundbegriffe Einleitung

Stochastik

@ Statistik:
Gesamtheit aller Methoden zur Analyse zufallsbehafteter
Datenmengen
— Aussagen Uber die zugrundeliegende
Grundgesamtheit treffen.
@ Wahrscheinlichkeitsrechnung:
gegebene Grundgesamtheit (Verteilung)
— Aussagen Uber Realisierungen einer
Zufallsvariablen treffen.

@ Stochastik: (grch.) im Rechnen geschicki.
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1. Grundbegriffe Einleitung
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1.2 Zufallige Ereignisse

Def. 1 Ein zufalliger Versuch (Experiment)

ist ein Versuch mit ungewissem Ausgang.

Beispiel: Gllcksspiele.

Wichtig bei solchen Experimenten ist:

@ die Beschreibung des Experiments (Kartenspiele,
Munzwurf),

@ die Erfassung der Menge aller moglichen Ausgange des
Experiments.
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1. Grundbegriffe Ereignisse

Zufallige Ereignisse (2)

Def. 2 (Grundbegriffe)
@ Elementarereignis: moglicher Versuchsausgang,

Bez.: w, w € Q.
@ Ereignis: Menge von Elementarereignissen, A C Q
@ sicheres Ereignis: Menge aller El.ereignisse: Q.
@ unmdgiches Ereignis: (.
@ Komplementérereignis: A= Q\ A
Ein Experiment kann diskret sein, d.h. endlich oder abzahlbar

viele Ausgange besitzen, oder es kann tberabzahlbar viele
Ausgange haben.
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Zufallige Ereignisse (3)

Experimente mit einer endlichen
Anzahl von Elementarereignissen
@ Manzwurf
e zwei Elementarereignisse: {Zahl (z)}, {Wappen (w)};
e das unmdgliche Ereignis § = {z} N {w};
e das sichere Ereignis Q := {z, w}.

Die Menge der auftretenden Ereignisse ist

P(Q) :={0,{z},{w},Q},

die Potenzmenge von Q.
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Zufallige Ereignisse (4)

Warfeln (1 mal) Ereignistyp ~ Anzahl
0 1
Elementarereignisse: (i 5
{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, in s
d.h.Q={1,23,45,6}.
Damit erhalten wir fir 1), K} 20
paarweise verschiedene ., k, 1} 15
i,j,k,I,me {i,j, k,1,m} 6
{1,2,3,4,5,6} die Q 1

moglichen Ereigni :
ogiiche elgnisse insgesamt 2% = 64
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Zufallige Ereignisse (5)

Experimente mit abzahlbar
vielen Elementarereignissen
@ Werfen einer Mlinze, bis zum ersten Mal die Zahl fallt

Q={z,wz, wwz, wwz, wwwz, . ..}.

@ Anzahl der ankommenden Fahrzeuge an einer Kreuzung in
einem bestimmten Zeitbereich

Q=1{0,1,2,...}.
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Zufallige Ereignisse (6)

Experimente mit Gberabzahlbar
vielen Elementarereignissen
@ Lebensdauer einer Glihbirne

Q=[0,00[ =R".

Ereignisse sind bei diesem Experiment z.B. Intervalle und
Punkte.

Es gilt beispielsweise: () = [0,1] N [3, 5].

Das Ereignis A = {[0.4,3.1],{7}} bedeutet, daB die
Gluhbirne eine Lebensdauer von 7s oder eine Lebensdauer
zwischen 0.4s und 3.1s hat.
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Zufallige Ereignisse (7)

Uberabzahlbar viele Elementarereignisse
@ Messung einer physikalischen Konstante
y = _m, + _¢

~— ~ ~—
MeBwert Konstante MeBfehler

Die Mef3fehler sind die Elementarereignisse. Ereignisse
sind beispielsweise Intervalle.

@ Experimente, deren Ausgange Funktionen der Zeit sind,
Q = Qo x T. Ereignisse im Experiment sind dann bestimmte
Funktionsverlaufe — stochastische Prozesse.
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1.3 Ereignisfeld

Ein Ereignisfeld £ ist (grob) ein System von Teilmengen der
Menge Q. Es gilt: £ C P(Q).
Def. 3 (U, N, Komplement)
Es seien A; € £ und A, € £ Ereignisse. Dann
@ A3 =AiNA={weQ we Ajundw € Ay} das Ereignis,
bei dem A; und A, eintreten;
@ A3 = AiUA = {w € Q: w e A oderw € Ay} das Ereignis,
bei dem A; oder A, eintreten;
@ A =Q\ A ={weQ: w¢ A} das zu A; komplementare
Ereignis.
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Ereignisfeld (2)

Es gilt offenbar:
@ AUA=Q (sicheres Ereignis),
@ ANA=0 (unmdgliches Ereignis).
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Ereignisfeld (3)

Satz (Rechenregeln fur Ereignisse)
() AuB = BUA (Kommutativgesetz)

(i) (AUB)UC = AU (BU C) (Assoziativgesetz)
(i) AN(BUC)=(ANnB)U(ANC)

) AU(BNC)=(AuB)Nn(AUC)
(Distributivgesetze)

(iv

(v) (De’Morgansche Regeln)

(AuB) =

(ANB) =

> >
C D
W @l
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Ereignisfeld (4)

Def. 4

Seien Ay, ..., A,, ... Ereignisse. Die Vereinigung | J;=, A; ist das
Ereignis, das eintritt, wenn mindestens eines Ereignisse

Aq, Ao, As, ... eintritt.

Der Durchschnitt (2, A; ist das Ereignis, das eintritt, wenn alle
Ereignisse Ay, Az, As, ... eintreten.
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Ereignisfeld (5)

Verallgemeinerungen der Rechenregeln
Seien A, Ay, ... Ereignisse.
(i) - An(UZ; A) = UZ (AN A)
(iv)  AU(NZ A) = NZ(AUA)
(v)

g
>|

Il
4

Ua -
i=1
Na -
i=1

lan
>|

I
N
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Ereignisfeld (6)

Def. 5 & C P(Q) hei3t Ereignisfeld tber Q
falls folgendes gilt:

Q Qeg;

@ Gilt A € £ fiir i € N, dann folgt ﬁ Acé;

Q Ace— Act.
& heif3t auch o—Algebra Uber Q.
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Ereignisfeld (7)

Grundlegende Eigenschaften

@ Elementarereignisse schlie3en sich gegenseitig aus.
@ Es tritt immer nur genau ein Elementarereignis ein.

@ Ein Ereignis tritt genau dann ein, wenn eines seiner
Elementarereignisse eintritt.

Folgerung

Q IstA €& VieN,sofolgt: |J A €€&.
i=1

@ Fir das unmdgliche Ereignis gilt: () € £.
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Ereignisfeld (8)

Beweis der Folgerung

A€ VieN = A& VieN (Def. 5.3)
— (A €& (Def.5.2)

i=1

— [ JA €& (de Morgan)

i=1

— [ JA €& (Def. 5.3)

i=1

@ Nach Def. 5.1 gilt: Q € £. Wegen 0 = Q und Def. 5.3 folgt
dann: () € £.
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Ereignisfeld (9)

Def. 6 Zwei Ereignisse A;, A; € £ hei3en
unvereinbar (disjunkt), falls A; N A> = 0 gilt. Wir sagen dann
auch, diese beiden Ereignisse schlie3en einander aus.
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1. Grundbegriffe Axiomensystem

1.4 Kolmogorov- Axiomensystem
Def. 7 (Wahrscheinlichkeit) Sei £ ein Ereignisfeld.

Eine Abbildung P: £ — R heif3t Wahrscheinlichkeit, falls sie
die folgenden Eigenschaften hat:

Q Firalle Ae £ qilt: 0 < P(A) < 1;

Q P(Q) =1;

© Sind die Ereignisse A, Ao, ... paarweise unvereinbar (d.h.
ANA =0fari+#j, i jeN), so gilt die sogenannte
o—Additivitatseigenschatft:

P (G A,-) = i P(A)).

i=1
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Kolmogorov'sches Axiomensystem (2)

Def. 8 (Wahrscheinlichkeitsraum)

Sei 2 die Menge der Elementarereignisse, £ ein Ereignisfeld
dber Q (£ C P(2)) und P genlige den KOLMOGOROV—Axiomen,
dann heif3t das Tripel (22, £, P) Wahrscheinlichkeitsraum.

Mittels dieses Begriffes ist eine vollstandige Beschreibung eines
zufalligen Experimentes maoglich.
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1. Grundbegriffe Axiomensystem

Kolmogorov’sches Axiomensystem (3)

Wir betrachten nun A C P(Q), ein System von Teilmengen der
Menge Q. Dann kénnen wir die folgende Menge bilden:

E(A) ={&: AC €&, € ist Ereignisfeld} .

Dann ist die Menge
=) ¢
Ee&(A)

die von A erzeugte o—Algebra (Ereignisfeld) bzw. die kleinste
o—Algebra Uber Q, die A enthalt.
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1. Grundbegriffe Axiomensystem

Kolmogorov'sches Axiomensystem (4)

Beispiele fur Wahrscheinlichkeitsraume (2, €, P)

Klassische Wahrscheinlichkeitsraume
Q=A{wy,...,wn}, E=P(Q).
P(w)=P({w})=« Vi=1,...,N.D.h.alle
Elementarereignisse sind gleichwahrscheinlich.
Def. 9(klassische Def. der Wkt.) Sei A € &.

P(A) = #{w,w € A}  #lr A glnstigen El. ereign.
B N ~ #mdoglichen El.ereignisse
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Kolmogorov’sches Axiomensystem (5)

Borel-Mengen
Es sei 2 =R und

A={la,b]: —x<a<b<o}CP).

die Menge der halboffenen Intervalle. Dann ist B! := £, die
o-Algebra der BOREL—Mengen. (R, B, P) ist dann ein
Wahrscheinlichkeitsraum mit irgendeiner Wahrscheinlichkeit P.
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1. Grundbegriffe Axiomensystem

Kolmogorov’sches Axiomensystem (6)

Es sei Q = [0, 1]. Weiterhin betrachten wir:
E={A: A=BnJ0,1],B<c B'}.
die Menge der Borelmengen auf dem Intervall [0, 1].
P: A— R mit P(A) := [ dx.
A

PQ) = /01dx:1

(5 - 3
PUI = [Tax =0
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Kolmogorov'sches Axiomensystem (7)

Q: A— R mit Q(A) := [3(1 — x®)dx
A

QQ) = /02(1—x2)dx

(Q2,&,P)und (2, £, Q) sind Wahrscheinlichkeitsraume.
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1.5 Folgerungen

Sei (Q,&,P) W.-raum und A, B, Ay, ..., A, Ereignisse.
Q@ P(A) =1-P(A).
Q P(0)=0.
© Sei A C B. Dann gilt:
Q@ B\AEc¢;
@ P(B\ A) = P(B) — P(A) (Subtraktivitat);
@ P(A) < P(B) (Monotonie der Wkt).
Q P(AUB)=P(A) + P(B) — P(AN B),
P(AuUB) < P(A) + P(B).
Sind A und B unvereinbar, so gilt die Gleichheit.
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Folgerungen (2)

Es sei {A,: n € N} eine Folge von Ereignissen
@ Essei A, C A1, Vn € N. Dann gilt:

P(Iim An> — lim P(A,).

n—oo n—oo

.otetigkeit (des Wkts.mafes) von unten®

©Q Essei A, D A,y1, Vn € N. Dann gilt:
P(Iim A,,> — lim P(A,).

n—o0 n—oo

.otetigkeit (des Wkts.mafes) von oben®
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Beweis Folgerungen 1 und 2

Q Esgilt: Q=AU(Q\A) = AUA, firalle Ac €.
Wegen AN A = () folgt:

1 = P(Q)=PAUA)

Wir stellen um und erhalten: P(A) =1 — P(A).
Q@ Wegen ) = Q\ Q = Q folgt aus Aussage 1:

P(0) =1— P(Q) =0.
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Beweis Folgerungen 3

© Es seien A, B € £ zwei Ereignisse mit A C B.
Q@ Esqilt:
B\A=BnA.

Wegen B € £ und A € £ folgt nach Def. 5.(2.), dass auch die
Menge B\ A € & ist.
@ Aus B=AU(B\ A)und An (B\ A) = 0 folgt:

P(B) = P(AU(B\A))
= P(A)+ P(B\A)
Wir stellen um und erhalten:

P(B) — P(A) = P(B\ A).
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Beweis Folgerungen 4.-6.

© Wenn wir die Subtraktivitatsgleichung etwas umstellen,
erhalten wir:
P(B) = P(A) + P(B\ A).

Wegen Definition 7.(1.) folgt daraus sofort:

P(A) < P(B).

@ Es seinun {A,: n € N} eine Folge von Ereignissen mit
An g AnJr‘], vn 6 N.
Nach Definition der Ereignisfolge (A,) gilt:
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Beweis Folgerung 5 (1)

lim A, = | J Ax.
n—oo Pt
Wir definieren:
B1 = A1
Bg = A2\A1

Bn = An \ An_1 usw.
Offenbar gilt fur alle i,j € N mit j # j:

BnB =0 |JA=|]JBx
k=1 k=1

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker



Beweis Folgerung 5 (2)

P( lim An> - P(G Ak) :P(G Bk>
= ZP(B") (Definition 7.(3.))
k=1

= P(A))+ Z P(Ak \ Ak_1)
k=2

= P(A1)+ lim > P(Ac\ Ak1)
k=2

= lim (P(A1) + > (P(A) — P(Ak1))>
— lim P(A,). 7P

n—oo
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N P L ol Folgerungen
Beweis Folgerung 6 (1)

© Es seinun {A,: n € N} eine Folge von Ereignissen mit der
Eigenschaft A, O A,.1, Vn € N.
Dann gilt:

|mm:ﬁm

n—o0
k=1

Unter Anwendung der DE MORGAN’schen Regeln erhalten
wir:
jm A= U A
k=1
AuBerdem gilt: Ay C A.1. Dann
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Beweis Folgerung 6 (2)

P(ima) - P(UA)
— 1_P<GA_,(> (Aussage 1)

= 1P (jmA)

= 1_ n||_>r20 P(A,) (Aussage 4)
— 11— im (1 - P(A)
= lim P(A,).

n—oo
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1. Grundbegriffe Folgerungen

Folgerungen (Fortsetz.)
Subadditivitat von P

. Ereignisse. Dann gilt:

P(U Aj) < Z P(A)

Seien Ay, As, ..
Beweis:
B; A
B, = A\ A
Bs Az \ (A1 UA2)

B,' =

B; paarw. disjunkt, B; C A;.

Wolfgang Kdssler

AN (UJA) -

j<i

Us

i>1

P(JA)
i=1
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Folgerungen (8)

Siebformel, Prinzip von Inklusion und Exklusion

Seien Ay, ..., A, Ereignisse. Dann gilt:

P(JA) = > D'TR(A)

i=1 IC{1,...,n},I#0

iel

— Z P(A) =Y PANA)+—..

i<j
(_1yH1 2:

i <lp<:<lpn

auch: Formel von Poincare-Sylvester
(Montmort: Briefwechsel mit Bernoulli)
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1. Grundbegriffe Folgerungen

Siebformel

Beweis: (Induktion nach n)
@ I|A n =1 trivial, (n = 2 : Subtraktivitat)

P(A1 U Az) = P(A1) + P(Az) - P(A1 N Ag)

2
= ) _P(A)- Y PANA)
i=1 I={1,2}

=Y =NRNA)

IC{1,...,n}, 10 iel

@ IS: Aussage der Folgerung gelte fir n. Dann
n+1 n n
P(UJA) = P(JA)+ P(Ani1) — P(J(AiN Anii))
i=1 i=1 i=1
wegen Subtraktivitat.
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Siebformel

Beweis (2)

Auf den ersten und dritten Summanden wird jeweils die IV
angewendet. Der dritte Summand ist gleich

n

— PN Anir)
== Y EDTPOAN A)

JC{1,...,n} J#D icd

= > (—=1)M1P(() A).

{n+1}CJC{1,...,n+1},J#A{n+1} ied
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Siebformel

Beweis (3)
Untersuchung der Indexmengen:
1. Summe: alle nichtleeren Teilmengen von {1, ..., n}

3. Summe: alle nicht-1-Element. Teilmengen von
{1,...,n+ 1}, die das Element n+ 1 enthalten

2. Summe: das Element n+ 1.

Damit tauchen alle nichtleeren Teilmengenvon {1,...,n+1}in
einer der Summanden auf.

Alle Summanden haben die gleiche Form, wie in der Siebformel.
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Beispiele zur Siebformel (1)

Rencontre-Problem

n Studenten sollen schriftlich von einer Anderung des
Vorlesungstermins benachrichtigt werden. Im irrtmlichen
Glauben, daf3 jeder der n Briefe den gleichen Inhalt aufweist,
verteilt eine Sekretarin die Briefe willkirlich in die verschiedenen
Umschlage.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 mindestens ein Brief in
den richtigen Umschlag gelangt? Welchen Wert erhalt man fir
n— oo?

Lésung: Ubung.
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Beispiele zur Siebformel (2)

Sortierprobleme

geg.: Feld der Lange n

Daten zufallig angeordnet, gleichverteilt mit Wkt. ..

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dal3 mindestens ein
Feldelement schon an der richtigen Stelle liegt.? Welchen Wert
erhalt man fir n — oco?

das ist dasselbe wie beim Rencontre-Problem.

Wie grof3 ist die Wkt., daf3 genau k Elemente bereits am
richtigen Platz stehen? — Ubung
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Folgerungen aus der Siebformel
Bonferroni-Ungleichungen (1)
Die Ungleichung

P(AUB) < P(A) + P(B)

heiBt Bonferroni-Ungleichung.

Weitere (Bonferroni)- Ungleichungen erhalt man durch Abbruch
der Siebformel nach Gliedern mit positivem (<) bzw. negativem
(>) Vorzeichen.
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Folgerungen aus der Siebformel

Bonferroni-Ungleichungen (2)

P(AuBU C) P(A)+ P(B) + P(C) (n=1)

P(AuBUC) > P(A)+ P(B)+ P(C) (n=2)
—P(AnB)—-P(AnC)—-P(BNnC)

P(AuBUC) < P(A)+ P(B)+ P(C)
—P(AnB)-P(AnC) - P(BNnC)
+P(ANBNC)

IN

(n=3, es gilt hier sogar Gleichheit)
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1. Grundbegriffe Klass. Definition

1.1 Einleitung, Geschichte

1.2 Zufallige Ereignisse

1.3 Ereignisfeld

1.4 Kolmogorov’sches Axiomensystem

1.5 Folgerungen aus dem Kolmogorov- Axiomensystem

1.6 Die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit
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1.6 Die klassische Definition der
Wahrscheinlichkeit

Wir betrachten fur ein zufélliges Experiment die Menge der
Elementarereignisse Q = {wy,...,wn}. Sei &€ = P(Q2) und
P({wi}) = 4.Vi=1,...,N).

#{w:weA

P(A) = % )
# der far A glnstigen Elem.Ereignisse
# der moglichen Elementarereignisse
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DE MERE (1)

Woirfeln mit 3 Warfeln
Folgende Ereignisse werden betrachtet:

A = Es fallen 11 Augen.
B = Es fallen 12 Augen.

Frage: P(A), P(B)?
Die Menge der Elementarereignisse ist
Q={(i,j.k): 1<ijk<6}.

Anzahl der Elementarereignisse N := 6° = 216,
P((i.], k)) = 3t

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker



DE MERE (2)

Anzahl der Ereignisse

Wolfgang Kdssler

A (11 Augen) || B (12 Augen)
6-4-1 6 6-5-1 6
6-3-2 6 6-4-2 6
5-5-1 3 6-3-3 3
5-4-2 6 5-5-2 3
5-3-3 3 5-4-3 6
4-4-3 3 4-4-4 1
n(A)=27 n(B)=25
27 25
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@ 2.1 Klassische kombinatorische Probleme

@ 2.2 Beispiele

@ 2.3 Arithmetische Beziehungen zwischen den
Binomialkoeffizienten

@ 2.4 Die Stirling Formel
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2.1 Klassische kombinatorische Probleme,
Aufgabenstellung

Anzahl der verschiedenen Zusammenstellungen von Objekten.
Je nach Art der zusatzlichen Forderungen, ist zu unterscheiden,
welche Zusammenstellungen als gleich, und welche als
verschieden angesehen werden.

@ Permutation (ohne Wiederholung)

@ Permutation mit Wiederholung

@ Variation ohne Wiederholung

@ Variation mit Wiederholung

@ Kombination (ohne Wiederholung)

@ Kombination mit Wiederholung
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2. Kombinatorik Problemstellungen

Klassische kombinatorische Probleme

(1)
Permutation (ohne Wiederholung)

Jede eineindeutige Abbildung I der geordenten Menge
{1,..., n} auf eine n-elementige Menge M = {sq, ..., s,} heil3t
Permutation oder Permutation ohne Wiederholung,

Vie{l,...,n} :N(i) = si,si € M, s; # s;(i # j)

Anzahl:

Wiewiel Moglichkeiten gibt es, die Eisenbahnwagen
32,33,34,35,36,37 hintereinander zu hangen?

N = 6!
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2. Kombinatorik Problemstellungen

Klassische kombinatorische Probleme

(2)

Permutation mit Wiederholung

SeiM={si,...,s}, ki>0Vi=1,... kmit> k = n. Jedes
geordnete n-Tupel von Elementen aus M, wobei jedes Element
Si genau k; mal vorkommt, hei3t Permutation mit Wiederholung.

Anzahl: N = 5

Wiewiel Méglichkeiten gibt es, die Karten beim Skatspiel zu
vergeben?
32!
N= Tororon
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2. Kombinatorik Problemstellungen

Klassische kombinatorische Probleme

3)

Variation ohne Wiederholung

Sei M = {s4,...,sy}. Jedes geordnete k-Tupel, k < nvon
verschiedenen Elementen aus M heif3t Variation ohne
Wiederholung.

Anzahl: N=n(n—1)---(n—k+1)

Aufteilung von k Elementen auf n Facher.

Wieviele Moglichkeiten fur die drei Erstplazierten im 100m
Endlauf gibt es?

N=8-7-6=2336.
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2. Kombinatorik Problemstellungen

Klassische kombinatorische Probleme

(4)

Variation mit Wiederholung

Auswahl von k Elementen aus einer Menge M = {s;,...,s,} mit
Zuricklegen. Die Frage ist:

Wieviel verschiedene Mdglichkeiten gibt es, k Elemente aus
dieser Menge zu entnehmen, wobei Elemente mehrfach
entnommen werden kdnnen?

Anzahl der 10stelligen Dualzahlen:

N =2
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2. Kombinatorik Problemstellungen

Klassische kombinatorische Probleme
(5)

Kombinationen (ohne Wiederholung)

Jede k-elementige Teilmenge aus einer n-elementigen Menge
M heil3t Kombination (ohne Wiederholung) (von k aus n
Elementen). Dabei sind Wiederholungen nicht erlaubt und die
Reihenfolge der k Elemente wird nicht bertcksichtigt.

_ n(n=1)-...(n=k+1) _ (n\ _ !
N = k! T (k) o (n—7()!k!'

Anzahl der 5er im Lotto: UA
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2. Kombinatorik Problemstellungen

Klassische kombinatorische Probleme

(6)

Kombination (mit Wiederholung)

Fasst man alle Variationen mit Wiederholung (n Elemente,
Ordnung k) zu Aquivalenzklassen zusammen, so daB sie aus
aus den gleichen Elementen der gleichen Anzahl bestehen, so
heif3t jede solche Klasse Kombination mit Wiederholung.

N=(E)

n=2 k = 3: 4 Klassen:
{aaa}, {aab, aba, baa}, {abb, bab, bba}, { bbb} werden jeweils
zu einer Klasse zusammengefaft.

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 73



2. Kombinatorik Problemstellungen

Klassische kombinatorische Probleme
(6a)

Erlauterung zur Kombination mit Wiederholung: siehe Beispiele

4,5 und 6.
(Dieses Problem wird auf den Fall unterscheidbarer Wrfel

zuriickgefihrt.)
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2. Kombinatorik Problemstellungen

Klassische kombinatorische Probleme
(7)

Kombination von Elementen aus mehreren Mengen

Wir betrachten beliebige Mengen S;, . . ., Sk, wobei
Si={sin,...,8mn} (i=1,....K) gil.

Wieviel verschiedene Kombinationen von je einem Element der
Mengen S;, . .., Sk kénnen gebildet werden?

Solche Kombinationen haben die Form (syj,, . .., Sk, ), wobei

Ski, € Sk giltfurallei=1,... k.

Anzahl: N:n1-n2-...-nk.\
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@ 2.1 Klassische kombinatorische Probleme

@ 2.2 Beispiele

@ 2.3 Arithmetische Beziehungen zwischen den
Binomialkoeffizienten

@ 2.4 Die Stirling Formel
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Beispiele (1)

Eine Gruppe von r Studenten verreist in einem Zug

Die Studenten verteilen sich zufallig auf n > r Abteile. Es sei A
das Ereignis, daf3 alle Studenten in verschiedenen Abteilen
sitzen.

iy = "

N = n" = #Mdglichkeiten fir die Verteilung der
rStudenten auf die n Abteile

n(A) = n-(n—1)-...-(n—r+1)

P(A) — n%\) _ n-(n—1)-.,.7.r-(n—r+1)‘
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Beispiele (2)
Ziehen von Kugeln

In einer Urne sollen sich n Kugeln befinden. Von diesen seien nq
schwarz, n — n; dagegen weif3. Nun werden k Kugeln (zufallig)
entnommen, und zwar ohne Zurlcklegen.

A: “von diesen k Kugeln genau k; schwarz”

N = (}) =# Moglichkeiten, k Kugeln aus n Kugeln auszuwéhlen.
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2. Kombinatorik Beispiele

Beispiele (2a)

Ziehen von Kugeln (Fortsetzung)
n(A)= Anzahl der Mdglichkeiten zur Entnahme von k Kugeln,
bei denen genau k; schwarze Kugeln ausgewahlt werden.

In einem solchen Fall sind dann auch genau k — k; weil3e
Kugeln entnommen worden. Also

@ Die Anzahl der Méglichkeiten, aus ny schwarzen Kugeln k;
schwarze auszuwahlen (ohne Wiederholung und ohne
Beriicksichtigung der Reihenfolge) ist (i').
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Beispiele (2b)

Ziehen von Kugeln (Fortsetzung)
@ Die Anzahl der Mdglichkeiten, aus n — n; weiBen Kugeln
k — ki weiBBe auszuwahlen (ebenfalls ohne Wiederholung
und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge) ist ().

#glnstige Ereignisse = n(A) = (m) : (n— n1)

ki k — ki
P(A) = n%\) _ (k1) '(n()k—/g)
k

Hypergeometrische Wahrscheinlichkeit.
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Beispiele (3)

Lotto 6 aus 49
Wenn wir uns die Zahlen als Kugeln denken, die aus einer Urne

entnommen werden, und au3erdem gezogene Zahlen im
nachhinein als schwarze Kugeln ansehen, so kann jeder Tip
durch die Entnahme von 6 Kugeln verkorpert werden. A:
Ereignis , daf vier Richtige getippt werden.

n:497 n1:67 k:67 k1:4:

P(A) = (2) ) (469:46)

(5)
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2. Kombinatorik Beispiele

Beispiele (4)

Zwei nicht unterscheidbare Wrfel
Wie grof3 ist die Anzahl der Wiirfe mit 2 nicht zu

unterscheidenden Wirfeln?
Seien i, j die Augenzahlen und 0.B.d.A. i <.

Wir vergeben die Tupel (i, ), wenn i # j.

Wir vergeben die Tupel (i,7), wenn i = j.
Die gesuchte Anzahl ist die Anzahl der méglichen Auswahlen
aus der Menge {1,...,7}, d.h. (7).
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Beispiele (5)

Wie grof3 ist die Anzahl der Wirfe mit 3

nicht zu unterscheidenden Wirfeln?

Seien i, j, k die Augenzahlen und 0.B.d.A. i <j < k. Wir

vergeben die Tripel

(i,j,k), wenn i < j < K.

(i,k,7),wenni=j<Kk.

(i,/,8), wenn i < j = k.

(i,7,8), wenn i =j= k.

Die gesuchte Anzahl ist die Anzahl der moglichen Auswahlen
aus der Menge {1,...,8},d.h. (3).

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 83



Beispiele (6)

Verteilen von n Geldstiicken an k Studenten (k < n)
Auf wieviele Weisen ist das méglich?

@ a) jeder Student bekommt mindestens ein Stlck.
Geldstlicke nebeneinander legen und k — 1 Trennstriche
verteilen unter n — 1 moglichen

N = (1)
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2. Kombinatorik Beispiele

Beispiele (6a)

Verteilen von n Geldsticken
@ b) es wird zugelassen, dass Studenten nichts erhalten.
Trick: Borgen von k Sticken — n + k Stlck
k — 1 Trennstriche verteilen unter den jetzt n + k — 1

moglichen
N= ("5

Dann gibt jeder Student genau ein Stiick zurick.
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Beispiele (6b)

ein weiterer Zugang:

Verteilen von n Geldsticken an k Studenten
Wir basteln einen Wiirfel mit k Flachen und wiirfeln n mal.

Beim j-ten Wurf bekommt der Student das Geldstlick, dessen
Nummer gewdrfelt wurde.
Die gesuchte Anzahl ist dieselbe wie bei Wirfen mit n nicht

unterscheidbaren Warfeln.

N = (i)
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Beispiele (7)

Hashing

Beobachtungen (oder Daten) abspeichern auf einem Feld.

k: Anzahl der Beobachtungen

n: Feldlange (k < n)

Das Abspeichern geschieht mit Hilfe von Hashfunktionen (oder
Hashtafeln).

zufallige Daten: Kollisionen kdnnen auftreten.

A n: Ereignis, daf3 Kollisionen auftreten. ges.: P(Ax »)
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2. Kombinatorik Beispiele

Beispiele (7a)
Hashing (Fortsetzung)

P(Acn) = n(in—1)- n(n k+1) o ,)
i 0
= eXp(kZ__;ln(1_,_7))
< exp(— k_i;%)
= oo U5~ en(-5)

In(1 — x) < —x firx <1
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2 Kombinatorik [N
Beispiele (8)

Suche von Elementen. Sei n = |Q]

Greifen zufallig eine k-elementige Teilmenge A C 2 heraus.
wi, .... Schlisselelemente (vorgegeben), wy,... € Q
Frage: Mit welcher Wkt. w; € A?

n—1
(W n
Frage: Mit welcher Wkt. wy, ... ,w, € A?

(ir)  k(k—=1)---(k—r+1)

P(A) = Oy~ na(n—1)---(n—r+1)
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Beispiele (8a)

Suche von Elementen (Fortsetzung)
Sei die Anzahl r der Schliisselelemente fest, £ — p: P(A) ~ p’

1 1 n
—. fall > _ falls k> _—
5 alls p_2 alls

P(A) > > =7

Soll also die Wkt., daf3 alle r Schliisselelemente in der
Teilmenge enthalten sind, gro3er als % sein, so muf3

n
kZ 21/r

gewahlt werden.
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Kombinatorik

Zusammenfassung

n: # Elemente = |Q|
k: # auszuwahlende Elemente
ki, ..., kn: Haufigkeit der einzelnen Elemente

ohne Wiederholung  mit Wiederhol.

Permutationen n! ,ﬁ.”—'km.
Variationen nn—1)---(n—k+1) nk

. . Kk—
Kombinationen (7) (")
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@ 2.1 Klassische kombinatorische Probleme

@ 2.2 Beispiele

@ 2.3 Arithmetische Beziehungen zwischen den
Binomialkoeffizienten

@ 2.4 Die Stirling Formel
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2.3 Arithmetische Beziehungen zwischen
den Binomialkoeffizienten (1)

0-(,"0
R R R
4’ > ()=
- () o

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 93



Binomialkoeffizienten
Arithmetische Beziehungen zwischen den
Binomialkoeffizienten (2)

() ()
)

L n

E k( ) =n-2"1
k

k=1
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Binomialkoeffizienten
Arithmetische Beziehungen zwischen den
Binomialkoeffizienten (3)

@ 8. Definieren die Folge

Zeigen Sie: S,.1 = S, + S,_1.
Beweis: 3 Methoden,
vollstandige Induktion
algebraisch

kombinatorisch
teilweise Ubungsaufgabe, teilweise Ubung
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@ 2.1 Klassische kombinatorische Probleme

@ 2.2 Beispiele

@ 2.3 Arithmetische Beziehungen zwischen den
Binomialkoeffizienten

@ 2.4 Die Stirling Formel
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2.4 Die Stirling Formel

Satz: Es qilt
n
n' ~ 27rn(g) .
e

Beweis: Die Aussage des Satzes ist aquivalent zu
Inn! ~Inv2r + (n+ %)Inn— n.

Sei 1
d,:= Inn!—(n+§)lnn+n.

Es genliigt zu zeigen,

lim d, =Inv2nr.

n—oo
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2. Kombinatorik Stirling-Formel

Beweis der Stirling-Formel (2)

Wir schatzen die Differenz d, — d,,1 ab, dann das Verhalten der
Folge {d,} und versuchen den Grenzwert zu bestimmen. Die
Differenz d, — d, 1 ist
= Inn'—In(n+1)!
—(n §)Inn+(n+1 +§)In(n+ N+n—(n+1)

= Ingi + (n+3)(In(n+1) —Inn) +In(n+1) — 1

1 1
= —In(n+1)+(n+§)lnn+ +In(n+1)—1
2n+1_ n+1
= In -1
2 n1 ]
+_

= (2n+1)- Tin — 2l .

2 1_2n+1
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Beweis der Stirling-Formel (3)

Esgiltfir -1 < x < 1:

o0

In(1+x) = Z(_1)i+1XT
i=1
- _ = _ i+1(_X)i
In(1 —x) = ;( )
In1+X = In(1+x)—|n(1—x)—2§: X
1—Xx - - o 2I+1
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Beweis der Stirling-Formel (4)

Setzen x := ' und erhalten (x # 0)
Gy dpy = +. 10 ijE:sz"+1 —1
o X 2 £ 2j + 1
B i 1 1
C Z2it1(2n+ 1)
=1 1
= ;3(2n+1)2i
1,1 . 1
= §(m—1) wobei q—m
1

3((2n+1)2 —1)
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Beweis der Stirling-Formel (5)

Offenbar gilt auch

1
1 1 1
3(2n+1)? _§2i+1 @ny 1)@ 0n = Ghs,

also
1 1

3(2n+ 1) <G = et < 3(@nr 12 1)
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Beweis der Stirling-Formel (6)

Abschatzung der Schranken

1 1 1 1
3((2n+1)2—1) — 12n(n+1) 12n 12(n+1)
1 1 12
32n+1)2  12n(n+1)+3 12(12n(n+1) +3)
12
~ 12-12n(n+1)+36
N 12

12-12n2+1122-12n+24n+13

12-12n21—|é12-14n+ 13

(12n+1)(12n+ 13)
1 1

12n+1  12(n+1) +1
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Beweis der Stirling-Formel (7)

Beide Ungleichungen zusammen

1 1 g o] 1
12n+1 12(n+1)+1 "IN 920 12(n+ 1)

1 1

(dn - E‘I) - (dn+1 - m
1 1

(= T2n+ 1) (P "y 1)

Folge {d, — -} ist monoton fallend

Folge {d, — -}-} ist monoton wachsend.
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Beweis der Stirling-Formel (8)

Beide Folgen haben denselben Grenzwert ¢ := lim d,,

1 1
h=Ton << b
Cc+ 1 <d,< CH+ 1
12n+ 1 " 12n
Erinnerung:
1
d, = Inn!—(n+§)lnn+n
= eh = n!(g)_"nQ
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Beweis der Stirling-Formel (9)

ec+ﬁ < et < ec+1;—n
et < nl(2)"n: < e
n 1 n 1
e"\/ﬁ(g)"eTH1 <nl < e° n(g)”e@

Bleibt zu zeigen
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Beweis der Stirling-Formel (10)

Hilfsrechnungen

w/2
I ::/ sin” x dx
0

w/2
I :/ sin™ ! x - sin x dx
0

n

= sin"! x-(—cosx)}g/2 —

w/2
/ (n—1)sin" 2 xcos x - (— cos x) dx
0

/2
= (n— 1)/ sin" 2 x(1 — sin® x) dx
0

= (n=1)(lh-2—1)

n—1
In = n In—2
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Beweis der Stirling-Formel (11)

Hilfsrechnungen (Fortsetzung, 1)

ot = 3.5-7---(2n+1)
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Beweis der Stirling-Formel (12)

Hilfsrechnungen (Fortsetzung, 2)
O0<x<3

0 <sinx <1

2n—

sin® ' x > sin®" x > sin®" x

bn-1> by > hpyq

b1 ln 1
bnii bni
2n41 - 1-33:557--(2n—1)-(2n+1)
on = 2.2.4-4.6-6---(2n)-(2n) > 1
lim 1-3-3.5:-5.7--(2n—1)-(2n+1) 7 _ 1
22-4-4-6-6--(2n)-(2n) 2
T 24-6--(2n) \2 1
5= ||m<1.3.5...(2n—1)) 2n+1
o 241(n1)*
= lIm oneen
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Beweis der Stirling-Formel (13)

n = e°vnn"e "e™r

(2n)! = e°v2n22" n?"e2nghn

WObei |imn_>oo Oén = |imn_)oo /Bn = O.
Einsetzen oben liefert

e’ = V2.
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Einfihrung

@ 3.1 EinfGhrung

@ 3.2 Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

@ 3.3 Satz von Bayes

@ 3.4 Anwendung bedingter Wahrscheinlichkeiten
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Einfihrung

3. Bedingte Wahrscheinlichkeit

3.1 EinfUhrung

3-maliges Werfen einer Minze

Menge der Elementarereignisse:

Q ={zzz,zzw, zwz, wzz, ZWW, WZW, WWZ, WWW }.
Q| = 23 = 8 = N Wir definieren zwei Ereignisse:

A: Das Wappen fallt genau einmal, d.h.

A={zzw,zwz, wzz}. P(A) = % = g
B: # Wappenwdrfe ungerade,d.h.:
nB) 4 1
B ={zzw,zwz, wzz, www}. P(B) = N —8- 3>

Offenbar A C B.
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Einfihrung

3-maliges Werfen einer Minze (Fortsetz.)

Angenommen, Ereignis B sei bereits eingetreten.
Wahrscheinlichkeit, daf3 unter dieser Bedingung das Ereignis A
eintritt?

Bei diesem Experiment ist die Menge der Elementarereignisse
die Menge B. Damit gilt N = 4. Folglich erhalten wir:

P(A, falls B bereits eingetreten ist) = P(A/B) = g
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Einfihrung

Bedingte Wahrscheinlichkeit
Einfihrung (2)
Def. 10 (Bedingte Wahrscheinlichkeit)

Es seien A, B € £ zwei zufallige Ereignisse und es gelte
P(B) > 0. Dann wird
_ P(ANnB)
P(AIB) = =5
als bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B

bezeichnet.

Bem.: Oft wird auch die folgende Bezeichnung verwendet:
Ps(A) := P(A/B).
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Einfihrung (3)

Bem.: Wir unterscheiden folgende Falle:
@ A D B: Danngilt:
P(ANnB) P(B)

FAB)="pE) =P~

@ AC B: Dann gilt:
P(AnB) P(A)

PAB = hE) T R
© AN B+ 0 (teilweise Uberschneidung):
Dann gilt:
P(ANB
P(A/B) = —(P(;) )
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3 Bedingte Wahvscheiiichkeit JRLLEIGHY
Unabhangigkeit

Definition

Def. 11 (Unabhangigkeit)
Zwei Ereignisse A, B € £ heil3en
unabhangig, wenn gilt:

P(A/B) = P(A).

Bem.: Fir zwei unabhangige Ereignisse gilt:

P(An B) = P(A) - P(B).
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Unabhangigkeit

Beispiel

Skatspiel mit 32 Karten

Daraus wird eine Karte gezogen. (N = |Q| = 32).
Wir betrachten die zufalligen Ereignisse:

A: Ziehen eines Konigs.

B: Z|e| en eine| IIeIZka| te

Sind diese beiden Ereignisse voneinander unabhangig?
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Unabhangigkeit

Beispiel (Fortsetzung)

Skatspiel mit 32 Karten, Fortsetzung
Offenbar P(B) > 0. Es sei eine Herzkarte gezogen worden
(Ereignis B also eingetreten). Wahrscheinlichkeit, daf3 dann der
Herzkonig gezogen wurde:

P(ANB) %

P(A/B) = = 2) _ 32 _

PE) ~ -8 A

Folglich sind nach Definition die Ereignisse A und B
voneinander unabhangig.
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Einfihrung

Pg ist Wahrscheinlichkeit

Satz:

Es seien A, B € £ zwei Ereignisse, wobei P(B) > 0 gelte. Dann
genugt die bedingte Wahrscheinlichkeit Pg den
KoLMoGORoOV—Axiomen. D.h. das Tripel (22, €, Pg) ist ein
Wahrscheinlichkeitsraum.

Beweis: Wir zeigen stellvertretend Axiom 2. Es gilt:

Ps(?) = P(/B)
_ P(QnB) P(B) 1
-~ P(B)  P(B)
Die anderen beiden Axiome (vgl. Definition 7) sind ebenfalls

erfallt. O
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Einfihrung

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Satz
Es seien A, B, C € & drei Ereignisse. Dann gilt:

Ps(A/C) = P(A/BN C).
Beweis: Es gilt:

PB(A/C) — M

Ps(C)
P(AN C/B)
P(C/B)
P(ANBNC)- P(B)
P(B)-P(BN C)
P(ANBNC)

= “PBHO) P(A/BN C)
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Unabhangigkeit

Fortsetzung (1)

Lemma
Es seien A, B € £ zwei unabhangige Ereignisse. Dann sind die

Ereignisse A und B ebenfalls unabhéngig. Gleiches gilt fir die
Ereignisse A und B sowie fiir A und B.

Beweis: Wir zeigen die Aussage am Beispiel der Ereignisse A
und B. Es gilt:
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Unabhangigkeit

Fortsetzung (2)

Beweis des Lemma, Fortsetzung

P(AN B)

P(B)

= (A\(ﬁ(ﬂ)B)) (Folgerung 2.1))
P(A) — P(AN

1— P(B)

) — P

1=

P(A/B) =

B) (Folgerung 2.3b))

P(A) — P(A)P(B)
P(B)

_ P(AQON-P(B) _
= —q1-pm A
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Unabhangigkeit

Fortsetzung (3)

Beweis des Lemma, Fortsetzung
Zusammenfassend gilt

P(A/B) = P(A) <= P(A/B)= P(A)
< P(A/B) = P(A)
< P(A/B) = P(A)
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Totale Wahrscheinlichkeit

@ 3.1 EinfGhrung

@ 3.2 Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

@ 3.3 Satz von Bayes

@ 3.4 Anwendung bedingter Wahrscheinlichkeiten
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Totale Wahrscheinlichkeit
3.2 Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

Def. 12 (Vollstandigkeit)
Es sei (2, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Folge von

Ereignissen
{An}2 (Ap € E,¥Yn € N)

heil3t vollstandig (oder ausschdpfend), falls folgende

Bedingungen erfillt sind:
Q UA =%
n=1
Q ANnA =0flrallei#j.
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Totale Wahrscheinlichkeit

Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

Satz

Es sei Aq, Ao, . .. eine vollstandige Folge von Ereignissen.
Weiterhin sei B ein beliebiges Ereignis und es gelte P(A;) # 0
far alle i . Dann gilt:

(e.9]

P(B) = P(BIA)P(A).

Dieser Ausdruck heif3t
Formel der totalen Wahrscheinlichkeit.
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Totale Wahrscheinlichkeit
Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

Beweis: Aus B=Bn (U2 A) = U2 (BN A) folgt (da die
(BN A;) ebenfalls unvereinbar sind):

P(B) = P(G(BmA,))

i=1

- f: P(BN A)
i=1

= > P(BIA)P(A)
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Totale Wahrscheinlichkeit
Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

Beispiel

Binarkanal

Bei der Ubertragung auf einem bindren Kanal kommen die

Zeichen ‘0’ und ‘1’ im Verhaltnis 3:4 vor.

Ein ‘0’ wird mit Wahrscheinlichkeit von 0.2 fehlerhaft Gbertragen

Ein ‘1’ wird mit Wahrscheinlichkeit von 0.3 fehlerhaft Gbertragen

gesucht: Wahrscheinlichkeit fiir eine fehlerhafte Ubertragung?
Wabhrscheinlichkeit, dass ein ‘0’ empfangen wird?

Ereignisse:

So: ‘0’ wird gesendet, P(S;) = 2

Si: 1" wird gesendet, P(S;) = 2

Ey: ‘0’ wird empfangen, E;: ‘1’ wird empfangen
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Totale Wahrscheinlichkeit

Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

Beispiel
Binarkanal, Fortsetzung

P(Ei|So) =02,  P(Eo|S;)=03

F: Ereignis, das ein Ubertragungsfehler vorliegt

P(F) = P(Ei,So) + P(Eo, Si)
= P(E1|So) - P(So) + P(Eo|Sy) - P(S1)

1 3 3 4 18
= 57770 7 707071
P(Eo) = P(Eo|So) - P(So) + P(Eo|Sy) - P(Sy)
8 3 3 4 18
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Satz von Bayes

@ 3.1 EinfGhrung

@ 3.2 Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

@ 3.3 Satz von Bayes

@ 3.4 Anwendung bedingter Wahrscheinlichkeiten
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Satz von Bayes

3.3 Satz von Bayes

Gegeben: P(A;) und P(A/A)), (i € N).
Gesucht: P(A;/A).

Unter Benutzung der Definition der bedingte Wahrscheinlichkeit
und der Formel fur die totale Wahrscheinlichkeit erhalten wir:
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Satz von Bayes

P(A N A)
P(A)
P(A) - P(A/A))
P(A)

P(Ai/A) =

Wenden die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit an,
Satz von BAYES, Formel von BAYES
P(A,'/A) _ OOP(A/') : P(A/Ai)
,X;(P(A/Aj) - P(A))
J=
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Satz von Bayes

Beispiel

Binarkanal, Fortsetzung

P(Eo|So)P(So)

P(SolEo) = BB SIP(S) + P(Bo|S)P(S))
- w24 2
8.3,3.4 24412 3

P(S11E) = p(E1|SO)II?’((S:)|)SJL)PP((E11|)S1)P(S1)
- w7 28 14
281108 " 2816 17
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Anwendungen

@ 3.1 EinfGhrung

@ 3.2 Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

@ 3.3 Satz von Bayes

@ 3.4 Anwendung bedingter Wahrscheinlichkeiten
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3.4 Anwendung bedingter Wkin.

Expertensystem
Aufbau der Wissensbasis:

K; — bestimmte Ereignisse (z.B. Krankheiten)
Po(K;) — a—priori-Wahrscheinlichkeit fir K;
S; — bestimmte Symptome
P(S/K) — Wkt fir Symptom S, falls K vorliegt
P(S/K) — Wkt fir Symptom S, falls K nicht vorliegt

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 134



Expertensystem (2)

“Inferenzmaschine”

P(K|S) _ P(Slg()S)P(K)
P(K|§) — P(Slg()g)P(K)
P(S) = P(S|K)-P(K)+ P(S|K) - P(K)
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Anwendungen

Expertensystem (3)

Arbeitsweise:
Krankheiten Kj, ..., Kk
Symptome Sy, ..., Ss

bh={1,...,K} Indexmenge der moglichen Krankheiten
(wird laufend aktualisiert)

J={1,...,S5} Indexmenge der Symptome
I: laufender Index

| =0; arztliches (Basis-)Wissen

Po=P; Y(i,j) € IxJ:
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Expertensystem (4)

Berechnen der bedingten Wahrscheinlichkeiten

P(S) = P(SIK)- Pi(K)+ P(SIK:)- P(K))
P(SIK) - P(K)

P(S))
P(S|K:) - P(K))

Pi(S))

P(KilS) =

PI(KIS) =
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Anwendungen

Expertensystem (5)

A. Bestimmen des Symptoms, das am besten die Menge der
Krankheiten charakterisiert

r(j) =Y IPIKiIS) — P(KI[S)| ¥ jeJ
i€l

Ji = argmaxc r(j) das Symptom mit dem gréBten r(j).
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Expertensystem (6)

B. Frage an den Patienten nach Symptom S,
P(K;) wird aktualisiert:

Pi(Ki|S;)  falls JA
Pi1(Ki) = { P(Ki|S;)  falls NEIN
Pi(K;) falls WEIS NICHT
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Expertensystem (7)

Aktualisieren der bedingten Wkin.
Y(i,f) € IxJ:

Pir(S) == P(SIK)- Prs(K) + P(S]K)) - Pus(K)
Pia(KIS) = P(Sf‘KIQ('SSm(Kf)
P(§j|Ki)'_Pl+1(Ki)
P(S))

Pl+1(Ki|§j) =
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Expertensystem (8)

C: Bestimmen des Symptoms, das am besten die Krankheit i
charakterisiert

my = max |Pus(K|S) = P (KIS)l, Vi€ I

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 141



3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Anwendungen

Expertensystem (9)
Krankheiten mit zu kleinen Abstanden werden aus der
Indexmenge entfernt.
Symptom j ist abgearbeitet.
hew = KI\{iel:m<c}
Jpr = I\ ik
l:=1+1;
Abbruchbedingung nicht erflllt: goto A.
Abbruchbedingung, z.B.
h=111,S;,=Sj,, Ii1 ={i} oder J 1 =10

Ji+10

end.
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Ein—Prozessorsystem mit I/O—Einheit

Langzeitverhalten eines
Ein—Prozessorsystems mit einer I/O—Einheit

Wir betrachten ein Ein—Prozessorsystem, das auf folgende
Weise arbeiten soll: Wenn ein Programm beendet wird, so wird
mit Wahrscheinlichkeit p (0 < p < 1) die I/O—Einheit aktiviert,
und mit Wahrscheinlichkeit g = 1 — p erfolgt ein erneuter
Programmestart. Nach Beendigung eines 1/0-Vorgangs wird
immer ein neues Programm gestartet.
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Anwendungen

Ein—Prozessorsystem mit I/O—Einheit
)

Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich das System
im n—ten Zyklus im Programmzustand?

Wir legen fest (n=1,2,3,...):
A, - Ereignis, dal3 im n—ten Zyklus ein Programm startet
A, - Ereignis, daB im n—ten Zyklus die I/O-Einheit aktiviert wird

gesucht: P(A,) . Langzeitverhalten ( lim P(A,)).

n—oo
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Anwendungen

Ein—Prozessorsystem mit I/O—Einheit

(©)
P(A¢) = 1, denn es wird beim Einschalten des Systems immer
mit einem Programm begonnen.

Aus der anfangs angegebenen Beschreibung der Arbeitsweise
des Systems folgt:

P(Ans1/An) = g = 1-p
P(An1/A) = p
P(An1/A;) = 0O
(n+1/An) = 1

gn := P(Ap). Die ersten drei Werte sind:
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Anwendungen

Einprozessorsystem mit I/O—-Einheit
(4)

g = P(A1) =1

G = P(A2)
— P(Ao/Ar) - P(Ar) + P(A2/A7) - P(Ar) totale W.
=0
= g=1-p
G = P(As)

A3/ Az) - P(As) + P(As)As) - P(Ag)
= qq+1-(1-q)=(1-pP+p=1-p+p?
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Einprozessorsystem mit I/O—-Einheit
(5)

Vermutung:

Beweis: (vollstandige Induktion):
IA: Essein=1: gy =1.
IS: Wir nehmen an, daf die Formel fiir n gilt. Wir zeigen die
Gultigkeit far n+ 1:
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Anwendungen

Einprozessorsystem mit I/O—-Einheit

(6)

Qn+1

Wolfgang Kdssler

- P(An+1)

= P(Ani1/An) - P(An) + P(Ani1/An) - P(An)
= q-g+1-(1-qg)=1+(9-1)-qn

= 1-p-q

n—1
= 1-p-> (-p) (nach V)
i=0

n n
= 1+> (=)' =) (-p)
i=1 i=0
Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Anwendungen

Einprozessorsystem I/O—Einheit
)

Untersuchen wir noch das Langzeitverhalten:

lim P(A,) = lim g,
n—oo n—oo
= Y (-p)
i=0
1 1

1—(-p)  1+p
geometrische Reihe mit | — p| < 1.

Frage: Sind die Ereignisse A1 und A, unabhangig?
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Anwendungen

Einprozessorsystem I/O—Einheit

(8)

Sind die Ereignisse A,.1 und A, unabhangig?

P(AH—H mAn) = P(An+1/An) : P(An)
= q-0n
Angenommen, die beiden Ereignisse seien unabhangig,
P(An+1/An) = P(An+1)
qa = Qnh

Aber, fir n > 2 gilt g # qn1.
Also sind die Ereignisse A, und A,.1 nicht unabhangig.
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Anwendungen

Einprozessorsystem I/O—Einheit
©)

Der gesamte Ablauf laB3t sich eindeutig in Matrixform darstellen:

/o A
/O | 0 1
Al p 1-p
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Anwendungen

Weitere Anwendungen
1)
Zuverlassigkeitstheorie

Wir betrachten ein Reihen-System mit 2 Bauteilen, die
unabhangig voneinander ausfallen,

p;i: Ausfallwkt. fir Bauteil i

Fall: System fallt (innerhalb eines best. Zeitraumes) aus. Wie
grof3 ist Wahrscheinlichkeit, dass genau das erste
Bauteil ausgefallen ist?
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Zuverlassigkeitstheorie

Beispiel, Fortsetzung

A;: Ereignis, dass Bauteil / ausfallt.

geg.: P(A) =pi,i=1,2
ges.: P(A1 ﬂA2|A1 UAQ).

P((A; N A2) N (A1 U Ag))
P(A; U Ap)
P(A;NA)

— m DIS’[r.gesetZ

P(A) - P(A) o
= UA, Subtraktivitat
P(A1) + P(Az) — P(A1 N Ag)
p:(1 — p2)
p1 + P> —
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Zuverlassigkeitstheorie

Beispiel, Fortsetzung 2

Analog

2 p2(1 — p1)
P(As N Ay | Ay U Ag) =
A Al A ) = D s

Wabhrscheinlichkeit fur Ausfall beider Bauteile: UA
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Anwendungen

Weitere Anwendungen
)

Minzwurf-Spiel
A und B spielen: Minze wird abwechselnd geworfen. Es
gewinnt, wer zuerst Blatt hat.

B: Ereignis, dass bei einem Wurf Blatt kommt
Z: Ereignis, dass bei einem Wurf Zahl kommt
E: Ereignis, dass A gewinnt

F: Ereignis, dass B gewinnt

G: Spiel endet nicht.
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Anwendungen

MUnzwurf-Spiel

(Fortsetzung)
Munzwurf-Spiel (Fortsetzung)

P(E) = P(B)+P(ZZB)+P(ZZZZB)

1 1 1

= et
112
2 1-1 3

224'

P(F) = P(ZB)+ P(ZZZB)+ P(ZZZZZB) +

S
" 416 64

_ 4241_

Wolfgang Kdssler Institut fur Informatlk umboldt-Universitat zu Berlin
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Anwendungen

Weitere Anwendungen
(Fortsetzung, 2)

Munzwurf-Spiel (Fortsetzung)
oder (unter Anwendung der bedingten Wkin.)

P(F) = P(F|B)-P(B)+ P(F|Z)-P(2)

= 0- % + P(E) - % 2. wird 1. Spieler
P(E) = P(E|B)-P(B)+ P(E|Z)-P(2)
=1 % + P(F) - %

lineares Gleichungssystem I6sen — obiges Ergebnis.
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Anwendungen

Weitere Anwendungen

3)

Ruin des Spielers

Irrfahrt auf der Geraden mit 2 absorbierenden Zustanden, 0 und
a+b

a. Startkapital Spieler A

b: Startkapital Spieler B

Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird Spieler A ruiniert?
Ex: Ereignis, dass der Spieler, der k Euro besitzt, ruiniert wird,
px = P(Ex)

A_y:  Ereignis, im nachsten Schritt einen Euro zu verlieren.
A.i:  Ereignis, im nachsten Schritt einen Euro zu gewinnen.

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 158



Ruin des Spielers

(Fortsetzung)

Nach dem Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit gilt:

Pe = P(EIA ) P(A 1)+ P(EAL) - P(A;)
1
= E(qu + Pk+1)

Daraus folgt:

2Pk = Pk+1 + Pk
Pki1— Pk = Pk — Pk =:d
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3. Bedingte Wahrscheinlichkeit Anwendungen

Ruin des Spielers

(Fortsetzung, 2)
Offenbar: pp =1, pap=0

Px = Pk — Pk—1+Pk—1—+---+P1 — Po+Po
=d —d
= kd+1
1
- q1_ k
P = atb
_q__a _ b
Pa = a+b a+b
o a
Po = 2B
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4. Klassische Wahrscheinlichkeitsraume Binomiale Wahrscheinlichkeit

@ 4.1 Binomiale Wahrscheinlichkeiten
@ 4.2 Multinomiale Wahrscheinlichkeiten
@ 4.3 PoissoN—-Wahrscheinlichkeiten

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik fr Informatiker
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Binomiale Wahrscheinlichkeit
4. Klassische Wahrscheinlichkeitsraume

Versuche mit zwei moglichen Ausgangen:
A (gut) und A (schlecht).

Q = {A A = {gut, schlecht}
£ = {0,AAQ

P(A) = p

P(A) = g=1-p
Beispiele
Minzwurf: p:
Wirfeln: p = 1

Qualltatskontrolle: p - 100% die AusschuBquote.
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4. Klassische Wahrscheinlichkeitsraume Binomiale Wahrscheinlichkeit

Binomiale Wahrscheinlichkeiten
(2)

2—malige Durchfiihrung (unabhangig voneinander)

Elementarereignisse: (A, A), (A, A), (A, A), (A, A). mit den
Wahrscheinlichkeiten

P((A,A)) = p

P((A,A)) = p-(1-p)
P((A,A) = p-(1-p)
P((A A) = (1-p)?
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Binomiale Wahrscheinlichkeit
Binomiale Wahrscheinlichkeiten

(Zweifaches Bernoulli-Schema)
By: Ereignis, dal3 A k—mal auftritt, wobei k = 0,1, 2.

P(By) = (1-p)?
P(B)) = 2-(p-(1-p))
P(B:) = p°

bzw.
P8O = (f )P~ Pt
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4. Klassische Wahrscheinlichkeitsraume Binomiale Wahrscheinlichkeit

Binomiale Wahrscheinlichkeiten

(n-faches Bernoulli-Schema)

n—malige Durchflihrung (unabhangig voneinander)

Analog zum vorigen Experiment sei jetzt B, das Ereignis, dalB A
genau k—mal auftritt, k =0,..., n.

analog zu oben:

P(By) = (p)p“(1 — p)" .

Formel fiir das n—fache BERNOULLI-Schema.

Bezeichnung: B(p, n) oder auch Bi(p, n)

Die Wahrscheinlichkeiten P(Byx) bezeichnen wir auch als
Binomialwahrscheinlichkeiten.

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 165




4. Klassische Wahrscheinlichkeitsraume Binomiale Wahrscheinlichkeit

n-faches Bernoulli-Schema
)

Offenbar:
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Binomiale Wahrscheinlichkeit
Binomiale Wahrscheinlichkeiten

Beispiel

FUnfmal eine Minze werfen
A: das Ereignis, daf3 bei einem Wurf ,Zahl* fallt, P(A) = p =

1
2

Bs: Ereignis, daf3 A genau dreimal auftritt:
S) /1,3 1,5-3
P(B3) = & (E) (1 _§)
5 5
- (3) @
2
16
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4. Klassische Wahrscheinlichkeitsraume Multinomiale Wkt

@ 4.1 Binomiale Wahrscheinlichkeiten
@ 4.2 Multinomiale Wahrscheinlichkeiten
@ 4.3 PoissoN—-Wahrscheinlichkeiten
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4. Klassische Wahrscheinlichkeitsraume Multinomiale Wkt

4.2 Multinomiale Wahrscheinlichkeiten

Wir betrachten ein zufalliges Experiment mit den Ausgangen
A, As, ..., A. Wirsetzen p; = P(A), S, pi=1.

Es sei ein Behalter mit k Kugeln in / verschiedenen Farben
gegeben, wobei k; Kugeln die Farbe i (i = 1,..., /) besitzen,
S'_, ki = k. Wahrscheinlichkeit, mit der eine Kugel einer
bestimmten Farbe aus dem Behalter entnommen wird:

P(Kugel der Farbe i) = p; = %.
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4. Klassische Wahrscheinlichkeitsraume Multinomiale Wkt

Multinomiale Wahrscheinlichkeiten
(2)

Das Experiment soll nun n—mal wiederholt werden.
Bn, n,...n,: das Ereignis, daB die Ereignisse A ny—mal, A,
no—mal, ..., und A, n—mal eintreten.

n!
P(Bryne...m) = nl-nol-. ...

Derartige Wahrscheinlichkeiten bezeichnen wir auch als
multinomiale Wahrscheinlichkeiten (polynomiale Wkin.)

. i . i . . i
! Pi - P2 P,
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4. Klassische Wahrscheinlichkeitsraume Multinomiale Wkt

Potenzen von Summen

Vergleichen Sie:
(a + _|_a)n— —!3”1...3’7/
17T d Zm!---n,! 1 I

wobei die Summe Uber alle Tupel (n, ..., n;) gebildet wird mit

izt M= n.
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Multinomiale Wahrscheinlichkeiten

Beispiel

Fragebogen

Bei einem Fragebogen wird (u.a.) nach dem Alter der befragten
Personen gefragt. Das Alter ist in Klassen eingeteilt, 10-20,
21-40, 41-60, tber 60 Jahre. Der Bevolkerungsanteil betragt
jeweils p; fur die i-te Altersklasse, i=1,...,4, >, pi=1.
Es werden n=1000 Personen befragt.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass

hdchstens 10% der befragten bis zu 20 Jahre,

und auBBerdem bis zu 10% der Befragten alter als 60 Jahre alt
waren?
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Multinomiale Wahrscheinlichkeiten

Beispiel, Fortsetzung

Sel Xf = ()(11 ) )(i27 )(137 )(i4)5 WObeI
Xj = 1 falls Person i zur j-ten Altersklasse gehort,
und Xj = 0 sonst. Dann ist

n
Y=Y X;=:(Yi,..., Ys) ~ Mult(n,pi, Pz, 3, Ps)
=il
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Multinomiale Wahrscheinlichkeiten

Beispiel, Fortsetzung
Seia:=100
P( Y1, Y4 < a) =
= PYi<aYo+Ys=n—-Yi—Ys, Ys<a)

a a
= Y Y P(Yi=iYa+Ys=n—i—j Ys=))

inO

= ZZ ii(n p1p£(p2+p3)n "

i=0 j=0
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4. Klassische Wahrscheinlichkeitsraume Poisson-Wahrscheinlichkeit

@ 4.1 Binomiale Wahrscheinlichkeiten
@ 4.2 Multinomiale Wahrscheinlichkeiten
@ 4.3 PoissoN—-Wahrscheinlichkeiten
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Poisson-Wahrscheinlichkeit
4.3 PoIissoN—-Wahrscheinlichkeiten

Beispiele, bei denen PoissoN—-Wahrscheinlichkeiten auftreten,
sind
@ die Anzahl von Verkehrsunfallen in einem Ort in einem
bestimmten Zeitintervall,
@ die Anklnfte von Kunden an einem Schalter oder
@ der radioaktive Zerfall von a—Teilchen.

@ In einer Telefonzentrale wird ermittelt, wieviel Anrufe in
einer bestimmten Zeiteinheit ankommen.
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4. Klassische Wahrscheinlichkeitsraume Poisson-Wahrscheinlichkeit

PoissoN—-Wahrscheinlichkeiten

Elementarereignisse sind hier Anzahlen, z.B. das Ereignis, dass

in einer Zeiteinheit genau i Anrufe eintreffen.
/\i
P(w,-) = Fei)\.
A ist dabei ein noch unbestimmter Parameter. Er kann als
mittlere Rate aufgefasst werden.

PQ)=> Pw)=) set=e") &=1
i=0 i=0 i=0
=er

Wir werden spater sehen, daf3 diese Verteilung “natirlich” ist.
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5. Zufallsvariablen Grundbegriffe

@ 5.1 Grundbegriffe

@ 5.2 Diskrete Zufallsvariablen

@ 5.3 Stetige Zufallsvariablen

@ 5.4 Aligemeine Eigenschaften einer Verteilungsfunktion
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5. Zufallsvariablen Grundbegriffe

5. Zufallsvariablen (allgemein)
5.1 Grundbegriffe
Def. 13 (Messbarkeit von Abbildungen)
Es seien (4, &1, Py) und (22, &, P.) Wahrscheinlichkeitsraume.
Eine Abbildung
X: Q1 — Q

heil3t £&—&>—messbar, falls fir alle Ereignisse A € &, qilt:

X (A)={weQ: X(w) €A} €é&.

Bem.: Oftmals wird die Menge B' der BOREL—Mengen als
Ereignisfeld &, betrachtet.
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Zufallige Variable

Def. 14 (Zufallige Variable, Zufallsgrof3e)

Es sei (22, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine
E-B'—-meBbare Abbildung X von Q in R heil3t
(reellwertige) zufallige Variable oder Zufallsgrofie.

Bem.: (R,B', P') bildet hier den zweiten
Wahrscheinlichkeitsraum, wobei P’ eine Abbildung von B in R
ist, die den KOLMOGOROV—Axiomen genugt.
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5. Zufallsvariablen Grundbegriffe

Zufallige Variable
Beispiel (1)
Augensumme beim zweimaligen Wurfeln
Q={(i,j),1 <i,j<6}: Paarevon Augenzahlen
E="P(Q): Ereignisfeld
P(w) = P(i,j) = 55 Laplace-Wkt.

X: Q—=Q
Q' ={S:2<5<12} oder ' =R, S: Augensumme
&' =P() oder & = B:  Ereignisfeld

ij):i+j=s |X(s
P(W) = P(S = 5) = 7L0)) 36+/ _ | 3é )

Bedingung z.B.: X~'(s) € £ oder X~'({s1,s2}) € €
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Zufallige Variable

Beispiel (2)

Die Indikatorfunktion ist Zufallsvariable
Sei A ein Ereignis, Q = {A, A} und £ = {A, A ), Q}. Die
Abbildung

IA(X) =

1 falls xc A
0 sonst

ist messbar, und also Zufallsvariable, denn

Y1) = Acég, L'(0)=A
1{0,1}) = Q€& L'(y)=0
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Zufallige Variable

Fortsetzung
X: Q — R sei eine zuféllige Variable,

X:(,&,P)— (R,B', Px).
Sei x € R beliebig, aber fest. Betrachten das zufallige Ereignis

B=(—00,x)={X < x}:={weQ: Xw)<x}eB.
Far die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses qilt:

P(X <x) = P{w: X(w) < x}) = Pw: X(w) € B})
= P(X7'(B)) =: Px(B)
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Verteilungsfunktion
Def. 15 (Verteilungsfunktion von X)
Fx(x) := P(X < x) = Px ((—o0, X))

Bem.: Der Einfachheit halber werden wir die Funktion Fx
einfach nur mit F bezeichnen.
Bem.: Manchmal wird die Verteilungsfunktion auch durch

Fx(x) = P(X < x)

definiert (bei SAS z.B.)
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5. Zufallsvariablen Diskrete Zufallsvariablen

@ 5.1 Grundbegriffe

@ 5.2 Diskrete Zufallsvariablen

@ 5.3 Stetige Zufallsvariablen

@ 5.4 Aligemeine Eigenschaften einer Verteilungsfunktion
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Diskrete Zufallsvariablen
5.2 Diskrete Zufallsvariablen

Eine diskrete ZufallsgroBe
X:Q—{x:ieN}=WCR.

nimmt hochstens abzahlbar viele verschiedene Werte mit
positiver Wahrscheinlichkeit an.

Notation:

X1 Xo ... Xp
X:

pi P2 ... Pn

X; € R: Werte, die die Zufallsgro3e annehmen kann p;: die
entsrechenden Wahrscheinlichkeiten.
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Diskrete Zufallsvariablen
Diskrete Zufallsvariablen

Fortsetzung
Es qilt:
piZOa Zpi:17 pI:P(X:X/)
i=1

Wenn wir Mengen A; definieren durch
A i={w: X(w) =X}, VieN,

so gilt offenbar: A;N A; = 0, Vi,j € N, i # j. Allgemein gilt
dann:

pi, falls x = x; _
P(X =x) = vx;e W, ieN.
0, falls x #£ x;
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Diskrete Zufallsvariablen
Diskrete Zufallsvariablen

Verteilungsfunktion

Fix) = PX<x)=P| |J A

it Xi<x
= Z P(A)) = Z Pi
it Xj<x it Xi<x

D.h.: Eine diskrete Zufallsgro3e, die die Werte {x;: i € N}
annimmt, wobei x; < X» < X3 < ... gilt, hat die folgende
Verteilungsfunktion:

0, falls x < xq
F(x) =
> pi, falls xy < x

i Xi<Xx
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5. Zufallsvariablen Diskrete Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen
Beispiele (1)

Diskrete Gleichverteilung

X1 Xo ... Xp
X :

11 1

n n n
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5. Zufallsvariablen Diskrete Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen
Beispiele (2)
Binomialverteilung, X ~ B(p, n) oder X ~ Bi(p, n).

0O 1 ... n
X :
(Po [ Pn)
P(X:i):p,-:(7)p’-(1—p)”">0, 0<p<i.

Wir haben oben gesehen, dass
Zp,—Z( ) ‘(1=p)""'=(p+1-p)"=1
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Diskrete Zufallsvariablen
Diskrete Zufallsvariablen

Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Binomial Poisson

Binomial-Verteilung mit n=20 und p=0.5, 1/6, 0.1 Poisson-Verteilung mit lambda=5, 7, 12
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Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik fr Informatiker 191



5. Zufallsvariablen Diskrete Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen
Beispiele (3)

PoissoN-Verteilung, X ~ Poi())
Es sei X eine diskrete Zufallsgrofe,

0 1 n
X :
Po Pr Pn
)\n
P(X=n)=p,= He”, A > 0.

Wir haben oben gesehen, daf3

) [e8) A7 o P

>p-3 et =3 N

n=0 n=0 n n=0 m
——

—er
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5. Zufallsvariablen Stetige Zufallsvariablen

@ 5.1 Grundbegriffe

@ 5.2 Diskrete Zufallsvariablen

@ 5.3 Stetige Zufallsvariablen

@ 5.4 Aligemeine Eigenschaften einer Verteilungsfunktion
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5. Zufallsvariablen Stetige Zufallsvariablen

5.3 Stetige Zufallsvariablen

Def. 16 (Dichtefunktion)
Eine Funktion f: R — R heif3t Dichtefunktion, falls sie die

folgenden Eigenschaften hat:
@ Furalle x € R gilt: f(x) > 0.
Q Esgilt: [f(x)dx =1.
R

Def. 17 (Stetige Zufallsvariable)
Eine zufallige Variable X heif3t stetig, falls eine Dichtefunktion f

existiert, so dass gilt:
P(X < x) /f t) dt.

Falls die Funktion f stetig ist, gilt: F’ x}”:
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Stetige Zufallsvariablen
Stetige Zufallsvariablen

Bem.: Fur die Wahrscheinlichkeit P(X = x) gilt

:/Xf(t)dt:

sogar wenn X den Wert x tatsachlich annehmen kann! D.h. z.B.
P(X < x) = P(X < x).

AuBerdem gilt:

b
P(a< X < b) :/f(t) dt.
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Stetige Zufallsvariablen
Stetige Zufallsvariablen

Veranschaulichung
Es sei X eine stetige ZufallsgroBe. Wir teilen den Wertebereich
von X in Intervalle /; ein und beobachten fir jeden der Versuche
Xi, in welches der Intervalle /; der Wert X; (i = 1,..., n) fallt. Es
sei nj = #{X; € I;}}. A;: Lange eines Intervalls /. Sei
N = mjax{Aj}.
nj
fomp. (X) := i, vx € .
Dann gilt:
() = lim fomp ()

Ag—0
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5. Zufallsvariablen Stetige Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen

Veranschaulichung (2)

]
28 Mo 2Mz 2us 24 s

Ao grof3 Ag klein
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5. Zufallsvariablen Stetige Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen

Beispiele (1)

Gleichverteilung, bez. X ~ R(0,1) oder X ~ U(0,1)

Es sei die Zufallsvariable X auf dem Intervall [0, 1] definiert mit
der Verteilungsfunktion

0, fallsx <0
F(x)=4¢ x, falls0<x <1

1, falls x > 1

Die Dichtefunktion ist die Funktion f;

1, falls0<x <1
f(x) =
0, sonst
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5. Zufallsvariablen Stetige Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen

Beispiele (2)

Gleichverteilung, bez. X ~ R(a, b) oder X ~ U(a, b)

Sei X gleichverteilt auf dem Intervall [a, b), X ~ R(a, b), dann
hat X die Dichtefunktion:

0, fallsx<a

fix)=9 5, falsa<x<b

0, fallsx>b

P{w: X(w) € [a,b]) = a<X<b)

= /fx)d :bL/ dx =1
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5. Zufallsvariablen Stetige Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen

Beispiele (3)
Exponentialverteilung, X ~ Exp(\)
Die Zufallsvariable X habe die Verteilungsfunktion

1—e™X fallsx >0
F(x) = )
0, falls x < 0O

Die Dichtefunktion ist

A-e M falls x>0

0, falls x <0

f(x)=F'(x) = {

limy_,_ F(x) =0, limy_ 1o F(x) =1.
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5. Zufallsvariablen Stetige Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen
Beispiele (4)

Normalverteilung, X ~ N (i, o)

X: (Q7g7P)_>(R17B17PX)

sei der Messfehler bei Messung einer physikalischen Konstanten.
Der Wkt.raum (€, &, P) ist ein Modell eines im Hintergrund wirkenden
Zufallsmechanismus, der nicht naher beschrieben werden kann,
Fehler im MeBinstrument; zufallige auBBere Einflisse.

Er enthalt alle nicht ndher bestimmbaren zufalligen Effekte. Zur
Beschreibung dient der Bildraum (R', B!, Px).
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5. Zufallsvariablen Stetige Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen
Beispiele (4a)

Normalverteilung, X ~ N (i, o)
Die Zufallsvariable X mit der Verteilungsfunktion

heiBt normalverteilt mit den Parametern (, o2). Die zugehdrige
Dichtefunktion hat die Form:

f(x) = 1 e‘%(T)Z, o> 0.

2mo
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5. Zufallsvariablen Stetige Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen

Beispiele (4b)
Satz: f(x) ist eine Dichtefunktion
Offensichtlich ist f(x) > 0 fur alle x € R und o > 0. Es bleibt zu

zeigen
lim F(x / (t) dt = / Lo

Wir bezeichnen

(%) gt = 1.

r\)\—L

m\—A
q

.‘ |.
=~

/ 27rc7 dX
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5. Zufallsvariablen Stetige Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen
Beispiele (4c)

+00 2
P | [T
_+oo +00
X—p 2 —u 2
= 27:[;2 /e_;( ) dx /6_2(0) dy
+o_o +o0 }
_ 2 —u 2
= 27302/ /e 2(5%4) ax | e2(*3%) dy
7+oo+oio
1(x=p)2 M
— 27202 / /ez( ) e*E(T) dx dy
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5. Zufallsvariablen Stetige Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen
Beispiele (4d)
Substitution: s := £ t .= £ Dann gilt:

X =S80+ y =to+p,

dx =ods dy =odt.

“+o00 +00

12 142
P = 2737/ /ezs e 2" o? dsdt
—00 —00
+00 +00
1 — 3 (P+12)
= 5 e 2 ds dt
—00 —O0
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5. Zufallsvariablen Stetige Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen
Beispiele (4e)

Wir fihren eine weitere Substitution durch, Polarkoordinaten:
S=rcosyp t=rsingp.

Dann gilt allgemein nach der Substitutionsregel:

//g(s, t)dsdt://g(r,cp)detJdrdgo,

wobei J die Jacobi-Matrix ist.
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5. Zufallsvariablen Stetige Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen
Beispiele (4f)

gs 0 :

g8 cosyp —rsing
detJ =|J| = zt 8@, =

o o Sinp rcos ¢

= rcos?p+rsin®y
= r(cos?p +sinp) =r
2

%)
12 2 2
/2 — %//e (re cos® p+r sin® go)rdrdgo
0 0

21 oo

= ;—W//eifzrdrdgp
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5. Zufallsvariablen Stetige Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen
Beispiele (49)

P = ;—W//e‘;’zrdrdgp

— I =1, d.h. fist eine Dichtefunktion.
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Stetige Zufallsvariablen
Zufallsvariable, Grundbegriffe

Zusammenfassung (1)
Eine Zufallsvariable ist eine (meBbare) Abbildung

X: Q—R

Jedem Element w des Stichprobenraumes 2 wird eine reelle
Zahl zugeordnet.

Die Zufallsvariable X hei3t diskret, wenn X nur endlich viele
oder abzahlbar unendlich viele Werte x; annehmen kann. Jeder
dieser Werte kann mit einer gewissen Wkt. p; = P(X = x;)
auftreten.

geografische Lage (N,O,S,W); Lange einer Warteschlange;
Anzahl der Punkte in der Klausur.
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Stetige Zufallsvariablen
Zufallsvariable, Grundbegriffe

Zusammenfassung (2)

Die Zufallsvariable X heif3t stetig, falls X beliebige Werte in
einem Intervall (a, b), [a, b], (a, b], (&, b], (—o0, a), (b, ),
(—o0, a], [b, 00), (—o0, 00) annehmen kann.

Bem.: Jeder einzelne Wert x; € (a, b) (oder in einem der
anderen Intervalle) hat die Wkt. Null.

Die Verteilungsfunktion F wird dann durch die sogen.
Dichtefunktion f beschrieben,

X

F(x)=P(X < x)=P(X <x) :/ f(t) dt

— 00
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5. Zufallsvariablen Verteilungsfunktion

@ 5.1 Grundbegriffe

@ 5.2 Diskrete Zufallsvariablen

@ 5.3 Stetige Zufallsvariablen

@ 5.4 Aligemeine Eigenschaften einer Verteilungsfunktion
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5.4 Allgemeine Eigenschaften einer

Verteilungsfunktion
Satz: Sei X eine Zufallsariable mit der Verteilungsfunktion
F(x) = P(X < X) = P({w: X(w) < x}) = Px((—00,x)).
Dann gelten die folgenden Aussagen:
@ Die Funktion F(x) ist monoton wachsend.
Q lim F(x)=0, Jim F(x) =1.
© Die Funktion F(x) ist linksseitig stetig. Es gilt also:
XI_i)r;g_ F(x) = F(xo)-
Q P(@a< X <b)=F(b)— F(a).

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 212



Eigenschaften der Verteilungsfunktion

Beweis des Satzes (1)

@ Essei x; < xo < x. Wir definieren zwei Mengen:
A= {w: X(w) < x1},

B:={w: X(w) < x2}.
Dann gilt:

P(
Fxe) = P({w: X(w) < Xx}) = P(B).
Wegen A C B folgt: P(A) < P(B), d.h.
F(X1) < F(XQ),

h. die Funktion F(x) monoton wachsend.

N, X
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Eigenschaften der Verteilungsfunktion

Beweis des Satzes (2)
@ Sei (x,) eine monoton fallende Folge mit x, — —oc und (y,)
eine monoton wachsende Folge mit y, — oo. Wir definieren:
Ap = {w: X(w) < xp},
B, = {w: X(w) < ya}.
Fur die Folgen (Ay) und B,) gilt:

(Ap) ist monoton fallend (A, 2 An.1,Vn € N),
(Bp) monoton wachsend (B, C B,1,Vn € N). Offensichtlich

gilt:
F(xn) = P(An),  F(¥n) = P(Bn).
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Eigenschaften der Verteilungsfunktion

Beweis des Satzes (3)

Wegen der Stetigkeit der Wkt. von oben und unten ist

lim P(A,) = P(lim A,) = P(X < —o0) = 0.

n—oo n—o0
lim P(B,) = P(lim By) = P(X < +o0) = 1.

Das ist aquivalent zu:

im F(x) = lim F(x,) = 0,

X——00 n—oo
im0 = m Fly) =1
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5. Zufallsvariablen Verteilungsfunktion

Eigenschaften der Verteilungsfunktion

Beweis des Satzes (4)

© Wir definieren eine Menge
A={w: X(w) < xo}
und eine Folge von Mengen
Ap ={w: X(w) < Xn},

wobei (x,) eine monotone Folge ist, die von links gegen Xxp
konvergiert (x, — xo — 0). Offenbar ist die Folge (A,)
monoton wachsend (A, C An.1). AuBBerdem gilt:

lim A, = A.

n—oo
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Eigenschaften der Verteilungsfunktion

Beweis des Satzes (5)

Damit folgt:
Jim Foa) = Jm P(X < x) = fm P(A,)
= P(nlim An) = P(A) = P(X < Xxo)
= F(Xo)

D.h.:
lim F(x) = F(xo).

X—Xo—
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Eigenschaften der Verteilungsfunktion

Beweis des Satzes (6)

©Q Esilt:

Pla<X<b) = PH{X<b}\{X<a})
= P(X<b)-P(X < a)
(Subtraktivitat (vgl. Folgerung 2))
= F(b) — F(a)
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6. Diskrete Zufallsvariablen 6.1 Allgemeine Ubersicht

6.1 Allgemeine Ubersicht
6.2 Binomialverteilung

6.3 Geometrische Verteilung
6.4 Poisson-Verteilung

6.5 Negative Binomialverteilung
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6. Diskrete Zufallsvariablen 6.1 Allgemeine Ubersicht

6. Diskrete zufallige Variablen

6.1 Allgemeine Ubersicht
Erinnerung: Wir beschreiben diskrete Zufallsvariablen durch

X: X1 Xo Xz -+ Xp -
pr P2 Ps -Pn -
pi=P(X=x)>0, i=1,23,... Zp’:1
i=1

Def. 18 (Wahrscheinlichkeitsfunktion, Zahldichte)
Die Funktion

f(x;) = pi

hei3t Wahrscheinlichkeitsfunktion.
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6. Diskrete Zufallsvariablen 6.1 Allgemeine Ubersicht

Allgemeine Ubersicht

Binomialwahrscheinlichkeit
a) Zweimaliges Werfen einer Miinze

Q= {zz, 7B, BZ, BB} X 012
X := Anzahl von Blatt '

1
4

N|—

1
4
b) Erfolge bei n Versuchen

X: Anzahl der “Erfolge” bei n Versuchen, wobei jeder der n
Versuche eine Erfolgswahrscheinlichkeit p hat.

P(X = k) = <Z) pk(1 — p)"*  Binomialwkt.
Rk = P <k =3 (7)p1 - pr
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Binomialwahrscheinlichkeit
Beispiele (1)

Es seien p = J und n = 5. Fir x = 2.5 gilt:

F(2.5) = Z Pi

i:i<2,5
= Po+pi+pP2
5\ (1N B\ /1) /5 /1)
- (o) (5) =) &) = () &)
1 5 10
32 732 32
— 05
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6. Diskrete Zufallsvariablen 6.1 Allgemeine Ubersicht

Binomialwahrscheinlichkeit
Beispiele (2)
Wirfeln 20 mal. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit flr

mindestens 4 Sechsen?
X: Anzahl der Sechsen.

P(X>4) = 1-P(X<4)=1- Fx(4)

= 1-> P(X=i)=
i=0
5,20 1,,5.19 20-19 1.2,5 18
1-(3)"-20(5)(5) ——F—G)G) -
1 20-19-18 1.3,5

6 (6)3(6)17

o
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6.1 Allgemeine Ubersicht
Poisson-Wahrscheinlichkeit

Beispiel

Telefonzentrale, X ~ Poi(\)

X: Anzahl der Anrufe, die pro Zeiteinheit von einer
Telefonzentrale vermittelt werden.

0O 1 2 3
X :
Po P1 P2 Ps3
)\i
P(X:i):p,-:i—le‘A, A>0

Zp,:Zj\.—!leA:L
i=0 0

=
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6. Diskrete Zufallsvariablen 6.1 Allgemeine Ubersicht

Binomial und Poisson
Satz: Seien X, ~ Bi(n,p), Y ~ Poi()\)

Fir n-p=Xgilt: P(X,=k) —n.e P(Y = Kk).

PO =) = ((f)p" Pt

k!
nin—1)---(n—k+1)(n

(-) (1 -

n

nn—=1)---(n—k+1) X\« Ak
)

— AN (n— \)nk

k!(n— M)k
1 nn=1)---(n—k+1)

k! (n— M)k

— Fe—A = P(Y = k)
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nk nn—k

A
)\k-l_in
(1-2)

——
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6. Diskrete Zufallsvariablen 6.1 Allgemeine Ubersicht

Geometrische Verteilung

d) Minzwurf solange bis B(Blatt) kommt
Q={B,ZB,ZZB, ...}

X := Anzahl der Wiirfe bis zum ersten Blatt.

S p=Y (12 = 1=
i=1 i=1 2

geometrische Reihe
geometrische Verteilung mit p=1/2, p; = (1/2)".
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6.1 Allgemeine Ubersicht
Geometrische Verteilung

Def. 19 (Geometrische Verteilung)
Eine Zufallsvariable X mit

PX=0N=p(1-p)~"' i=12...
heif3t geometrisch verteilt, bez. X ~ Geo(p)

Anzahl der Schritte bis zum ersten “Erfolg”.
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6. Diskrete Zufallsvariablen 6.1 Allgemeine Ubersicht

Geometrische Verteilung
Geometrische Verteilung mit p=0.5, 1/6, 0.1

Prob
0.50 4

048
046
044 4
0424
0404
0.389
0.36
0.34 4
0324
030
0.289
0.26
0.24
0221
0204
018
0189
0.14 4
0121
0104
008+
0.06
0.04
0.0z 4
0004
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6.1 Aligemeine Ubersicht
Hypergeometrische Verteilung

e) Qualitatskontrolle

Gegeben sei eine Grundgesamtheit (z.B. eine Warenlieferung)
mit N Stlcken, von denen genau n schlecht seien. Wie grof3 ist
die Wkt., daf3 in einer Stichprobe vom Umfang m hochstens k
Stick schlecht sind?

X: zufallige Anzahl der schlechten Stiicke in der Stichprobe.

P(X:x):w

(m)
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6.1 Aligemeine Ubersicht
Hypergeometrische Verteilung

Fortsetzung

(M) # méglichen Stichproben.

(7):  # Moglichkeiten, aus n schlechten Stiicken in der
Grundgesamtheit x schlechte Stiicke zu ziehen.

(M= 4 Méglichkeiten, aus N — n guten Stiicken in der
Grundgesamtheit m — x gute Stlicke zu ziehen.

Offenbar:

0 < x < min(n, m)

m—x<N-n.
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6. Diskrete Zufallsvariablen 6.1 Allgemeine Ubersicht

Hvoeraeometrische Verteiluna
Def. 20 (Hypergeometrische Verteilung)

Eine Zufallsvariable X mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion
N—
() - ()
N
(m)

f(X|Hn.nm) =

hei3t hypergeometrisch verteilt.

Bez.: X ~ Hy nm. Verteilungsfunktion:

(ki) — 3 & tnd)

= ()

Satz: Flir N — oo, n — oo,  — p gilt:

fclHam) = ()01 = p7 = xi(m.p)
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6. Diskrete Zufallsvariablen 6.1 Allgemeine Ubersicht

Hypergeometrische Verteilung

Hypergeometrische Verteilung mit m=20
und (N.n)=(1000.40).(100.4). (50.2)

Prob

0504
0481
046
0.44 1
0421
040
0.38 4
0.36 1
0.341
0324
0304
0284
0.269
024
0221
0204
018+
0169
0144
0124
0101
0.8
0.06
0.04 1
0024 I|
0004
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6. Diskrete Zufallsvariablen 6.2 Binomialverteilung

6.1 Allgemeine Ubersicht
6.2 Binomialverteilung

6.3 Geometrische Verteilung
6.4 Poisson-Verteilung

6.5 Negative Binomialverteilung
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6.2 Binomialverteilung

Weitere Beispiele (1)

Kommunikationskanal
Schicken Binarzahlen durch einen Kommunikationskanal.

p: Wahrscheinlichkeit einer fehlerhaften Ubertragung
n: Anzahl der Gbertragenen Zeichen
Wahrscheinlichkeit fir genau i Fehler:

() = ()Pt~ P = bl
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6. Diskrete Zufallsvariablen 6.2 Binomialverteilung

Binomialverteilung
Weitere Beispiele (2)

Qualitatskontrolle
Stichprobe (hier: mit Zuriicklegen) von 10 Computerchips aus

einer sehr groB3en Lieferung (Los). Wenn keine defekt, so wird
die Lieferung angenommen, sonst nicht.

p: Wahrscheinlichkeit, ein zufallig ausgewahlter Chip ist defekt.
Wahrscheinlichkeit fir genau i defekte Stiicke = b(i; 10, p).

P(Los angenommen) = (1 — p)'°
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6. Diskrete Zufallsvariablen 6.2 Binomialverteilung

Binomialverteilung

Weitere Beispiele (3)

k aus n Systeme

Jede Komponente habe die Intaktwahrscheinlichkeit p.
Wahrscheinlichkeit, daf3 genau i Komponenten ausfallen:

P =)= (7)1 - py

Wahrscheinlichkeit, daf3 hochstens kK Komponenten ausfallen:

k

Px<i) = 3 (J)er 1)

= > (7)p"(1—p)”"
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6. Diskrete Zufallsvariablen 6.3 Geometrische Verteilung

6.1 Allgemeine Ubersicht
6.2 Binomialverteilung

6.3 Geometrische Verteilung
6.4 Poisson-Verteilung

6.5 Negative Binomialverteilung
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6. Diskrete Zufallsvariablen 6.3 Geometrische Verteilung

6.3 Geometrische Verteilung (1)
Sei Y ~ Geo(p), d.h.

P(Y>s) = 1-3 (1-p)" - p=(1-p)
PY>1) = 1-2 (1-p)"-p=(1-p)

P(Y>s)-P(Y>1) = (1-p)*!

S+t '
=1-> (1-p""p
i=1
= P(Y>s+1).
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6. Diskrete Zufallsvariablen 6.3 Geometrische Verteilung

Geometrische Verteilung (2)
also:
P(Y>s+1tY>t)
P(Y > t)
P(Y >s+1)
P(Y > 1)
= P(Y >5)
Def. 21 (Markov-Eigenschaft, Gedachtnislosigkeit)
Verteilungen mit der Markov-Eigenschaft

P(Y>s+tlY>t) =

P(Y>s+tlY>t)=P(Y>5s)

heiBen gedachtnislos.
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6. Diskrete Zufallsvariablen 6.3 Geometrische Verteilung

Geometrische Verteilung (3)

Satz: Sei X diskrete Zufallsvariable mit Werten in N*
und X habe die Markov-Eigenschaft. Dann ist X ~ Geo(p) fur

einp,p € (0,1)
1 2 3 ...
X:
(P1 P2 Ps3 )

Aus der Markov-Eigenschatft folgt:
P(X>s)-P(X>t) = P(X>s+1t) Vst

s+t

(1=2 P -3 p) = 1-> p
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6. Diskrete Zufallsvariablen 6.3 Geometrische Verteilung

Geometrische Verteilung (4)

s+t

1_2101 1_2101—1_2,0:
Setzen p := p;. Einsetzen von
s=1t=1liefert(1—p)2=(1—-p—p2); pP>=p(1—p).

s=1,t=2liefert(1 —p)(1 —p—p2)=(1 —p—po— P3);
(1-p—p)(1—p—1)=—ps; alsops=p(1—p)? usw.
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6. Diskrete Zufallsvariablen 6.3 Geometrische Verteilung

Geometrische Verteilung (5)

Qualitatskontrolle
Wahrscheinlichkeit, daf3 das i-te ltem das erste defekte ist.

Time-sharing computer system
mit festen Zeitscheiben.

Programm wird in der Zeitscheibe vollstandig abgearbeitet mit
Wahrscheinlichkeit p

Wenn nicht, neuer Versuch in der neuen Zeitscheibe

X: # benotigten Zeitscheiben

X ~ Geo(p).
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6.3 Geometrische Verteilung
Geometrische Verteilung (6)

Repeat-Schleife
A: aussagenlogischer Ausdruck, A = true mit Wahrscheinlichkeit

p. repeat S until A.
X = # der Durchlaufe von S: ~ Geo(p).
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6. Diskrete Zufallsvariablen Poisson-Verteilung

6.1 Allgemeine Ubersicht
6.2 Binomialverteilung

6.3 Geometrische Verteilung
6.4 Poisson-Verteilung

6.5 Negative Binomialverteilung
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6.4 Poisson-Verteilung

Vorbemerkung, Definition Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Erinnerung: Unabhangigkeit von Ereignissen
Die Ereignisse A und B heif3en unabhangig, falls

P(A,B) = P(A) - P(B)

Def. 22 (Unabhangigkeit von Zufallsvariablen)
Zwei Zufallsvariablen X und Y hei3en unabhangig, falls

VA BeB; P(X€cAYeB)=PXecA)- PXceB)
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Poisson-Verteilung (2)

Sei {N;}:c1 eine Menge von Zufallsvariablen (ein stochastischer
Prozef3 ) mit folgenden Eigenschaften:
V1: Zuwdachse sind unabhangig, dh. die Zufallsvariablen

Niin — Ny und Ny — N;_p, sind unabhangig.
V2: esist egal wo wir Zeitintervall betrachten, dh.
Ni.p und N; haben dieselbe Verteilung
V3: Wabhrscheinlichkeit, daB mindestens ein Ereignis in der Zeit h
eintritt, z.B. ein Kunde ankommt.
p(hy=a-h+o(h), a>0h—0
V4: Wahrscheinlichkeit fur > 2 Ereignisse in der Zeit h: o(h)
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6. Diskrete Zufallsvariablen Poisson-Verteilung

Poisson-Verteilung (3)

Frage: Wahrscheinlichkeit daf bis zum Zeitpunkt t genau k
Ereignisse eintreten? (z.B. eingetroffene Kunden, zerfallene
Teilchen)

Pi(t) == P(Ni=k),  P(t):=0 fir k<0
p(h) = > Pu(h) > 1Ereignis tritt ein
k=1

1 = ki:o Pi(1)

V3 = Py(h)=1—p(h)=1—ah+o(h)

V4 = i Pi(h) = o(h),  (h—0)
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6. Diskrete Zufallsvariablen Poisson-Verteilung

Poisson-Verteilung (4)

1. Schritt: Bestimmen Py(t).

Po(t + h)

P(Nt =0, N;.p — N; =0)
Po(t)P(Nyyn — Ny = 0) wegen V1
Po(t)P(N, — Np = 0) wegen V2
Po(t)Po(h) wegen Ny =0
(
(

Po(t)(1 — p(h))
Po(t)(1 — ah+ o(h)) wegen V4
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6. Diskrete Zufallsvariablen Poisson-Verteilung

Poisson-Verteilung (5)

Po(t + h) = Po(t)(1 —ah—+ O(h))

Nacheinander folgt:

Po(t + hl)7— Po(t) _ Po(t)(—a+ y)
,'J”g Po(t + hf)]— Po(t) ,l,'"?) Po(t)(—a+ ﬁ)
k P — —aRu(t
Po(t) = ce ™
Wegen P,(0) = 1 folgt: ¢ =1 und
Po(t) = e &
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Poisson-Verteilung (6)

2. Schritt: Bestimmen P(t).
Zerlegen das Ereignis { Ny, = k} in disjunkte Teilereignisse.

{Neeh =k} = {Ny=0,Nip— Ny = k} U
{Ny =1,Npen — Ny =k —1}U
{Nt=2,Niyp— N =k—-2}U...U
{N; = k, Niyp — N; = 0}
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Poisson-Verteilung (7)

k
Pa(t+h) = S PN, =k —j, Newn— Ny = )

j=0

k
= ) Pi—j(t) P(Nion — Ny = j) - wegen Vi1
/=0 —P(Ny—No=)

k
= Y P j(t)P(h) wegen V2
=0

= Pu(t)Po(h) + Peoa(t)Pi(h) + > P j(t)Pi(h)
j=2

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 251



6. Diskrete Zufallsvariablen Poisson-Verteilung

Poisson-Verteilung (8)

Pi(h) = 3" P(h) = Rih)

= p(h) +o(h)
= ah+ o(h)

Z Pr_(t) i Pi(h) = o(h) wegen V2
j=2
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Poisson-Verteilung (9)

Nacheinander folgt:

Pe(t+h) — Pe(t) = (Po(h) — 1)Pk(t) + Pk—1(t)P1(h)

+o(h)
= —ahPy(t) + ahPy_+(t) + o(h)
Pi(t + h/)7 — Pl _ —aPy(t) + aPx_1(t) + @

Pi(t) = —aPx(t) + aPx_1(t), Px(0)=0
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6. Diskrete Zufallsvariablen Poisson-Verteilung

Poisson-Verteilung (10)
Q(t) = Py(t)e*
Q. (1) = Pi(t)e? + Py(t)ae™
Q) = e¥(=aPu(t) + aPi1(t) +aP(1))

PL(t)
= aQ_1(1)
Q(t) = aQ(t)=ae e =a= Q(t) = at
2
Q1) = aQi(t) =at= Q(t) = ath
Durch vollstandige Induktion:
artk astk
Qk(t) = W Pk(t) = T at

Poisson-Verteilung mit Parameter \ = at.
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6. Diskrete Zufallsvariablen Negative Binomial

6.1 Allgemeine Ubersicht
6.2 Binomialverteilung

6.3 Geometrische Verteilung
6.4 Poisson-Verteilung

6.5 Negative Binomialverteilung
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6. Diskrete Zufallsvariablen Negative Binomial

6.5 Negative Binomialverteilung

Anzahl der Versuche bis.7um m-ten “Er_fola”
Def. 23 (Negative Binomialverteilung)

Eine Zufallsvariable X mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion
m+k —1
P(X = = M1 — p)k
x=mh= ("5 ema - p)
heil3t negativ Binomialverteilt mit Parametern (m, p)
Qualitatskontrolle
Prifen solange bis wir m defekte Stlicke entdecken. Wenn
m + k “klein” — Los ablehnen
Wenn m + k “grof3” — Los annehmen
(hier kann die Prifung evtl. vorzeitig abgebrochen werden.)
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Negative Binomialverteilung (2)

Diese Verteilung entsteht auch, wenn man Poisson-Verteilung
mit einer Gamma-Verteilung mischt.

Deshalb wird sie verwendet, wenn sich Zahldaten aus
verschiedenen Quellen zusammensetzen (und Poisson nicht
geeignet scheint).

File-Dokumentenserver

Die Gesamt-Anzahl der Zugriffe auf ein bestimmtes Dokument
setzt sich aus Teil-Anzahlen von vielfaltigen Zugriffen aus
verschiedenartigen Quellen zusammen.
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6. Diskrete Zufallsvariablen Negative Binomial

Bem: In den Wahrscheinlichkeiten kbnnen Parameter auftreten,
die in der Regel unbekannt sind.

Die Parameter sind anhand der Beobachtungen
(der Daten) zu bestimmen/zu schatzen!
— Aufgabe der Statistik

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 258



7. Charakteristika Der Erwartungswert

@ 7.1 Der Erwartungswert

@ 7.2 Moment und Varianz

@ 7.3 Schiefe und Exzess

@ 7.4 Charakteristische Funktionen
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7. Charakteristika von Verteilungsfunktionen

Eine Minze wird 3 mal geworfen.
Wie oft kdnnen wir erwarten, daf3 Blatt oben liegt?
Wie oft wird im Mittel Blatt oben liegen?

0 1 2 3
X :
(1/8 3/8 3/8 1/8)

Erwartungswert:0-1 +1-3+2.343.1=12_15
D.h. bei 10maliger Durchfiihrung des Experiments konnen wir
im Mittel mit 15mal Blatt rechnen.
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7.1 Der Erwartungswert

Sei X diskrete Zufallsvariable,

X‘] oo Xn
X:

Def. 24 (Erwartungswert, X diskret)
Die reele Zahl

EX = ip/X,’
i=1

heil3t Erwartungswert von X
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7. Charakteristika Der Erwartungswert

Der Erwartungswert

Beispiele (1)
a) X ~ Poisson(\)

0O 1 2 3
X :

Po P1 P2 Ps3
pt Y

pi:ﬂe

EX — N N < D L
= ZPII—ZFG I—)\Zme =\
i=0 i=0 i=1

z.B. mittlere Ankunftsrate.
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Der Erwartungswert

Beispiele (2)
b) X~ B(n,p)
Ex = S k(") ok- (1 pyr
D k()P - (1-p)
k=0
= pi & P =)
2 (k—1)(n— k)!
" /n—1
= p-ny (k_1)pk‘1(1—p)”"‘
k=1
< (n—1 i n—1—i :
= p-n ;)P =P k=i+1
i=0

= Nn-p.
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7. Charakteristika Der Erwartungswert

Der Erwartungswert
Beispiele (3)
c) X~ Geo(p)

i 2 3 .. Kk .
X 2 k—1 g=1-p
p Pq pPq .. PG
EX= X =Y kog" ' =p-3 kgt 1= P 2=1.
k=0 k=1 k=1 (1-9 p

Beweis des vorletzten Gleichheitszeichens:
a) durch vollst. Induktion
b) Differenzieren der geometrischen Reihe
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Erwartungswert

Def. 25 (Erwartungswert, X stetig)
Sei X stetig mit Dichtefunktion f(x). Die reele Zahl

EX = /x- f(x)dx

heil3t Erwartungswert von X.
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7. Charakteristika Der Erwartungswert

Der Erwartungswert
Beispiele (4)
a) X ~ N(u,0?)

T .
EX = / X e~ () 20y
Ver-o

1 2
= t+pu)—e2 dt
Jeten

17 e

h—t dt=ldx
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7. Charakteristika Der Erwartungswert

Der Erwartungswert
Beispiele (5)

b) X ~ Exp(\),  A>0

EXz/x-)\-e‘“dx=%
0
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7. Charakteristika Der Erwartungswert

Der Erwartungswert
Beispiele (6)
c) X ~ R(a, b), gleichverteilt auf dem Intervall (a,b)

1 / 1 2|
X
EX = —b—a/XdX_b—a?
a a
_ bP-2 a+b
- 2(b-a) 2

Bemerkung: Die Erwartungswerte sind flr stetige und diskrete
ZufallsgréBen zweckmafigerweise unterschiedlich definiert. Sie
lant sich jedoch (maBtheoretisch) vereinheitlichen.
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7. Charakteristika Der Erwartungswert

Eigenschaften des Erwartungswertes
Satz

Seien X, X; und X, zuféllige Variablen und a, b, ¢ € R beliebig.
Dann gelten folgende Aussagen:

@ Wenn P(X = ¢) =1, d.h. nimmt die zuféllige Variable X
genau einen festen Wert an, so folgt EX = Ec = c.

Wenn P(X >c)=1,so EX > c.
E(c- X)=c-EX.
E(X+c)=EX+Ec=EX+c.
E(a-Xi+b-Xo)=a-EXi+b-EX.

© 00O
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Eigenschaften des Erwartungswertes

Beweis des Satzes
Beweis: Wir beweisen stellvertretend Aussage 2.

@ Es sei X eine diskrete Zufallsgrofe,

X1 Xo ... Xp
X

Pi P2 ... Pn

Nach Voraussetzung: ¢ = xy < Xo < ... < X, < .... Daraus
folgt:

EX=Y X-p>> c-p=c->» pi=c

ieN ieN ieN
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Eigenschaften des Erwartungswertes

Beweis des Satzes (Fortsetzung)
@ Es sei X eine stetige zuféllige Variable mit der
Dichtefunktion f. Dann gilt:

+oo
P(XZC):/f(x)dx:L =
P(X<c):/f(x)dx:0. =
+oo —::j +oo
EX:/x-f(x)dx: /x-f(x)dxzc-/f(x)dx:c

——
=1
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Eigenschaften des Erwartungswertes

Erganzungen

@ Aus Aussage 4 folgt:
E(X —EX)=EX - E(EX)=0.

@ Aussage 5 besagt, daf3 der Erwartungswert eine linearer
Operator ist.
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Erwartungswert von Funktionen von

Zufallsvariablen
Frage: Wie berechnen wir E(g(X))?

X diskret Dannist Y = g(X) gegeben durch

. (g(xo g(x) )
P1 P2
E(g(X) =D 9(x)p;

i=0

X stetig 1. Variante: Dichte fy von Y = g(X) ausrechnen.
Wie man das macht, sehen wir spater. Dann

E(Y) = [yfy(y)ay.
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Erwartungswert von Funktionen von
Zufallsvariablen (2)
2. Variante: Satz (Regel des Faulen Statistikers)

Seien X und Y = g(X) ZufallsgréBen. Dann gilt:

Z?’io g(x,-)p,-, falls X diskret

E(g(X)) =
(9(X)) f g(x)f(x)dx, falls X stetig

vorausgesetzt die Erwartungswerte existieren.
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7. Charakteristika Der Erwartungswert

Erwartungswert von Funktionen von

Zufallsvariablen (3)
Intuitive Erlauterung: Spiel

wobei wir X zufallig ziehen. Dann zahle ich den ‘Gewinn’
Y = g(X). Ihr erwartetes Einkommen ist

Zg P(X = x) bzw. /g X) dx.

Spezialfall: g( ) = la(x) Indikatorfunktion eines Ereignisses A

E(IA(X)) = /IA(X)fx(X) dX:/fx(X) ax
A
= P(X € A)=P(A).
D.h. Die Wahrscheinlichkeit ist ein Speziallfall eines
Erwartungswertes!
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7. Charakteristika Der Erwartungswert

Regel des Faulen Statistikers
Beispiele (1)

Sei X ~ R(0,1) und Y = g(X) = €X. Dann

E(Y):/O1 eXf(x)dx:/o1ede:e—1.
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7. Charakteristika Der Erwartungswert

Regel des Faulen Statistikers
Beispiele (2)

Stab der Lange 1 zufallig brechen

Sei Y die Lange des langeren Sticks. Gesucht ist die erwartete
Lange E(Y).

Wenn X der zufalllige Bruchpunkt ist, dann X ~ R(0,1) und

Y = g(X) = max(X,1 — X). D.h.

1—x falls 0 < x<0.5
9(x) =
X falls 05 <x < 1

0.5 1 3
/g(x dx—/ (1—x)dx+/ xadx = —.
0 0. 4

5
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Regel des Faulen Statistikers

Beweis (1)

Wir zeigen die letzte Behauptung unter der Annahme g: R — R
differenzierbar, g’'(x) # 0 Vx.

Wir wollen 0.B.d.A. annehmen, dass die Zufallsvariablen X und
9(X) auf (—oo, co0) definiert sind. Nach der Definition des
Erwartungswertes gilt:

E(g(X)) = / y - h(y) dy.

wobei h(y) die Dichte von Y = g(X) ist.
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Regel des Faulen Statistikers

Beweis (2)
Wir bestimmen jetzt h(y):

1. Fall: Sei g monoton wachsend.
Fv(t) = Fopo(t) =
g (1)
P(gX)<t) = P(X<g'(t) = / f(x) dx

Substitution: g(x) =y, g'(x)dx = dy.

g _ h(y)  ist Dichte von g(X)

/( —1 ( l)
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Regel des Faulen Statistikers

Beweis (3)

2. Fall: Sei g monoton fallend.

Fv(t) = Fop(t) =

o0

P(g(X)<t) = P(X>g'(t) = / f(x) dx
g7'(1)

Substitution: g(x) =y, g'(x)dx =dy, g(oco)=—
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Regel des Faulen Statistikers

Beweis (4)
i) P N (%)
Foo(l) = / FICRITI / 9@ Y
[ Ha ')
AR

fla'(y) _—
9@ ) = h(y) ist Dichte von  g(X)
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Regel des Faulen Statistikers

Beweis (5)

Y i ~flg7'()
~ E(g(X)) = / y h(y)dy—_é Ve

Substitution: y = g(x), dy = g'(x)dx

E(9(X)) = / 9(x)f(x)0x.
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Regel des Faulen Statistikers
Beispiele (Fortsetzung). Verwenden die Dichte von g(X).

Fortsetzung von Bsp. 18
Eswar X ~ R(0,1), Y = g(X) = &*. Also
gx)=¢e*, gx)=¢€, g'(y)=Iny.Also

Cflg'y) 11
hly) = glg'(y) ev y isyse

e e 1 e
—/y-h(y)dy—/y-—dy—/ 1dy=e—1
1 1 y 1

dasselbe Resultat wie mit der Regel des Faulen Statistikers.
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Regel des Faulen Statistikers

Beispiele (Fortsetzung von Bsp. Gebrochener Stab)
Eswar X ~ R(0,1), Y = g(X) = max(X,1 — X).
9(x) = max(x, 1 — x) ist stickweise diff.bar.

ly A2l g'y) = 1-y)
—1, x<05. gdwo'y) = {1,-1}

{flg")} _1+1
h(y) = = =2, € (0.5,1
W= lg@ i~ 1 e
E(Y)z/ y-h(y)dy=/ y-2dy=2-5ys =
0.5 0.5 2 4
Also wieder dasselbe Resultat wie mit der Regel des Faulen

Statistikers.

g'(x)=
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7. Charakteristika Moment und Varianz

@ 7.1 Der Erwartungswert

@ 7.2 Moment und Varianz

@ 7.3 Schiefe und Exzess

@ 7.4 Charakteristische Funktionen
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7.2 Moment und Varianz

Es sei X eine zuféllige Variable.

Def. 26 (Moment und Zentrales Moment)

Falls E(|X|P) < oo, heiBt der Erwartungswert EXP p—tes Moment

+00
| xP-f(x)dx, falls X stetig ist
EXP=¢ -
> xP-pi, falls X diskret ist
ieN
E(X — EX)P hei3t p-tes zentrales Moment.
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Varianz und Standardabweichung

Def. 27 (Varianz), bez. Var X oder 0%
Das zweite zentrale Moment E(X — EX)2 nennen wir auch
Streuung oder Varianz der Zufallsgré3e X.

Def. 28 (Standardabweichung), o, ox

o =/ Var(X)

Bem.: Var (X): mittlere quadratische Abweichung zwischen X
und EX.
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Varianz

Satz (Eigenschaften der Varianz):
@ SeiceR. Wenn P(X =c)=1,so Var X = 0. Ist umgekehrt
Var X = 0, so existiert ein ¢ € R, so daB gilt: P(X =c¢) = 1.

@ Fir beliebige ¢ € R gilt: Var (X + ¢) = Var X.
© Fir beliebige a € R gilt: Var(a- X) = & - Var X.
© Fir zwei zuféllige Variablen X; und X, gilt:

Var (Xi + X2) = Var Xj + Var Xz + 2 - cov (X1, X2).
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Eigenschaften der Varianz

Beweis (1)

Es seien X, X; und X, beliebige zufallige Variablen. a,c € R
seien ebenfalls beliebig gewahlt. Die folgenden Aussagen folgen
aus dem Satz Uber die Eigenschaften des Erwartungswertes.

@ Es gelte: P(X = c) = 1. Daraus folgt EX = c.
VarX = E(X —EX)2=E(X-c)?=E(c—¢)?=0

Es sei nun Var X = 0 = E(X — EX)? = 0. Allgemein gilt fir
ceR:E(X—-c)?>0.Also, P(X - EX=0)=1.und
c := EX leistet das Verlangte.
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Eigenschaften der Varianz

Beweis (2)

Var(X+¢) = E(X+c—E(X+¢))?
= E(X+c—EX—Ec)?
= E(X+c—-EX-¢)?

(X —EX)? = Var X

|
m
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Eigenschaften der Varianz

Beweis (4)
o

Var(a-X) = E(a-X—E(a-X))?
= E(a-X—a-EX)?
— E(a- (X — EX))?
— E(& (X —EX)§)
— 2 E(X - EX)?
= & VarX
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Eigenschaften der Varianz

Beweis (3)
()
Var (Xi + X2) = E(Xi + Xo — E(Xj + X2))?

= E(X; + X2 — EX; — EXy)?

= E((Xy —EX;) + (X2 — EX2))?

= E ((X1 —EXi)?+ (X2 — EX2)2)
+2- (X; —EXj) - (X2 — EX2)

= E(X; — EX{)? + E(Xo — EXy)?
+2 -F((X1 —EX;) - (X2 —EX2))

= Var Xj +2-cov (X, Xz) + Var Xo
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Moment und Varianz
Kovarianz und Unabhangigkeit
Def. 29 Kovarianz der zufalligen Variablen X; und X,
COov (X1,X2) = E((X1 — EX1) 0 (X2 — EXQ))
cov (X1 s X2) =
= E(( EX1) (Xo — EX2))
Xy X5 — EX> — Xo - EXy +EX - EX2)

(
= E(X; X)) — E(x1 EX.) — E(Xo - EX;) + EX; - EX;
(X - Xo) — EX; - EX;
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7. Charakteristika Moment und Varianz

Kovarianz und Unabhangigkeit
Erinnerung:

Def. 30 Unabhangigkeit
Zwei Zufallsvariablen X; und X, heiBen unabhangig, falls fir alle

X1, X2 € R qilt:

P(X1 <X1,X2 <X2): P(X1 <X1)'P(X2 <X2)
Lemma

Es seien X; und X, zwei unabhangige ZufallsgroBen. Dann gilt:

cov (Xi, X2) = 0.
Def. 31 Zwei Zufallsvariablen X; und X, hei3en unkorreliert
falls cov (X1 . Xg) =0.
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Kovarianz und Unabhangigkeit

Beweis des Lemmas (1)

Beweis: Wir betrachten den zufélligen Vektor X = (X, X2)” und
fihren den Beweis nur fur den Fall, daf3 die beiden
ZufallsgroBen X; und X; stetig sind. Fir den diskreten Fall
verfahrt man analog.

Es sei f(x1, x2) die Dichtefunktion des zufélligen Vektors X.

Wir definieren eine Funktion g: R? — R durch:

g(X1 , X2) = (X1 — EX1) . (Xg — EXQ)

Offenbar,
cov (X1 , Xg) = Eg(X1 , Xg)
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Kovarianz und Unabhangigkeit

Beweis des Lemmas (2)

AuBerdem ist:

Eg(X1,X2) = /(X1 — EX1) . (X2 — EX2) . f(X1,X2) dX1 ng.

R2

Nach Voraussetzung sind die zufalligen Variablen X; und X,
unabhangig, also

f(x1, x2) = fx, (X1) - Fo(X2).

Somit gilt dann:
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7. Charakteristika Moment und Varianz

Kovarianz und Unabhangigkeit

Beweis des Lemmas (3)

cov (Xi, Xo) =

_ / (X — EX;) - (%2 — EXp) - f, (1) - fi, (x2) Ot 0tz
= /(X1 — EX1) . fx1 (X1) dX1 . /(X2 — EX2) . fXZ(Xg) dX2

R R

= E(X; —EXj) -E(X> — EXp)
=0
Bemerkung: Wir haben beim Beweis des Satzes zwei

Aussagen verwendet, die erst im Abschnitt Unabhangigkeit
behandelt werden.
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Korrelation und Unabhangigkeit

Die Umkehrung der Aussage von Lemma 10 gilt im allgemeinen
nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

Es sei X; ~ R(0,7)

3|

Jfalls0<x <7
fx1(X): .
0 ,sonst

Die ZufallsgroBe X, definieren wir durch X> = sin Xj. Offenbar,
X; und X, sind streng abhangig.
Wir berechnen die Kovarianz.
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Korrelation und Unabhangigkeit

Beispiel (Fortsetzung, 1)
Nun gilt far die Erwartungswerte EX; und EX>:

—+00 s

EX; = /x-fx1(x)dx:/x-%dx
—o0 0
x| w2 g
= % [?}0:% 2 2
—+00
EX; = E(SinX1):/SinX-fX1(X)dX
= /sinx-j—rdx:%-[—cosx]gzﬁ
0
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7. Charakteristika Moment und Varianz

Korrelation und Unabhangigkeit

Beispiel (Fortsetzung, 2)

Fir den Erwartungswert E(X; - X2) gilt nach der Regel des
Faulen Statistikers

E(X-Xo) = E(X1-sinX1):/x-sinx-%dx
0
= [—%~x-cosx}g+%-/cosxdx
%7
= 1. (-D)r-0=1 :

Wir setzen alle diese Werte in die Ausgangsgleichung ein und
erhalten:
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7. Charakteristika Moment und Varianz

Korrelation und Unabhangigkeit
Beispiel (Fortsetzung, 3)

cov (X1,X2) = E(X1 . Xg) — EX1 . EX2
= 1- .%:o

ME

Trotz der Abhangigkeit der beiden ZufallsgroBen X; und X; ist
ihre Kovarianz gleich Null.

Folgerung

Falls zwei zufallige Variablen X; und X, unabhangig sind, gilt fir
die Varianz ihrer Summe:

Var (X; + X5) = Var (X;) + Var (Xz).
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7. Charakteristika Moment und Varianz

Varianz
Beispiele (1)
a) Poisson-Verteilung, X ~ Poi())

i

pI:P(X:i):%e_A’ i:O,1,2,...

Var(X) = E(X —EX)? = i(i — \)?p;

= Y i-(i-1) p,+le,—2)\le,+/\ZZP/

I

=2
(%)
=2

‘*+)\—2)\2+)\2:)\.
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7. Charakteristika Moment und Varianz

Varianz
Beispiele (2)

b) Binomialverteilung, X ~ B(n, p).
Var (X) = np(1 — p).

(ohne Beweis, UA)
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7. Charakteristika Moment und Varianz

Varianz
Beispiele (3)
c) Gleichverteilung auf (a, b), X ~ R(a, b)
1 X € (a, b a+b
f(X) _ ) b-a ( ) EX = 5
0 sonst.

EX? = /bx2 1 dx—1x3|b-L
~ J, b—a " 3 'a b-ga
b*—a & +ab+b?

- 3(b—a) 3
Var(X) = EX?— (EX)?
= 11—2(432 + 4ab + 4b® — 38° — 6ab — 3b?)
(b—a)?
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7. Charakteristika Moment und Varianz

Varianz
Beispiele (4)

d) Exponentialverteilung

Ae % falls x > 0,

f(x) =
0 sonst.
1
EX? = sze‘“dx=% (UA).
0
1
Var (X) = beL
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7. Charakteristika Moment und Varianz

Varianz
Beispiele (4a)

e) Normalverteilung

1 1X—p\2
f(x) = e 2(%")
() 210
E(X —p)? = / (x — p)? 130557 gy
o 2no
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7. Charakteristika Moment und Varianz

Varianz

Beispiele (4b)
e) Normalverteilung

2 oo 2
= %(—tefz/z\f’oo —/ (—1)e" = dt)
V &7t —0o0

o° & 2
_ 7 [ etat

\/27T /oo

2

= O .

t=Xt odt = dx

o

Bei Normalverteilung sind also die Parameter x und o2
Erwartungswert und Varianz.
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7. Charakteristika Schiefe und Exzess

@ 7.1 Der Erwartungswert

@ 7.2 Moment und Varianz

@ 7.3 Schiefe und Exzess

@ 7.4 Charakteristische Funktionen
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7.3 Schiefe und Exzess

Angenommen, das 4. Moment existiert.

Def. 32 (Schiefe und Kurtosis)

ox = Var(X) (Standardabweichung)
: E(X — EX)?
SCh|efe "1 = W
. E(X — EX)*
Kurtosis Yo W

Exzess: v, — 3.
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Schiefe und Exzess

Versuch einer Klassifikation

v1 > 0:  rechtsschiefe Verteilung
~v1 = 0:  symmetrische Verteilung
71 < 0: linksschiefe Verteilung
v > 3: starke Tails

72 = 3: Wolbung wie bei NV

v < 3: schwache Tails

Bem.: Diese Klassifikation ist recht vage. Es gibt mehrere
Verteilungen mit gleichem Erwartungswert, gleicher Varianz,
gleicher Schiefe und gleicher Kurtosis, die aber recht
unterschiedlich aussehen.
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7. Charakteristika Schiefe und Exzess

Schiefe und Exess
E(X)=0,var(X)=1,v1=0,72=3

Di cht e
0. 8f ‘ ‘ T
0.6
0.4¢
0.2
Ot ; ‘ ‘ ‘ ‘
-3 -2 -1 0 1 2
X
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7. Charakteristika Charakteristische Funktionen

@ 7.1 Der Erwartungswert

@ 7.2 Moment und Varianz

@ 7.3 Schiefe und Exzess

@ 7.4 Charakteristische Funktionen
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7. Charakteristika Charakteristische Funktionen

7.4 Charakteristische Funktionen

Sei X Zufallsvariable mit Dichtefunktion fx (falls X stetig) oder

Wkt.funktion p; (falls X diskret).
Def. 33 (charakteristische Funktion von X)
. * e™fy(x)dx  falls X steti
ox(t) i= Eeh¥ — § =oe &) ?
> €%p; falls X diskret

Bem.: Die Funktion ¢ ist (bis auf den Faktor v/27) die
Fourier-Transformierte von fy.
Bem.: Die charakterische Funktion existiert.
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7. Charakteristika Charakteristische Funktionen

Charakteristische Funktionen
Satz (Eigenschaften)

(i) ox(t)istin —oo < t < 0o gleichmaBig stetig.

lpx(t)] < 1 ¢x(0) =1
ox(—t) = ox(t)

(i) Die Zufallsvariable Y = aX + b hat die charakteristische
Funktion

ov(t) = ox(at)e™
(i) @x(t) ist reellwertig < X bzgl. x = 0 symmetrisch ist.

Beweis: UA, Eigenschaften der Fkt. ef. 0
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Charakteristische Funktionen
Charakteristische Funktionen

Satz (Multiplikationssatz)

Seien die Zufallsvariablen X; und X, unabhangig mit den
charakteristischen Funktionen ¢; und ¢,. Dann hat die
Zufallsvariable X; + X> die charakteristische Funktion ¢1 - ¢s.

Beweis: Es gilt:

Ox1x(t) = Ee"NTR) = Ee™ . Ee™® = ¢(1) - po(t)
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Charakteristische Funktionen
Charakteristische Funktionen

Satz (Eindeutigkeitssatz)
Die Beziehung Fx < ¢x ist eineindeutig.
Far X stetig gilt:
1 [~
fx(x) = . / ~ e ox(t) dt
Far X diskret gilt:

T

I H 1 — itx;
pi=lim 5 | e Mox(t) ot

Beweis: siehe z.B. Ginther, Grundkurs Analysis, Teil 3.
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Charakteristische Funktionen
Charakteristische Funktionen

Satz (Konvergenzsatz)
Seien X, Zufallsvariablen mit X, ~ F,. Dann gilt

F,—F & ¢,—¢, ¢ stetigin t=0.
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7. Charakteristika Charakteristische Funktionen

Charakteristische Funktionen

Wozu brauchen wir sie?

Zum Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes:
Die Summe von unabhangigen, identisch verteilten

ZufallsgroBen ist asymptotisch normalverteilt (siehe Abschnitt
Grenzwertsatze).

@ 1. charakteristische Funktion der Summe
(Multiplikationssatz)

@ 2. diese konvergiert gegen charakteristische Funktion der
Normalverteilung (s. unten)

@ 3. Konvergenz der Summe folgt aus dem Konvergenzsatz
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7. Charakteristika Charakteristische Funktionen

Charakteristische Funktionen

Satz (Erzeugung der Momente)
Sei EX* < co. Dann gilt:

.
ax = EX¥ = i—kgbgf)(O)

Beweis: Vertauschen von Integration und Differentiation. O
Die charakteristische Funktion hat also die Taylor-Entwicklung

J!

ox(t) = Ee™ = E(i (i.i)jxf) = Za,(i.i)j +o(t9), t—0.
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7. Charakteristika Charakteristische Funktionen

Charakteristische Funktionen

X ~N(0,1)

E eitX

Y ~ N (p, 02

):

1 2
— / e™ e~z dx
vV 27r

x —ZItx+ )2 (il‘)2

ax

EeltY Eelt oX+p) itp(bx(at)
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8. Exponentialverteilung Einflhrung

@ 8.1 Einfihrung

@ 8.2 Gedachtnislosigkeit

@ 8.3 Zuverlassigkeitsmodelle
@ 8.4 Bedienungstheorie
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8.1 Einfihrung

Def. 34 (Exponentialverteilung), X ~ EX(\)

Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in [0, co). Sie heif3t
exponentialverteilt mit dem Parameter A, A > 0, falls die
Verteilungsfunktion beschrieben wird durch

1— e falls t>0
F(t)=P(X < t) =
sonst.

Die Dichte der Exponentialverteilung ist

JyE falls t>0
f(t) =

0 sonst.
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Die Exponentialverteilung

Erwartungswert

EX = / x~f(x)dx:/ x - Ae Madx
0 0

/

u v
= x-(—e™)|; —/0 1. (—e ™) dx
u v u %

& 1 1
=0 e Mdx = e M|T = —.
+/0 A 0 A
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8. Exponentialverteilung Einflhrung

Die Exponentialverteilung

Varianz, Schiefe, Exzess

VarX — EX°— (EXpP=2 - L -]

TN R
ox = % (Standardabweichung)
.  E(X—-EX)®
Schiefe = W_Z
. E(X-EX)*
Kurtosis = W_
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Die Exponentialverteilung

Beispiel

Die zufallige Wartezeit eines Kunden

am Schalter sei exponentialverteilt mit einem Erwartungswert
von 10 min.

Wie grof3 ist die Wkt,. dass Sie mindestens 15 min. warten
mussen?

X: zufallige Wartezeit eines Kunden am Schalter,
X ~ Exp()), A=gq. Frage:P(X>15)7?

P(X >15) = e 1%
— e '%~0.220.
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8. Exponentialverteilung Gedachtnislosigkeit

Inhalt

@ 8.1 Einfihrung

@ 8.2 Gedachtnislosigkeit

@ 8.3 Zuverlassigkeitsmodelle
@ 8.4 Bedienungstheorie
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8. Exponentialverteilung Gedachtnislosigkeit

8.2 Gedachtnislosigkeit

Def. 35 (Gedachtnislosigkeit)

Eine Verteilung P (mit Verteilungsfunktion F) heif3t
gedachtnislos, wenn fiir alle s, t > 0, gilt:

P(X>s+tX>t)=PX>s).
Bem.: Bei stetigen Verteilungen ist das aquivalent zu

P(X>s+tX>1t)=P(X>s).

Es qilt (Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit)
PU{X>s+tin{X >1t})
P(X>1)
P(X>s+1t)
P(X >1)
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I LT Geoachtnisiosighet
Gedachtnislosigkeit (2)

Eine Verteilung(sfunktion) ist also gedachtnislos, genau dann

wenn P(X > f)
> S+
TP(X>p) X2
bzw. - 0
— F(s+

Uberlebensfunktion (oder Zuverlassigkeitsfunktion)

G(f) =1— F(t)
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Gedachtnislosigkeit (3)

Die Verteilungsfunktion F (mit der Uberlebensfunktion G) ist
also gedachtnislos genau dann wenn

G(s+1t)=G(s) - G(t) furalle s,t>0

Cauchy- Funktionalgleichung
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Gedachtnislosigkeit (4)

Satz: Die Exponentialverteilung ist gedachtnislos.
Beweis: Die Verteilungsfunktion ist

1-—e M falls t>0
F(ty=P(X <t) =
0 sonst,

und die Uberlebensfunktion

Gt)=1-F(H)=1-(1—eM)=e

Folglich erhalten wir

G(s+t) = e Mt = g2~ = G(s) - G(1).
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Gedachtnislosigkeit (5)

Satz: Sei F eine stetige Verteilungsfunktion mit
F(0)=0 und G(t)=1-F(1).
Es gelte die Cauchy-Funktionalgleichung

G(s+t)=G(s)- G(t) furalle s,t>0.
Dann gilt fir alle t, t > 0,
F(ty=1—-e,

wobei A > 0. D.h. F ist Exponential-Verteilungsfunktion.
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Gedachtnislosigkeit (6)

Beweis des Satzes

@ Esgilt:
d.h. G(t) > O fir alle t.
Angenommen, es existiert ein t, mit G(f) = 0, dann folgt:
Gt)=G(t—th+1k)=G(t—1t) G(h)=0

fur alle t, d.h. wir erhalten die triviale Losung fir die obige
Cauchy-Funktionalgleichung, die jedoch wegen
G(0) =1 — F(0) = 1 nicht zugelassen ist.

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 332



8. Exponentialverteilung Gedachtnislosigkeit

Gedachtnislosigkeit (7)

@ Esgilt also G(t) > 0 fir alle t.
Sei m, m > 0, eine natlrliche Zahl. Dann folgt aus (1) far

alle t > 0:
t t t .\m
Glt) = Gl+...+ )= (G(E)) 7
~—_———
m mal
insbesondere
oder  G(—)=(G(1))”
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Gedachtnislosigkeit (8)

© Fir rationale Zahlen r = % erhalten wir

G(r) = G(%):G(%+...+:—n)
nmal
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8. Exponentialverteilung Gedachtnislosigkeit

Gedachtnislosigkeit (9)
© Da die Funktion (G(1))! stetig ist auf R+ folgt fur alle t > 0:
G(t) _ G(-I)t — et~|n(G(1))

@ Wirsetzen A .= —InG(1).
Da F als Verteilungsfunktion monoton wachsend ist, ist G

monoton fallend, d.h. In G(1) < 0 und A > 0. Wir erhalten
demnach

G(t) = e,
also

F(ty=1—-¢e*.
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Gedachtnislosigkeit (10)

Bem.: Unter den diskreten Verteilungen hat nur die

geometrische Verteilung diese Eigenschaft (siehe dort)
Fortsetzung von Beispiel 1
Der Kunde hat schon 10 min. gewartet. Wie grof3 ist die Wkt.,

daf3 er insgesamt langer als 15 min. warten muss ?

P(X > 15X >10)=P(X >5) = e =¢%°
0.604.

Q
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Gedachtnislosigkeit (12)

Postschalter mit 2 Personen besetzt. Die Bedienungszeit sei
zufallig, exponential verteilt, mit Erwartungswert 1. Es werden
gerade zwei Kunden bedient, Sie sind der nachste.
Wkt. dafiir, dass Sie nicht der letzte der 3 Kunden sind?
Antwort: Sie werden bedient, sobald der erste Platz frei wird.
Wegen der Gedachtnislosigkeit der Exponentialverteilung hat
die Bedienungszeit des anderen Kunden dieselbe Verteilung
wie lhre.

P =0.5.
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8. Exponentialverteilung Zuverlassigkeitsmodelle

Inhalt

@ 8.1 Einfihrung
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Zuverlassigkeitsmodelle
8.3 Zuverlassigkeitsmodelle

Def. 36 Die Zuverlassigkeit eines Systems ¢

ist die Wahrscheinlichkeit, dass das System zum Zeitpunkt ¢
intakt ist:
Rel(() = P(X > 1).

Annahmen:

Das System besteht aus mehreren Komponenten
Die Komponenten sind unabhangig

Xi ~ Exp(Ai).
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Zuverlassigkeitsmodelle
Zuverlassigkeitsmodelle

¢ Reihensystem

¢ Parallelsystem

e k aus n System

¢ Proversionswahrscheinlichkeit

e Faltung
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Zuverlassigkeitsmodelle
Zuverlassigkeitsmodelle

Reihensystem (g

Gi(t) Gi(t)

Rel((r) = P(Xgr2>t)=P(Xi>t,....Xh>21)=

= P> =TG-

n n
= [[e ™ =exp (— > /\,t) :
i1 i
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Reihensystem

Die zufallige Lebensdauer Xi des Reihensystems ist
n
XR ~ EXp (Z )\,) .
i=1
Die mittlere Lebensdauer des Reihensystems ist

1
EXg = ————.
: 27:1 Ai
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Zuverlassigkeitsmodelle
Zuverlassigkeitsmodelle

Reihensystem:

Rel(Cq) = e~ ThiA)

nn—>oo,>\,-:)\: ReI(CR) — 0.

n—00,Y Ain—A<oo: Rel((r) —e™

i=1

Die Lebensdauer Xr des Reihensystems ist asymptotisch

wieder exponentialverteilt.

Die Exponentialverteilung ist eine sogenannte

Extremwertverteilung.
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Zuverlassigkeitsmodelle
Zuverlassigkeitsmodelle

Reihensystem
Bem.: Die Lebensdauer Xy des Reihensystems kann

beschrieben werden durch
Xg = m’_in Xi.
Die Zufallsvariable Xz hat oft (auch dann wenn nicht
Xi ~ Exp(\)) asymptotisch eine Weibull-Verteilung mit der
Dichte
f(t) = b(At)? e’ t>0,b>0,)>0.

Das ist dann der Fall, wenn die Dichte der unabhangig und
identisch verteilten Zufallsvariablen X; ‘kurze’ Tails hat.
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Zuverlassigkeitsmodelle
Zuverlassigkeitsmodelle

Parallelsystem (p

] ] Gi(1)

] G
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N 8 = UL Zverlassigheitsmodelle
Parallelsystem

Rel(Cr) = P(Xp>1)=1—P(Xp < 1)
= 1-PXi<t,.... Xn<t)=

N J
-~

alle Komponenten sind
vor dem Zeitpunkt ¢

ausgefallen
n n

= 1-J[PX<ty=1-T]Fit)
i=1 i=1

= 1-(1-¢e?)" wenn X=X\ Vi
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Parallelsystem

Parallelsystem

Rel(¢p) = 1—(1—e)"
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Parallelsystem

n—>OO,)\,':/\Z Rel((p) — 1

79—/\t+ln n

n—oo,Ai=A=clinn: Rel((p) ~1—e

Das ist auch eine Extremwertverteilung, die sogenannte
Gumbel-Verteilung.

Bem.: Die Lebensdauer Xp des Parallelsystems kann
beschrieben werden durch

Xp = max X;.
Der Fall der Gumbel-Verteilung tritt ein, wenn X; ‘mittlere’ Tails
hat.

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 348



Zuverlassigkeitsmodelle
Zuverlassigkeitsmodelle

Mittlere Lebensdauer des Parallelsystems (\; = )

N—— N—— ——
0 7 T T
~ Exp(An) ~ Exp(A(n-1)) ~ Exp(A(n-2))

Ti: Wartezeit bis zum 1. Ausfall einer Komponente
Ti:  Wartezeit zwischen (i — 1)-tem und j-tem Ausfall

einer Komponente

n
Xe=>_T.
i=1
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Parallelsystem

mittlere Lebensdauer (2)

Zwischen (i — 1)-tem und i-tem Ausfall einer Komponente
arbeiten genau n — i + 1 Komponenten gleichzeitig. Die
Lebensdauer dieses Teilsystems aus n — i + 1 Komponenten
(Reihensystem) hat eine Exponentialverteilung mit Parameter
pi=(n—i+1)-x,

ET-—1— 1 1

'_u;_n—i+1 A

n n n

1 1 1 1 1
Xp= — =Y — =Y -
EXp ;,u,- A;n—l+1 A;/
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Zuverlassigkeitsmodelle
Zuverlassigkeitsmodelle

k aus n Systeme

Das System fallt aus, wenn k Komponenten ausgefallen sind.
Lebensdauer: T=3F. T,
Mittlere Lebensdauer:

k k
1

ET = — =

/Z Wi A 21 —i+1
A oyt
A'n n-—1 n—k+1’

n aus n-System: Parallelsystem

1 aus n-System: Reihensystem
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Zuverlassigkeitsmodelle
Zuverlassigkeitsmodelle

Proversionswahrscheinlichkeiten
Problem: Reihensystem mit 2 Komponenten und der

zufalligen Lebensdauer Xi, Xz:

X1 ~ Exp(\1),  Xo ~ Exp()2).

System fallt aus.

Mit welcher WKkt. liegt das an der ersten Komponente?
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Zuverlassigkeitsmodelle
Proversionswahrscheinlichkeiten

P(X1 < Xg) = / P(X1 < Xg’Xg = t)fg(t)dt
0
_ / P(Xi < 1) - \o&~ ! di
0

= / (1 —e ™M) Aoe el o
0

= 1- / T rge G gy
0

Ao B A
A+ A2 N A+ Ao

1

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker

353



Zuverlassigkeitsmodelle
Proversionswahrscheinlichkeiten

bei Exponentialverteilung

At
P(X; < Xo) = .
( s 2) A+ Ao
L~ 1000h, - = 500h:
1
P(X1<X2):§.
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8. Exponentialverteilung Zuverlassigkeitsmodelle

Faltung der Exponentialverteilung

System mit 2 Komponenten: Zunachst ist nur die erste
Komponente eingeschaltet. Wenn diese ausfallt, wird
automatisch die 2. Komponente zugeschaltet. Das

System fallt aus, wenn beide Komponenten defekt
sind.

Die Lebensdauern Xi, X, seien unabhangig und exponential,
X1, Xo ~ Exp()) verteilt.
Frage: Wkt. fur Systemausfall?
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8. Exponentialverteilung Zuverlassigkeitsmodelle

Faltung der Exponentialverteilung

FX1+X2(I') = P(X1 + X5 < t)
= / P(Xi + Xo < t| X2 = s)f(s)ds

0

/ P(X; < t— s)f(s)ds
= / t—S ds

/ A(t s) e~ >‘st

= /Ae S ds — /Ae M ds
0 0

= 1-e M-\
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Zuverlassigkeitsmodelle
Faltung der Exponentialverteilung

Erlang-Verteilung
Dichte (t > 0):

f(ty=F'(t) = xe M+ te™M — e
_ )\2 .t e—)\i
Erlang-Verteilung mit Parameter (2, \).

Satz: Seien Xj,..., X, unabhangig, X; ~ Exp()\)
Dann ist
X1+ Xo+ -+ X, ~ Erlang(n, ).

Erlang verteilt mit Parametern (n, A) und Dichte:
fea(t) = 2t QDT
ERY (n—1)I
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8. Exponentialverteilung Zuverlassigkeitsmodelle

Zuverlassigkeitsmodelle

Ausfallrate

Def. 37 Ausfallrate-Funktion (oder Hazardrate-Funktion)
__f()
u(t) = TZF)
(F eine Verteilungsfunktion mit Dichte f)

Interpretation: Die Zufallsvariable X habe bereits die Zeit t
Uberlebt.

Frage: Wie groB ist die Wkt., dass X den Zeitraum [t, t + df]

nicht Gberlebt
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8. Exponentialverteilung Zuverlassigkeitsmodelle

Ausfallrate-Funktion (2)

Frage: Wie groB ist die Wkt., dass X den Zeitraum [t, t + df]
nicht Uberlebt, also

P(X € [t t+ dt])
P(X >1t)
ftt+dt f(x)dx
1— F(t)
F(t+dt)— F(t)
1— F(1)
f(t)dt
1 — F(t)

P(X < t+at|X > t)

z
|
5

w(t): Rate mit der ein Bauteil, das t alt ist, ausfallt.
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Zuverlassigkeitsmodelle
Ausfallrate-Funktion (3)

F(ty=1—-¢e
/\ef)\t
wl) == =\
Bei Exponentialverteilung ist die Ausfallrate konstant,
sie hangt nicht vom Zeitpunkt ab!

UA: Sei F eine stetige Verteilungsfunktion mit Dichte f und
konstanter Ausfallrate. Zeigen Sie, dass f
Exponential-Dichte ist.

Hinweis: Setzen Sie u(t) := 1 — F(t) und I6sen Sie die

Differentialgleichung v’ — Au = 0.
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Ausfallrate-Funktion (4)

Def. 38 (IFR, DFR)
@ Eine Verteilungsfunktion F hat Increasing Failure Rate
(IFR), falls u(t) monoton wachsend ist.

@ F hat Decreasing Failure Rate (DFR), falls x(t) monoton
fallend ist.

Weibull-Verteilung

Verteilungstkt.: F(t)=1—e 0"t X\ b>0,
Dichtefkt.: f(t) = bAPto~T e (\)°
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Zuverlassigkeitsmodelle
Ausfallrate-Funktion (5)

Weibull-Verteilung
f(t) bAbtb—1g=(A)°

wl) = 3— F= eov - bbb
IFR falls b > 1
IFR, DFR falls b=1 (exp)
DFR falls b <1

@ System mit verdeckten Mangeln, aber langsamen “Altern’
— Ausfallrate sinkt — Weibull, b < 1

@ System mit wenig verdeckten Mangeln, aber schnellem
“Altern” — Ausfallrate steigt — Weibull, b > 1
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Zuverlassigkeitsmodelle
Ausfallrate-Funktion

Hjorth-Verteilung

e—At2/2
(1 + bt)/b’
_ A +bt)+v e
(1 + bt)r/b+1
f(t) gl

MO =37=Fn =M T b

Verteilungstkt.: F(t) =1— t,Av,b>0,

Dichtefkt.:  £(f)

fallend far A = 0
badewannenformig fir 0 < A < br.
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Zuverlassigkeitsmodelle
Ausfallrate-Funktion

Die Hjorth-Verteilung modelliert also badewannenformige
Ausfallraten.

@ zunachst fallen viele Objekte aus (Kinderkrankheiten)
@ dann Ausfallrate zeitweilig konstant

@ schlieBlich mehren sich die Ausfalle aufgrund von
Alterungserscheiningen.
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Zuverlassigkeitsmodelle
Kumulierte Hazardfunktion

H(t) = /Otu(s) ds = —log G(1)

“‘“Ansammlung” von Risiko (hazard).
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8. Exponentialverteilung Bedienungstheorie

Inhalt
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@ 8.3 Zuverlassigkeitsmodelle
@ 8.4 Bedienungstheorie
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8.4 Bedienungstheorie

Es werden kurz einige Fragestellungen skizziert.

M/M/s - Wartesystem

o X ~ Exp()\) Zeit zwischen Anklinften/Anforderungen
e Forderungen reihen sich in eine Warteschlange ein.

e B~ Exp(n) Bedienungszeiten, unabhangig

e s parallele Bedienungsplatze

¢ Bei frei werdendem Bedienungsplatz wird die nachste
Forderung sofort bedient.
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Bedienungstheorie

Fragestellungen:

e Mittlere Anzahl der Forderungen im System
o Mittlere Warteschlangenlange

o Mittlere Wartezeit EW

e Besetztwahrscheinlichkeit Pg

e Wartezeitverteilung

P(W < u)=1— Pge s+

Ps

EW:SM_)\.

Stationarer Fall, wenn 31—” <1
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Bedienungstheorie

M/M/s - Verlustsystem

o X ~ Exp()\) Zeit zwischen Ankinften/Anforderungen

e Eine ankommende Forderung wird sofort bedient, wenn ein
Bedienungsplatz frei ist, ansonsten geht sie verloren.

e B~ Exp(n) Bedienungszeiten, unabhangig

e s parallele Bedienungsplatze

Fragestellungen:
¢ Verlustwahrscheinlichkeit
o Mittlere Anzahl der besetzten Bedienungsplatze
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8. Exponentialverteilung Bedienungstheorie

Zusammenfassung (Exponentialverteilung)
e Exponentialdichte

e M if t>0
f(t) =
0 else.

e Erwartungswert 1
“ EX = T
e Uberlebensfunktion
G(t)=1-F(t) = e
e Cauchy-Funktionalgleichung
G(s+1t)=G(s)- G(1).

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 370



8. Exponentialverteilung Bedienungstheorie

Zusammenfassung (Exponentialverteilung, 2)
@ Die Exponential-Verteilung ist gedachtnislos.

@ Die einzige gedachtnislose stetige Verteilung ist die
Exponential-Verteilung

@ Exponential-Verteilung ist eine Extremwertverteilung.

@ Anwendungen in der Zuverlassigkeitstheorie
Reihensystem, Parallelsystem

@ Ausfallrate-Funktion

f(1)
p(t) = T-F(D)
@ Die Ausfallratefunktion der Exponentialverteilung ist

konstant.
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9. Normalverteilung Standardnormal

9.1 Standard-Normalverteilung

9.3 k - o—Intervalle

9.4 Zentraler Grenzwertsatz
9.5 Fehlertheorie

9.6 Maximale Entropie

9.8 Treffen einer Zielscheibe
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9. Normalverteilung Standardnormal

9. Die Normalverteilung
Dichte:

1
f(x) e w2 e R 6> 0

- Vero .

Standard-Normalverteilung: =0, o2 =1

.
o(x) = \/T_ﬂ-e—xz/’d‘ Dichte

1 X
d(x) = \/T_w/ e /2dt Verteilungsfunktion

©(x), ®(x) sind tabelliert!

p(X) =p(=x)  ®(x)=1-o(-x)
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9.1 D|e Standard Normalvertellung

on der

lormalverteilung ktion der St: Normalverteilung

X ~N(0,1): P(a< X < b)=(b) — ®(a).
Frage: Fir welches x gilt: ®(x) = a?

x=o""a) a-Quantil.
¢~ '(«) als Funktion: Quantilfunktion
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Die Normalverteilung

Vergleichen Sie
a) o2 fest, 1 verschieden
b) 1 fest, 02 verschieden

Dic ktion verschied Normalverteilungen Di ktion verscl

Lageunterschied Skalenunterschied

Normalverteilungen

wwwww

.

—_—  — o —
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9. Normalverteilung Standardnormal

Die Normalverteilung
Satz: Es qilt:
X~N(0,1) <= oX+p~N(u,o?)
X ~N(p,0?) <= aX+p~N(ap+ 3, a%0?)

X~ N(p,0?) — %NN(OJ)

PloX+p<x) = PX< —ty— o=t

o o

Beweis: : Wir zeigen nur 1. (—). Sei X ~ N/(0, 1).

;N 1 —t2/2 /X 1
= —e dt = —e
/oo Ver 0o V2102
“h =t ldu=adt.

~(u-pP/(20%) gy

(e

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 376



9. Normalverteilung Berechnen von Wkin.

9.1 Standard-Normalverteilung

9.2 Berechnen von Wahrscheinlichkeiten
9.3 k - o—Intervalle

9.4 Zentraler Grenzwertsatz

9.5 Fehlertheorie

9.6 Maximale Entropie

9.7 Summe normalverteilter Zufallsvariablen

9.8 Treffen einer Zielscheibe
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9. Normalverteilung Berechnen von Wkin.

9.2 Berechnen von Wahrscheinlichkeiten
Satz: Sei X; ~ N (u,02), Xo ~ N(u,03),

02 < o5 und a > 0. Dann gilt:

Plu—a<Xi<pu+a)>Plpu—a<Xo<p+a).

Beweis:

Plu—a< Xy <p+a)

P2 )
01 01 o1
() o=
o(2) —o(—2)
02 o9

P(p—a< Xo < p+a).
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Berechnen von Wahrscheinlichkeiten

Beispiel

Xi NN(1O,4),X2NN(1O,9)732 1.

PO <Xi<11)= PO<Xo<11)=
_ ¢(11E1o) ¢(%) _ ¢(11g1o)_¢(¥)
= o) - - 9(3) — o(-3)
®(z) — (1-9(3)) = ®(5) — (1 -9(3)
= 2-9(z) 1 — 2. (1)1
= 2-0.6915—-1=0.383. = 2-0.63056 — 1 =0.26112.
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9. Normalverteilung Berechnen von Wkin.

Berechnen von Wahrscheinlichkeiten
Fur die Berechnung der Wkin. ¢(x) existieren Programme und

Tabellen.

@ x > 0. In diesem Fall kann der Wert fir P(X < x) direkt aus
der Tabelle abgelesen werden.

@ x<0.P(X<x)=9d(x)=1-d(—x), z.B.
P(X < -1)=d(=1)=1— (1) ~ 0.15.
@ Pla< X < b)=d(b)—d(a), z.B.

P(-1<x<1) = o(1)—d(-1) =
=¢(1)—(1—-9(1)) = 2¢(1)—1~0.68.
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Berechnen von Wahrscheinlichkeiten

Beispiele
@ Y~ N(0,1): P(Y <0) = 1 (It. Tabelle);

@ X~N(1,22):P(X<0)=0 ()= (-3)=1-0(3) =
1—0.691 = 0.309.
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Berechnen von Wahrscheinlichkeiten

Def. 39 (p-Quantil)
Sei die Verteilungsfunktion F und die Wkt. p gegeben. Ein Wert

Xp Mit

p = P(X <xp) = F(xp)
heiBt p-Quantil der Zufallsvariablen X, der Verteilungsfunktion
(oder nur der Verteilung) F.

Sei Y ~ N(0,1).
Gesucht ist das p = 0.95-Quantil von Y.
Tabelle fir p = 0.95: x,(0,1) ~ 1.645
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9. Normalverteilung Berechnen von Wkin.

Berechnen von Wahrscheinlichkeiten
Sei X ~ N (u,0?). Bestimmen das p-Quantil x,(p, 02):

p = P(X<xlp0))=P (X—u _ %(1,0) —u)

o o

= P(Y < x5(0,1)), Y ~ N(0,1).

D.h.
(0, 1) — XP(:Uva) — K

X
P o

Y

woraus durch Umstellen folgt:

Xo(p,0) =0 - x,(0,1) + p.
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9. Normalverteilung k-sigma Intervalle

9.1 Standard-Normalverteilung
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9. Normalverteilung k-sigma Intervalle

9.3 k - o—Intervalle

Def. 40 (k - o—Intervalle)

Fir eine normalverteilte Zufallsvariable X ~ N (u, o) ist

[ — ko, + ko] ein k - o—Intervall, k € Z*. Interessant sind
dabei die Wahrscheinlichkeiten:

P(p— ko < X < pu+ ko).

P(X € [u— ko, + ko)) = d)(l“‘k—a_#)—d)(#—kﬂ)

= o(k) — &(—k)
= oK) - (1- 6(K))
= 2. 9(k) 1
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9. Normalverteilung k-sigma Intervalle

k - o—Intervalle

k - o—Intervalle fir k =1, ...

Wolfgang Kdssler

s

k

2. d(k) — 1

S o A W DN

0.6827
0.9545
0.9973
0.99997
0.9999994
0.999999998
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Kk - o—Intervalle

Ein Zeitungsverkaufer sieht die Nachfrage X nach einer
Tageszeitung als angenahert normalverteilt an. Das

2 - o—Intervall sei [322, 408]. Wie grof3 ist die Wkt., dai
mindestens 400 Exemplare der Zeitung verkauft werden?

Die Frage ist also: P(X > 400) = ?
Nach Voraussetzung gilt:

322 = —20, 408 =+ 20.
Losung des linearen Gleichungssystems liefert

730=2y = ;=365 86=40 = o=21,5
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Kk - o—Intervalle

P(X >400) = 1 - P(X <400)=1-¢ (*2x)
= 1— ¢ (40=3%5) ~ 1 — 9(1.63)

1-095=0.05

Q

Wir sehen also: Hat man ein k - o—Intervall gegeben (und es
wird Normalverteilung angenommen), so ist es moglich, jede
andere Wahrscheinlichkeit auszurechnen.

Anwendung z.B. bei der Untersuchung von Toleranzen bei
Werkstlickmaen oder bei Gewichtseinlagen von
Gerichten.
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9. Normalverteilung Zentraler Grenzwertsatz

9.1 Standard-Normalverteilung
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9. Normalverteilung Zentraler Grenzwertsatz

9.4 Zentraler Grenzwertsatz

Zentraler Grenzwertsatz

Seien X; unabhangig, identisch verteilt,
EX; = 11, Var X; = o2.

Xn=1201 X

Z, = ATl 7 7 NO ).

g

Beweis: siehe Grenzwertsatze.
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9. Normalverteilung Fehlertheorie

9.1 Standard-Normalverteilung
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9.5 Fehlertheorie

Satz
Fehler sind unter folgenden Annahmen (asymptotisch)

normalverteilt:

V1: Jeder Fehler ist Summe einer sehr groBen Anzahl sehr
kleiner, gleich groBer Fehler, die verschiedene
Ursachen haben.

V2: Die verschiedenen Fehlerkomponenten sind unabhangig.

V3: Jede Fehlerkomponente ist mit Wkt. 0.5 positiv und mit Wkt.
0.5 negativ.
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Fehlertheorie

Beweis des Satzes

Seien¢;, j=1,..., ndie Fehlerkomponenten.
V3 = P(¢j = +e) = 1, d.h. E¢; =0, vare; = €
V1 = Gesamtfehler X =3, ¢;, also

E(X) = ) E(g)=0
j=1

n
var(X) = Y var(g) = neé® =: o
j=1
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Fehlertheorie

Beweis des Satzes (2)
Charakteristische Funktion von ¢;:

toy _ ot o aitey _ N\ (€)%
_ itejy _ ite ite —
0q(t) = E(e") = 5(e" + &) kz_o 20
Charakteristische Funktion von X:
n
12 t
ox(ty = J]eq(H=01- St g =)
j=1
2 o2 1.0
- (g
t202 /2! n 1
= (1= ——) +0(;,)
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Fehlertheorie

Beweis des Satzes (3)

nl) = (-2

—1252/2

)n+0(5)

—n—cc €

Das ist die charakteristische Fkt. von A/(0, 02).
Die Behauptung folgt aus dem Konvergenzsatz.
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9. Normalverteilung Entropie

9.1 Standard-Normalverteilung
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9. Normalverteilung Entropie

9.6 Maximale Entropie
Def. 41 Entropie

H(f) = — / (x)log f(x) dx

Maximale Entropie bei gegebenen Erwartungswert ;. und

Varianz o2.
f: Wahrscheinlichkeitsdichte auf (—oo, 00).

(%) / Xf(x) dx = p, / (X — p2f(x) dx = o?

Die Entropie ist zu maximieren unter den obigen Bedingungen
().
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Maximale Entropie (2)

Satz:
Eine Dichtefunktion, die die Entropie unter den obigen

Bedingungen maximiert ist normal.

Zum Beweis verwenden wir die Jensensche Ungleichung:

Jensensche Ungleichung fur konkave Funktionen
Es sei g eine differenzierbare und konkave Funktion, und sei X
eine zufallige Variable. Dann gilt:

Eg(X) < g(EX).
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Maximale Entropie

Beweis der Jensenschen Ungleichung
Beweis: Sei T(x) die Tangente an die Kurve der Funktion g im
Punkt xo,

g(x) < T(x) = g(x) + g'(%) (X = Xo).
——
Anstieg der Kurve in x,

Wir setzen nun x := X und xp := EX und erhalten:
9(X) < g(EX) + g'(EX) - (X — EX).
Daraus folgt:
Eg(X) < E(g(EX)+g'(EX)- (X —EX))
= g(EX)+ d'(EX) -E(X — EX) = g(EX)
———
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Maximale Entropie

Beweis des Satzes
Seien p und q beliebige Dichten. Da die Logarithmus-Funktion
konkav ist folgt aus der Jensenschen Ungleichung:

[mn@epear = Erin(o0)
< IEy(J(X)

= in [ (C)px) e

- In(/q(x)dx)=|n1:0.

Daraus folgt:
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Maximale Entropie

Beweis des Satzes (2)

H(p) = —/plnpdxg —/plnqu
Sei g wie folgt definiert:
INg = a+B(x —p) +7(x —p?

wobei «, 3,7 so dass q Dichte, g ~ (u, 02).
Hip) < —/pln q dx

= [ Pl e+ 80— 1)+ 2 - ) o
= —(a+q0?)

feste obere Schranke fiir die Entropie
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9. Normalverteilung Entropie

Maximale Entropie

Beweis des Satzes (3)

Diese Schranke wird angenommen flir p = q, also

Inp = a+8(x —p) +~(x — p)?
p = g HBO—p)+y(x—p)?

Offen: Gibt es «, 3,7 mit p Dichte und p ~ (u, 0?)?
Antwort: ja, « = —In(v270),5 =0,y = —

1

202"

Die Losung ist auch (i.W.) eindeutig, da in der Jensenschen
Ungleichung das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn fast Gberall
o =1ygilt.
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9. Normalverteilung Summe
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9.7 Die Summe normalverteilter

Zufallsvariablen

Satz: Seien X; ~ N (u1,0%)  Xo ~ N(uz,03)
unabhangig. Dann:

Xi + Xo ~ N (1 + p2, 0% + 03)

Beweis: : (allgemeiner fir n Zufallsvariablen)
Seien X; u.a. Zufallsvariablen mit X; ~ N (y, 0%).
Charakteristische Funktion von X = 77 | X;

H e/tu/ aft?j2 gltn— %2 )2
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9. Normalverteilung Zielscheibe

9.1 Standard-Normalverteilung
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9.8 Treffen einer Zielscheibe

Satz: Sei (X, Y) zweidimensionale Zufallsvariable.
Folgende Annahmen seien erfUllt:

@ V1: Die Randverteilungen von X und Y seien stetig.

@ V2: Die Dichte h(x, y) von (X, Y) hangt nur vom Abstand
v/ X? + y? vom Nullpunkt ab (Radialsymmetrie).

@ V3: Die Fehler in x- und y-Richtung sind unabhangig.
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Treffen einer Zielscheibe

Sei Z die zufallige Abweichung in beliebiger Richtung. Dann gilt
Z ~ N(0,0%).

Beweis: siehe Abschnitt Transformationsformel O
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10. Transformation von Zufallsvariablen
Sei X: Q — R eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion
Fx(x) = P(X < x).

Wir betrachten eine Funktion g: R — R und eine
Zufallsvariable Y: Q — R mit Y = g(X).

Yy: o X5RrR-SR

Y(w) = g(X(w)), Y € Q.
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Transformation von Zufallsvariablen

Die zuféllige Variable Y = g(X) besitzt die Verteilungsfunktion

Fy(y) = P(Y <y)=P({w: Y(w)<y})
= P{w: g(X(w)) <y})
= P(X e {x:g(x)<y})=P(g(X)<y)
—

eB?

Bem.: {x: g(x) < y} € B! gilt, wenn die Funktion g messbar
ist.
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10.Transformation von Zufallsvariablen

Transformation von Zufallsvariablen

Frage: Wie berechnen wir Fy(y)?
Fall 1: F diskret.

Wolfgang Kdssler

P(Y=y) = P
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10.Transformation von Zufallsvariablen

Transformation von Zufallsvariablen
F diskret, Beispiel
Sei Y = X?, wobei

1 mit Wkt.

X=40 mit Wkt. 1

—1 mit Wkt. }

also g(x) = x2,97'(y) = £y = {—VV. V/V}-
P(Y=0) = P(X:O):%

P(Y=1) = PXeVI)=P(X=1VX=-1)
1 1 1

4 4 2
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10.Transformation von Zufallsvariablen

Transformation von Zufallsvariablen
Fall 2: F stetig.
1. Finde fir jedes y:

Ay ={x:9(x) <y}

2. Die Verteilungsfunktion von Y ist
Fy(y) = P(Y <y)=P(9(X) <y)
— Plx:g(0) <y) = P(A) = [ flx)ox
Ay

3. Dichte von Y:
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10.Transformation von Zufallsvariablen

Transformation von Zufallsvariablen

Beispiel 1
X ~ R(0, 7)., d.h. X hat die Dichte

2 falls0<x<3%
fixy=¢ " :
0 ,sonst
Welche Verteilung hat die Zufallsvariable Y = sin(X) ?
1. Finde fir jedes y, y € (0,1)
Ay = {x:g(x) <y} ={x:sin(x) <y}
= {x:x <arcsin(y)}

Offenbar A, =0 fir y <O0und A, =R fir y > 1
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10.Transformation von Zufallsvariablen

Transformation von Zufallsvariablen
Beispiel 1 (Fortsetzung)

2. Die Verteilungsfunktion von Y ist

Fyv(y) = P(Y<y)= fx(x) dx

Ay
2 arcsin(y)
= —/ dx = 2 arcsin(y)
T 0 T
3. Dichte von Y:
2 1
d = - yec(0,1)
fy(Y)_d—FY(Y)_ -y
y 0 sonst
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10.Transformation von Zufallsvariablen

Transformation von Zufallsvariablen
Beispiel 2

Sei X stetig und X ~ Fx mit Dichte fy.

Welche Verteilung hat die Zufallsvariable Y = Fx(X) ?

1. A ={x:Fx(x)<y}={x:x<F'(y)}
Offenbar A, =0 fury <Ound A, =R fury > 1

Fv(y) = P(Y <y)=P(Fx(X) <y)=PX < F'(y))
= fx(x) dx = /FX v fx(x) dx

Ay

= Fx(Fx'(y)) = Fx(-o0) =y
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10.Transformation von Zufallsvariablen

Transformation von Zufallsvariablen
Beispiel 2 (Fortsetzung)

3. Dichte von Y:

0 sonst.

D.h. Y ~ R(0,1)
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10.Transformation von Zufallsvariablen

Transformation von Zufallsvariablen
Beispiel 3

Sei umgekehrt U ~ R(0,1) und F eine Verteilungsfunktion mit

Dichte f.
Welche Verteilung hat die Zufallsvariable Y = F~1(U) ?

1. Finde fir jedes y

A, = {u:F(u)<y)
— {u:u<F(y)} = (0.F(y)).
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10.Transformation von Zufallsvariablen

Transformation von Zufallsvariablen
Beispiel 3 (Fortsetzung)

2. Die Verteilungsfunktion von Y ist

Fy(y) = P

Also Y ~ F.
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Transformation von Zufallsvariablen

Unter gewissen Zusatzannahmen gilt

Transformationssatz:

Sei X eine, auf (a, b) definierte (a = —o0, b = +o0 st erlaubt)

Zufallsgré3e mit Dichtefunktion f. Die Funktion g : (a,b) — R

sei differenzierbar mit g’(x) # 0 fur alle x € (a, b). Dann hat die

zufallige Variable Y = g(X) auf dem Definitionsbereich von g~

die Dichtefunktion

dg!
dy

_ g )
FICRDl

) = g )| %)

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 419



10.Transformation von Zufallsvariablen

Transformationssatz
Beweis, Fall 1: g’(x) > 0

Bem.: Die Voraussetzung g'(x) # 0 fur alle x € (&, b) bewirkt,
dass die Funktion g auf dem Intervall (a, b) streng monoton ist.
Fall1: Essei g’'(x) >0V x € (a,b)undy € Db(g~'). Dag
streng monoton wachsend ist, ist die Menge
A, = (a,97'(y)) ein Intervall und die Dichte von Y ist
gegeben durch

d d —1
ay Y0 = g (A7 (1) = Fx(=o0)).

Anwendung der Kettenregel liefert die Behauptung.
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10.Transformation von Zufallsvariablen

Transformationssatz
Beweis, Fall 2: g’(x) < 0

Fall 2: Es qgilt g'(x) < 0, fur alle x € (a, b), Da also die Funktion
g streng monoton fallend ist, ist die Menge
A, = (g7 '(y), b) ein Intervall und die Dichte von Y ist
gegeben durch

d d 1
gy W) = g (Fx(0) = F(g ™' ().

Anwendung der Kettenregel liefert die Behauptung.

Bem.: Beachten Sie, dass in der Formel des Satzes
Betragsstriche stehen.
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10.Transformation von Zufallsvariablen

Transformationsformel
Beispiel 1

Die folgenden drei Beispiele wurden bereits oben behandelt. Sie
folgen jetzt nochmal, diesmal direkte Anwendung des Satzes.

Es sei X ~ R(0, )., d.h. X hat die Dichte

2 falls0<x<3%
flx)y=< "~ :

0 ,sonst
y =g(x) =sinx.
Furalle x € [0,5[ gilt: 0 < g(x) <1, g '(y)=arcsiny.
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10.Transformation von Zufallsvariablen

Transformationsformel
Beispiel 1 (Fortsetzung)

Die Dichte von Y = sin X ist nach Transformationsformel

d arcsin
h = f(arcsiny) -
V) = farosiny) [ T2 y)

:
V-7

yfalls0 <y < 1

= f(arcsiny)-

1
1—y2
0 , sonst.

ERLV)

¢
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10.Transformation von Zufallsvariablen

Transformationsformel

Beispiel 2

Es sei X Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion
F(x) = P(X < x) € [0, 1] und Dichte f.

Die Dichte der Zufallsvariablen Y = F(X) ist mittels
Transformationsformel (y € (0, 1))

Folglich gilt: Y ~ R(0, 1)
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10.Transformation von Zufallsvariablen

Transformationsformel
Beispiel 2 (Fortsetzung)

Bem.: Wir haben also gezeigt: Wenn X ~ F so ist die
transformierte Zufallsvariable
Y =F(X)~ R(0,1)

Umgekehrt gilt: Ist U ~ R(0, 1) und ist F eine beliebige
Verteilungsfunktion, soist Y = F~1(U) ~ F.
Anwendung: Zufallszahlen (siehe spater).
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10.Transformation von Zufallsvariablen

Transformationsformel

Beispiel 4
Essei X: Q— RmitX ~ Exp()), d.h.

Fx)=1—-e*, x>0

Wegen U := F(X) ~ R(0,1) erhalten wir eine
exponentialverteilte Zufallsvariable wie folgt:

u = Fx)=1-e**
eM = 1-u
1
— ——In(1 -
X )\n( u)

Die ZufallsgréBe X = —1In(1 — U) ~ Exp()\), d.h. X ist
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10.Transformation von Zufallsvariablen

Transformationsformel

Beipiel 5
Es sei X eine ZufallsgroBe mit der Dichtefunktion f.
Weiter sei g die wie folgt definierte Funktion:

g(x) =ax+b.
Wir betrachten die ZufallsgroBe Y,
Y=9gX)=aX+b, a#0
und bezeichnen y := g(x). Dann gilt:

1 B _y—b
g y)=x= 7
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10.Transformation von Zufallsvariablen

Transformationsformel
Beipiel 5 (Fortsetzung)

Far die Dichte der Zufallsvariable Y gilt nach dem
Transformationssatz

h) = e w5 ) - (50

Bem.: Im Fall der Normalverteilung, X ~ N (1, 0?), o > 0,
haben wir dieses Ergebnis bereits friiher erhalten.
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Transformationsformel

Lineare Transformation, Normal

f(x) = \/21709‘5(3“)2.

X—u

bzw. X =0Y + pu.

Nach der in diesem Abschnitt hergeleiteten Formel ergibt sich
die Dichtefunktion h der ZufallsgréBe Y':
1, /y—>b 1 y+£E

h(y) = —f( >— —f ) =of(lcy+
Vo e )T ( e
1 1 UYﬂt I 1,2
= g0 e 2( ) Ep—_ ) 4
Vero V2
mm‘t@tm amlgnumgnm%mﬁﬁwe:rsns)zmq U __Sto:!hastikf[]r Informatiker 429
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____10.Transformation von Zufallsvariablen |
Transformationsformel

Lineare Transformation, Normal (Fortsetzung)

D.h. Eine normalverteilte Zufallsgré3e wird in eine
standard—normalverteilte ZufallsgréB3e transformiert, indem der
Parameter 1 subtrahiert und anschlieBend durch den Parameter
o dividiert wird. Sei also X ~ N (p, 02),

Flx) = P(X<x)=p|X2# Xk
—

- p(re) e ()

Es gilt: Y ~ A(0,1). (vgl. auch Abschnitt NV.)
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11. Zufallsvektoren Begriffe

11.1 Begriffe

11.2 Unabhangigkeit von Zufallsgréf3en

11.3 Transformationssatz fir Zufallsvektoren
11.4 Box-Muller Transformation

11.5 Treffen einer Zielscheibe

11.6 Faltung

11.7 Transformationssatz fir Erwartungswerte
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11. Zufallsvektoren

Begriffe
Def. 42 (zufalliger Vektor)
Es seien Xj, i =1,...,p, reellwertige, zufallige Variablen auf

dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, £, P). Dann heif3t
X=0X,..,X%): Q- —RP

zufalliger Vektor.

Er transformiert den Wahrscheinlichkeitsraum (2, £, P) in den
Wahrscheinlichkeitsraum (RP, B, Px), wobei BP die c—Algebra
der p—dimensionalen Borelmengen ist.
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Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Def. 43 (Mehrdimensionale Verteilungsfunktion)
Die Funktion

Fx(x1,...,%5) = P({w: Xi(w) < X1,..., Xp(w) < Xp})

heiBt Verteilungsfunktion des zufalligen Vektors X. Sie wird auch

mit Fx, . x,(Xi,...,Xp) bezeichnet.

p
Fxo.. (X1, ..., Xp) = P (ﬂ{w € Q: Xi(w) < x,-}) .
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Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Eigenschaften der Verteilungsfunktion

@ Invarianz gegenliber Permutationen, d.h.
FX1,-~-7Xp(X1> . ,Xp) = FXi17---,X/',,(X"1> . ,X,'p)
Q X,l;i1>noo Fx(X1,. . Xp) = Fxy o, (X5 Xp1);
Fx(x1,....%) =

. / N /

=A —>Xpﬁ<x,Q

lim Fx(x1,...,X) = P(ANQ) = P(A)

Xp—>00

= X...X_£X1...X_1.
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11. Zufallsvektoren Begriffe

Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Eigenschaften der Verteilungsfunktion (2)

Q Im Fx(xi,...,xp) =0;

Xp—>—00
Bem.: Man kann wegen 1. auch jede beliebige

Komponente wahlen!

QO lim Fx(X1,...,X%) =1;

(X15+--,Xp)—(00,...,00)

Q Fx(x1,...,Xp) istin jedem Argument monoton wachsend;

Q Fx(x1,...,Xp) istin jedem Argument linksseitig stetig.
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11. Zufallsvektoren Begriffe

Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Stetige Verteilung
Ein zufalliger Vektor X = (X, ..., X,)" heiBt stetig,

wenn seine Verteilungsfunktion charakterisiert ist durch:

FlXi,. ..\ X / / f(t,... 1) db...dt.

s =6% chhtefunktlon

wobei fir die Funktion f gilt:

Q f(x1,...,%) >0, Vxq,...,Xp;

Q [ f(xi,....xp)dx1...dxp=1.
RP
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11. Zufallsvektoren Begriffe

Mehrdimensionale Zufallsvariablen
Stetige Verteilung (2)

Die Funktion f(x1, ..., x,) hei3t dann Dichtefunktion des
zufalligen Vektors X.
Falls die Dichtefunktion f(xi, ..., Xp) stetig ist, so gilt:

~ OPFx(X1,..., Xp)
X 0%

f(X1,...,Xp)

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 437



Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Def. 44 Ein zufalliger Vektor X = (Xi,..., X,)"
heil3t

@ diskret, falls jede Komponente von X diskret ist, d.h. jedes
X; besitzt hochstens abzahlbar viele Argumente.

@ gemischt, falls einige seiner Komponenten diskret, die
restlichen dagegen stetig sind.

@ stetig, falls alle Komponenten von X stetige Zufallsgro3en
sind.
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11. Zufallsvektoren Begriffe

Mehrdimensionale Zufallsvariablen
X diskret

Essei X = (Xi,..., X,)T ein diskreter zufalliger Vektor. Fur
i=1,...,phabe X; den Wertevorrat {x, ..., Xk, ...}. Dann
definieren wir:

Pj.k = P(X1 = Xijy .- ,Xp = ka).

Verteilungsfunktion des zufalligen Vektors X:
p
F(xi,....Xp) = P <ﬂ{w € Q: Xi(w) < x,~}>
i=1
= Z Pi..k

j:x1j<x1 k:xpk<xp
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11. Zufallsvektoren Begriffe

Mehrdimensionale Zufallsvariablen
X diskret, p =2

Esseip=2und X = (X;,Xz)".
X1: X1 Xo ... Xp ...
pr P2 ... Pn ...
X, - yo Yoo oo Yoo oo
g G ... qn ...

pj = P(Xi = X, X2 = yj) = P(X = (x;, ).
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Mehrdimensionale Zufallsvariablen

X diskret, p = 2 (2)
Weiterhin gilt:
P(Xie{xi:ieN}) = 1
P(Xoe{y:jeN}) = 1
Wir bezeichnen:
X :={x;: i € N}, Y :={y:jeN}
Der zuféllige Vektor X kann Werte der Form (x;, y;) € X x Y

annehmen,

PXeX xY)=PX €X Xe¥)=) pj=1.
ijeN
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11. Zufallsvektoren Begriffe

Mehrdimensionale Zufallsvariablen
X diskret, p = 2 (3)

P(X; = xi) = P({X; = X} NQ) = P{X; = x}N

{(Xg:y1)\/(X2:yg)\/...\/(XZZyn)\/...

=U {Xe=y}=0
jEN

= P({Xi = xi} N (U{Xz = y/}>

\——
~—

JjeN

=P (U{(x1 =x) N (Xe = y,-)})
=D Py =P
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11. Zufallsvektoren Begriffe

Mehrdimensionale Zufallsvariablen
X diskret, p =2 (4)
Wir erhalten also:
pi. = P(Xi = X).
Analog:
pj=P(Xe = ).
Def. 45 (Randwahrscheinlichkeiten)
Die Wahrscheinlichkeiten p;. bzw. p,; (i,j € N) nennen wir die
Randwahrscheinlichkeiten des zufalligen Vektors X = (Xi, Xz)'.

Die Zusammenhange zwischen den einzelnen
Wahrscheinlichkeiten werden in einer Kontingenztafel
schematisiert.
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11. Zufallsvektoren Begriffe

Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Kontingenztafel

x\2 | v v ¥ Yj Yn >
X1 | P11 P12 P13 - Py - Pin P1.
Xo | P21 Po2 P23 - P2 - P2n Po.
X3 | P31 P32 Ps3 - Psj - Psn Ps.
Xi | P P2 Pi3 Pi Pin Pi.
> |p1 p2 Ps P, P.n 1

Wolfgang Kdssler

Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin

Stochastik flir Informatiker
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11. Zufallsvektoren Begriffe

Mehrdimensionale Zufallsvariablen
Beispiel 1
Umfrage zum Thema “Sport”

Dabei werden Manner und Frauen darUber befragt, ob sie

Sportler oder Nichtsportler sind. Das ergibt die beiden
folgenden Zufallsvariablen:

1 , falls weiblich
Xi =

2 , falls mannlich

1 , falls Sportler
Xo =

2 , falls Nichtsportler
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11. Zufallsvektoren Begriffe

Mehrdimensionale Zufallsvariablen
Beispiel 1 (Fortsetzung)

Schema fiir den zufalligen Vektor

X = (X, X)": 2 x 2—Kontingenztafel:
Xi \X2 1 2 Xq \X2 1 2
1 | pi piz2 | ps. T | my niz|
2 | P21 P22 | P2 2 N2y M2 | No.
p1 p2| 1 n{ np|n.

Dabei bedeuten:
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Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Beispiel 1 (Fortsetzung, 2)

n; — die Anzahl der Personen mit dem Geschlecht i

und dem Sportverhalten j;

n.y —die Anzahl der Sportler;

n, —die Anzahl der Nichtsportler;

ny. —die Anzahl der Frauen;

n.. —die Anzahl der Manner;

n. —die Gesamtzahl der Befragten.
Mit p; = - ergibt sich nun eine Schatzung fur die
Wabhrscheinlichkeit p;.
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11. Zufallsvektoren Begriffe

Mehrdimensionale Zufallsvariablen
Beispiel 2
Werfen zweier Wiirfel

Wir betrachten den zufélligen Vektor X = (X;, Xo)T, wobei X; die
Augenzahl des ersten Wirfels ist und X, die des zweiten. Far

die zufalligen Variablen X; und X, gilt:

123 456
X1,X22

1t 1 1 11

6 6 6 6 6 6

Da die Wurfel voneinander unabhangig sind, gilt

1 1 1

pPi = P(X1:I,X2:j)_ = —

~ 6 6 36
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11. Zufallsvektoren Begriffe

Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Beispiel 2 (Fortsetzung)
Damit erhalten wir das folgende Schema:

x\2|1 2 3 4 5 6
1LL‘1LL1
36 36|36 36 36 36
2LL‘1L11
36 36|36 36 36 36

3 LL‘LLLL
36 36| 36 36 36 36

4 |1 1 111
36 36 36 36 36 36

5 (14 1 1 1 41
36 36 36 36 36 36

6 |1 1 1 1 1 1
36 36 36 36 36 36
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11. Zufallsvektoren Begriffe

Mehrdimensionale Zufallsvariablen
Beispiel 2 (Fortsetzung)

P(Xi <4, X <3)= > pj= 1

i<4;j<3
Die hier addierten Wahrscheinlichkeiten sind in dem oben
angegebenen Schema eingerahmt.

Die Aussagen zu zweidimensionalen zufalligen Vektoren, die wir
bis hierher gemacht haben, gelten analog erweitert auch fr
hoherdimensionale zufallige Vektoren.
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11. Zufallsvektoren Begriffe

Mehrdimensionale Zufallsvariablen

X stetig, p=2
Zweidimensionale Dichtefunktion f(x, y)

+oo +oo

Q@ [ [ f(x,y)dxdy=1;

—00 —00

Q f(x,y) >0,V(x,y) € R2

Zweidimensionale Verteilungsfunktion

x y
F(x,y)= [ [ f(u,v)dudv =P(Xi < x,Xo <y).
Da f(x, y) stetig ist, gilt weiterhin:
0*F(x,y)
oxoy
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11. Zufallsvektoren Begriffe

Mehrdimensionale Zufallsvariablen
X stetig, p = 2 (Fortsetzung)

lim F(x,y) = Fx(x)=P(X: < x).

y—o00

im F(x,y) = Fxly)=P(Xe<y).

X—00

Randverteilungen, Randverteilungsfunktionen
Die Verteilungsfunktionen Fx, und Fx, bezeichnen wir als
Randverteilungen von X; bzw. X:.
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11. Zufallsvektoren Begriffe

Mehrdimensionale Zufallsvariablen
X stetig, p = 2 (Fortsetzung)

Integrieren wir die Dichtefunktion nur nach einer der beiden
Variablen, so erhalten wir:

/f(x,y)dy = ng—;((X):: fx, (X)
[ xpax = W gy
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11. Zufallsvektoren Begriffe

Mehrdimensionale Zufallsvariablen

X stetig, p = 2 (Fortsetzung, 2)

Def. 46 (Randdichten)
Die Funktionen fy, und fx, bezeichnen wir als Randdichten von

X1 bzw. X2.
Offenbar,

Fr(x) — / fy. (1) it

Y

Foly) = / fio (1) di

—0o0
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11. Zufallsvektol Begriffe

Mehrdimensionale Zufallsvariablen

X stetig, p = 2 (Fortsetzung)
Zweidimensionale Normalverteilung

Dichtefunktion der 2-dimensionalen Standard-Normalverteilung
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11. Zufallsvektoren Unabhangigkeit

11.1 Begriffe

11.2 Unabhangigkeit von Zufallsgréf3en

11.3 Transformationssatz fir Zufallsvektoren
11.4 Box-Muller Transformation

11.5 Treffen einer Zielscheibe

11.6 Faltung

11.7 Transformationssatz fir Erwartungswerte
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11.2 Unabhangigkeit von Zufallsgré3en

Def. 47 (Unabhangigkeit)

Es seien X; und X, zwei zufallige Variablen auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (€, £, P). Diese beiden zufélligen
Variablen X; und X; heif3en stochastisch unabhangig, wenn fir
alle A, B € B! qilt:

@ P(X; € A Xoe B)=P(X; € A P(Xz € B);
oder klirzer:
@ P(ANnB) = P(A)- P(B).
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Unabhangigkeit von Zufallsgré3en

Verteilungsfunktion

Es sei X = (X, X2)" ein zufalliger Vektor, fir den gilt, daB die
zufalligen Variablen X; und X, stochastisch unabhangig sind.
Dann gilt:

Fx. (X1, %) = P(Xi < x1,X2 < x2)
= P(X1 € (—OO,X1),X2 S (—OO,XQ))
—_——— —_———

AcB! BeB?
= P(X; € (-0, X)) P(Xo € (—00, X2))

= Fx(x1) - Fx(x2)
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11. Zufallsvektoren Unabhangigkeit

Unabhangigkeit von Zufallsgréen
F stetig

Aus der letzten Aussage folgt:

/ / fx(t1,t2)dt1dt2:/ fx1(t1)dt1/ (1) it

Xq Xo
/ / (fx(ﬁ, tz) — fx1(t1)f)(2(t2)) dt1 dtg =0 VX1,X2 eR

D.h. fx(ﬁ, tg) = fx1(t1)f)(2(t2) Vt1, 153
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Unabhangigkeit von Zufallsgréen

@ Ist der zuféllige Vektor X = (Xi, X2)" stetig, so

fx1 X(X1, Xzz = fx1 (x1) - fxz(Xzz-

e TV
zweidimensio— Randdichten
nale Dichte

@ Ist der zufallige Vektor X = (Xi, X2)" diskret, so folgt fur alle
ihj=1,...
Pij = Pi. - P,
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Unabhangigkeit von Zufallsgréen

Beispiel

Es seien einige Einzelwahrscheinlichkeiten p;; einer diskreten
zweidimensionalen Zufallsvariablen (X, Y) bekannt (fett eingetragen).
Die Komponenten X und Y seien unabhangig. Bestimmen Sie
die restlichen Eintrage!

X\Y 1 2 3| pi
-1 0.02 0.06 0.12 | 0.20
0 |0.03 0.09 0.18 | 0.30
1 0.05 0.15 0.30 | 0.50
p;, |0.10 0.30 0.60 1
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Unabhangigkeit von Zufallsgréen

Beispiel (Fortsetzung)

EX = —-1.02+0-03+1-05=03
EY = 1.01+2.03+3-06=25
E(X-Y) = —002-2.0.06—-3-012+0-(...)

+1-005+2-0.15+3-0.3=0.75
cov(X,Y) = E(X-Y)—(EX)EY)=0.75—0.75 = 0.

Merkwrdig?

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 462



Unabhangigkeit von Zufallsgréen

Satz
Es seien X; und X, zwei zufallige Variablen.

¢ und ¢ seien zwei beliebige (B'-messbare) Transformationen
dieser beiden Variablen,

Xi=o(X1), Xz=¢(X).

Die zufalligen Variablen X; und X; sind genau dann
stochastisch unabhangig, wenn die ZufallsgroBen X; und Xj, fur
alle Transformationen ¢ und v, unabhangig sind.
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Unabhangigkeit von Zufallsgréen

Beweis des Satzes, Anmerkungen

Die Funktionen ¢ und v seien auf der Menge R definiert und
reellwertig. Dann gilt fir die jeweilige Umkehrfunktion genau
dann

e (A) = {x:p(x)€AeB', VAeB
v '(B) = {y:¢(y)eB}eB', VBeB

wenn ¢ und 1 B'-messbar sind.
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Unabhangigkeit von Zufallsgréen

Beweis des Satzes (=)

Es seien die zufalligen Variablen X; und X, stochastisch
unabhangig. Wir zeigen, dass ¢(Xi) und ¢(Xz) unabhangig
sind. Da die Funktionen ¢ und ¢ B'-meBbar sind, gilt
P(e(X1) € A, v(X2) € B)

= P(Xi € o7 '(A), X2 € v (B))
= P(Xi € ¢ '(A)- P(Xz € v 1(B))
= P(p(Xi) € A) - P(1(X2) € B)

D.h. die zufalligen Variablen ¢(X;) und ¢(X>) sind unabhangig.
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Unabhangigkeit von Zufallsgréen

Beweis des Satzes (<)

Es gelte also, daf fiir alle B'—meBbaren Funktionen ¢ und + die
zufélligen Variablen ¢(X;) und ¢(Xz) unabhangig sind.
Insbesondere ist das dann auch der Fall fiir die Funktionen

o(x) = ¢¥(x) = x. D.h.
Xi=p(X1), Xo=¢(X2).
Folglich sind auch die zufalligen Variablen X; und X»

unabhangig.
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11. Zufallsvektoren Unabhangigkeit

Unabhangigkeit von Zufallsgréen
Beispiel 2
Sei X ~ N(0,1).
@ X und Y = X2 sind nicht unabhangig, sogar funktional
abhangig

@ X und Y sind unkorreliert, wegen EX = 0 und
cov(X,Y)=E(X-X?)—EX-EY =EX®=0,

da X symmetrisch ist.

Die Aussage qilt also fur beliebige symmetrische
Zufallsvariablen X mit endlicher Varianz.
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11. Zufallsvektoren Transformationssatz

11.1 Begriffe

11.2 Unabhangigkeit von Zufallsgréf3en

11.3 Transformationssatz fir Zufallsvektoren
11.4 Box-Muller Transformation

11.5 Treffen einer Zielscheibe

11.6 Faltung

11.7 Transformationssatz fir Erwartungswerte
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11.3 Transformationssatz fir Zufallsvektoren

Essei X = (Xi,...,X,)T ein zufélliger Vektor mit der
Dichtefunktion f(xy, ..., x,). Es sei g: RP — RP eine umkehrbar
eindeutige Abbildung. Sie ordnet einem Vektor x = (x1,...,X,)"
einen Vektory = (y1,...,Y,)" zu und besteht aus
Teilabbildungen gy, . .., go mit

gi-RPF— R (fUrallei=1,...,p).

Beispiel

y = g(x) = A - x, wobei A regulare (p, p)-Matrix.
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Transformationssatz fur Zufallsvektoren (2)

Die Umkehrabbildung g~': RP — RP ist durch Funktionen

Xi = Yi(y1,...,Yp) definiert (i = 1,..., p). Die Funktionen
(f=1,...,p) existieren wegen der umkehrbaren Eindeutigkeit
der Funktion g.

Y1 v1(Y1, -, Yp) X

yp ¢p(}’1>---a}’p) Xp
g71 (y) = (¢1 (y)a s 7w,0(y))7— =X Kurzform
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Transformationssatz flr Zufallsvektoren (3)

Wir definieren einen weiteren zufalligen Vektor
Y=(Y:,...,Yp) wie folgt:

Y=9gX):= (X, ., Xp), - (X, Xp))T
und nehmen an, die g; (i = 1,.. ., p) besitzen stetige partielle
Ableitungen nach allen Argumenten.

Far den zufalligen Vektor X gilt umgekehrt:
X = (X,...,%)"
= (1/)1(\/17"‘7 ) ¢P(Y17"'7YP))T
= g '(h,....Y )—9*1(Y)-
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Transformationssatz flr Zufallsvektoren (4)

Satz (Dichte von Y = g(X)), ohne Beweis
Die Zufallsvariable X habe die Dichte f. Die Dichte der
Zufallsvariablen Y = g(X) ist

hY(Yh---’Yp) = f(¢1(}’1>---a}’p)a'-wlbp(}’h---’}’p))‘ |J’a

wobei

J _ det (8770/'(.}/17' . -7yp))
7 ij=1,..p

die sogenannte Jacobi-Determinante ist.

=1,...,
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11. Zufallsvektoren Box-Mdiller Transformation

11.1 Begriffe

11.2 Unabhangigkeit von Zufallsgréf3en

11.3 Transformationssatz fir Zufallsvektoren
11.4 Box-Muller Transformation

11.5 Treffen einer Zielscheibe

11.6 Faltung

11.7 Transformationssatz fir Erwartungswerte
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Box-Mdiller Transformation
Box-Miller Transformation (1)

Box—MULLER-Transformation
Es seien U, und U, zwei unabhangige, tber dem Intervall

[0, 1] gleichverteilte ZufallsgréBen (U; ~ R(0,1), i = 1,2),
U = (U;, Ux)" ein zufalliger Vektor. Wir betrachten den
zufalligen Vektor V = g(U) = (X, Y)T, wobei:

X=gi(U,U) = +/—-2InU; -cos2rU;
Y = gg(U1, U2) = 1/ —21In U1 - sin 27TU2

Wir suchen die Dichtefunktionen fir die zufalligen Variablen X
und Y.
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11. Zufallsvektoren Box-Mdiller Transformation

Box-Mdller Transformation (2)

Wir bestimmen zunachst die Umkehrfunktion zur Abbildung g.
Es qilt:

U=g (V) = (¢r(X. V). v(X, Y)).

Zur Bestimmung der ¢y und > berechnen wir

X2+ Y2 = (=2InU; -cos?(2rls)) +
(=21In Uy - sin®(2rUs))
= (=2InUy) - (cos?(2rUs) + sin®(2nUs))
= -2InU,
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Box-Mdiller Transformation
Box-Miller Transformation (3)

Durch Umstellen erhalten wir:
Uy = 01(X, Y) = e 305¥9),
Die zweite Komponente erhalten wir durch
Y
X = tan 27 Us..

Daraus folgt:

Us =9o(X,Y) = 21—7T arctan (%) :
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Box-Mdiller Transformation
Box-Mduller Transformation (4)

Bestimmung von |J|.

o O
0. 0
=)
2 OYp
Ix ay

1 -y 1

—x-exp(—5(x2 +y?)) —y-exp(—3(x?+ y?))

_ - ex —1(X2jL 2) X +
T2 P\ 2 y x2 4 y?
1 1(y2 2
— e 2(x*+¥9)
27re i
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Box-Mdiller Transformation
Box-Miller Transformation (5)

Far die Dichtefunktion des zufalligen Vektors V gilt nach der
Transformationsformel:

fv(X, .y) = fU(¢1 (X, y)7¢2(xv.y)) ’ |J‘
Da die ZufallsgréBen U; und U, unabhangig sind, gilt:

N(x,y) = fu,(¥1(x, ¥)) - fu,(V2(X ¥)) - ]

Nun sind Uy, U> ~ R(0, 1). Daraus folgt:

—
V)
—

’
Nxy) = [ = Ee_%(xz“’z) — g 2¥ ~3y

= K (x)- fr(y).
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11. Zufallsvektoren Box-Mdiller Transformation

Box-Miller Transformation (6)

mit

d.h. die ZufallsgroBen X und Y sind unabhangig und
standardnormalverteilt,

X ~N(0,1), Y ~N(0,1).
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11. Zufallsvektoren Treffen einer Zielscheibe

11.1 Begriffe

11.2 Unabhangigkeit von Zufallsgréf3en

11.3 Transformationssatz fir Zufallsvektoren
11.4 Box-Muller Transformation

11.5 Treffen einer Zielscheibe

11.6 Faltung

11.7 Transformationssatz fir Erwartungswerte
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11. Zufallsvektoren Treffen einer Zielscheibe

Transformationssaiz

Treffen einer Zielscheibe*

Es seien folgende Bedingungen erfullt
@ V1: Die Randverteilungen von X und Y seien stetig

@ V2: Die Dichte h(x, y) von (X, Y) héangt nur vom Abstand
/X2 + y2 vom Nullpunkt ab (Radialsymmetrie)

@ V3: Die Fehler in x- und y-Richtung sind unabhangig.

Sei Z die zufallige Abweichung in beliebiger Richtung. Dann ist
Z ~ N(0,02).
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Treffen einer Zielscheibe
Treffen einer Zielscheibe

Beweis des Satzes (1)
Seien p(x) und q(y) Randdichten von (X, Y). Aus V2 und V3

folgt
p(x)a(y) = s(r), r*=x+y? (2)

Substitutionsmethode:
x =0: p(0)q(y) =s(y), p(0)#0
y=0: g(0)p(x) =s(x), q(0)#0
x #y: p(x)qy) =p(y)a(x) vx.y,

und damit p(x) = q(x) und p(0)p(y) = s(y)
Teilen obige Funktionalgleichung durch p(0)?,

p(x)ply) _ s(r) _ p(r)

p(0) p(0)  p(0)*  p(0)
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Treffen einer Zielscheibe
Treffen einer Zielscheibe

Beweis des Satzes (2)

Logarithmieren

f(x)+f(y)=1£(r), r*=x%+y?

y=0,x=—x:f(—x)=1(|x]) wegen f(0)=0.
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Treffen einer Zielscheibe
Treffen einer Zielscheibe

Beweis des Satzes (3)
X% = X2+ X5:
f(r) = f(y) + f(xq) + f(x2), r?=y?+x2+ X2

Wiederholtes Einsetzen:
f(r) = f(xi) + () + ...+ f(x), r*= ZXI?

K=mXx=xX4=...= Xk

f(nx) = MPf(x) =x—1 f(n) = N?f(1)
x=""melZ:

n2f(%7) _ f(n%) — f(m) = mPf(1)
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Treffen einer Zielscheibe
Treffen einer Zielscheibe

Beweis des Satzes (4)

= f(2) = (1) (2)* =
f(x)=cx?, c=f(1)
fur alle rationalen x. Wegen der Stetigkeit (V1) folgt diese
Relation far alle x € R.
p(x) = p(0)e™
p(x) > 0 da Wkt.dichte, ¢ <0, ¢:=—55.

1_/ p(x) dx = pO)/ e® dx = p(0)ov2r

2

ei 252

p(X)zg\/E
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Treffen einer Zielscheibe
Treffen einer Zielscheibe

Beweis des Satzes (5)
Gemeinsame Dichte von (X, Y):

xR

PUIP(Y) = 56
Fehler in einer beliebigen Richtung 0, 0 < 6 < 27
Z = Xcos(f) + Ysin(6)
Variablentransformation

z = xcos(#)+ ysin(0)
u = xsin(#) — ycos(d)

cos(f) sin(0)
sin(d) —cos(0)
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Treffen einer Zielscheibe
Treffen einer Zielscheibe

Beweis des Satzes (6)
Quadrieren von z und u liefert

72 = x2cos?(h) + y2sin®(6) + 2xy cos(6) sin(6)
w? = x2sin®() + y2cos?(d) — 2xy cos(h) sin(h)

Addition: x2 + y2 = z2 + u? also gemeinsame Dichte von (Z, U):

hi(z, u):—1 e 2t 1 22 L “202

o - — @ 2
o227 over ovam
d.h. Z und U sind unabhangig, hi(z, u) = hz(z)hy(u) und

hz(Z) . 1 e 22

oV
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11. Zufallsvektoren Faltungsformel

11.1 Begriffe

11.2 Unabhangigkeit von Zufallsgréf3en

11.3 Transformationssatz fir Zufallsvektoren
11.4 Box-Muller Transformation

11.5 Treffen einer Zielscheibe

11.6 Faltung

11.7 Transformationssatz fir Erwartungswerte
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11. Zufallsvektoren Faltungsformel

Faltung

Transformationssatz fir Zufallsvektoren

Wir leiten die Faltungsformel zunachst mit Hilfe des
Transformationssatzes her. Spater werden wir noch einen
anderen Beweis kennen lernen, der den Satz der Totalen
Wahrscheinlichkeit fur stetige Zufallsvariablen verwendet.

Faltung
Es sei X = (X1, X2)" ein zufalliger Vektor (p = 2), mit
unabhangigen Komponenten X; und X;. Die Dichte fx, x, von X
ist fx, x, (X1, X2) = fx,(X1) - fi,(Xx2). Es sei Y = g(X),
Y — <Y1) _ (91(X1,X2)) _ <X1 +X2)'
Y2 92( X1, X2) Xo
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11. Zufallsvektoren Faltungsformel

Faltung (2)

Wir suchen die Dichte des zufélligen Vektors Y = (Y;, Y2). Die
beiden Teilkomponenten von g sind

gi(X1, %) = Yi=X+x
(X1, %) = Y2=2X
Die Umkehrfunktion g~ besteht aus den beiden Teilfunktionen:
vy, y2) = Xi=y1— e
Va(y1,)2) = X =)o

oxi Oxq 1 -1

J| = |det| ¥ P ||=|det =1
Ox  9x 0 1
oyr  Oy2
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11. Zufallsvektoren Faltungsformel

Faltung (3)
Dichte des zufalligen Vektors Y = (X; + Xz, X2):

(1. y2) = TV, ¥2), ¥2(11,¥2)) - [1]
= e — Yz, ¥0)
o (V1 — ¥2) - Fo(Y2)
Randdichte far Y; = Xi + Xo:

+o0o
hy,(y1) = /hv(}’h}’z)d}/z

+oo

= / fX1 (}/1 - y2) : sz(yQ) dy2 = fX1 * sz(y)

—00
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11. Zufallsvektoren Faltungsformel

Faltung (4)

Def. 48 (Faltung)
Die Verknupfung fx, = fx, zweier Funktionen f; und £, heif3t

Faltung aus f; und f,.

Bem.: Die Dichte der Summe zweier unabhangiger
Zufallsvariablen ist Faltung der beiden Einzeldichten.

X1, Xo ~ R(0,1), Y wie im letzten Beispiel
Dichtefunktion von Y; = X; + Xo:

hy, (y /fx1y X) ( dx_/fx1y x) dx
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11. Zufallsvektoren Faltungsformel

Faltung (5)
Esqit: 0< Xi <1, i=1,2,d.h.
OSX1—|—X2:Y1 < 2.

und fir die Funktion fy,:

1 ,falls0<y—x<1
by —x) =
0 , sonst

1 ,falls0<x<y<1
= 1 ,falls0<y—-1<x<1<y
0 ,fallsy —x ¢[0,1]

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 493



Faltung (6)

Randdichte Y; von' Y

hi(y) = [ fuly =0
0

Wolfgang Kdssler

y
[ dx ,falls0<y<H1
0
}
[ dx ,falls1<y<?2
y—1
0 ,falls y ¢ [0,2]

y Lfalls0<y<H1
2—y ,falls1<y<2?2
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11. Zufallsvektoren Faltungsformel

Faltung (7)
Wir addieren drei zufallige Variablen Xi, X2, X5, X; ~ R(0,1),

Ys = (X1 + Xz) + Xs.

FUr die Dichtefunktion der Zufallsgro3e Y3 gilt dann nach der
Faltungsformel:

hYa(Z) = 1*fX3 /hY1 Z—- X fXa( )d

= /hy1(z—x)-fxs(x)dx:/hy1(z—x)dx
0 0
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Faltung (8)

Funktion hy, 62 — X)
hy11 X) hy1(Z—X),Z€ (0,1)

02 10 5 20 02 4 05 8 1

hy,(z—x),z€ (1,2) hy,(z —x),z € (2,3)

08 10 i 10 05 10 oo D
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Faltung (9)

Das letzte Integral ist gleich
Q@ Fal1:0<z<1 = [j(z—x)dx=1%
Q Fall2:1<z<?2

z—1 1
/ (2—z+x)dx+/ (z—x)dx
0 z—1

1 z—1
= / tdt—/ tdt
2—z 1

= (-2 (21 )

Q Fall3:2<z<3

1 3—-z _ 2
/(x—(z—2))dx:/ tdt:¥
z 0

-2
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11. Zufallsvektoren Faltungsformel

Faltung (10)

Wegen 0 < X; < 1 folgt dann:

0§(X1+X2)+X3:Y1+X3:Y3<3.

Fir die Dichte der Summe der drei ZufallsgréBen X;, Xo und X3

gilt also:

hYa(z) =

Wolfgang Kdssler

\

0
72
z
{_ @2 (@2
2 2
(3-22
2
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,falls z ¢ [0, 3]
yfalls0 <z < 1
Jfalls1 <z <2

,falls2 <z < 3
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11. Zufallsvektoren Faltungsformel

Faltung (Veranschaulichung)
Seien X; ~ R(0,1),i=1,2,3
Verteilungsfunktion von "7, X;:

I
N

n=1 ( n

Dichtefunktion der Faltung

7N

n=3
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Faltung (10)

Vermutung:
Die Summe unabhangiger ZufallsgroBen nahert sich bei
wachsender Zahl der Zufallsgrof3en einer Normalverteilung.

Diese Vermutung ist richtig.

Sie gilt sogar (unter sehr allgemeinen Voraussetzungen, wie
var(X;) < oo) unabhéngig davon, welche Verteilung diese
ZufallsgréBen vorher hatten (Normal—, Gleich—,
Exponentialverteilung oder diskret). Wir kommen spater beim
Zentralen Grenzwertsatz noch einmal darauf zurtick.
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11. Zufallsvektoren Faltungsformel

Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

fur stetige Zufallsvariablen

Sei A ein Ereignis, das (unter Umstanden) von den Werten der
stetigen Zufallsvariable X abhangt. Sei fx die Dichte von X.
Dann gilt

Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit fiir stetige Zufallsvariablen
P(A) — / P(AIX = t)f(t) d,
wobei Uber den Definitionsbereich von fx integriert wird.

Beweis: Sei Fx die Verteilungsfunktion von X und

a < a; < --- < ap eine Zerlegung des Definitionsbereiches
(ap = —o0, a, = oo ist erlaubt). Sei Vi: a1 — @ = At. Dann gilt
nachdaem Satzdemldotalen-Wahkrseheinlichlkeix ir informatiker 501



11. Zufallsvektoren Faltungsformel

Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

fur stetige Zufallsvariablen, Beweis, 2

7
L

P(A) = _ P(AIX € [aj, ai1])P(X € [a;, @j11])

T
- O

= > P(AX € [a,ai1])(Fx(air1 — Fx(a))
i=0
n—1
= P(AIX € [a;, ai 1) ix(t) (a1 — &) & €lai,ai1] MWS
0

I

n—1
- M1OZPMMEMAMDMmAt
=0

n—oo,At—0 4
i

_ /meanDM
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Anwendung auf Faltung

Seien fy, und fx, Dichten von Xj bzw. X und sei das Ereignis
A= {X1 —I—Xg < t}

Froxlt) = PA) = [ PA: = 5)fiu(s) os
/ P(Xi + X < t|Xp = ) (s) ds
= /P(X1 <t—S8)fx,(s)ds
frix(t) = th X+ x (€ / thX‘ S)fx,(s) ds

= /fx1(t—s)fx2(s) ds
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11. Zufallsvektoren Faltungsformel

Ein Frohes und

Gesundes Neues Jahr!
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11. Zufallsvektoren Transformationssatz fir Erwartungswerte

11.1 Begriffe

11.2 Unabhangigkeit von Zufallsgréf3en

11.3 Transformationssatz fir Zufallsvektoren
11.4 Box-Muller Transformation

11.5 Treffen einer Zielscheibe

11.6 Faltung

11.7 Transformationssatz fir Erwartungswerte
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11. Zufallsvektoren Transformationssatz fir Erwartungswerte

Transformationssatz fur Erwartungswerte

Satz. Es sei X = (Xj,..., X,)" ein zufalliger Vektor und
g: RP — R eine Abbildung.
a) X diskret mit Wkt.funktion (Zahldichte) f. Falls

> lg)If(x) <oo so:  E(g(X)) =) g(x)f(x)

b) X stetig mit Dichtefunktion f.

/gx1,..., (X1, .., Xp) dXq ... dXp,

falls das Integral | |g(x)|f(x) dx existiert.
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Transformationssatz fir Erwartungswerte
Transformationssatz fur Erwartungswerte

Beispiel

Es sei X = (Xi, X2)T ein stetiger zufélliger Vektor mit
Dichtefunktion f(xi, x2). Wir definieren die Funktion g: R? — R
durch g(X) := Xj + X5. Dann gilt:

E(X1 —+ Xg) =EX{ +EX,
Allgemeiner,

E(CX1+dX2):CEX1+dEX2
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11. Zufallsvektoren Transformationssatz fir Erwartungswerte

Transformationssatz fur Erwartungswerte

Beispiel (Fortsetzung)
Eg(X) = E(Xi+X) — / 90x1, %) - (X1, X2) dxs o
R2

= / /(x1 + Xx2) - f(x1, X2) dxy dxz

—00 —O0

= / x1f(x1, X2) dxy dxo + / Xof (X1, X2) dxy dxo
R2 R2

= /x1 (/ f(x1,x2)dxz> axq + / Xo (/ f(x1,X2) dx1) axs
+o0 +oo
= /X1 ~fX1(X1)dX1 + /XZ'fXZ(XZ)dXQZEX‘] +EX>
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12. Korrelation

12. Korrelation

Def. 49 (Korrelationskoeffizient)

Es seien X; und X, zwei zuféllige Variablen, fr die gilt:
0 < ox,,0x, < co. Dann heif3t der Quotient

cov (X, X2)

OX, " 0X,

o( X1, X2) =

Korrelationskoeffizient der ZufallsgroBen X; und Xo.

Ist cov (X, X2) = 0 dann heiBBen die beiden Zufallsgro3en
unkorreliert.

Bem.: X; und X unabhangig = cov (Xi, X5) = 0. Die
Umkehrung der Aussage gilt i.a. nicht.
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12. Korrelation

Korrelation

2x2 Tafel
Y X | O(Sportler) 1(Nichtsportler) | Summe
0(w) P11 Pi2 ps.
1(m) P21 P22 p.
Summe P P2 1

X~ Bi(1,p2) Y~ Bi(1,p2)

E(X) = p2 var(X) = p2(1 — p2) = p2p
E(Y) = p. var(Y)=p(1—p2) = p2pr.

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 510



12. Korrelation

Korrelation
2x2 Tafel

cov (X, Y) = E(X . Y) — E(X)E( Y) = P22 — P22,

Korrelationskoeffizient:
)= P22 — P2P2. _ P11P22 — P12P21
\V/P.2P1.P2.PA VP.2P2.P1.P.1

P22 — P2P2 = P2 — (P21 + P22)(Pi2 + Po2)
= Poo — (P21P12 + PooPiz + PotPoz + Pos)
= po2(1 — P12 — P21 — P22) — P21Pi2
= P22P11 — P21P12
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12. Korrelation

Korrelationskoeffizient

Satz
Es seien X; und X, zwei ZufallsgroBen mit ox,, ox, > 0. Dann
gilt fir den Korrelationskoeffizienten:

—1 < o(Xi, Xz) < 1.

Beweis: Wir definieren eine Funktion A wie folgt:
A(t, U) = E[t . (X1 — EX1) +Uu- (X2 - E)(g)]2 > 0.

Es gilt fir alle t,u € R:
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12. Korrelation

Korrelationskoeffizient

Beweis des Satzes (Fortsetzung,1)

0 < A(t,u)=E[t-(Xy —EXj)+u-(Xo —EXo)]?
= E(f(X; — EXy)? + U3(X2 — EX2)?)
+2tuE( X7 — EXq)(Xo — EX?)
= PPE(X; — EX;)? + UPE(Xe — EX2)?
+2tuE((Xs — EXi)(Xo — EX?))
= VarX; +2-t-u-cov(Xy, X2) + U?Var Xp
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Korrelationskoeffizient

Beweis des Satzes (Fortsetzung,2)
Wir setzen t := ox,, U := ox, und dividieren durch oy, - ox,:

2 2 2 2
A(ox,,ox,) 0%,0%, T 20x,0x,c0v (X1, X2) + 0%, 0%,

0X; " 0X; 0X; " 0X,
= 0x -0')(2+2-COV()(1,)(2)—|—O')(1 S OX,

= 2-0x,-0x,+2-cov(Xy,X2) >0

Also:
ox, - 0x, + cov (Xy, X2) > 0.

Andererseits gilt aber auch mit t := —ox, und u := ox, sowie
derselben Herleitung wie oben:
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Korrelationskoeffizient

Beweis des Satzes (Fortsetzung,3)

2 2 2 2
A(_O-X27O.X1) . O-XZO-X1 _20-)(10-)(2 'COV(X1,X2)+O-X10-X2

X, 0X, ox, - Ox,
= 2-0x, -0x,—2-cov(Xy,X2) >0

Also:
ox, - 0x, —cov (Xy, X2) > 0.

Beides zusammen ergibt
—0X, " OX, S COV(X1,X2) S OX, " 0Xy-

Wir stellen etwas um und erhalten:

cov{XXe) _ yix, X) < 1.

g g( * JX.
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Korrelationskoeffizient

Bem.: Die Ungleichung kann auch direkt aus der
Cauchy-Schwarz’'schen Ungleichung hergeleitet werden.

Satz

Es seien X; und X, zwei Zufallsgro3en, fur die ox,,ox, > 0 ist.
Dann gilt |o( X1, X2)| = 1 genau dann, wenn es Zahlen a,b € R
(a# 0) gibt, so daB gilt: P(X; =a- Xo + b) = 1.
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Korrelationskoeffizient

Beweis des Satzes (<)
Seien a,b € Rso,daB P(X; =a- Xo+ b) =1. Fir

Erwartungswert und Varianz von X; gilt dann:

EX1:E(a~X2+b):a-EX2+b, 0')2(1232'05(2

cov (X1, X2)  E((Xi — EX;)(Xo — EX2))

Q(X1 ’ X2) N 0X; " 0X, B |a| “0Xy " OX,
_ E([(aXz + b) — (aEXz + b)](X> — EX>))
|a| - 0%,

a-E(Xz — EX;)? 1 ,fallsa>0
al - 0%, —1 ,fallsa<0
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Korrelationskoeffizient

Beweis des Satzes (=)

Es gelte |o(Xi, X2)| = 1. Dann gilt:
Cov (X1 s Xg) E((X1 — EX1) . (X2 — EX2))

o( Xy, X2) = =
UX1 : O-XQ UX1 ’ JXZ
X1 —EX; X5 —EX
_ E( 1 1. 2 2>:E(X1*X2*),
ox, Tx,
wobei
xro= ZoBX e X —BX
ox, T,

Fir die Varianz der ZufallsgroBBen X (i = 1, 2) gilt:
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Korrelationskoeffizient

Beweis des Satzes (—) (2)

0% = E(Xf—EX")?=E(X)*— (EX’)

1

_ g (X EXN (X EXNY
OX; OX;

= L (E(X - EX)? — (E(X — EX))?)
IX;
1 1

— 0-_)2(, O-)z(ifEX, 0_—5(’ U)Z(I:1
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Korrelationskoeffizient

Beweis des Satzes (=), (3)

Offenbar gilt fiir die Erwartungswerte (i = 1, 2):

EX; = E (ﬂ) = i - (EX; — E(EX))

' ox, ox,
~ L Ex-EX) -0
0Xx;
Daraus folgt: o( X1, Xo) = E(X] - X3).
Wir unterscheiden zwei Falle:
Q(X1,X2) =1 Und Q(X1,X2) = —1
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12. Korrelation

Korrelationskoeffizient

Beweis des Satzes (=), (4), o(X1, X2) = 1
Wir untersuchen die Varianz der ZufallsgroBBe X; — X3

0)2(1*—)(2* = E((X1*—X§)—E(X1*—X5))2:E(X1*—X2*)2
= E(X))* -2 E(X{-X3) +E(X)°
= 1-2-9(X1,X)+1=0

Nun gilt aber 0)2(1*_)(; = 0 genau dann, wenn es ein ¢ € R gibt, so
daB P(X; — X5 =c)=1ist. D.h. E(X; — X5) = c.
Wegen EX; = EX; = 0 ist ¢ = 0, woraus folgt

P(X;=X3)=1.
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12. Korrelation

Korrelationskoeffizient

Beweis des Satzes (=), (5), o(X1, X2) = 1
Dann gilt:
1 = — X3)
- EX1 _ Xo—EX5
= = sz
OX,
_ ( "X1 X, — 2% EX2+EX1)
00X,

Wir definieren a:= 2 > 0 und b := “’“ -EX, + EX;, und die

X2

Aussage ist fur diesen Fall gezeigt.
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12. Korrelation

Korrelationskoeffizient
Beweis des Satzes (=), (6), o(X1, X2) =1

Sei o(X1, Xo) = —1: Hier untersucht man die Varianz der

ZufallsgroBe X + X5 und zeigt, dass sie ebenfalls gleich Null ist.
Danach verlauft der Beweis vollig analog zum Fall o( Xi, X2) = 1.

Def. 50 (standardisierte Zufallsgrof3e)

Eine Zufallsgré3e, deren Erwartungswert gleich Null und deren
Varianz gleich Eins sind, heif3t

standardisierte Zufallsgrof3e.
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Korrelationskoeffizient

Seien X, Y ~ (0,1), X und Y unabhangig.
X =X
Y* = pX+ 1 -p2Y
Offenbar

varX* = varY* =1
cov(X*,Y*) = p.
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Korrelationskoeffizient

Zweidimensionale Normalverteilung
Seien X, Y ~ N(0, 1), unabhangig, d.h. die gemeinsame Dichte

Ist
1 1 2 2
f(x.y) = 6(x) - 6(y) = 5e 20

Xt = X
Y' = pX+1-p2Y

Wir suchen die gemeinsame Verteilung von (X*, Y*).
Transformation:

g1(X7y) = X

g(x.y) = px+/1-p?y
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Korrelationskoeffizient

Zweidimensionale Normalverteilung

Inverse Transformation:

Jacobi-Determinate

detd = det = —
V1= 1-p2
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Korrelationskoeffizient

Zweidimensionale Normalverteilung, Dichte

h(x*,y*) = Hui(x",y7), da(X7, y7)) - [det(J)]

Y —pX 1
= f(x ) .
\/1—p Vi-p
_ 1(X*2+(y :fx )2)

27r\/1 —p?

— —1 e 2(11p2)(x*272px*y*+y*2)

2m\/1 — p?
da der Exponent
Y —pX 1

wfm
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12. Korrelation

Korrelationskoeffizient

Zweidime61sionale Normalverteilung, Dichte
p =

Di der 2. tand.

=0.8

Y

4 \ i ion einer 2-dil
= 4  —
S e

p:0.5

ion einer 2-di
o
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13. Ungleichungen Varianz-Ungleichung

13.1 Varianz-Ungleichung

13.2 Jensen-Ungleichung

13.3 Markov-Ungleichung

13.4 Tschebychev-Ungleichung
13.5 Hoeffding-Ungleichung

13.6 Weitere Ungleichungen
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13. Ungleichungen Varianz-Ungleichung

13. Ungleichungen

13.1 Varianz-Ungleichung
Satz: Es sei X eine zufallige Variable. Dann gilt:

min E(X — ¢)? = Var X.

ceR
Beweis: FUr alle reellen Zahlen ¢ € R qilt:
E(X —c)?=E(X —EX+EX —c¢)?
= E(X —EX)?+2E((X —EX)(EX —¢)) + (EX — ¢)?
= E(X —EX)?+2(EX — ¢)E(X — EX)+(EX — ¢)?
-

=0
= VarX + (EX — ¢)? > Var X
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13. Ungleichungen Jensen

13.1 Varianz-Ungleichung

13.2 Jensen-Ungleichung

13.3 Markov-Ungleichung

13.4 Tschebychev-Ungleichung
13.5 Hoeffding-Ungleichung

13.6 Weitere Ungleichungen
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13. Ungleichungen Jensen

13.2 Jensen-Ungleichung

Satz (Ungleichung von JENSEN)

Sei X eine zufallige Variable mit EX < oo und g eine
differenzierbare und konvexe Funktion. Dann gilt:

Eg(X) > g(EX).

Beweis: Sei T(x) die Tangente an die Kurve der Funktion g im
Punkt xo,

9(x) = T(x) = 9(x0) + g'(xo) (X — Xo).

Anstieg der Kurve in x
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Jensen
Jensen-Ungleichung
Wir setzen x := X und x; := EX und erhalten:
9(X) = g(EX) + g'(EX) - (X — EX).
Daraus folgt:

Eg(X) > E(g(EX)+g(EX)- (X - EX))
= g(EX)+ g (EX) -E(X — EX)
—_——

=0

= g(EX)
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13. Ungleichungen Jensen

Jensen-Ungleichung
Folgerung

Es sei g differenzierbar und konkav. Weiterhin sei X eine
zufallige Variable. Dann gilt:

Eg(X) < g(EX).

Beweis: Da die Funktion g nach Voraussetzung konkav ist, ist
die Funktion (—g) konvex. Dann gilt nach der
Jensen-Ungleichung:

E((—9)(X)) = (—9)(EX).
Daraus folgt die Behauptung.
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Jensen-Ungleichung

Beispiele
@ Es sei g(x) = x2. Dann gilt EX? > (EX)2. Daraus folgt (die
schon bekannte Aussage):

Var X = E(X — EX)? = EX? — (EX)? > 0.
@ Es sei g(x) = |x|. Dann gilt
E|X| > [EX].
© Es sei g(x) = In x. Diese Funktion ist konkav. Also gilt

E(In X) < In(EX).
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13. Ungleichungen Markov-Ungleichung

13.1 Varianz-Ungleichung

13.2 Jensen-Ungleichung

13.3 Markov-Ungleichung

13.4 Tschebychev-Ungleichung
13.5 Hoeffding-Ungleichung

13.6 Weitere Ungleichungen
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13.3 Markov-Ungleichung

Satz (Ungleichung von MARKOV)
Sei ¢ > 0. X sei eine ZufallsgréBe. Dann gilt:

P(|X| >c) < %

Beweis: Wir definieren eine Zufallsgrof3e Y:

c ,falls |X(w)] >c
Y(w) = {
0 ,falls |[X(w)|<c

, YweQ.

v 0 c
- \P(XI<0) P(X|>0)
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Markov-Ungleichung
Offenbar gilt fir alle w € Q:
0 < Y(w) < [X(w)l,

bzw.:
0<Y <X
Daraus folgt: P(|X| —Y >0) =1.
E(|1X]-Y)
E|X| > EY.

AV
o
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Markov-Ungleichung

Da die ZufallsgréBBe Y diskret ist, folgt aus der Definition des
Erwartungswertes:

EY = 0-P(|X|<c)+c-P(|X|>c)
= ¢ P(IX]>c) <E[X]

Wir stellen um und erhalten:
E|X|
< —,

P(IX| > c)
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13. Ungleichungen Tschebychev-Ungleichung

13.1 Varianz-Ungleichung

13.2 Jensen-Ungleichung

13.3 Markov-Ungleichung

13.4 Tschebychev-Ungleichung
13.5 Hoeffding-Ungleichung

13.6 Weitere Ungleichungen
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13. Ungleichungen Tschebychev-Ungleichung

13.4 Tschebychev-Ungleichung
Satz (Ungleichung von TSCHEBYCHEV)
Es sei e > 0 und sei Y eine Zufallsgro3e. Dann gilt:

Var Y

g2

P(Y —EY|>¢) <

Beweis: Wir verwenden die Markov-Ungleichung:
E|X]|
< —.
c

P(|X| > c)
und setzen

X:=(Y-EY)?>0, c:=¢* (i € N).
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Tschebychev-Ungleichung

Beweis, Fortsetzung

Da ¢ > 0 qilt, ist die Voraussetzung der MARKOV- Ungleichung
erfallt. Wir erhalten:
E(Y -EY)?

52’

P()Y —EY|>¢) =P ((Y —EY)? > &%) <

Far i := 1 ergibt sich:

E(Y-EY)? VarY

P(Y ~EY|>e) < = >
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Tschebyschev-Ungleichung

2. Formulierung
Bem.: Aus der TSCHEBYCHEV-Ungleichung folgt:

Var Y
o2

P(lY —EY|<e)>1-— :
Essei X ~ (u,0%), also EX =p, VarX =02

Wir setzen ¢ := k - 0 (k € N) und erhalten dann mit der
Ungleichung von TSCHEBYCHEV:

o? 1
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13. Ungleichungen Tschebychev-Ungleichung

Tschebyschev-Ungleichung

Normalverteilung, ko-Intervalle, Vergleich mit exakten Wahrscheinlichkeiten

k | exakt Tschebychev-Ungleichung
(ko) — d(—ko) | 1 -2

1| 0.68629 0

2 | 0.9545 0.75

3 10.9973 0.89

4 | 0.99997 0.93

5| ~1 0.96
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Tschebyschev-Ungleichung

Bem.: Die Tschebyschev-Ungleichung gilt fir beliebig verteilte
Zufallsvariablen, die Erwartungswert und Varianz besitzen,
insbesondere liegt die Zufallsvariable X mit Wahrscheinlichkeit
> 0.89 im 3o-Intervall.
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Tschebyschev-Ungleichung

Beispiel

Median der Zufallsvariablen X
Die Zahl med = med(X) hei3t Median, falls

P(X < med) > und P(X > med) >

N —
N —

Sei P(X > 0) = 1. Aus der Markov-Ungleichung folgt:

1 < P(X > med) < % d.h. med < 2 - E|X]|
2 me
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Tschebyschev-Ungleichung

Die Tschebyschev-Ungleichung kann nicht verscharft werden

—€ 0 €
X:

a1 41 1

2¢2 g2 2¢?

EX=0, var(X)=1  (0A)

Offenbar: 1
P(IX ~EX| 2 &) = P(IX| = 2) = -

rechte Seite bei der Tschebyschev-Ungleichung.
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13. Ungleichungen Hoeffding-Ungleichung

13.1 Varianz-Ungleichung

13.2 Jensen-Ungleichung

13.3 Markov-Ungleichung

13.4 Tschebychev-Ungleichung
13.5 Hoeffding-Ungleichung

13.6 Weitere Ungleichungen
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13. Ungleichungen Hoeffding-Ungleichung

13.5 Hoeffding-Ungleichung

Satz (Hoeffding-Ungleichung)

Seien Yi, ..., Y, unabhangig und so dass EY; = 0 und
a; < Y; < b;. Sei e > 0. Dann qilt vVt > 0:

P(ZY>6 ’GHe (br=ay

Satz (Hoeffding-Ungleichung fir Bernoulli Zufallsvariablen)
Seien Xi,..., X, ~ Bi(1, p). Dann gilt Ve > 0:

P(1Xn - p| > €) < 267%™,

wobei X, = 1577 | X,.
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Hoeffding-Ungleichung

Beispiel

Seien Xi, ..., X, ~ Bi(1, p),

d.h. Bernoulli: X; = 1 mit Wkt. p, X; = 0 sonst.
n=100,¢ =0.2.

Tschebyschev:

varX, p(1-p) 1

E 5 < 7 = 0.0625.

P(IXn—pl) > €) <
Hoeffding:

P([X,— p|) > €) < 2621902 — 0.00067.
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13. Ungleichungen Hoeffding-Ungleichung

Hoeffding-Ungleichung

Es geht sogar noch besser:
ZGWS (s. Kapitel Grenzwertsatze )

P(|7n_p‘)>€):P(| Z\://n;)T \/ﬁ)

~N(0,1) approx

Ne Ne
) )
_ 2¢(_L)

np(1 — p)
< 20(—25) = 20(—2¢v/n) = 20(—4) ~ 104

1
\/ 3
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Hoeffding-Ungleichung

(1 — a) Konfidenzintervall

Seioz>0unden:\/m.

Hoeffding:
P(| X, — p|) > €,) < 267%™ = q.

Sei C: (Xn_ €n7Xn+€n).

P(p¢ C) = P(Xn—p|l>en)<a
PpeC) > 1—-«

D.h. das zuféllige Intervall C Gberdeckt den wahren Parameter
p mit Wkt. > 1 — qa.
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Schatzung von Binomialwahrscheinlichkeiten

Vorgabe: ¢, a.
Gesucht: notwendiger Stichprobenumfang um

P(lp—pl>e€) <a
zu sichern.
Hoeffding: Es genigt:
2.2 <o
also

- —Ina/2  In(2/a)
2¢2  2e2
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I XU LTl Hoefiing-Ungleichung
Schatzung von Binomialwahrscheinlichkeiten

(2)

ZGWS:
5 _ nip — p| ne
PUP=pI=9 = P~ Vet —p)
N~ 20(-— ) <aq
np(1 —p)
ne L
DI
vn > —o(2) p(1 —p)

2

L e-9)

2
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Schatzung von Binomialwahrscheinlichkeiten

(3)

Vergleich Hoeffding - ZGWS. Vorgabe: P(|p — p| > 0.01) < «

Notwendige Stichprobenumfange

ZGWS Hoeffding

o| Eo'(1-9) ln 2

0.1 6765 15000
0.05 9640 18450
0.01 16641 26490
0.001 27225 38000
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Hoeffding-Ungleichung

Beweis

Sei t > 0. Aus der Markov-Ungleichung folgt:

n n
PO Yi>e) = P> Yi>te)=P(e'==" > e")
i=1 i=1
n
< e “E(e'=H") = e ] E(e™).
i=1

Da g; < Y; < b, lasst sich Y; als konvexe Kombination von a; und
b; schreiben,
Yi=abi+ (1 - a)aj,

iy = JYi—a
wobei a = T
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Hoeffding-Ungleichung

Beweis (2)
NR.: FUr konvexe Funktionen f(x), x € (a, b) qilt:

f(x) < f(a) + w(x —a) = af(b)+ (1 — a)f(a)

(Die Kurve f liegt unterhalb der Sekante, a = 5-2.). Da die
Exponentialfunktion konvex ist:

e < ae® 4+ (1-a)e?

Va0
- i
—a; b;
E(etyi) < 5 ’a etb/ + 5 ’a_etai - eg(u)
i — a i T a
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13. Ungleichungen Hoeffding-Ungleichung

Hoeffding-Ungleichung

Beweis (3)

wegen EY; = 0. Dabei ist
u = t(b,-—a;)
g(u) = —yu-+log(1—~+~e")
o= b,__aia, ve(0,1)daa <0< b
N ve"
gu) = 7+—1—7+79u
“(1-9) Xy
") = e ( Y _.
(W) (1—v+~e¥)2 " (x+y)?
9(0) = g'(0)=0, g"(u) g% Vu > 0.

wobei x =ye’, y =1 —1.

Wolfgang Kdssler

Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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Hoeffding-Ungleichung

Beweis (4)
Die Aussage 0 < g"(u) = 75 < 1 folgt aus
0 < (x—y)* gdw.

4xy < xP+2xy+y?=(x+y)

Satz von Taylor: es ex. ein & € (0, u):

gu) = 9(0)+ug'(0) + 5g"(¢)
o ACEE t(b';a’)
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Hoeffding-Ungleichung

Beweis (5)

Daraus folgt:
E(etY/) S eg(u) S etz(bi_ai)z/s'

P(Z Y > e) _ e—teHE( tY teHet (bj—a;)?
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Hoeffding-Ungleichung far Bernoulli

Beweis:

Sei Y; = 1(X; — p). Dann gilt EY; = 0 und a < Y; < b, wobei

a=—-p/nund b= (1-p)/n.

Also (b — a)? = 1/n?. Aus der Hoeffding-Ungleichung folgt:
P(X,—p>e) Z Y, >e€) < e teel/6),

flr jedes t > 0. Setze t = 4ne:

PX,—p>e) < e 2.
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Hoeffding-Ungleichung far Bernoulli

Beweis (2)

Analog:

PX,—p < —c) < e 2"
Beides zusammen:

P([X,—p| > €) < 272",
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13. Ungleichungen Weitere

13.1 Varianz-Ungleichung

13.2 Jensen-Ungleichung

13.3 Markov-Ungleichung

13.4 Tschebychev-Ungleichung
13.5 Hoeffding-Ungleichung

13.6 Weitere Ungleichungen
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13. Ungleichungen Weitere

13.6 Weitere Ungleichungen

Satz (Chernov-Ungleichung)

Seien Xi,..., X, ~ Bi(1,p). Dann gilt ¥§ € (0,1):

X,—p
p

P( > 5) < e P

52
>0) < e Pz

wobei X, = 1577 | X,.

Beweis: s. z.B. in Wikipedia
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13. Ungleichungen Weitere

Weitere Ungleichungen (2)
Satz (Mill-Ungleichung). Sei Z ~ N(0,1). Dann

2e "2 2¢(t)
P(|Z|>t)§\/;t ==

Beweis: Es gilt

0 A 2
P(|Z >t) = 2P(Z>1t)=2 ——e 2 dx
(21>0 = 2PE>n=2] =
2 [ 1 e
= /2 /t (—)(~xe %) ox
2,01, 2 (21 e
= ;(—;) 2|t_/t X262dX)
>0
2e /2 -
= Vr t
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@ 14.1 Das Gesetz der Grof3en Zahlen
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Das Gesetz der GroBen Zahlen
14.1 Das Gesetz der Grof3en Zahlen

Motivation

Der Erwartungswert einer zufalligen Variablen X ist in der Praxis
meist nicht bekannt. Um ihn zu schatzen, sammelt man
Beobachtungen Xi, X5, ..., X,, und bildet dann das
arithmetische Mittel:

n
i=1

Beachten: die Beobachtungen X, ..., X, missen unabhangig
oder wenigstens unkorreliert sein.
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14. Grenzwertsatze Das Gesetz der GroBen Zahlen

Das Gesetz der Gro3en Zahlen

Satz (Schwaches Gesetz der Grof3en Zahlen)

Es seien Xj, ..., X, unkorrelierte zufallige Variablen mit i := EX;
und o2 := Var X; < oo (fir alle i = 1,..., n). Dann gilt fur alle
e>0:

lim P(|X, — | > ) =0.
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Das Gesetz der GroBen Zahlen
Das Gesetz der Grof3en Zahlen

Beweis
Beweis: Da die ZufallsgroBen Xi, ..., X, unkorreliert sind, gilt

0.2

Mittels der TSCHEBYCHEV-Ungleichung erhalten wir:

P(Xo—ul><) = P(X—EX|>e¢)

Var X
<
c2
- n.g2 n—=oo 0
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Das Gesetz der GroBen Zahlen
Das Gesetz der Grof3en Zahlen

Bem.: Aus dem Beweis erkennen wir, daf3 die
Voraussetzungen etwas abgeschwacht werden kdnnen, anstelle
Var X; = 02 geniigt die Forderung

¢

JLTO = Z;VarX,- =0.
i

Bem.: Die Voraussetzung der endlichen Varianz kann auch

fallen gelassen werden. Dann kénnen wir aber zum Beweis

nicht mehr die Tschebyschev-Ungleichung anwenden. Der

Beweis geht dann Uber charakteristische Funktionen.
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14. Grenzwertsatze Das Gesetz der GroBen Zahlen

Das Gesetz der Gro3en Zahlen

Stochastischer Grenzwert
Wenn nlim P(|Yn— Yo| >¢)=0 Ve>0

dann heif3t Y, stochastischer Grenzwert der Folge {Y,} und
man schreibt p — lim Y, = Y, oder Y, —, Yo.
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Das Gesetz der GroBen Zahlen
Das Gesetz der Grof3en Zahlen
Es seien X; ~ Bi(1, p)

Beispiel 1
( O 1)
Xi:
1-p p

p=EX=EXi=p o?°=p-(1-p)<oo

Nach dem Schwachen Gesetz der Gro3en Zahlen folgt:
n
P(lh3x-p
i=1
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14. Grenzwertsatze Das Gesetz der GroBen Zahlen

Das Gesetz der Gro3en Zahlen

Beispiel 2

Es sei A ein Ereignis, p = P(A) sei unbekannt.

Zur Schatzung von p flihren wir eine Reihe von unabhangigen
Experimenten durch, bei denen A und A die einzig méglichen
Ausgange seien.

n:  # der Experimente, die durchgefihrt werden.

n(A):  # Auftretens des Ereignisses A.
. n(A)

=
n
die relative Haufigkeit des Ereignisses A.
Frage: pn —— p?

n—oo
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Das Gesetz der GroBen Zahlen
Das Gesetz der Grof3en Zahlen

Beispiel 2, Fortsetzung
Dazu definieren wir ZufallsgréBen X; (i =1,...,n),

X, { 1 , Aim i—ten Experiment eintritt
0 , Aim i-ten Experiment nicht eintritt
Dannqgiltfirallei=1,... n:
Xi ~ Bi(1, p)
und P(X; =1) = psowie P(X;=0)=1—p.
p=EXi=p o*=VarX;=p-(1-p)
ZX 5 n(A) = py
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14. Grenzwertsatze Das Gesetz der GroBen Zahlen

Das Gesetz der Gro3en Zahlen

Beispiel 2, Fortsetzung

Wenden das Schwache Gesetz der Grof3en Zahlen an und
erhalten:

lim P(|py—pl>¢) = lm P([Xy—pl > )

n—o0

= 0, Ve >0

Folglich gilt: p, == p oder, genauer, p, —, p

Bem.: Schéatzungen p,, die gegen den zu schatzenden
Parameter konvergieren heif3en (schwach) konsistent.
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14. Grenzwertsatze Das Gesetz der GroBen Zahlen

Starkes Gesetz der Grof3en Zahlen

Satz (Gesetz der Gro3en Zahlen)
Seien die Zufallsvariablen X;, ..., X, identisch verteilt und
unabhangig, E|Xi| < co, EX; = p. Dann gilt

P(w: lim X, =pu)=1.
n—oo

Bem.: Schwaches Gesetz der GroBen Zahlen: Seien die
Xi, ..., X, identisch verteilt, EX; = . und unkorreliert
(cov(X;, X;) = 025;). Dann gilt

=p—IlimX,=pu.
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Das Gesetz der GroBen Zahlen
Gesetz der Grof3en Zahlen

Anwendung 1
Das Gesetz der grof3en Zahlen eignet sich also z.B. zum

Schatzen von Erwartungswerten.
Sei X ~ F mit Dichte f(x), den Beobachtungen xi, ..., x, und

g(+) eine beliebige Funktion.
Der Erwartungswert

E(9(X)) = / 9(x)f(x) dx

wird (falls er existiert) geschatzt durch

n

I= %ZQ(X/‘)
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Das Gesetz der GroBen Zahlen
Gesetz der Grof3en Zahlen

Anwendung 2
Das Gesetz der grof3en Zahlen eignet sich auch zur

Approximation von Integralen.
Ist f > 0 kann das Integral

I:/g(x)dx

(falls es existiert) geschatzt werden durch

15~ 9(x)
)

i=1
wobei die Beobachtungen x; aus einer Population mit Dichte f
stammen.
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@ 14.1 Das Gesetz der Grof3en Zahlen
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14. Grenzwertsatze Der Satz von Glivenko

14.2 Der Satz von GLIVENKO—CANTELLI

Def. (Empirische Verteilungsfunktion)
Seien Xj, ..., X, unkorreliert, X; ~ F, und Xy, ..., X,
X1y £ Xy < ... < X die geordnete Stichprobe. Die Funktion

Xi: Xi<x,i=1,...,n

0 falls x < X(1)
= # falls X(,') <Xx < X(i+1)
1 falls X < x

heil3t empirische Verteilungsfunktion.
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Der Satz von GLIVENKO—CANTELLI

Veranschaulichung der empirischen Verteilungsfunktion
Empirische Verteilungsfunktion

—-"_-_-_---—__—7

T T T T
31 a2 33 34

X
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14. Grenzwertsatze Der Satz von Glivenko

Der Satz von GLIVENKO—CANTELLI

Satz von GLIVENKO—CANTELLI (1)
Seien Xi, ..., X, unkorreliert. Es gilt:

,JLTO P(|Fa(x) — F(x)| >¢) =0 VxeR.

Beweis: Wir definieren ZufallsgroBen Y (i=1,...,n, x € R)
durch:

1 ,falls X < x

0 , sonst
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Der Satz von GLIVENKO—CANTELLI

Beweis (Fortsetzung)
Dann qilt offensichtlich far alle i =1,...,nund x € R:

( 1 )
Yix :
1 F(X) F(X)

D.h. Y ~ Bi(1, F(x)). Sei, fur alle x € R,

n
Y, = :—72 Y.
i=1

Vergleichen wir die ZufallsgréBen F,(x) und Y,

Yy = Fo(x).
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Der Satz von GLIVENKO—CANTELLI

Beweis (Fortsetzung)

Aus dem letzten Beispiel folgt, 1 := EYjx = F(x). Deshalb folgt
aus dem schwachen Gesetz der gro3en Zahlen:

lim P(|Yy—pu| >¢)=0, Ve>D0.

n—o0

D.h. fur alle ¢ > 0 gilt:

lim P(|F,(x) — F(x)| >¢)=0

n—oo

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 584



Der Satz von GLIVENKO—CANTELLI

Verscharfung:

Satz von GLIVENKO—CANTELLI (2)

Es seien Xj, ..., X, unabhangige zufallige Variablen. Dann gilt:

P(Iim sup | Fn(x) — F(x) :O> =1.

n—o0 XER

Dieser Satz wird auch oft als der Hauptsatz der Statistik
bezeichnet.
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14. Grenzwertsatze Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen

@ 14.1 Das Gesetz der Grof3en Zahlen

@ 14.2 Der Satz von GLIVENKO—CANTELLI

@ 14.3 Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen
@ 14.4 Der zentrale Grenzwertsatz
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Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen
14.3 Konvergenz von Folgen zufalliger
Variablen

Def. 51 (Stochastische Konvergenz)

Eine Folge { X, }ren zufélliger Variablen

konvergiert stochastisch (in Wkt.) gegen eine zufallige Variable
X, falls fUr alle £ > 0 qilt:

lim P(|X, — X| > ¢) = 0.

Wir bezeichnen dann: p-lim X, = X.

X heiB3t stochastischer Grenzwert der Folge {X,}.
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Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen
Konvergenz (2)

Def. 52 (fast sichere Konvergenz)
Eine Folge {X,}nen zufélliger Variablen heif3t
fast sicher konvergent gegen eine zufallige Variable X, falls gilt:

P({w: lim X (w) = X(w)}) ~1.
Wir bezeichnen dann: lim X,, = X f.s.

X heif3t f.s. Grenzwert der Folge {X,}.
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Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen
Konvergenz (3)

Def. 53 (Konvergenz im p-ten Mittel)

Es seien Xi, ..., X,, X zufallige Variablen mit
E|Xi|P < o0, E|X|P < 0.

{X,} konvergiert im p-ten Mittel gegen X, falls

lim E|X, — X|P = 0.
n—oo

Wir bezeichnen dann: lim,_, . X, = X p.m.
(g-m. wenn p = 2).
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Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen
Konvergenz (4)

Def. 54 (Konvergenz in Verteilung)

Es sei { X, }nen €ine Folge von zufélligen Variablen. X sei eine
Zufallsgré3e mit der Verteilungsfunktion F(x) = P(X < x).
Die Folge {X,}nen konvergiert in Verteilung gegen die
ZufallsgréBe X, wenn fir alle x € R, in denen die Funktion F
stetig ist, gilt:

lim P(X, < x) = F(x).

n—o0

Wir bezeichnen dann: X, —P° X.
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Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen
Konvergenz

Zusammenhange zwischen den Konvergenzbegriffen (1)
Lemma: Sei X eine Zufallsvariable mit
E|X|P < 00, p' < p. Dann gilt

1
7

(EIXPP)7 < (EIXP)?.

Beweis: Die Funktion g(x) = |x|! ist konvex fir t > 1. Fir eine
beliebige Zufallsvariable Y gilt (Jensens Ungleichung)

EY|' <E[Y]".
Sei Y = [X|’, t = £ > 1. Daraus folgt

P P
7 7

(EIXPP)? <E((IXP)?) = E|XP°.
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Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen
Konvergenz

Zusammenhange zwischen den Konvergenzbegriffen (2)

Folgerung
Sei p’ < p.

lim X, =X pm:llmX_X p.m.

n—oo

Beweis: Wegen dem letzten Lemma gilt:

"Q\—*

(X, — XIP)¥ < (E|X, — X|P)?.
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Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen
Konvergenz

Zusammenhange zwischen den Konvergenzbegriffen (3)
Lemma
Sei p > 1. Dann qilt

im X, =X p.m. = p-lim, X, =X.
n—oo

Beweis: Sei ¢ > 0. Es gilt fur alle n:

P(I X, — X| >¢) = P(X,— X|P>¢eP)

E|X,— XP
S 5
Markov-Ungleichung
— X|P
lim P(|X,— X| >¢) < lim Ej X, = XPP =0

n—o0 n—o0 P
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Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen
Konvergenz

Zusammenhange zwischen den Konvergenzbegriffen (4)

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht:

Seien X, { X} nen ZufallsgréBen mit
1 1
P(Xn:na):F’7 P(Xn:O):1_I_‘)

Vee (0,1): P(|Xn| > €)= P(X,=n")=1-0,also

p—IlimX,=0.
Andererseits:  E|X,|P = n*P~! konvergiert nicht fir ap > 1.
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Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen
Konvergenz

Zusammenhange zwischen den Konvergenzbegriffen (5)
Satz: Seien X, { X} nen ZufallsgrofBen

limX, =X fs.= p-limX,=X.

Beweis: Es sei ¢ > 0 beliebig. Dann gilt: 0 <

< Jim P(X,—X|>2) < im P (kuﬂxk—M >s}>
=n

= P(UXc— X > e}) = P(lim {| X, — X| > <})

n=1k=n

= P(im |X,, - X| > £) < P({1im X, = X}) = 0
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Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen
Konvergenz

Zusammenhange zwischen den Konvergenzbegriffen (6)
Das folgende Beispiel zeigt, dal3 stochastische und fast sichere

Konvergenz nicht identisch sind.

Konstruktion einer Folge {X,}ren zufélliger Variablen mit
p-lim X, = 0, nicht aber lim X, = 0 f.s.

Es seien Q = [0, 1] und £ = [0, 1] N B! gegeben. Fur alle
Ereignisse A C [0, 1] gelte:

O§P(A):/1dx§1.
A

Sei {A,}nen €ine Folge von Ereignissen im Ereignisfeld &,
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Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen
Konvergenz

Zusammenhange zwischen den Konvergenzbegriffen (7)

Ay=lk-27" (k+1)-27", VneN
wobei fir die Zahlen h und k folgendes gelte:
@ hkeZtU{0};
en=2"+k; (n<2.2M
@ 0< k<2h
Die Folge {X,}nen definieren wir wie folgt:
1 ,fallsw e A,

Xn(W) =
0 , sonst
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Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen
Konvergenz

Zusammenhange zwischen den Konvergenzbegriffen (8)

Untersuchen wir die stochastische Konvergenz von {X,}:
Nach Definition der Folge {X,}nen Qilt:

P(IXa| > ) = P(|X:| =1) = P(An)
= (k+1)-2"—k.2°h

= 2"’§g—>0,
n

d.h. p-lim X, = 0.
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14. Grenzwertsatze Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen

Konvergenz

Zusammenhange (9), Die Intervalle A, = [k - 27", (k +1) - 277]
n=2"+k|h|k|A, n=2"+k|h|k|A,
1=204+0|0|0|]0,1] 5=224+1|2|1|[}.%
2=2"+0|1/0/][0,3] 6=22+22|2|[3.3
3=2"+1|11|[3.1] 7=224+3|2|3]|[3,1]
4=22+0(20[0,7] 8=2%+0(3|0]]0,3]

Die Folge {A,}nen ist nirgends konvergent. Also

b)=o0z1.
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14. Grenzwertsatze Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen

Konvergenz

Zusammenhange zwischen den Konvergenzbegriffen (10)
Satz

Es sei { X, }nen €ine Folge von zufalligen Variablen, fur die es
zwei ZufallsgréBen X und Y gibt, so daf3 gilt:

X =p-lim X, und Y = p-lim X,.

Dann folgt daraus:
PX=Y)=1.

Beweis: Es sei ¢ > 0 beliebig. Dann berechnen wir

P{w: [X(w) = Y(w)| > €}) = ()
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Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen
Konvergenz

Beweis des Satzes,(*)=P(|X — Y| > ¢)

= P(IX =Xy + X, — Y| >¢)

< P(X = Xo| +|Xa— Y] >¢)

< P{{IX=XI> 3 u{lXa—Y]>3})

< P{{IX=XI>3H + P(IX =Y > 3}) 5 O

D.h.
P(|X—-Y|>¢)=0 Ve>0.
P({w: X(w) = Y(w)}) =1.
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14. Grenzwertsatze Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen

Konvergenz

Zusammenhange zwischen den Konvergenzbegriffen (11)
Lemma

p-lim X, = X = X, —P X

Beweis: Seien x’ < x < x” € R. Es gilt:

{X<x'} = {X<x, Xp<x}U{X<x X,>x}
C {Xh<xju{X<x.Xo>x} =
F(x') < Fu(x)+ P(| X, — X] ZX—X'Z
-0  wegen X,—pX
F(x') < lim, . Fn(x)
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Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen
Konvergenz

Beweis von p-lim . Xp = X = X, =P X (2)
Weiterhin

{Xo<x} = {X< X" Xg<x}U{X>x" X, <x}
(X <x"Tu{X>x" X, <x} =
Fo(x) < F(X")+ P(|Xs— X| > x" —x)

-0 Wegen X,—pX

N

IN

im0 Fr(X) F(x")
Beides zusammen:

F(x') <lim,, ., Fa(X) < limp_aFa(X) < F(X")
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Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen
Konvergenz

Beweis von p-lim ;.o Xp = X = X, =2 X (3)
Wenn jetzt x Stetigkeitsstelle und x’ — x — 0 und x” — x + 0 so
F(x') = F(x) und F(x") — F(x) und

lim F,(x) = F(x).

Die Ruckrichtung gilt i.A. nicht:
X ~Bi(1,3), X,=1-X VneN

X und X, besitzen dieselbe Verteilung Bi(1,1), X, —P X.
Es gilt aber nicht: X, =, X,da |[X,—X|=1 VneN
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14. Grenzwertsatze Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen

Konvergenzarten

Wir kennen i.W. vier verschiedene Arten der Konvergenz einer
Folge von Zufallsgrof3en gegen eine zufallige Variable. Sie
bilden z.T. eine gewisse Hierarchie.

ImX,=Xfs. = p-limX,=X

limX,=Xqm. = plimX,=X
limX,=Xpm. = p-limX,=X (p>1)

Die Umkehrungen gelten im allgemeinen nicht.
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Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen
Konvergenz in Verteilung

Beispiel

Xn ~ Bi(n,py), limnp,=X\, Y~ Poi(\) = X,—=PVY.

Diese Aussage kennen wir schon von friher.
Weitere werden wir im nachsten Abschnitt kennenlernen.

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 606



14. Grenzwertsatze Zentraler Grenzwertsatz

@ 14.1 Das Gesetz der Grof3en Zahlen

@ 14.2 Der Satz von GLIVENKO—CANTELLI

@ 14.3 Konvergenz von Folgen zufalliger Variablen
@ 14.4 Der zentrale Grenzwertsatz
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Zentraler Grenzwertsatz
14.4 Der zentrale Grenzwertsatz

Der Zentrale Grenzwertsatz

Es seien Xi, ..., X, unabhangige, identisch verteilte
Zufallsvariablen mit ;.= EX;; 02 := Var Xi. Seien ZufallsgréBen

Z,, Z, und Y, definiert durch: Z, := ZX bzw. Z,, Z" und
i=1
Zn - /.,L Zn - n/,[/
Y. =+n- =
n=vn o Vno

Dann gilt:

lim P( — <x> = lim P(Y, < x) = &(x)

n—oo n—o00
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Zentraler Grenzwertsatz
Der zentrale Grenzwertsatz

Beweis: Als Hilfsmittel werden charakteristische Funktionen
verwendet, siehe unten. O

Bem.: Die Folge {Y;,}nen konvergiert in Verteilung gegen eine
ZufallsgroBe Z, Y, —P Z, Z ~ N(0,1).
Anwendungen:

@ Simulation bei der Erzeugung einer normalverteilten
ZufallsgréBBe aus Pseudozufallszahlen

@ Approximation von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
(insbesondere von Teststatistiken)
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14. Grenzwertsatze Zentraler Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz

Genauigkeitsabschatzung (1)

Satz (BERRY-ESSEEN)
Es seien die Voraussetzungen des zentralen Grenzwertsatzes
erfullt und M := E|X; — u|® < co. Dann gilt:

08-M
— =K
a3 -v/n ’

‘P(% < x) — d>(x)‘ <
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14. Grenzwertsatze Zentraler Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz

Genauigkeitsabschatzung nach Berry-Esséen (2)

Es seien X; ~ R(0,1), u

1 a2 =L

— 1

+o00

M = EIXi—u|3=/|X—ul3-f(X)dX

12 100 1000

K

0.3 0.104 0.033
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14. Grenzwertsatze Zentraler Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz

Genauigkeitsabschatzung (3)
Seien X; ~ Poi()\), EX; =

1

Var X; = \

ME = (E|X—AP)° < (EIX - A)*

= (E( - 09" = (A +332)

Berry-Esseen Schranke:

243 . 3
K < 0.8()\3+ 3)9)s e 0.8 -3 K
A2+4/N Vn
ni|i2 100 1000
K| 052 0.18 0.058
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14. Grenzwertsatze Zentraler Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz
X; Bernoulli
Satz (MOIVRE—-LAPLACE)
Es seien X; ~ Bi(1, p), unabhéngig. Dann gilt fir Z, = >"7 , X
(~ Bi(n, p)):
Z, =P Z ~ N (np,np(1 — p))

Bem.: Fir ausreichend gro3es n € N kann also die
Binomialverteilung durch eine Normalverteilung ersetzt werden,

P(Zn<y)z¢< y_np )

n-p-(1-p)
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Zentraler Grenzwertsatz
Satz von MOIVRE—LAPLACE

Beweis

Beweis: Mit EZ, = np und Var Z, = np(1 — p) folgt unter
Anwendung des Zentralen Grenzwertsatzes:

Zy—Nn-p y_n',u)
P(Z, ~ P
(20 <) ( Jho - Jno

_ ( Z,—n-p y—n-p )
Vvn-p-(1-p) \/n-p-(1—p)

*(#555)
n-p-(1-p)
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Zentraler Grenzwertsatz
Der zentrale Grenzwertsatz

Satz von MOIVRE—LAPLACE

Es seien n = 1000 und p = 0.4. Gesucht werde die
Wahrscheinlichkeit P(Z, < 300). Es gilt:

P(Z,<300) = > P(Z,=Xx)
x<300
299

= <10i00)0.4"(1 — 0.4)1000-

i=0

groBBer Rechenaufwand.
besser: Anwendung des Satzes von MOIVRE—LAPLACE.
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Zentraler Grenzwertsatz
Satz von MOIVRE—LAPLACE

Beispiel, Fortsetzung

Es qilt:

~ 300—1000-0.4
P(Z, <300) ~ ¢ (\/1000-0.4-(10.4)>

® (755) ~ @ (%)
= ¢(—-6.45)=1—-9(6.45)~0
~1
Bem.: Die Anwendung des Satzes von MOIVRE—LAPLACE setzt
voraus, daf3 n € N hinreichend grof3 ist.

Faustregel: n-p>10und n- (1 — p) > 10.
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14. Grenzwertsatze Zentraler Grenzwertsatz

Satz von MOIVRE—LAPLACE

Binomialverteilung-Verteilung B(20,0.5)

g /]

Binomialverteilung-Verteilung B(100,0.1)

o 25 7 TN\

Binomialverteilung-Verteilung B(50,1/6) i

. M u

1 e R e I

B R A A A A
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14. Grenzwertsatze Zentraler Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz

X; Poisson

SeienX; ~ Poi(\j), i=1,...,n

o 1 2 ... k ... n
X; Zy:=) X
Poi P1i P2i .- Pki .- i=1
mit pj; = j—f e, EX = VarX; = \.

Far den Erwartungswert von Z, gilt:
n n n
EZ, = E (ZX,-) =Y EXi=)
i=1 i=1 i=1
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Zentraler Grenzwertsatz
Der zentrale Grenzwertsatz

Poisson

Lemma
Es seien X; und X, unabhangig,

X1, Xo ~ Poi();), i = 1,2). Dann ist die Zufallsgréie
Z, .= Xi + X; ebenfalls PoissoN—verteilt und es gilt:
Z> ~ Poi(\ + \2).

Bem: Vergleichen Sie die folgende Formel mit der
Faltungsformel fUr stetige Zufallsvariablen. Erinnerung: EX; = A;
Var X; = \.
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Zentraler Grenzwertsatz
Der zentrale Grenzwertsatz

Poisson, Beweis des Lemma
Beweis: Es qilt fir alle k € N:

P(Zo=k) = ZP1 )

K
_ A — A1 X! —A2
= Z(F'e =T

=0

k k—t
_ (Ag'/\[ ,e—(A1+>\2)>

(k)]
=0

k—t
— e*()\1+>\2) . l >‘ k'

k!

M»

t=0
e_(A1 +X2)

= &2 (A + \2)  (Binom. Formel)

|
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14. Grenzwertsatze Zentraler Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz
Poisson

Sei\i=X(i=1,...,n). Dann

n
Z,=>_ X~ Poi(n-)).
i=1
Wir wenden jetzt den Zentralen Grenzwertsatz an. Dann
erhalten wir far hinreichend groBes \ :=n- \:

Zn_ * - Zn*A/ ~
P(Tf;&<x> _P<W<X) NCD(X)
Also kann auch eine PoissoN—Verteilung durch eine
Normalverteilung approximiert werden, falls die Parameter \;

(f=1,...,n) alle gleich X sind und der Faktor n - \ hinreichend
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14. Grenzwertsatze Zentraler Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz

Poisson

Bem.: Sind die Parameter \; (i = 1,...,n) nicht alle gleich, so
gilt die Aussage trotzdem, falls ihre Summe hinreichend grof3 ist
(N :=>X >10).

Zn_A,
VN

~ N(0,1) approx.
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2_-Verteil
y2-Verteilung

Seien X; unabhangig, X; ~ N (0,1),i=1,...,n.
n
Y= X~
i=1

d.h. Y ist x? verteilt mit n Freiheitsgraden.

Dichte:
1 x%e s, falls x>0

0 sonst.
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2_-Verteil
y2-Verteilung

EY = nEX?=n

n

VarY = E(Y —n)?=E (X —1))* = nE(X} — 1)’
i=1
= nE(X} —2EX?+1) = n(3_-2+1)=2n
s.f.S.
n 2
= lim P(M7 <y) = o)

n—oo vn

n
PO _XP<x) ~ o
i=1
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2_-Verteil
y2-Verteilung

n=230,x =23.364: P(>_7 , X? < x)=0.2
Approximation durch eine Normalverteilung:

X—nNn

v2n

) = (—0.8567) = 1 — 0.8042 = 0.1958.
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14. Grenzwertsatze Zentraler Grenzwertsatz

x?-Verteilung, Fortsetzung
bleibt z.z.: EX!* = 3.

VorEX' = / x'e % dx

[e.e]

5,5 1,5

= M(3)28 =r(2+3)2?

— 1 3-‘/;-23:&@
EX' = 3.
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Zentraler Grenzwertsatz
x?-Verteilung, Fortsetzung

Dabei haben wir verwendet:

/00 t)\—1 e—at dt — w
0

a?

F(n+1) = nl(n)=n!

HE

rn+=) = 1-3-5---(2n-1)
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14. Grenzwertsatze Zentraler Grenzwertsatz

x2-Verteilung

Veranschaulichuna fiir verschiedene n

Verteilung der Summe von Quadraten von Zufallsgrossen Verteilung der Summe von Quadraten von Zufallsgréssen
¥ standardnormal. n=5 Xt standardnormal n=20
Fu P
202
o 202
Verteilung der Summe von Quadraten von Zufallsgréssen Verteilung der Summe von Quadraten von Zufallsgréossen
Xistandardnormal, n=10 Xistandardnormal, n=40
o rrn
ot
o e
o
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14. Grenzwertsatze Zentraler Grenzwertsatz

*“Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes

Sei ¢x_,, die charakteristische Funktion von X; — .. Da die
ersten beiden Momente (y, o) existieren, E(X; — i) = 0,
E(X; — u)?) = o2, folgt aus der Taylorreihendarstellung

(/) N B
ox—u(1) —/__ZOE(x—u)fj—!wu ) =150 +o(f)

Die Zufallsvariablen
Xi—
Vno
haben die charakteristische Funktion

t 1
QSX—M(W) =1- Etz + O(tz)
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Zentraler Grenzwertsatz
“Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes (2)

Die Zufallsvariable Y, = >, % hat also die charakteristische

Funktion
t n 2 n
Dy, (1) = (¢XM(W)) =(1- on T O(F)) :
Es qilt:
t2 t2 n 2 t2 t2

(vgl. Taylorreihenentwicklung des Logarithmus)
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Zentraler Grenzwertsatz
“Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes (3)

t2
In ¢yn(t) — —E
oy, (t) — e‘é

D.h. die charakteristische Fkt. von Y, konvergiert gegen die
charakteristische Fkt. der Standard-Normalverteilung (sogar
gleichmafig).

Aus dem Konvergenzsatz folgt: Y, — Z ~ N(0,1).
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Zentraler Grenzwertsatz
Zentraler Grenzwertsatz

Beispiele

Minzwurf: 1000 mal. Wie grof3 ist die Wkt., dass weniger als
475 mal Zahl fallt?

X; = 1 falls Zahl, X; = 0 sonst.

P31 X < 475) =

1 1 475 1
P(\/@WZX/‘—§< 1031000 _ 2,
1 o 1
7 7
~N(0,1)
475 0.
-+ oiosa%47 05,
3

= ®(—1.58) ~ 0.057.
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Zentraler Grenzwertsatz
Bedeutung des ZGWS in der Statistik

beim Schatzen

Gesetz der GroBen Zahlen: X — = E(X).

Frage: Wie grof3 ist der Stichprobenumfang zu wahlen, um eine
bestimmte Genauigkeit zu erreichen?

g, 0 vorgegeben, klein (¢, < 0.5).
nist so zu wahlen, dass

P(IX —pul<e)>1-4
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Zentraler Grenzwertsatz
Bedeutung des ZGWS beim Schatzen

Fortsetzung
1-6 < P(IX—pl<e)
X — £
= P(vn <+/n
(\/_\/ VarX \/_\/ VarX )
— (vl =H < ad)
o g
~ o(Vn>)
g
gdw.

o1 -0) < V-

o

n s (043_1(; - 5))2
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Zentraler Grenzwertsatz
Bedeutung des ZGWS in der Statistik

beim Testen
p := EX, und nehmen hier an, o2 = Var X ist bekannt. Wir testen

z.B.
Ho:p<po gegen Hi:p> po

Teststatistik:

X —
Tn:\/ﬁ 0-/’[’()

T, klein spricht flr Hy, T, gro3 gegen Hp.

Fehler 1. Art: Hy ablehnen, obwohl richtig
mochte man begrenzen (< «)

Fehler 2. Art: Hy annehmen, obwohl falsch
sollte auch klein sein (< )
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Zentraler Grenzwertsatz
Bedeutung des ZGWS beim Testen

Fortsetzung

P.(Th > ui_o) -« nach ZGWS
denn

Pro(To < Ur—a) = &t o) =1 -«

(wenn o < 119 80 Py (Th < U1—o) > Puy(Th < Ui_y))
Wenn also T, > u;_, so lehnen wir die Nullhypothese ab!
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Zentraler Grenzwertsatz
Bedeutung des ZGWS beim Testen

Beispiel

In der BRD gab es im Zeitraum 1970-1990 insgesamt 25 171
123 registrierte Lebendgeburten, davon waren 12 241 392
Madchen.

Berechnen Sie die ein 95% Vertrauensintervall flr die
Wahrscheinlichkeit einer Madchengeburt!

Das zufallige Ereignis einer Madchengeburt wird dargestellt
durch eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable, X; ~ Bi(1, p). Sei
n=25171123 und

S»=>» X die zufallige Anzahl der Madchengeburten.

i=1
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Zentraler Grenzwertsatz
Bedeutung des ZGWS beim Testen
Beispiel, Fortsetzung
Wir wissen, ES, =n-pund VarS,=n-p- (1 — p).
Weiter sei ug 975 das 0.975-Quantil von A/(0, 1),

cD(U().975) =0.975.

Nachsehen in der Tabelle liefert ug 975 ~ 1.96.
Aus dem Zentralen Grenzwertsatz folgt

|Sn — np| <

P
( vvarS, —

Uo,g75) ~ 0.95.
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Zentraler Grenzwertsatz
Bedeutung des ZGWS beim Testen

Beispiel, Fortsetzung, 2

Die folgenden Ungleichungen gelten jeweils mit Wkt. etwa 0.95:

1.96 - /np(1 — p)
(Sn—np)? < 1.96%np(1 — p)
p? —2S,np+ 82 < 1.96%np — 1.962np?

|Sn — np|

IN

(n? 4+1.962n)p? — (1.96n+2nS,)p+ 2 <0
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Zentraler Grenzwertsatz
Bedeutung des ZGWS beim Testen

Beispiel, Fortsetzung, 3
bzw. wenn wir die Schatzung

fur die relative Anzahl der Madchengeburten einsetzen,
fir die Randpunkte des Vertrauensintervalls

1 . 1.962 \/ . 1.962
P1,2—m<np+7i1.96 np(1 —p) + 7 )

Hier haben wir
A S, 12241392

~n 25171123
95%-Vertrauensintervall: [0.48613, 0.48652].

= 0.48633
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Zentraler Grenzwertsatz
Bedeutung des ZGWS beim Testen

Beispiel, Fortsetzung, 4
Fortsetzung des vorigen Beispiels

Angenommen, es wirde gelten p = % Mit welcher Wkt. wiirden
dann héchstens 12 241 392 auftreten?

P(S, < 12241392) = p( S — np 12241392_np>

N N ()

12241392 — np)

i Vv np(1 —p)

= ®(-137.2) <3.1074091,

D.h. wir lehnen die Nullhypothese
Ho : p= 1 gegen H; : p # } ab.
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Zentraler Grenzwertsatz
Bedeutung des ZGWS

Beispiel

Roulette
Beim Roulette gibt es 37 Zahlen, 18 davon sind schwarz, 18

sind rot, dazu die 0, die ist griin. Bei Setzen der richtigen Farbe
gibt es den doppelten Einsatz, bei Setzen der richtigen Zahl den
36 fachen Einsatz. Zwei Spieler A und B spielen folgende
Strategie: A setzt auf Farbe, B auf Zahl. Beide spielen 100 mal,
und jetzen jeweils 10 Euro.

Wie grof3 ist die Wkt., dass sie nach n = 100 Spielen
mindestens 40 Euro gewonnen haben?
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14. Grenzwertsatze Zentraler Grenzwertsatz

Roulette, Fortsetzung

Wir beschreiben die Gewinne/Verluste im i-ten Spiel durch

Bernoulli-Zufallsvariablen,

10 —10 350 —-10
Xi , Yi:

18 19 1 36

37 37 37 37
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Zentraler Grenzwertsatz
Roulette, Fortsetzung, 2

18 19 10
VarX, = EX? —(EX-) ~ 100 — (;g) —: 02 ~ 100
36 10
1 36 10
Var; = EY? - (EY)? =350° + (—10)° = — (55)° = o
~ 3200
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14. Grenzwertsatze Zentraler Grenzwertsatz

Roulette, Fortsetzung, 3

Wolfgang Kdssler

%
(3

100

> Xi>40
i=1

100

> Yi>40
i=1

)
)

p S0 X — nua S 40 — Nua
vnvVarX; — v/ny/VarX;

40 — nua

1- ——
( VNoa )
1—(0.67)=0.25

p (2 Yi—nps 40— npg
vnvVarY, — /ny/Vary;

40—n[LB
1- ——

( Vnog )
1—9(0.12) =0.45
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15.Schéatzmethoden Einflhrung

15.1 Einfihrung

15.2 Momentenschatzung

15.3 Maximum-Likelihood-Schatzung
15.4 EM-Algorithmus

15.5 Kleinste Quadrat Schatzung
15.6 Die Cramer-Rao Ungleichung
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15. Schatzmethoden

15.1. Einfahrung
Eigenschaften von Schitzungen 0

Sei 0, = 0,(X1, ..., X,) eine Schatzung eines Parameters 0, die
auf n Beobachtungen beruht.

e 0 —— 6 “Konsistenz” (Minimalforderung)

n n—oo

e Ef,=0 “Erwartungstreue”
Ed  —— 6 “Asymptotische Erwartungstreue”

n n—oo
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Eigenschaften von Schatzungen (2)

LE 11

e var 8, méglichst klein: “gute”, “effiziente” Schatzung

e wenn var 4, den kleinstmédglichen Wert annimmt fiir alle
e-treuen Schatzungen:
0, “optimale Schatzung”
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15.Schéatzmethoden Einflhrung

Eigenschaften von Schatzungen (3)

e MSE = var f, + bias? 4,
=var 0, + (E0, — 0)?
— minimal oder mdglichst klein.

e Eigenschaften sollten “mdglichst” auch bei (kleinen)

Abweichungen von der (Normal-)Verteilungsannahme
gelten

— robuste Schatzung.
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Schatzmethoden

Momentenmethode
Man driickt den zu schatzenden Parameter durch die Momente,

z.B. E(X), aus.

Dann werden die Momente durch die entsprechenden
empirischen Momente,

z.B. der Erwartungswert durch X, ersetzt.

Maximum-Likelihood-Schatzung (ML-Schatzung)

Es wird der Schatzwert fir den unbekannten Parameter
ermittelt, der anhand der vorliegenden Daten, am meisten flr
diesen Paramter spricht (most likely).
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Schatzmethoden

Kleinste-Quadrat-Schatzung (KQS)
Sei 0 der zu schatzende Parameter. Man geht aus von einem
Modell, z.B.

Yi=9(0,X) + e

Dannn versucht man die Summe der Fehlerquadrate

Do =D (Yi—g(0, X)),

zu minimieren (Kleinste Quadrate).
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15.Schéatzmethoden Momentenschatzung

15.1 Einfihrung

15.2 Momentenschatzung

15.3 Maximum-Likelihood-Schatzung
15.4 EM-Algorithmus

15.5 Kleinste Quadrat Schatzung
15.6 Die Cramer-Rao Ungleichung
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15.Schéatzmethoden Momentenschétzung

15.2 Momentenschatzung
Momentenschatzung bei Normalverteilung
Seien Xi, ..., X, ~ N (u,d?).

u=EX, = jp=X

- n
o = E(X —EX? = = (X~ X2 =+ Y (X~ X7
i=1
Momentenschatzung bei Exponentialverteilung
Seien Xi, ..., X, ~ Exp(}\).

1
EX; X
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Momentenschatzung

Momentenschatzung bei Binomialverteilung
Seien Xi, ..., X, ~ Bi(1,p).

p=EX — p=X

der relative Anteil der Realisierungen x; = 1.
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15.Schéatzmethoden ML-Schatzung

15.1 Einfihrung

15.2 Momentenschatzung

15.3 Maximum-Likelihood-Schatzung
15.4 EM-Algorithmus

15.5 Kleinste Quadrat Schatzung
15.6 Die Cramer-Rao Ungleichung
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15.3 Maximum-Likelihood-Schatzung

Seien x1, ..., x, i.i.d. Beobachtungen mit der Dichte f(x; 0)
Def.: Likelihood-Funktion, Log-Likelihood Funktion

Ln(0) = _H f(x:,0),  In(6) =log(L(8))

Die Likelihood-Funktion ist die Dichte der Daten, sie wird aber
als Funktion des Parameters 6 aufgefasst.

Die Maximum-Likelihood-Schatzung

ist der Wert 8, der L,(6) maximiert.

Es ist also die Likelihood-Funktion (oder deren Logarithmus) zu
maximieren.
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Maximum-Likelihood-Schatzung, Beispiel

ML-Schéatzung bei Binomialverteilung

Beobachten n=1000 Jugendliche. Stichprobe (Xi, ..., X,)
X; =1 falls Ubergewicht festgestellt

Xi=0 sonst.

Die Wkt., da3 die beobachtete Stichprobe auftritt, wenn der
Parameter p vorliegt ist

P(X1—X17"'7 Hp

= pK(1 —p)"™*, wobei k= Zx,-.

i=1
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5 Scnaumethoden JUIECELY
Maximume-Likelihood-Schatzung

Binomialverteilung

Der ML-Schatzer ist der Wert, der diese Funktion, L,(p),
Likelihood-Funktion genannt, bzgl. p maximiert. Maximieren
statt L,(p): log L,(p) (Arg.Max. ist dasselbe).

InLy(p) = In(p“(1—p)"*)
= kinp+(n—k)In(1 —p).

Ableiten nach p und Nullsetzen liefert:
k —k
i

p 1-p
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Maximume-Likelihood-Schatzung

Binomialverteilung
Die einzige Losung ist:

Far ein relatives Extremum in (0,1) kommt nur dieser Wert in
Betracht. MUssen aber noch die Likelihood-Funktion an den
Randern betrachten:

Fur p=0und p =1 wird In L(p) = —oc. Also:

.k
pML—n-
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Maximume-Likelihood-Schatzung

Normalverteilung, 1. unbekannt, o2 bekannt

ML-Schatzung bei Normalverteilung

Likelihood: fx,  x,(xi,...,Xn), die gemeinsame Dichtefunktion
der X;.

Seien Xi, ..., X, unabhangig, X; ~ N (u, 1).

Likelihood:

-----

n
Lo(w) = []fx(x)  (Unabhangigkeit)
i=1
_ ﬁLe—(xi—u)Z/'z
Ve

i=1
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Maximume-Likelihood-Schatzung

Normalverteilung, 2

InLo(p) — —n|n(\/§)+z":(_(xi—2u)z)

aLn(:u) _ Z(Xi_lu’)

i=1

Nullsetzen liefert die Maximum-Likelihood-Schatzung

p=X.
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15.Schéatzmethoden ML-Schatzung

Maximume-Likelihood-Schatzung

Normalverteilung, 1 und o2 unbekannt

Xi, .o, Xn ~ N(p, 0?)

Lawo) = 1] ﬁ exp(—%,z(xi = 1))

_ 1 g 2

" Vo P 2K )

B 1 nS? n(X — p)?
wobei S2 = n=' 37 (X — X)2.

Die letzte Gleichung folgt aus:

2?21 (Xi — ,U)2 = 27:1 (Xi — X+ X~ ,u)2 = nS? + n(7 = Iu)z

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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Maximume-Likelihood-Schatzung

Normalverteilung, Fortsetzung

Log-Likelihood:

2 JR—
InL(y,0) = —ninv27 — nino — nS*  n(X—pu)

202 202
Lésen des Gleichungssystems
olnL(u,o0) X—p
O prm— prm
o o2
InL 2 X — p)?
o — dnl(po) _ n nS  n(X—p)
do o o3 o3

=X, 52 = S§°
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Maximume-Likelihood-Schatzung

Gleichverteilung

ML-Schatzung bei Gleichverteilung auf (0, 6)
Likelihood: fx, _ x,(X1,...,Xn),

die gemeinsame Dichtefunktion der X;.

Seien X, ..., X, unabhangig, X; ~ R(0,6), d.h.

] falls 0<x, <4
(X)) =
0 sonst
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Maximume-Likelihood-Schatzung

Gleichverteilung, 2

Likelihood:
n
L) = J]f(x)  (Unabhingigkeit)
i=1
= falls 0<x; <60 Vx
0 sonst

Maximal, wenn 6 > x4, ..., X,, und wenn ¢ moglichst klein, also

0 = max(xi,...,Xn).
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15.Schéatzmethoden ML-Schatzung

Maximume-Likelihood-Schatzung
Gemischte Normalverteilung
Dichte (9 = (:u1 ) 0127 2, 057 p))

f(x; 0) = (1 —p)¢(x ;”‘) +p¢(x — LBy

o2

Xi ~ N (p1,0%) mit Wkt. (1 — p) und X; ~ N (u2, 03) mit Wkt.
(1 — p), aber welche ist nicht bekannt.
Likelihood:

n

L(0) = TT((1 = P ) + pa( %))

ag
i—1 2

Maximieren des (log-)Likelihood ist schwer.
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Ldsungsverfahren

Newton-Raphson, allgemein (aber eindimensional)
Taylor-Entwicklung von /'(9) = %) an der Stelle ¢/ und

Nullsetzen
0 =1'(0) = I'(¢)) + (4 — &) I"(#)

Losung:
" -9
~ G — .
0~ 0 (6)
lterationsverfahren /'(9/)
j+1 i T \V T
AN T

Verallgemeinerung auf k-Vektor
0" =@ —H'/(#) H: Matrix der 2. Ableitungen
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Eigenschaften von ML-Schatzungen

Seien Regularitatsvoraussetzungen erfllt

@ Sie sind konsistent, 8, — 6

@ Wenn 6, ML-Schétzung fiir @ dann ist g(#,) ML-Schatzung
far g(0).

@ Die ML-Schatzung ist asymtotisch normal verteilt.

@ Die ML-Schatzung ist asymtotisch optimal.

@ Wenn fiir die MLS 6, gilt, E(8,,) = @ dann ist sie optimal,
d.h. sie hat minimale Varianz unter allen Schatzungen.
Diese Varianz ist aus der Cramér-Rao-Ungleichung
abzulesen (s.u.)
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15.Schéatzmethoden EM-Algorithmus

15.1 Einfihrung

15.2 Momentenschatzung

15.3 Maximum-Likelihood-Schatzung
15.4 EM-Algorithmus

15.5 Kleinste Quadrat Schatzung
15.6 Die Cramer-Rao Ungleichung
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15.4 *EM-Algorithmus

Allgemeine Idee

E: Expectation M: Maximization

lterieren fortlaufend, und berechnen abwechselnd E und Max.
Angenommen, die Daten Y kommen aus einer Population, fur
die direkte Maximierung des Log-Likelihood schwer ist.

Idee: Erganzen diese Daten um zusatzliche (natirlich
unbekannte) Daten Z, so dass f(y;0) = [ f(y, z;0) dz und das
auf f(y, z; 0) basierende Likelihood leicht zu maximieren ist.
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*EM-Algorithmus

Allgemeine Idee (Fortsetzung)

Das interessierende komplizierte f(y; 0) ist also Randdichte des
Modells mit einfacherem Likelihood.

Y: beobachtete Daten,

Z: versteckte (latente, fehlende) Daten.

Wenn wir die fehlenden Daten irgendwie “auffillen” konnen,
haben wir ein leichtes Problem.

Der EM-Algorithmus versucht, iterativ, die fehlenden Daten
aufzufullen.
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*EM-Algorithmus

zur lllustration: Vereinfachung

Nehmen an, p = 1 und 02 = 03 = 1.

Direkte Maximierung der Likelihood ist schwer.
Flhren latente Variablen ein,

{o falls  X; ~ Ny, 02)

C )1 falls X~ N (us,02)
P(Z;=0)=P(Z=1)=p=
f(xi1Z = 0) = p(*11),  f(x|Z;

Damit gemischte Normal: f(x)

1) = o(522)
Yhof(x.2)

O(x = 111) Fp(x — p2)?

f(x,z) = f(2)f(x|z) =

N —
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Maximume-Likelihood-Schatzung

Gemischte Normalverteilung

vollstéandige Likelihood (x;, z))

L= H¢ )" T(X; — pz)”

vollstandige Log-Likelihood (ohne Konstante)

n
InL = 21—2, 1)2_%ZZI(XI_
i1 i—1
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15.Schéatzmethoden EM-Algorithmus

Maximume-Likelihood-Schatzung

Gemischte Normalverteilung

Bedingtes erwartetes Likelihood, unter der Bedingung Daten
X = (X1,...,X,) und Parametervektor &
E(/|x,0/) =

;o

—5 2 (1 —E(Zlx, 0))(x; ZEZ|X p2)?
=1

ist eine Funktion von &’ und 6, hier & = (;/, ;i) und
6 = (11, 12). Bezeichnen diese mit J(0|6").
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Maximume-Likelihood-Schatzung
Gemischte Normalverteilung

Z; ist binar, deshalb E(Z|x,#') = P(Z = 1|x, ¢)
Satz von Bayes: P(Z = 1|x,6') =

f(x|Z =1,0)P(Z =1)

f(x|Z = 1,0')P(Z = 1) + f(x|Z, = 0, /) P(Z; = 0)

_ O(Xi — 1)
o(xi — ) + o(Xi — )%
P(Xi — Nz)

T o) ol — i)
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Maximume-Likelihood-Schatzung

Gemischte Normalverteilung

Damit (E-Schritt)

n

JO10) = 3 S~ 7)x Zﬂ, ~ o)

i=1
Zur Maximierung von J (M-Schritt) leiten wir ab nach pq und po
und setzen Null. Dann

gt = 27?1 TijXi
> it Ti

it = 2%1(1 — Tij)Xi
> (1 —75)

Startschatzung 6y: z.B. nach Momentenmethode.
lteration bis das Verfahren “steht”.
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15.5 Kleinste Quadrat Schatzung

KQS des Lageparameters
Modell:
Yi=p+e

Die Summe der Fehlerquadrate

n n
S =Y vi-up
i=1 i=1
minimieren: Differenzieren und Nullsetzen liefert:
fikas = Y.
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Kleinste Quadrat-Schatzung

KQS im einfachen linearen Regressionsmodell
Y,':92+(91X'+6,' f(X,91,¢92):91X+92
of of

- X L
96, 065

Minimiere Summe der Fehlerquadrate 327, (Y; — f(X;, 6, 62))*:
—Z — (01 Xi+62))- X, = 0

—Z — (1 Xi+62))-1 = 0
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15.Schéatzmethoden KQS

Kleinste Quadrat-Schatzung

=
ZXY—91ZX2 HZZX =0
ZY—01ZX—62 =0
Die zweite Gleichung nach 6, auflésen:
1 1
o= 2 Yim b 2 X

und in die erste einsetzen:
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Kleinste Quadrat-Schatzung
S XY 0 X LS X0 S XY X =0
1 1
DXYi= D VD Xi— 0 (X - S Xy X) =0

A S XiYi— 33X Y Sxy
> XE = 52 X Sk

e = (V-0 X)
i i
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15.Schéatzmethoden Cramer-Rao Ungleichung
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15.6 *Die Cramer-Rao Ungleichung

Sei 0 ein zu schatzender Parameter einer Population mit Dichte
f.
Sei § = 6, eine erwartungstreue Schatzung von 6.

Cramer-Rao-Ungleichung

9) >
var(6) > o)

_ /(—8'”;(9X’9)>2f(x,e)dx

die sogenannte Fisher-Information ist.
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Maximum-Likelihood-Schatzung ist optimal

Seien die Regularitatsbedingungen erfllt.
Satz: Existiert eine erwartungstreue Schatzung,

—_

die die Cramér-Rao-Ungleichung annimmt, d.h. var (é) =

o
5
—

dann ist § auch ML-Schéatzung.

Bedeutung des Satzes: Praktische Berechnung einer
Schatzung mit minimaler Varianz:

@ Berechne ML-Schatzung .

@ Prlfe erwartungstreue, wenn ja: Berechne var@ML

@ Vergleiche mit der Cramér-Rao-Schranke, n,(,e)

@ wenn = so beste Schatzung gefunden

@ wenn # dann gibt es keine bessere e-treue Schatzung.
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Cramer-Rao-Ungleichung

Beispiele
f normal

1 (x=p)?

xu =5

e 202

In(V2ro) - K1

In f = —
(X, 1) 552
oInf(x, p) X—p 1
o o o
1 [ X — 2 1
l(f7u) ﬁ _OO( ) f(Xnu)dX:?
0'2 = 0'2
Also: varj > 0 vgl. mit  varX = -

Wolfgang Kdssler
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Cramer-Rao-Ungleichung

Beispiele
f exponential

Es qilt:
xe ™ falls x>0 4
f(X, )\) = 1
0 sonst. I(f,\) = 2
Die Cramer-Rao-Schranke ist also:
L
nl(f,\)  n’
Andererseits:
varX = L = L L

nX2 — nl(f,A1)  ni(f EX)’
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15.Schéatzmethoden Cramer-Rao Ungleichung

Cramer-Rao-Ungleichung
Beispiele (3)
F Doppelexponential (=Laplace)

1 | e ™ falls x>0
f(x,\) ==
2 | xeM  falls x<0
-1 falls x>0
Inf(x,\) = —In2+InX+ Ax
1 falls x <0

dInf(x, \) 1 1 falls x>0
oA A

—1 falls x<0
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Cramer-Rao-Ungleichung

Beispiele (3), Fortsetzung

_ YT 2 e
I(f,\) = 2(/0 ()\ x)" - xe Mdx +

1 2
— / (_2——X+x2)->\e‘“dx
0 A
1 2 2 1

Nk e e
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Cramer-Rao-Ungleichung

Beispiele (3), Fortsetzung, 2

Cramer-Rao-Schranke

A2 B 1
n  nl(f, A1)

Vergleichen Sie mit (UA) E(X 37, |Xj|) = 1 und

’
var|X| = 2vaar|X| n = Allf AT
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Cramer-Rao-Ungleichung

Satz: (Cramer-Rao-Ungleichung)
Sei f Dichte der Population, und  eine erwartungstreue
Schatzung des Parameters 6. Dann gilt:

)) >
var(0) > AiF.0)

wobei ,
B dInf(X,0)

falls der Erwartungswert existiert.
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Cramer-Rao-Ungleichung

Beweis
Sei x = (x4, ..., X,) eine unabhangige Stichprobe und

= ﬁ f(X;,@)

die Likelihood der Stichprobe.
Offenbar gilt

/ L(x,0)dx =1.
Rn
und (wir setzen voraus, Differentiation und Integration darfen

vertauscht werden.)
0 0

5g | Lx0)ax= | Sil(x.6)dx=0
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Cramer-Rao-Ungleichung

Beweis, Fortsetzung (1)
Weiter gilt, da § erwartungstreu,

ﬁ/ 9L(x,0)dx:/ §oOLXO) e
Rn

00 Jrn 00
~0InL(x,0) B
/Rne 50 L(x,0)dx = 1
~0InL(x,0)\
e

Auf den linken Term in der vorletzten Gleichung wenden wir die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung an,
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Cramer-Rao-Ungleichung

Beweis, Fortsetzung (2)

B ~0InL(x,0) 0
1 = /RnOTL(x,e)dx—G/Rn aeL(x,@)dx

J/

-~

=0

_ /(é—e)%(ex’e)ux,e)dx

< /Rn(é—e)%(x,e)dx- Rn(%(ex’e))zux,e)dx

= var(é)-/Rn<827z1ér;f(xi’0)>2L(x,6) ax

= var(é)-i/(%)zux,@) dx
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Cramer-Rao-Ungleichung

Beweis, Fortsetzung (3)

Der Term auf der rechten Seite ist vard - n - I(f). Die zu den
gemischten Summanden gehdérenden Integrale sind alle Null,

(i # J):

/Rz (a In fa(ex,-, 9)) <0In fa(g(j, 9)) f(x;, 0)f(x;,0) dx; ax;

:/ 01 0) 0113 6) 4. g, — o,
R2

00 00
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16. Grundlagen der Simulation Einflhrung

Inhalt

16.1 Einflhrung

16.2 Erzeugung von Zufallszahlen
16.3 Statistische Tests

16.4 Test auf Gleichverteilung
16.5 Test auf Unabhangigkeit
16.6 Erzeugung diskreter und stetiger Zufallsvariablen
16.8 Kompositionsmethode

16.9 Verwerfungsmethode

16.10 Korrelierte Zufallsgréf3en
16.11 Importance Sampling

16.12 Erganzungen

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 695



16. Grundlagen der Simulation Einflhrung

16. Grundlagen der Simulation
16.1 Einflhrung

Komplexe Problemstellungen, die einer analytischen

Behandlung nur sehr schwer oder gar nicht zuganglich sind

e Ldsung von diskreten (oder analytischen) Optimierungsaufgaben,
z.B. Travelling Salesman Problem

e Berechnung von Integralen

e Untersuchung des Verhaltens von Algorithmen, z.B. Sortier- und
Suchverfahren

e Theorie oft nur asymptotisch. Verhalten im Endlichen?

e “Wer nix kapiert, der simuliert”.
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16. Grundlagen der Simulation Einflhrung

Grundlagen der Simulation

Einfihrung (2)

Stochastische Optimierungsverfahren

e Mutation und Selektion

e Simulated Annealing

¢ Genetische Algorithmen

Allen diesen Verfahren ist gemeinsam, daf3 Zustandsibergange
zufallig geschehen und zwischenzeitlich auch mit gewissen
(kleinen) Wahrscheinlichkeiten auch schlechtere Losungen
akzeptiert werden.

Vorteil: “Optimum” wird in Polynomialzeit gefunden.
Nachteil: “Optimum” nur mit hoher Wkt. gefunden.
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16. Grundlagen der Simulation Einflhrung

Grundlagen der Simulation

Einfihrung (3)
Grundlage aller Simulationverfahren sind gleichverteilte
ZufallsgréfBBen X ~ R(0,1),

X
P(X<x):/ dt = x,
0
d.h. X hat die Dichtefunktion:
1 falls0<x<1
f(x) =

0 sonst.

Das Kernproblem der Simulation ist deshalb die Erzeugung von

Folgen unabhangiger gleichverteilter ZufallsgroBen Xi.
Bez.: Zufallszahlen.
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16. Grundlagen der Simulation Erzeugung von Zufallszahlen
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Erzeugung von Zufallszahlen
16.2 Erzeugung von Zufallszahlen

Exakte Methoden von Hand
Methode 1: Es werden zuféllig, gleichverteilt, die Zahlen
0,1,...,9 erzeugt.

o 1 ... 8 9
X :

1 1 11

10 10 -~°° 10 10
Realisierung:
Es werden Karten mit den Zahlen 0 bis 9 beschriftet. Fir jede
Zahl ist dabei die Anzahl der Karten gleich. Nun zieht man
zufallig Karten und legt sie wieder zuriick. Die sich ergebende

Folge von Ziffern kann man in einer Tabelle aufschreiben:
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Erzeugung von Zufallszahlen
Erzeugung von Zufallszahlen

Exakte Methoden von Hand (2)

387091
24913 2

Nun wahlen wir zufallig Finferblocks (es konnen auch Blocks
von mehr Zahlen sein) aus und betrachten diese als
Dezimalstellen, d.h. wir erhalten beispielsweise die Zahl
0,87091. Auf diese Weise erhalten wir Zufallszahlen auf dem
Intervall [0, 1].
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16. Grundlagen der Simulation Erzeugung von Zufallszahlen

Erzeugung von Zufallszahlen

Exakte Methoden von Hand (3)

Methode 2: Wir erzeugen zufallig die Ziffern 0 und 1,
beispielsweise mittels Munzwurf, d.h. Realisierungen der
ZufallsgréBe

0 1
X :

1 1
2 2
Wir erhalten eine Folge didods ... d, ... von Nullen und Einsen.
Dann ermitteln wir:

n
: 1
z::§:d,--2-'g1—(§)”
i=1

Flr die so erhaltene Zahl z gilt: 0 < z < 1.
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16. Grundlagen der Simulation Erzeugung von Zufallszahlen

Erzeugung von Zufallszahlen
Exakte Methoden von Hand (4)
Methode 3: (4-Wirfel-Spezialwtirfeln)
Wir beschriften vier Wiirfel nach folgender Vorschrift:
1. Warfel: 0,1,2,3,4,5
2. Wurfel: 0, 6,12, 18, 24, 30
3. Wurfel: 0, 36, 72, 108, 144, 180
4. Warfel: 0, 216, 432, 648, 864, 1080

Wir werfen diese Wirfel gleichzeitig und bilden die Summe der
Augen. Das ergibt eine Zahl k, fur die gilt: 0 < k < 1295. Die

ZufallsgroBe X := £ ~ R(0,1) annahernd.
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Erzeugung von Zufallszahlen
Erzeugung von Zufallszahlen

Elektronische Erzeugung

In elektronischen Geraten flieBen auch im Ruhezustand Stréme deren
Spannungen zeitlich zufallig schwanken (weiBes Rauschen). Nun
kann man innerhalb von Zeitintervallen gleicher Lange zahlen, wie oft
ein kritischer Spannungswert (Schwellenwert) Gberschritten wird. Z.B.
laBt sich bei jedem Uberschreiten des Wertes ein Impuls ausldsen.
Diese Impulse konnen dann gezahlt werden. Im Falle einer geraden
Anzahl von Impulsen wird als Zufallsziffer eine 1 realisiert, andernfalls
eine 0. Aus der resultierenden 0—1—Folge erhalt man nach obigem
Muster eine Zufallszahl.
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Erzeugung von Zufallszahlen
Erzeugung von Zufallszahlen

Kongruenzmethoden

Die bisher betrachteten Verfahren sind alle sehr aufwendig (?)
und deshalb praktisch schwer anwendbar. Aus diesem Grunde
spielen in der Simulation nur die mathematischen Methoden
(Algorithmen) zur Erzeugung von Zufallszahlen eine Rolle. Die
mit diesen Methoden generierten Zufallszahlen
(gewissermaf3en ein Ersatz fur Zufallszahlen) werden auch als
Pseudozufallszahlen bezeichnet. Algorithmen, die

Pseudozufallszahlen erzeugen, werden auch
Zufallszahlengeneratoren genannt.
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16. Grundlagen der Simulation Erzeugung von Zufallszahlen

Die multiplikative Kongruenzmethode

Wir geben die Parameter m, a € Z* und den Startwert z, € Z*
vor, und definieren die Folge

Ziy1:=a- g (mod m)

Offenbar:
a-zi=K-m+ 2z, 0<zy1<m (keN,i=1,2,..)).
_4Z P
up = — (i=1,2,..)

ist eine Folge von Pseudozufallszahlen zwischen 0 und 1.
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Erzeugung von Zufallszahlen
Die multiplikative Kongruenzmethode (2)

Frage: Sind diese u; annahernd eine Folge unabhangiger, auf
dem Intervall [0, 1] gleichverteilter Zufallszahlen?
Frage: Geeignete Wahl der Zahlen a, m und z,.

Zufallszahlengeneratoren
@ RANDU (IBM): m = 23!, g = 216 + 3;
@ RANDA (PRIME): m =23 — 1, a= 16807;
@ SIMULA (CDC): m =2, a=5"".
@ SAS 8: m=2% — 1, a=397204094.
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16. Grundlagen der Simulation Erzeugung von Zufallszahlen

Verallgemeinerung: Die lineare
Kongruenzmethode

Wir geben wieder Werte vor: m, a, r, z, € Z* und definieren die
Folge
Ziyin=(a-zi+r) (modm)

und die Folge von Zufallszahlen ist

Z;

up = F’] (I S N)

Turbo-Pascal:

Zni1 = 1347758132, + 1(mod 2%2)
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Erzeugung von Zufallszahlen
Die mehrfache lineare Kongruenzmethode

Parameter: m, a, ..., ax, r € Z* Startwerte : zp,..., Z_1) € Z™.
Wir definieren die Folge firn > (k — 1)

Kk
Z, = (Z a-zZp_| + f) (mod m)
1=1

Die Zufallszahlenfolge ist dann wieder

U, = 2.
" m

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 709



16. Grundlagen der Simulation Erzeugung von Zufallszahlen

Winschenswerte Eigenschaften von
Pseudozufallszahlen

e Einfacher Algorithmus, wenig Rechenzeit.

e moglichst viele verschiedene Zufallszahlen

= lange Periode.

= m maoglichst groB3 (etwa in der Nahe der oberen Grenze des
INTEGER-Bereichs)

o k-Tupel (U, ..., Us) ~ R(0,1)%, k <10

= Test auf Gleichverteilung.

e “Unabhangigkeit” = Test auf Autokorrelation

Plot der Punkte (U;, Uiik), k =1,2...

es sollten keine Muster zu erkennen sein.
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Erzeugung von Zufallszahlen
Multiplikative Generatoren (1)

Ein schlechter Generator
Wir wahlen m =24, a= 11, z, = 3.

zz = 11-3 (mod16) =1
Z = 11-1 (mod16) = 11
zZz = 11-11 (mod16) =9
zz = 11-9 (mod16) =3
Dann gilt: zs = z; und die Folge wiederholt sich.

Periodenlange = 4 statt gleich 16 (wie theoretisch moglich)
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16. Grundlagen der Simulation Erzeugung von Zufallszahlen

Multiplikative Generatoren (2)

Zipg = a-z (mod m)

Satz

Wenn m = 2%, amod 8 € {3,5}, 2, ungerade und r = 0 sind, so
hat die multiplikative Kongruenzmethode die maximal mdgliche
Periodenlange 2¢—2.

In allen anderen Fallen gilt, daB die Periodenlange kleiner als
2k=2 jst.
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16. Grundlagen der Simulation Erzeugung von Zufallszahlen

Lineare Generatoren

Ziiw=a-zi+r (modm)

Satz
Die lineare Kongruenzmethode besitzt genau dann die volle
Periodenlange m, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

Q goT(r,m) =1 (ggT(0,m) := m);
@ amodp =1, flr alle Primfaktoren p von m;

© amod4 =1, falls m ein Vielfaches von 4 ist.
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Erzeugung von Zufallszahlen
Beurteilung der Generatoren

Punkteplots in R?

Bilden wir Paare (u1, u2), (us, Us), (Us, Ug), USW.
aufeinanderfolgender Zufallszahlen und tragen sie in das
Einheitsquadrat ein. Es entsteht ein (zweidimensionales)
Scatterplot von Punkten. Die Pseudozufallszahlen sind evtl.
dann akzeptabel, wenn sich hier eine gleichmaBige Verteilung
ergibt und keine Struktur erkennbar ist. Entstehen dagegen
(Linien)muster, so ist der Zufallszahlengenerator schlecht.
Verallgemeinerung auf k-Tupel mglich.
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o ok
Punkteplots in R

Es sei {z;}icn eine Folge von Werten, die mit der multiplikativen
Kongruenzmethode mit

m=2! a=>5 (mod 8) und zy = 1 (mod 4)

ermittelt wurden, d.h.:

Zipg=a-z (mod 21)

= 5t

Wir bilden nun k—Tupel von aufeinanderfolgenden
Pseudozufallszahlen:

uj

Uy = (Urs - -y Urpk—1) = (G- Z00) -
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Erzeugung von Zufallszahlen
Gitter von Zufallszahlen (1)

Sei up die erste Zufallszahl. Die ersten k Zufallszahlen haben
die Form

b

uo-((1,4,...,a8 ") (mod m))/m = up - 1

+9,

wobei
1

:F

b, -(1,a,...,87")

und g € G ein geeigneter Vektor ist, so daB die u;, / =1,... Kk,
auch im Intervall (0, 1) liegen.

Anstelle der ersten kann mit einer beliebigen Zufallszahl
begonnen werden.
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Erzeugung von Zufallszahlen
Gitter von Zufallszahlen (2)

Far diese k—Tupel von Pseudozufallszahlen gilt:

Ui € (3 b1+ G)njo, 1]

Dabei ist: )
= {Zq/"bii Q1,---,QkEZ}
i=1
1
1 a
bzzﬁ . 7b2:e27"'7bk:ek-
g1
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16. Grundlagen der Simulation Erzeugung von Zufallszahlen

Ein alter Zufallszahlengenerator
RANDU m =231, a=2"43, r=0

Xz = (2"° 4 3)Xipq + 12

= (2" 4+ 32X, + 2%'(2'8 + 3) + ¢ 2%
(62" +9)X + 2% (2X; + (2'® + ) + €1)

= 6(2"° +3)X; — 9X; + c2°

= 6Xi1—9X + C4231

ceZi=1,...,4. Daraus folgt:

Ui, —6U 1 +9U € Z.
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16. Grundlagen der Simulation Erzeugung von Zufallszahlen

Beispielmuster (1)

W
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16. Grundlagen der Simulation

Beispielmuster (2)
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16. Grundlagen der Simulation Tests

16.3 Statistische Tests von

Pseudozufallszahlen
Def. 55 Ein Test ist eine Entscheidungsvorschrift,

die Uber die Akzeptanz genau einer von zwei alternativen
Hypothesen entscheidet.

Analogie zur Qualitatskontrolle

Ein Kaufer soll anhand einer Stichprobe entscheiden, ob er
einen Warenbestand kauft oder nicht. Wir haben zwei
Hypothesen, die Null- und die Alternativhypothese:

Ho: Die Ware ist in Ordnung, z.B. der AusschuB3anteil p ist
kleiner oder gleich 2%.

H,: Die Ware ist schlecht, d.h. p > 2%.
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Analogie zur Qualitatskontrolle

Der Kunde fuhrt nun bei n Produkten eine Kontrolle durch,

0 , falls das Produkt / gut ist,
X =
1 , falls das Produkt / schlecht ist.

n

Dannist z = ) x; die Anzahl der fehlerhaften Produkte, die der
i=1

Kunde gefunden hat. Nun wird vor dem Test ein kritischer Wert

z, festgelegt
@ Ist z > z,, so wird die Hypothese H, abgelehnt;

@ Ist z < z,, so wird die Hypothese H, flr richtig befunden.
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Statistische Tests von Pseudozufallszahlen

Fehlerwahrscheinlichkeiten

@ P(Z > z,|H ist wahr) — die Wahrscheinlichkeit also, daf3 der
Kaufer die Ware flr schlecht befindet und ablehnt, obwohl
sie doch in Ordnung ist. Diese Wahrscheinlichkeit spiegelt
das ,Risiko des Produzenten® wider.

@ P(Z < z,|H ist falsch) — die Wahrscheinlichkeit also, daf3
der Kaufer die Ware nimmt, obwohl ihre Qualitat stark zu
wlnschen Ubrig laBt. Diese Wahrscheinlichkeit spiegelt das
,Risiko des Kaufers* wider.
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Statistische Tests von Pseudozufallszahlen

Die Entscheidung flr H, oder fur Hy wird anhand einer
Teststatistik
Z =2(X1,..., Xn)

gefallt. Falls Z € K (kritischen Bereich, Ablehnungsbereich),
dann wird H, abgelehnt, sonst nicht.
Bei jeder dieser Entscheidungen kann man Fehlentscheidungen

treffen:
Entscheidung fur Ha obwohl Hy richtig ist: Fehler 1.Art
Entscheidung fir Hy obwohl Hy richtig ist: Fehler 2.Art
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16. Grundlagen der Simulation Tests

(Fehl-)Entscheidungstabelle

Entscheidung | Entscheidung
far Hy flr Ha
Ho richtig | richtig, Sicher- | Fehler 1. Art
heitswkt. 1 — a | Fehlerwkt. .
H, richtig | Fehler 2.Art richtig,
Fehlerwkt. 1-5 | Glte

Bem.: Entscheidung fir Hy heif3t nicht notwendig, dass Hy

Wolfgang Kdssler

richtig ist.
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Statistische Tests von Pseudozufallszahlen

Der Parameter o := P(Z > Z,|H, ist wahr) ist meist
vorgegeben. Ubliche Werte fiir « sind 0.05 oder 0.01. Gesucht
ist eine Testvorschrift, die zur Minimierung des ,Risikos des
Kaufers® flhrt.

Anwendung auf Pseudozufallszahlen
Zu testen:

@ Gleichverteilung der Pseudozufallszahlen Gber dem
Intervall [0, 1];

@ Unabhangigkeit der Pseudozufallszahlen.
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16. Grundlagen der Simulation Test auf Gleichverteilung
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Test auf Gleichverteilung
16.4 Test auf Gleichverteilung

Der x°—Anpassungs-Test

Def. 56(2-Verteilung, Erinnerung), Y ~ 2

Yi,..., Yk seien unabhangig, identisch verteilte Zufallszahlen
mit Y; ~ N(0,1).

Dann heif3t die Zufallsvariable Y mit

x2-verteilt mit k Freiheitsgraden.
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Test auf Gleichverteilung
Der y?>—Anpassungs-Test (2)

Es seien jetzt X; (i =1, ..., n) beliebige unabhangig und
identisch verteilte ZufallsgréBen

B = [0,1)
A = {1_71%) n> 5k
P = P(XGA/)Z%

Wir testen
Hoo b= o J=T1...k
Ha: p # % far ein j
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Test auf Gleichverteilung
Der y?>—Anpassungs-Test (3)

Dazu bilden wir
2 - (n — np;)
=) 2 i =#{X: X e A}
= np;
Wenn H, zutrifft, gilt fir grof3e n dann approximativ,
X2 ~ Xiq-
Wenn H, richtig ist, gilt wegen dem schwachen Gesetz grof3er
Zahlen nj = n- p;
Offenbar, 0 < ¥2.

Wenn y2 < ¢, wollen wir Hypothese H, annehmen, wenn
x2 > ¢, lehnen wir diese ab.
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Test auf Gleichverteilung
Der y?>—Anpassungs-Test (4)

¢, wird wie folgt festgelegt:
P(x? > ¢,|Hy richtig) = o

ist die Wahrscheinlichkeit (bzw. das Risiko) daflr, das trotz
“guter” Verteilung (Gleichverteilung) der Zufallszahlen wir die
Hypothese H, ablehnen, d.h. die Nicht-Gleichverteilung
annehmen.

ZufallszahlenMusterUebung.sas
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16. Grundlagen der Simulation Test auf Gleichverteilung

Auf der empirischen Verteilungsfunktion

beruhende Tests (allgemein)
Erinnerung (empirische Verteilungsfunktion):
Seien X, ..., X, unabh. Beobachtungen,

Xy < ... < X die geordneten Beob. Die Funktion

0 x < X
Fn(X): ,17 X(,) §X<X(,'+1) i=1..n
1 X(n) <X

heil3t empirische Verteilungsfunktion.

Satz v. Glivenko-Cantelli: F,(x) — F(x).
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16. Grundlagen der Simulation Test auf Gleichverteilung

Der Satz von GLIVENKO—CANTELLI

Wiederholung
Empirische Verteilungsfunktion

e

—-"_-_-_---—__—7

T T T T
31 a2 33 34

X
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Drei EDF-Tests

Kolmogorov-Smirnov-Test

D = sup|Fn(x) — Fo(x)|

Cramer-von Mises-Test*

W2 = n [ (Falx) - Fo(x)*dFo(x)
Anderson-Darling-Test*

o[ (FalX) — Fox))?
#=nf Fol)(1 = Fo(x)) @70

hier: Fo(x) = x.
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Test auf Gleichverteilung
EDF-Tests, nur zur Info.

Modifikationen fir endliche Stichproben
D: D-(v/n-0.01+0.85//n)
A2 AD?- (1.0 +0.75/n+2.25/n?)
W2: CM?.(1.0+0.5/n)
Kritische Werte

W?2: D’'Agostino, Stephens (1986), S. 123.
A?: Crawford Moss u.a. (1990)
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16. Grundlagen der Simulation Test auf Gleichverteilung

Der Kolmogorov—Smirnov—Test

Erinnerung:

I|m D, = lim sup |Fp(x) — x| =0

n—oo

Satz (KOLMOGOROV—SMIRNOV)
Es qilt fir x > 0:
n“—qlo P(\/[_‘) D,<x) = 1+ 22(_1)/ g2
1=
= Qx)

Q(x) ist die Verteilungsfunktion der
Kolmogorov-Verteilung.
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16. Grundlagen der Simulation Test auf Gleichverteilung

Der Kolmogorov—Smirnov—Test
Praktische Durchfihrung
@ Die Pseudozufallszahlen werden der GroBe nach geordnet,
Uiy < Uy < ... < Up).
e EDF: Fn(X) _ #ui u,»<,;(, O§x<1}.
© Wir ermitteln die Zahl

Dy, := sup|Fp(x) — x| = max { max g;, max b,},
X 1<i<n 1<i<n

a:= |up — 5|, bi=luy — 5.

©Q c.: 1 — a-Quantil der Kolmogorov-Verteilung.
vn-D,>c, = Ablehnung der Hypothese Hq

vn-D,<c, = Annahme der HypotheseH,
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16. Grundlagen der Simulation Test auf Gleichverteilung

Der Kolmogorov—Smirnov—Test (2)
Dabei ist

o = P(H abgelehnt|Hy) = P(v/n- D, > ¢,|Hp).

D.h. Q(c.) = lim P(+v/n-D,<c,)=1—a.

n—oo
o C. (gerundet)
0.01 | 1.63
0.05 | 1.36
0.1 | 122
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16. Grundlagen der Simulation Test auf Unabhangigkeit

Inhalt

16.1 Einflhrung

16.2 Erzeugung von Zufallszahlen
16.3 Statistische Tests

16.4 Test auf Gleichverteilung
16.5 Test auf Unabhangigkeit
16.6 Erzeugung diskreter und stetiger Zufallsvariablen
16.8 Kompositionsmethode

16.9 Verwerfungsmethode

16.10 Korrelierte Zufallsgréf3en
16.11 Importance Sampling

16.12 Erganzungen
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16.5 Test auf Unabhangigkeit

Der Run—Test

Run
Jeder Teilabschnitt einer Folge unabhangiger, identisch

verteilter Zufallszahlen, in dem die Zufallszahlen in aufsteigend

geordnet sind.

Wir teilen eine Folge in Runs ein:

Folge 2 1 2 3 2 41 7 8 9 0
Run l. I. 1. V. V.
Lange des Runs || 1 3 2 4 1
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16. Grundlagen der Simulation Test auf Unabhangigkeit

Run-Test (2)

Satz

Es sei uy, ..., u, eine Folge unabhangiger ZufallsgroBen mit

ui~U(0,1) (i =1,...,n). Dann gilt fir die zufallige Lange R
eines Runs:

P(R:r):(rlm‘

Wir beschreiben R also durch:

1 2 ... r
R:

11 r

2 3 0 )
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16. Grundlagen der Simulation Test auf Unabhangigkeit

Beweis des Satzes
Wegen der Unabhangigkeit und der identischen Verteilung

genlgt es, die ersten r + 1 Zufallsvariablen zu betrachten. Es
gilt:

P(R=r) = P(Ui < < U > Up1)
= P(Ui < <Up)—P(Uy < < Uy < Upy)
1 1 r
o (re )t (rr)
SPE=D = NG )~ X )
001 oo
- (Iz;ii )_(iz;(i+1)|_ )=1
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16. Grundlagen der Simulation Test auf Unabhangigkeit

Seien uy, ..., u, Pseudozufallszahlen. Wir testen
Ho : ui,...,U, sind unabhangig gegen
H; - ui,...,U, sind abhangig.

Ry, ..., R, sei die Folge der Langen der auftretenden Runs.

Diese Folgen sind jedoch nicht unabhangig (auch nicht, wenn X;
stochastisch unabhangig sind) Deshalb streichen wir nach
jedem Run die nachste Zufallszahl, und berechnen die
nachfolgenden Runlangen von neuem.
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16. Grundlagen der Simulation Test auf Unabhangigkeit

Es entstehen die GroBen R, ..., R}, die unabhéngig sind
(Mathar/Pfeiffer, Lemma 6.2.2)

Formal sieht das folgendermaf3en aus:

Seien die S; die Stellen an denen ein Run zuende ist,

Si = inf{neN: up1 < up}
S = inf{lneN:n> 8 +1,up1 < Uy}
Ski1 = iInf{neN:n> S¢+1,uUp1 < Upn}
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16. Grundlagen der Simulation Test auf Unabhangigkeit

Dann definieren wir:
RT = S1
R, = S-S5 -1

R;+1 = Sk+1—Sk—1

Wenn nun die Hypothese H, gilt, dann ist:
N
PIR =1 =1
und die R (i =1,..., m) sind unabhéngig.
Run-Test: Anpassungstest auf diese Verteilung
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16. Grundlagen der Simulation Test auf Unabhangigkeit

Teilen Z* in k disjunkte Teilintervalle auf:

[i1+1,i2]7[i2+17i3]7"‘7[ik+17oo)

fj1
=Y PR =N)=Pij+1<R <j)

I=ij+1
ny = #iot,. m{R* 1< R <)
(m—me)*
Z ~ Xk—1
j=1 me;

Falls x2 > kritischer Wert, lehnen wir dir
Unabhangigkeitshypothese ab.
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16. Grundlagen der Simulation Test auf Unabhangigkeit

Gesamtumfang der zu erzeugenden Zufallszahlen sollte > 4000
sein.

Wir haben hier einen Anpassungstest auf eine gegbene diskrete
Verteilung gemacht.

x2-Anpassungstests (auf eine stetige Verteilung, hier
Gleichverteilung) sollten, u.a. wegen der Willkir der
Klasseneinteilung mit Vorsicht betrachtet werden.
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Autokorrelationstest

Sei Uy, ..., U, eine Folge von zufalligen Variablen. Fir alle m
kénnen wir nun bilden:
pm(k) — COV(Uma Um+k)
UUmUUm+k

wobei 1 < k < 3 Wenn Uy, ..., U, identisch verteilt so
oy, =0 Vvjund

cov (Unm, Unik) = cov (U, Uks1)

Autokorrelation k-ter Ordnung
E Um‘Um - EUm2
(k) = pl) = £ Gmir) = (En)

2
vm, k=1,...,[3]

o
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Autokorrelationstest (2)

Sei uy, ..., U, eine Folge von Realisierungen.
2
n— kZ —1 Ui Uirk — (n kZ =1 UI)
2
1 n—Kk 2
ok 2iet Ui — (n RO “’)

ist die empirische Autokorrelation k-ter Ordnung.

p(k) =
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16. Grundlagen der Simulation Test auf Unabhangigkeit

Autokorrelationstest (3)

p(k) ist die Pearson-Korrelation zwischen zwischen U; und U, .

Offenbar, p(k) =0 Vk > 1, wenn die Zufallszahlen keine

Autokorrelation besitzen.  Fir die uy, . .., u, sollte dann gelten:
p(k) =~ 0.

Ersetzen wir die
U; durch ihre Range Ry, ..., R, und die
Uik durch ihre Range S;, ..., S,

dann erhalten wir den Spearman-Rang-Korrelationskoeffizient

Is.
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16. Grundlagen der Simulation Test auf Unabhangigkeit

Autokorrelationstest (4)
Es gilt asymptotisch

1
s ~ N(O, ﬁ)

Die Nullhypothese
Hy: keine Autokorrelation
wird also abgelehnt, wenn

vn—1|rs| > z1_q)2

Zi_as2: 1 — «/2-Quantil der Standard-Normalverteilung,
20975 = 1.96.
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16. Grundlagen der Simulation Diskrete und stetige Zufallsvariablen
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Diskrete und stetige Zufallsvariablen
16.6 Erzeugung diskreter und stetiger
Zufallsvariablen

diskrete Zufallsvariablen, Intervallmethode

Xy Xo ... Xm
X:

P1 P2 ... Pm
Zerlegen das Intervall [0, 1] in Teilintervalle 1,

=1
/j: |:Zpk’zpk|:7 (pO
k=0

k=0 =

0)

Sei u eine Pseudozufallszahl. Wir setzen

X=x falls uel
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16. Grundlagen der Simulation Diskrete und stetige Zufallsvariablen

Erzeugung stetiger Zufallsvariablen
Quantilmethode
Es sei U ~ R(0, 1). Wir betrachten die Transformation

X = ¢(U),

wobei ¢ monoton wachsend sei. Die ZufallsgroBe X ist ebenfalls
stetig, und fr ihre Dichte gilt (nach der Transformationsformel

far Dichten)

do~'(x)
ax

fe(x) = h (e (x)) -
Wir wahlen nun ¢ := F~1. Dann erhalten wir:

f(x) = h(F(x)) - 2 = f(x).
X =F~'(U) ~ F.
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Diskrete und stetige Zufallsvariablen
Erzeugung einer normalverteilten

Zufallsvariablen (1)
Ziel: X ~ N(0,1) erzeugen,

F(x) == d(x) = \/% - / e 7 dt.

Erzeugung einer solchen Zufallsgrofe:
- Quantilmethode (siehe oben)

- Zentraler Grenzwertsatz

- Box-Muller Transformation

- Akzeptanzmethode (siehe unten)
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Diskrete und stetige Zufallsvariablen
Erzeugung einer normalverteilten
Zufallsvariablen (2)

Quantilmethode
U~ R(0,1). X:=o""(u)~N(0,1),denn

de(x)  doe(x) 1 x2
ax  dx  Vor '

Problem: Berechnung von ¢~'(u) ist aufwendig.

fx(x) = h(®(x))

Ziel: X ~ N (u, 0?) erzeugen,

Yi=p+o- 07 (U) ~ N(u,0%).
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Diskrete und stetige Zufallsvariablen
Erzeugung einer normalverteilten

Zufallsvariablen (3)

Zentraler Grenzwertsatz (1)
Ui, ..., U, ~ R(0,1) unabhangig. Erwartungswert und Varianz

sind
1 1 1\% 1
u::EU,-:/XdX:E 02::E<U/—§) =13
0
n s — .
lim P (Z"=1 U=nn_ x) = ®(x).
n—oo \/ﬁ. o
Einsetzen: .
lim P (—E il x) = o(x).
12
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Diskrete und stetige Zufallsvariablen
Erzeugung einer normalverteilten
Zufallsvariablen (4)

Zentraler Grenzwertsatz (2)

Es sein=12.
Wir erhalten dann folgende ZufallsgroBBe X:

12
X = ZU,-—G.
i=1

Diese Approximation ist in der Regel ausreichend. Man braucht
jedoch 12 Pseudozufallszahlen, um eine
standardnormalverteilte Zufallsgré3e zu erhalten.
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Diskrete und stetige Zufallsvariablen
Erzeugung einer normalverteilten
Zufallsvariablen (5)

Box—MULLER-Transformation
Seien U, V ~ R(0, 1) unabhangig. Dann sind die ZufallsgroBen

X = Vv—2-InU-cos(2rV)
Y = v-2-InU-sin(27V)

unabhangig und standardnormalverteilt, X, Y ~ A(0,1).

Beweis: vgl. Abschnitt Transformationsformel O

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 760



Diskrete und stetige Zufallsvariablen
Erzeugung exponentialverteilter
Zufallsvariablen

Es sei U ~ R(0, 1) eine Pseudozufallszahl. Erzeugt werden soll
eine ZufallsgréBe X ~ EX(\) mit der Verteilungsfunktion:

1—e?* [fallsx >0;
F(x) =
0 , sonst.

Dazu wird folgende Transformation verwendet

X = F‘1(U):—%-In(1 —u)>0
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16. Grundlagen der Simulation Diskrete und stetige Zufallsvariablen

Erzeugung binomialverteilter Zufallsvariablen
Variante 1: Seien X; ~ Bi(1,p). Dannist X = >_7 , X
binomialverteilt mit Parametern (n, p).

Variante 2: (Intervallmethode)

Zerlegen das Intervall (0, 1) in disjunkte Teilintervalle der Lange
der Einzelwahrscheinlichkeiten,

Pi = (Z)p"ﬁ -p)" "

n
(0,1) = = (0, po] U (o, Po + p1]U
i=0 n—1
(Po+P1,Po+Pr+ P U+ U(T=> pi,1)
SeiU~R(0,1). X—=i fals Uel an
Wolfgang Kdssler
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Diskrete und stetige Zufallsvariablen
Erzeugung POISSON—verteilter
Zufallsvariablen (1)

Es ist eine PoOissON—verteilte ZufallsgroBe X zu erzeugen, d.h.

PX = i) = 2. g™

. (i=0,1,2,...).

Variante 1: Intervallmethode

Variante 2: (Uber die Exponentialverteilung)
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Diskrete und stetige Zufallsvariablen
Erzeugung POISSON—verteilter

Zufallsvariablen (2)

Satz

Es seien Yj, ..., Yx unabhangige exponentialverteilte
k

ZufallsgroBen und Y := Y~ Y;, Dann gilt fur die Dichte der
=1

=

Zufallsvariable Y(¥:

N k—1 Y .
Sy e ,falls y > 0;
froo(y) = &V
0 , sonst.

Diese Funktion ist die Dichte der ERLANG—Verteilung mit
Parametern (k, \).
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Diskrete und stetige Zufallsvariablen
Erzeugung POISSON—verteilter
Zufallsvariablen (3)

Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels vollstandiger
Induktion. Es sei y > 0.

IA: YO =Yy ~ Exp(\) = Erl(1,))
IV: Es sei die Aussage fur k gultig.
IS: Wir zeigen sie fur k + 1. Es qilt:

yk+1) — y(k) 4 Yii1.

Bestimmen die Dichtefunktion fy«.1 mittels Faltung der
Dichtefunktionen fy« und fy).
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Diskrete und stetige Zufallsvariablen
Erzeugung POISSON—verteilten
Zufallsvariablen (4)

Zum Beweis des Satzes:

fywey(y) = /fY(k>(X)'fy<1>(y—X)dX

K
A ! L xk1 e X\ e—)\~(y—x) dx

0

y
= /(k—1)

0

y

k+1 _ —\-

— /(21)!.x" T\ dx

0

y
k+1 _ _ _

- (l/<\ me /\y/xk Tax = 2 win M yke™V
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16. Grundlagen der Simulation Diskrete und stetige Zufallsvariablen

Erzeugung einer POISSON—Verteilten

Zufallsvariable (5)

Satz

Sind Y; (i € N) unabhangige, exponentialverteilte ZufallsgréBen
(Y; ~EX()), i € N), so ist die wie folgt definierte Zufallsvariable
Y PoissON—verteilt mit Parameter \:

k+1
Y = inf{k: d V> 1} ~ Poi()).
i=1

Es gilt also:
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Diskrete und stetige Zufallsvariablen
Erzeugung einer POISSON—Verteilten

Zufallsvariable (6)

Beweis. Es gilt:
k+1

k
P(Y=kK = PO _Yi<1> Yi>1)
i=1 i=1

k k
= P(ZYISLYk+1>1_ZYi)
i=1 i=1
1
_ /P(Yk+1>1—T|T:t)fT(t)dt
0

1
_ / P(Yer1 > 1 — )fr(t) at
0
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Diskrete und stetige Zufallsvariablen
Erzeugung einer POISSON—Verteilten
Zufallsvariable (7)

Da T = Y® = 5% Y, Erlang-verteilt ist, folgt

1 A(1-1) Nt
P(Y = k) = A=, A
( ) /oe C 1)!2‘ e ' dt

= eAA"f t dt
a o (k—1)

2 X
Kl

= e
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Diskrete und stetige Zufallsvariablen
Erzeugung einer geometrisch verteilten
Zufallsvariable

Variante 1: Intervallmethode

Variante 2: Zur Erzeugung einer geometrisch verteilten
Zufallsvariablen X ~ Geo(p) seien Y; ~ Bi(1, p) Bernoulli
verteilte Zufallsvariablen und

X=min{n:Y,=1}

Variante 3: Sei Y ~ Exp(\), d.h. F(y) =1 — e . Die
Zufallsvariable | Y] + 1 ist geometrisch verteilt mit p = 1 — e,
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Diskrete und stetige Zufallsvariablen
Erzeugung einer geometrisch verteilten
Zufallsvariable (2)

Beweis: Es gilt:

P(lY|=k) = P(k<Y<k+1)
— F(k+1)— F(k)
- (1 - e—A(k—H)) . (1 . e—)\k)

= eM(1-e)=(1-p)fp
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16. Grundlagen der Simulation Kompositionsmethode
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16.8 Kompositionsmethode

Sei F eine Linearkombination von mehreren
Verteilungsfunktionen F;,

Algorithmus:
Erzeuge gleichverteilte Zufallszahl U,
falls U € [S1] ¢, 3°)_; ¢j) simuliere aus F;.

Es folgen zwei Beispiele.
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16. Grundlagen der Simulation Kompositionsmethode

Kompositionsmethode (2)

Kontaminierte Normalverteilung

Fx) = (1— o (E—1) + e (X2

(o] 02
Doppelexponential (Laplace)
Xi ~ exp(})
Xi falls U<}
X pum—
— X falls U>1
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16. Grundlagen der Simulation Verwerfungsmethode
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16.9 Verwerfungsmethode

oder Akzeptanzmethode oder Accept-Reject Sampling

F habe Dichte f, aber die Zufallszahlen seien schwierig direkt
Zu erzeugen.

Erzeugung von Zufallszahlen mit der Dichte g sei “leicht”.

f(x
M = sgp% < 00
Algorithmus:
1. Simuliere U ~ R(0, 1)
2. Simuliere Y ~ g
3. Akzeptiere X = Y, falls U < 75} sonst gehe nach 1.

(neuer Versuch)
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Verwerfungsmethode (2)

Berechnen die Wahrscheinlichkeit, dass eine Zufallszahl
akzeptiert wird, U~ R(0,1),Y ~ g:

P(Yakzeptiert) = P<U§ 1@)

Mg(Y)
= [P(Us iy =) sy
1 f(y) 1
Ma(y) W) dy =4

(Integration Uber den Definitionsbereich von Y)
Im Mittel mUssen also M Zufallszahlen Y erzeugt werden.
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16. Grundlagen der Simulation Verwerfungsmethode

Verwerfungsmethode (3)
Die Methode ist korrekt, denn:

X
P(X < x|Yakzept.) = / P(X =Y = y|Yakzept.)g(y) dy

_[* P(Yakzept.,Y=y)
B /_oo P(Yakzept.) 9ly) dy

11y
= P(U - Mg(y)> a(y)dy
P(Yakzept.)
_ 1 1Yy)
= M 7OOMWQ(Y) ay
= F(x).
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Verwerfungsmethode (4)

Simulation einer Standardnormal

f(x) = Le—x2/2

Ver
g(x) = %e"" (Doppelexp)

(Normal)

f(x) \/E —x2/2+|x]
sup—— = su —e
xp g(x) Xp Q
_ \Esup p(—x2+2lx|—1+1)/2
™ x
= \/geV2 sup e 1 = \/ge”2 ~ 1.315.
™ Xx,x>0 m
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Verwerfungsmethode (5)

07

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

X
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16. Grundlagen der Simulation Verwerfungsmethode

Verwerfungsmethode (6)
Anwendung: Der Ziggurat-Algorithmus

Sei f die zu simulierende Verteilung, z.B. f=Normaldichte. Wir
simulieren der Einfachheit halber nur den positiven Teil.

Idee ist, die Flache unter der Dichte (mdglichst knapp) zu
Uberdecken durch Rechtecke. Dann wird ein zufalliger Punkt in
dieser Uberdeckung generiert, und wenn er in der Flache liegt
akzeptiert, sonst nicht.
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Der Ziggurat-Algorithmus

Vorbereitungen flr den Ziggurat-Algorithmus

Sei n die Anzahl der Streifen. Dann werden die zur x-Achse
parallelen Streifen sukzessive so definiert, dass die
Flacheninhalte der Rechtecke und der Flacheninhalt des
Basistreifens unter der Kurve jeweils gleich v sind. (v ist noch
zu bestimmen!)

Der Flacheninhalt des Basistreifens (der durch die x-Achse, die
Parallele y = y, = f(x,) und den Tail von f begrenzt ist. ) bzw.
der der Rechtecke ist (r = x,,_1)

v = rf(r) + /OO f(tydt bzw. v = Xx1(f(xip1) — f(X)).
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16. Grundlagen der Simulation Verwerfungsmethode

Der Ziggurat-Algorithmus

Vorbereitungen fur den Ziggurat-Algorithmus, 2
Zu bestimmen sind v sowie die Punkte x;, i = 255, ...,0. Dies

geschieht rekursiv, indem man r = xo55 geschickt rat, den Algorithmus
laufen lasst, und (hoffentlich) mit xo ~ 0 endet.
Algorithmus zur Bestimmung der x;:

@ 1. Rate r. Bei n = 256 etwa r = 3.5. Das bekommt man etwa,
wenn man die Flcheninhalte v = vg5+ etwa auf ﬁ setzt.

@ 2. forfromn—1to0dox;=f"(35 +f(xi1))
@ 3. Wenn xg ~ 0 nehme die berechneten x; return

@ 4. Aktualisiere r und gehe zu 1. Wenn xp > 0 so r verkleinern (v
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Verwerfungsmethode
Ziggurat-Algorithmus

@ 1. Wahle eine zufallige ganze Zahl i, 1 <i<n+1

@ 2.Sei U~ R(0,1) undx = Ux;

@ 3. Wenn x < x;_ so akzeptiere x, return
Wenn i = n+ 1 gehe nach 6. (der unterste Streifen)

@ 4.Sei V~R0,1) undy=y,+ V(yi_1 — Y-

@ 5. Berechne f(x), Wenn f(x) > y akzeptiere x, return
sonst gehe nach 1. zurilick.

@ 6. Jetzt ist nur noch eine Beobachtung aus dem Tail der
Verteilung, x > x, =: r zu generieren. Dazu wird die
Akzeptanzmethode verwendet.
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16. Grundlagen der Simulation Verwerfungsmethode

Ziggurat-Algorithmus

Anmerkungen

@ zu 1. Hier wird der Streifen ausgewahlt. Je gréBer n, desto
schmaler die Streifen, und desto knapper die Uberdeckung von f,
und desto mehr Zufallszahlen werden akzeptiert. (Marsaglia:
n=255)

@ Die Werte von (x;, y;) sind in einer Tabelle abzuspeichern.

@ zu 3. Wenn x < x;_ so liegt der Punkt (x, y) sicher in der
Flache unterhalb 7.

@ zu 5. Wenn f(x) > y dann liegt der Punkt (x, y) in der
Flache unterhalb f.
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Ziggurat-Algorithmus

Der Fall des Basisstreifens (i = n+ 1), f Standardnormal
Zu generieren ist eine Beobachtung aus dem Tail der Verteilung

f (normal). Die bedingte Dichte ist dann f/(1 — &(r)).
Proposal Verteilung sei verschobene Exponential, z.B.
g(x) =re="*=" x > r. (bei n = 256 ist r ~ 3.65.)

f(x)/(1 —&(r)) 1 R
M = su = su ezt T
g o (1 — o(n)v2nr
_ 6_% —s(x®=2mx+r?) _ e_%
= sup e 2
(1= o(N))V2rr or (1 — o(n))v2nr
~ 1.06

(Das ist die Version von Marsaglia)
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16. Grundlagen der Simulation Verwerfungsmethode

Akzeptanzmethode fir den Basisstreifen
@ Erzeuge U ~ R(0,1)
@ Erzeuge V ~ g,d.h. V=r—- "% und Vi ~ R(0,1).

@ Akzeptiere falls

1IV) 1 pe-sv-r
U< M )—MMe gdw.
1 2
—InU > E(V—r) gdw
2
2(~InU) > ( '”rm) dw
2Y > X2,

wobei Y ~ Exp(1), X ~ 1Exp(1).
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16. Grundlagen der Simulation Korrelierte ZufallsgroBen

Inhalt

16.1 Einflhrung

16.2 Erzeugung von Zufallszahlen
16.3 Statistische Tests

16.4 Test auf Gleichverteilung
16.5 Test auf Unabhangigkeit
16.6 Erzeugung diskreter und stetiger Zufallsvariablen
16.8 Kompositionsmethode

16.9 Verwerfungsmethode

16.10 Korrelierte Zufallsgréf3en
16.11 Importance Sampling

16.12 Erganzungen
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Korrelierte ZufallsgroBen
16.10 Erzeugung von korrelierten

Zufallsgrof3en

Es seien X und Y zwei unabhangige, standardisierte
ZufallsgréBen (X, Y ~ (0, 1)). Wir definieren zwei weitere
ZufallsgroBen X* und Y* wie folgt:

X =X

Y* = o0- X+V/1-0%Y (0 €[0,1)])
Beh.: p ist der gewilinschte Korrelationskoeffizient zwischen X*
und Y™ (s. Abschnitt Korrelation).
Ist o = 1, dann gilt Y* = X* = X, d.h. die beiden Zufallsgré3en
sind identisch. Wird ¢ = 0 gewahlt, so sind beide
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16. Grundlagen der Simulation 16.11 Importance Sampling

Inhalt

16.1 Einflhrung

16.2 Erzeugung von Zufallszahlen
16.3 Statistische Tests

16.4 Test auf Gleichverteilung
16.5 Test auf Unabhangigkeit
16.6 Erzeugung diskreter und stetiger Zufallsvariablen
16.8 Kompositionsmethode

16.9 Verwerfungsmethode

16.10 Korrelierte Zufallsgréf3en
16.11 Importance Sampling

16.12 Erganzungen
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16. Grundlagen der Simulation 16.11 Importance Sampling

16.11 Importance Sampling
Ziel: Berechnung (Schatzung) von Integralen

| = / h(x
wobei f eine Dichte ist.
1. Methode: Monte Carlo
Simulieren Realisierungen xi, ..., X, aus einer Population mit

Dichte f.
Schatzen den Erwartungswert / durch das arithmetische Mittel

P
I:E;h(x,-)
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16. Grundlagen der Simulation 16.11 Importance Sampling

Berechnung (Schatzung) von Integralen (2)

Aber, was wenn Simulation von f schwer ist?

2. Methode: Importance Sampling

Suchen uns eine Dichte g, die “leicht” zu simulieren ist. Dann
wird

_ f(x)
= /h(x)ﬁg(x) ax

geschatzt durch

A 1 L . f(X,‘)
"= 0 2 Mg
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16.11 Importance Sampling
Berechnung (Schatzung) von Integralen (3)

Problem: /; kann unendliche Varianz haben
Lésung: g “nahe” f (dann der Quotient nahe 1) und g “dickere

Tails als f, der Quotient ist dann in den Tails < 1.
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16. Grundlagen der Simulation Erganzungen

Inhalt

16.1 Einflhrung

16.2 Erzeugung von Zufallszahlen
16.3 Statistische Tests

16.4 Test auf Gleichverteilung
16.5 Test auf Unabhangigkeit
16.6 Erzeugung diskreter und stetiger Zufallsvariablen
16.8 Kompositionsmethode

16.9 Verwerfungsmethode

16.10 Korrelierte Zufallsgréf3en
16.11 Importance Sampling

16.12 Erganzungen
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Das Buffonsche Nadelproblem (1777)

In der Ebene seien zwei parallele Geraden im Abstand a
gezogen.

Auf die Ebene wird zufallig eine Nadel der Lange I, (/< a)
geworfen.

Frage: Wie grof3 ist die Wkt., daf3 die Nadel eine der Geraden
schneidet?

Was heif3t Nadel zufallig werfen?

X: Abstand des Nadelmittelpunkts von der nachstgelegenen
Geraden, 0 < X < 2.

¢: Winkel zwischen Nadel und Geraden, 0 < ¢ < 7.
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Das Buffonsche Nadelproblem (2)

Nadel zufallig werfen:
X ~ R(0, g), ¢ ~ R(0, 7).
Wann schneidet die Nadel eine Parallele? gdw.
X < ésin 0] gdw.

der Punkt (¢, X) unterhalb des Sinusbogens liegt.

Flache unterhalb des Sinusbogens
Flache des Rechtecks|0, 7|x[0,

o £singdg _ 2

ma

P pu—

’ﬂ' .

NI
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Das Buffonsche Nadelproblem (3)

Insbesondere: a = 2/:
P =

1

-
Schatzung fur =:

#Widrfe

#Treffer

T =
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Simulation einer Markov’schen Kette

gegeben: Zustandsraum: S = {1,2,...}
Anfangsverteilung: {p};=12., (p§ =0)
Ubergangsmatrix:
(P/'/') 2.
j=1,2,...

1. Schritt: Erzeuge eine Pseudozufallszahl Uy. Falls

i

i1
dpi<Uy<> Py
k=0 k=0

so starte im Zustand “i”.
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Simulation einer Markov’schen Kette (2)

n-ter Schritt: Im n — 1ten Schritt sei der Zustand “i” erreicht

worden. Erzeuge eine Pseudozufallszahl U,. Falls

j—1 j
Zpik <U,< Zpik
k=0 k=0

so gehe in den Zustand j”.
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16. Grundlagen der Simulation Erganzungen

*Simulation von auf der Kugeloberflache

gleichverteilten Zufallsvariablen
Satz: Seien X; ~ N(0,1),i.i.d. i=1,...,n, und

Xi .
Y":ﬁlv i=1,...,n,
wobei .
R => X7
i=1
Dann gilt

Y; ~ R(K?(0,1)),

wobei K©(0, 1) die Oberlache der n-dimensionalen
Einheitskugel ist.
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16. Grundlagen der Simulation Erganzungen

*Simulation von auf der Kugeloberflache

gleichverteilten Zufallsvariablen

Sei K,_1(0, 1) die n — 1 dim. Einheitsvollkugel. Wir betrachten
die Transformation

G:R"™"xRT = K, 1(0,1) x RF

X2

> = —

Y r

Xn

Yn = P
r = r
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*Simulation von auf der Kugeloberflache

gleichverteilten Zufallsvariablen

Diese Abbildung ist injektiv und es gilt fir G':

Xo = [I-)o
Xn = r . yn
r = r
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*Simulation von auf der Kugeloberflache

gleichverteilten Zufallsvariablen

Die Jacobi-Matrix ist

r 0 ...0 y
0O r ...0 ys
g OG ' (Vo,...,¥n, 1) _
. a(y27"‘7.yn7r)
0 0 ...ty
00 ...0 1

Also: detJ = r™1.

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 803



*Simulation von auf der Kugeloberflache

gleichverteilten Zufallsvariablen

Die gemeinsame Dichte von (Y, R) = (Y1, Yo, ..., Yn, R) ist
Ner(Yi, . Yo, I) =

fx.m(rys, G_1(Y2, ..., Yn,r))detd, Y%Z =1- Zg-yjz

0 sonst
1 I/ 2 _ 1 n-1 2
_ Jepll=e = ==
0, sonst
ez falls y2=1-3 1y
= (et Y= =]
0 sonst
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*Simulation von auf der Kugeloberflache

gleichverteilten Zufallsvariablen
Die Zufallsvektoren (Y, ..., Y,) und R sind also unabhangig

und wegen
6722 o1 B rnqeié r(g) =f,(r) 1
(2r)7/2 2:7'1(3) 2rz "7 Agopn)
ist

R~xn und Y~ R(K°(0,1))

mit der Dichte ——, wobei

AK,?(OJ)
o2
Ago = ——
n(0,1) r(2)

die Flache der n-dimensionalen Einheitskugel ist.
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*Simulation von auf der Kugeloberflache

gleichverteilten Zufallsvariablen

Bem.: Die Flache der n-dimensionalen Kugeloberflache ist, vgl.
Fichtenholz 3, S.389,

o2

Axowon = @'

n—1

n=2. 2rr
n=3: 4nr? (re) =

n=4: 4r?r
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17. Markov’sche Ketten

Beispiele

Irrfahrten (auf der Geraden, der Ebene, im Raum)
Ruin des Spielers

Markov Chain Monte Carlo (z.B. Simulated Annealing)

Fragestellungen

Ruckkehr-, Absorptionswahrscheinlichkeiten
Erste Riuckkehr

Stationare Verteilungen
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17. Markov’sche Ketten Definitionen

@ 17.1 Definitionen und einfache Zusammenhange
@ 17.2 Klassifikation der Zustande

@ 17.3 Rekurrente und transiente Zustande

@ 17.4 Grenzverteilungen
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17. Markov’sche Ketten Definitionen

17.1 Definitionen und einfache
Zusammenhange

{ Xt }ter: Famile von ZufallsgroBen.

T total geordnete Menge (mit kleinstem Element f).
T endlich, 0.B.d.A. T ={0,1,2,...,k} oder

T abzahlber, 0.B.d.A. T € {0,1,2,...} =N

Wir betrachten ein System, das aus einem Anfangszustand fir
t = fp schrittweise Ubergeht in Zustande fir t = t;, t = b, . . ..

Menge der Zusténde: Zustandsraum S,

S={1,2,...,m}oder S =N oder S =Z.

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 809



Definitionen (2)

FUr jedes t wird der (aktuelle) Zustand durch eine
Zufallsvariable X; beschrieben,

P(X; € S) =1, Fi(x) := P(X; < x)
Eine Familie { X;}:cr ZufallsgréBen
hei3t MARKOV’sche Kette, falls gilt:

P(Xeer = I Xe = i, X1 = i1, .., Xo = o) =
P(Xeer = j| Xe = i) = pf).

Die Anfangsverteilung der MARKOV-Kette bezeichnen wir mit
PO = P(X = i).
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Definitionen (3)

Bem.: Wir stellen uns also vor, dass wir, beginnend im Zustand
io, Uber die Zustande iy, . .., i;_4 in den Zustand i gelangt sind
und nun in einen weiteren Zustand Ubergehen wollen. Eine
Familie von ZufallsgroBen ist eine MARKOV’sche Kette, wenn far
den Ubergang in diesen Zustand nur der unmittelbar
vorangegangene Zustand, also der Zustand i, relevant ist.
(Markov-Eigenschaft)
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Definitionen (4)

Def. (homogene Markov-Kette)

Eine MARKOV-Kette heif3t homogen, wenn fur alle /,j € S und
fiiralle ¢ € T gilt, daB p{ = p;, d.h. wenn die
Ubergangswahrscheinlichkeiten unabhangig vom jeweiligen
Schritt ¢ sind.

p; heil3t Ubergangswahrscheinlichkeit vom Zustand i in den
Zustand j.

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 812



Definitionen (4)

Die Matrix M = (pj)i jes,

P11 P12 P13
M — P21 P22 P23 7
P31 P32 P33

heiBt Ubergangsmatrix, falls

p;>0, VijeSund ) pj=1 VieS,
jes
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Definitionen (5)

Wir werden ausschlieBlich homogene MARKOV-Ketten
betrachten.

Es sei {X;}:1 eine solche homogene MARKOV-Kette. Wir
definieren:

pi(n) := P(Xmin = j| Xm = i).
Das ist die Wahrscheinlichkeit, da3 man nach n Schritten aus

dem Zustand 7 in den Zustand j gelangt. Da die Kette homogen
ist, gilt:

pi() = P(Xo = j| Xo = i)
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Einfache Zusammenhange (1)

Wie kann man die Matrix fiir die Wahrscheinlichkeiten p;(n) aus
der (Ein—Schritt—)-Ubergangsmatrix”’berechnen?

1 fallsi=j;
pi(0) =

0 sonst.
pi(1) = pj
pi(2) = P(Xz=j[Xo=1)
= Y P(Xo=j,Xi =k|Xo=i)

keS
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17. Markov’sche Ketten Definitionen

Einfache Zusammenhange (2)

Wenden die Formel der Totalen Wkt. an,
@ A ={X; =i}, flralleie S,denn: | A =Qund

ieS
ANA =0, farallei,je Smiti#j;

Pi(2) = Y POe=]1X =k Xo=1i): P(X =kl Xo =)

keS

= > P(Xe=jlXi =k)- P(X; = k| Xo = i)
keS

= > Py Pk = (M?);
keS
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Einfache Zusammenhange (3)

Rekursion von Chapman—Kolmogorov

M, = W
pi(n) = > pk(n—m)-py(m)
keS
= > pk(n—=1)-pg, (m=1).
keS
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17. Markov’sche Ketten Definitionen

Einfache Zusammenhange (4)
Folgerung

P(Xo =)= py(n) - p}.
k
Beweis: Es gilt:
PXo=1) = D P(Xa=Jj,Xo=k)
k
= 3" P(Xy = jIXo = k) - P(Xo = K)
k
= > Pq(n) - PR
p; = P(Xn =J), p’ = ([13(1,,02,...)

_ M . no T _ pOT M
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Beispiele

Ein-Prozessorsystem mit einer /O—Einheit

S={1,2}

1: Programmstatus, in dem sich das System befindet, wenn es
ein Programm abarbeitet (Prozessor aktiv)

2: /0O—Status, der dann angenommen wird, wenn die
I/O—Einheit aktiviert wird.

FUr jeden Schritt n, den das System macht, definieren wir eine

ZufallsgréBe X,, X, =1i,i € S.
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17. Markov’sche Ketten Definitionen

Ein-Prozessorsystem (2)

X,=1 = X,.4 =1, mit Wahrscheinlichkeit 1 — p

X,=1 = X,.1 =2, mit Wahrscheinlichkeit p

Xn=2 = X,.1 =1, mit Wahrscheinlichkeit 1

X,=2 = X,.1 =2, mit Wahrscheinlichkeit 0
Ubergangsmatrix:
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Ein-Prozessorsystem (3)

Anfangsverteilung pfo) =P(Xo =1):
° pﬁo) =1, d.h. die erste Aktion ist mit Wahrscheinlichkeit Eins
die Ausfihrung eines Programms;

o pi” =0, d.h. die erste Aktion ist mit Wahrscheinlichkeit Null
die Aktivierung der I/O—Einheit.

M, — ((1 —p)?*+p p(l p))
1-p p
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17. Markov’sche Ketten Klassifikation

@ 17.1 Definitionen und einfache Zusammenhange
@ 17.2 Klassifikation der Zustande

@ 17.3 Rekurrente und transiente Zustande

@ 17.4 Grenzverteilungen
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17.2 Klassifikation der Zustande

Def (Erreichbarkeit)
Ein Zustand j heil3t vom Zustand / aus erreichbar, wenn es eine

Zahl n gibt, so daf3 gilt: p;(n) > 0.

Bez.:i — .

Def. (Kommunikation)

Zwei Zustande i/ und j kommunizieren, wenn gilt: i — j und

j — i. Wir schreiben dann: j «— J.
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17. Markov’sche Ketten Klassifikation

Klassifikation der Zustande
Die Relation ,«—" ist eine Aquivalenzrelation:
@ Sie ist reflexiv. Es gilt: i «<— i wegen p;(0) = 1.
@ Sie ist symmetrisch. [+ jgdw. j < i.
© Sie ist transitiv. Es gelte i +— jund j +— k.
D.h. es existieren Zahlen m, n > 0, so dass gilt:

pj(m) >0, px(n) > 0.

Dann folgt aus Chapman—Kolmogorov

pik(m+ n) Z pi(m) - pw(n

leS

> pj(m) - px(n) > 0.
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Klassifikation der Zustande

Nach m + n Schritten erreicht man folglich vom Zustand i/ aus
den Zustand k. Es gilt also: i — k. Mit Hilfe der
Symmetrieeigenschaft der Relation ,«—“, angewendet auf die
Voraussetzung, folgt k — |.

Folgerung
Es sei S der Zustandsraum einer MARKOV’schen Kette. Es gibt
eine Zerlegung von S in Aquivalenzklassen bzgl. der Relation

7 a
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Klassifikation der Zustande

Die kommunizierenden Zustande lassen sich weiter unterteilen.

Def. (wesentliche und unwesentliche Zustande)
Gibt es flr einen Zustand i einen Zustand j und eine Zahl n > 0,

so dass
p;(n) > 0, aber p;j(m) =0, VmeN

gilt, so heif3t i unwesentlicher oder auch

vorUbergehender Zustand.
Andernfalls heif3t i wesentlicher Zustand.
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17. Markov’sche Ketten Klassifikation

Klassifikation der Zustande

Beispiel
Wir betrachten den Zustandsraum S = {1,2, 3,4}

und eine MARKOV- Kette mit der Ubergangsmatrix

o
o

o O n=

o O N
= = O =
= = =

0

Zustande 1 und 2: unwesentlich. Fiir den Zustand 1 existiert der
Zustand 3, fur den gilt, daB p13(1) = % > 0 ist. Eine Zahl m, flr die
p31(m) > 0 ex. nicht.
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Klassifikation der Zustande

Fortsetzung des Beispiels

Die Zustande 3 und 4 sind dagegen wesentlich.

An der Matrix M (vgl. folgende Folie) kann man die Klassen
ablesen.

Die Elemente des Zustandsraumes sind in hier bereits so sortiert, daf
die unwesentlichen Zustande vorn stehen. In der Matrix stehen in den
ersten beiden Spalten im unteren Bereich nur noch Nullen. Sie zeigen
an, daf3 man aus den durch die Zeilennummern bezeichneten
Zustanden nicht mehr in die Zustande, die durch die betreffenden

Spaltennummern gekennzeichnet werden, zuriickkehren kann.
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17. Markov’sche Ketten Klassifikation

Klassifikation der Zustande

Ubergangsmatrix, geordnet

Zustande unwesentliche wesentliche
So S; Sk
unwesentlich
wesentlich 0..0 0.0 0.0
0..0 0..0 0..0
0..0 0.0 0..0

S; die Zustandsklassen, in die der Zustandsraum S bzgl. der

Aquivalenzrelation ,«—" zerlegt werden kann.
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Klassifikation der Zustande

So ist die Klasse der unwesentlichen Zustande, die S; (i > 1)
sind die Klassen der wesentlichen Zustande.

Man sieht, dass Ubergénge nur innerhalb einer Zustandsklasse
moglich sind.

Def. (absorbierender Zustand)

Besteht eine Aquivalenzklasse s; bzgl. ,«—" nur aus einem
einzigen Zustand (s; = {ji}), so heiBt dieser Zustand
absorbierender Zustand.
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Klassifikation der Markov-Kette

Def. (Irreduzibilitat)
Eine MARKOV’sche Kette heif3t irreduzibel oder unzerlegbar,

wenn der Zustandsraum S aus genau einer Klasse wesentlicher
Zustande besteht.

S=1{1,2}, Ubergangsmatrix:

10 10
M= M, = =M, vn>1.
10 10

{X:} ist reduzibel! Zustand 1 ist absorbierend!
Zustand 2 ist unwesentlich.

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 831



17. Markov’sche Ketten Klassifikation

Beispiel einer irreduziblen MK
Sei S={1,2,3}, Ubergangsmatrix:

1 1

3 3 0

M= | 1 1 1

2 4 4

1 2

0 3 35
103 1
2 8 8
M,=M?>= |3 19 11
8 48 48
11119
6 36 36

pi(2) >0 Vi,jeS. {X:}istirreduzibell
Alle Zustande kommunizieren miteinander.
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17. Markov’sche Ketten Rekurrente und transiente Zustéande
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@ 17.3 Rekurrente und transiente Zustande
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17. Markov’sche Ketten Rekurrente und transiente Zustéande

17.3 Rekurrente und transiente Zustande
Sei i fest und

fi(n):P(Xn:i,Xn_1 #i,...,X1 #I,XO:[)

die Wahrscheinlichkeit, dass nach n Schritten erstmalig wieder
der Zustand i erreicht wird. Es gilt:

fi(0) :=0und (1) = p;.
By: Ereignis, erstmals nach k Schritten wieder in i.
B ={Xk=0i,X, 41 Yw=1,... k—1|Xo =i}

B,.1 = {System befand sich wahrend der ersten n Schritte nie
im Zustand 7}.
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17. Markov’sche Ketten Rekurrente und transiente Zustéande

Rekurrente und transiente Zustande
Offenbar

n+1

U= BnB =0 (/).
=1
Dann gilt
pi(n) = P(X,=ilXo=1)

n+1

= Y P(X,=i|By) - P(Bx)
k=1

= D P K + PO = 1B)P(Br)

=0
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17. Markov’sche Ketten Rekurrente und transiente Zustéande

Rekurrente und transiente Zustande
Wegen P(X, = i|B,41) = 0 folgt

pii(n Zn:f, - pi(n — k) (n>1).
Damit 143t sich fi(k) :gllursiv berechnen:
i(0) = 0, (1) =pi
pi(2) = f£i(1)-pi(1)+ fi(2) - pi(0)
= Pi+1(2)
f(2) = pi(2)—p;  usw.
(pi(2) = Zpikpki > pg).
k
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17. Markov’sche Ketten Rekurrente und transiente Zustéande

Rekurrente und transiente Zustande

Wir bezeichnen mit .
Fri=>" ()
j=1

die Wkt., dass man irgendwann in den Zustand i zurlickkehrt.

Def. (rekurrente und transiente Zustande)
Ein Zustand i € S heif3t rekurrent, wenn F; = 1 gilt. Ist dagegen
F; < 1, so heif3t er transient.
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Rekurrente und transiente Zustande
Rekurrente und transiente Zustande

Satz
Zustand i rekurrent = er wird unendlich oft erreicht mit Wkt. 1.

Zustand i transient = er kann hochstens endlich oft erreicht
werden.
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17. Markov’sche Ketten Rekurrente und transiente Zustéande

Beweis des Satzes (1)

Sei ri(k) die Wkt., dass die MK mindestens k mal nach i
zurlckkehrt.

o0

ri(k) = Z P(k-1 mal zurtick|erstmals nach n Schritten zurtick)
n=1

P(erstmals nach n Schritten zurlick)

= i ri(k — 1)fi(n)

— k= 1) hn) = ik~ 1F
= ri(k) = Ff _
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Rekurrente und transiente Zustande
Beweis des Satzes (2)

Ist i rekurrent, also F; =1, dann ri(k) =1 Vk € N.
Sei i transient, d.h. F; < 1.
Sei Z; die Anzahl der Besuche in i.

P(Z = K) = F{(1 - F)

geometrische Verteilung mit Parameter (1 — F;).
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17. Markov’sche Ketten Rekurrente und transiente Zustéande

Rekurrente und transiente Zustande
Satz

Ein Zustand /i ist genau dann rekurrent, wenn gilt: > p;(n) = oc.
n=0

Er ist genau dann transient, wenn > pj;(n) < oo ist.
n=0

Beweis: (fUr einen anderen Beweis siehe z.B. Mathar/Pfeifer,

Satz 3.2.1) O
Erinnerung:

pi(n Zf pi(n—k)  (n=1)

Multiplizieren diese Gleichung mit z” und summieren Gber n:
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17. Markov’sche Ketten Rekurrente und transiente Zustéande

Beweis des Satzes (1)
Es gilt Pi(z) :=

+Zn(f,'(1) . p,-,-(n — 1) + ...+ f,(n) . ,D,,(O)) + ...
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17. Markov’sche Ketten Rekurrente und transiente Zustéande

Beweis des Satzes (2)
Es gilt

P(2) - zn(1)(1+yiz”pﬁ(v))
+22£(2) (1 T i z”p,-,-(u)> i
+2(n <1+Zzp,, ) e

_ i;z”f/(u)-(1+P,-(z))

— F(2)- (14 P(2))
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17. Markov’sche Ketten Rekurrente und transiente Zustéande

Beweis des Satzes (3)

wobei .
=> 2'fi(v)
v=1
Die Fkt. Fi(z) und P;(z) sind analytisch fur |z| < 1.

Pi(z) Fi(2)
Ty 2 RGO e ey 7 =

lim F(z) = F(1)=Fi = i fi(v)

Fi(z) =

Zz—1

ist die Wkt. flir eine Rickkehr nach i. Sei

lim P;(z P,_Zp,, —

z—1
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Rekurrente und transiente Zustande
Beweis des Satzes (4)

Daraus folgt

o Pi(z)
Fi=lIm e =
d.h. i ist rekurrent.
Sei umgekehrt F; = 1. Dann folgt
P, — lim Py(2) — 1 _
T Y T TimL Fi(z)

Der zweite Teil des Satzes ist die Kontraposition des ersten
Teils.
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17. Markov’sche Ketten Rekurrente und transiente Zustéande

Transiente und rekurrente Zustande

Folgerung

Sei i transient. dann
Pi

- 1+ P,"
d.h. F; kann mit Hilfe von P; ausgerechnet werden.

I:/

Diese beiden Aussagen kénnen zum Beweis des folgenden
Lemmas verwendet werden.

Lemma
Ist ein Zustand i rekurrent (transient) und kommuniziert er mit

einem Zustand j (i +— j), so ist auch der Zustand j rekurrent
(transient).
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17. Markov’sche Ketten Rekurrente und transiente Zustéande

Beweis des Lemmas, Rekurrente Zustande

1. Sei i rekurrent und i <— j. Dann existieren m, k > 0:
pii(k) > 0 und p;(m) > 0. Fiir alle n € N gilt:

pi(m+n+k) = Z (Z Pix: (M)Pwi(n ) py(K)
= ZP/‘/ m -+ n)p;(k)
> pi(m)pi(mpi(k) — (I=1).

Daraus folgt (da i rekurrent)

Zpljm+n+k >pjl plj Zpu =

n=1
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17. Markov’sche Ketten Rekurrente und transiente Zustéande

Beweis des Lemmas (2)

2. Sei i +— j. und i transient. Ang, j ware rekurrent, dann ware
nach 1. auch i rekurrent. Wid.

Folgerung

Eine irreduzible MARKOV’sche Kette mit endlich vielen
Zustanden hat nur rekurrente Zustande.

Beweis: Mindestens ein Zustand muf3 rekurrent sein. Da alle
Zustande miteinander kommunizieren, sind alle Zustande
rekurrent. O
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17. Markov’sche Ketten Rekurrente und transiente Zustéande

Random Walk, eindimensionaler Fall
Der Zustandsraum ist S = Z. Die
Ubergangswahrscheinlichkeiten sind

Piit1 = P
pii—1 = 1—-p
p; = 0, falls|i—j|#1.
D.h. Ubergange zwischen Zustanden, die einen Abstand

ungleich Eins zueinander haben, sind nicht mdglich. Die
Ubergangsmatrix M hat folgende Gestal:
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17. Markov’sche Ketten Rekurrente und transiente Zustéande

Random Walk, Fortsetzung

Offenbar kommunizieren alle Zustande miteinander. Ist somit
ein Zustand rekurrent, so sind es alle. Und umgekehrt.
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Rekurrente und transiente Zustande
Random Walk, Fortsetzung, 2

Es genulgt also zu untersuchen:

> Poo(n).

Dazu siehe den Abschnitt Irrfahrten!

S0 L Poo(n) = oo, wenn p = .
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Rekurrente und transiente Zustande
Random Walk, Fortsetzung, 3

Random Walk, zwei- und dreidimensionaler Fall
Im zweidimensionalen Fall haben wir in jedem Zustand vier

mogliche Ubergénge, denen die Wahrscheinlichkeiten py, ps, ps
und p, zugeordnet werden. Die Zustande sind rekurrent, wenn
pi = p2 = ps = ps =  gilt.

Im dreidimensionalen Fall sind in jedem Punkt im
dreidimensionalen ganzzahligen Gitter sechs Ubergange
moglich. Auch wenn p; = ... = pg = £, so sind alle Zusténde
transient.

Dazu siehe den Abschnitt Irrfahrten!

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 852



Rekurrente und transiente Zustande
Transiente Zustande

Sei jetzt der Zustand j Startzustand (fest) und
Y, = # Schritte bis zur ersten Rickkehr nach i
Y. = # Schritte bis zur zweiten Rlckkehr

Y = # Schritte bis zur k-ten Ruckkehr

P(Yi <o0)=F;

Yi=00= Yo=00,dh. {Y; =00} C{Yo =00}

= P(Y2 < ©|Y; < 0) = F;
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Rekurrente und transiente Zustande
Transiente Zustande

fj(y% <ZOO) = FD(YE <:oo|¥ﬁ <ZOO) -F’(Yﬁ <ZOO)

P(Yx <o0) = FF
Sei jetzt F; < 1.

Fi<l= Y P(Yx<o)=> Ff<oo
k=1 k=1
Folgerung

i transient = nach unendlich vielen Schritten tritt / hdchstens
endlich oft mit Wkt. 1 ein.
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Rekurrente und transiente Zustande
Transiente Zustande

Beweis: Nach dem Lemma von Borel-Cantelli gilt

> P(Ax) < 0o = P(limsupA,) = 0.

k=1
Mit Ak = {Yk < OO}, Bn = UanAk \L f0|gt

0 = P(limsup A,) = P(lim B,) = lim P(B,) = P(B)

B = {unendlich viele der A,k =1,2,... treten ein}

!
I

{endlich viele der A, k = 1,2, ... treten ein}

P(B) =1
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Rekurrente und transiente Zustande
Rekurrente Zustande

Folgerung
Sei jetzt i rekurrent, d.h. F; = 1. = i wird unendlich oft erreicht.

Beweis: Fur beliebiges k gilt: P(Yx < o0) = 1.
Y = # der Rlckkehren nach i bei unendlich vielen Schritten.

{Ye <o} = {Y >k}

P(Y = ) = lim P(Y > k) = lim P(Yi < 00) = 1.

k—o00 k—o0
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17. Markov’sche Ketten Grenzverteilungen

@ 17.1 Definitionen und einfache Zusammenhange
@ 17.2 Klassifikation der Zustande

@ 17.3 Rekurrente und transiente Zustande

@ 17.4 Grenzverteilungen

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 857



17.4 Grenzverteilungen

Def. (Periode)

Ein Zustand i heif3t periodisch mit der Periode d, falls d grof3ter
gemeinsamer Teiler aller der Zahlen n € Z™ ist, fur die p;(n) > 0
gilt. Ist d = 1, so heiBt der Zustand / aperiodisch. Falls fur alle
Zahlen n € Z* p;i(n) = 0 gilt, so setzen wir d := cc.

Satz
Es sei i € S ein periodischer Zustand mit Periode d.

Desweiteren kommuniziere er mit einem weiteren Zustand j
(i <— j). Dann hat auch der Zustand j die Periode d.
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17. Markov’sche Ketten Grenzverteilungen

Beweis des Satzes (1)

Sei i periodischer Zustand mit Periode d. Dann lassen sich alle
Zahlen k mit p;(k) > 0 durch k = ky - d, fur eine Zahl ko,
darstellen. Da die Zustande i und j miteinander kommunizieren,
existieren weitere Zahlen n und m, so daf3 gilt:

pi(n) > 0 und p;(m) > 0.

Nach CHAPMAN—KOLMOGOROV:

pi(n+m) = ZP// - pi(m

leS

= pj(n) - pi(m) >0
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Beweis des Satzes (2)

Folglich ist d Teiler der Summe n+ m.
Es gelte nun p;(r) > 0 fir ein gewisses r. Dann gilt:

p,-,-(n +m—+ r) = Z P:/ pls psi(m)

/,seS
> pj(n) - p(r) - pi(m)
> 0

Wir stellen also fest:

dteiltm+n+r .
= dteilt r.

dteilt m+n
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Beweis des Satzes (3)

Folglich ist der Zustand j periodisch mit Periode d’, wobei gilt:
d<d.

Da die Relation ,+~—" symmetrisch ist, gilt auch: j «— i. Mit der
gleichen Beweisfuhrung wie oben kénnen wir dann zeigen, daf3
gilt: @’ < d. Daraus folgt: Die Zustande / und j haben die gleiche
Periodenlange.
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Mittlere Ruckkehrzeit (1)

Es sei nun i € S ein rekurrenter Zustand. Wir betrachten die
folgende Zufallsgrof3e:

1 2 ... n
f(1) £(2) ... £n) ...

mittlere Ruckkehrzeit in den Zustand i

i = Zn- fi(n) =EY.
n=1

Def. (Nullrekurrenz, posive Rekurrenz)
Der Zustand i heif3t positiv rekurrent, falls p; < oco. Ist pj = oo, SO
nennen wir den Zustand / Null-rekurrent.
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Mittlere RUckkehrzeit (2)

Es qilt fir einen beliebigen Zustand i (ohne Beweis):
@ ;i < oo genau dann, wenn Jergo pii(n) > 0;
@ u; = oo genau dann, wenn n|I_>I’TC]o pii(n) = 0.
@ |Ist der Zustand i positiv rekurrent und aperiodisch, so gilt:

1

M im pi(n)’

Def. (Ergodische Markov-Kette)
Eine MARKOV-Kette { X} 1 heiBt ergodisch, falls der
Zustandsraum S nur aus positiv—rekurrenten und aperiodischen

Zustanden besteht.
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17. Markov’sche Ketten Grenzverteilungen

Stationare Verteilung und Ergodensatz

Def. (Stationare Verteilung)
p heil3t stationar, falls
p=Mp
Ergodensaiz
Eine homogene MARKOV-Kette { X;}i7 ist genau dann
irreduzibel und ergodisch, wenn fir alle Zustande i,j € S qilt:

pi = lim p;(n) > 0.

AuBBerdem gilt 1; = :7/_ und p; ist eindeutig bestimmt durch:

p = Zp,- -pj.  d.h.p ist stationar
i=1
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17. Markov’sche Ketten Grenzverteilungen

Stationare Verteilung
Stationare Verteilung
Die Grenzverteilung p = (py4, .. .) ist also stationdre oder

Finalverteilung. Die stationare Verteilung kann nach obiger
Gleichung ermittelt werden.

P1 P1

P2 P2
p= =M.

P P;
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17. Markov’sche Ketten Grenzverteilungen

Stationare Verteilung (2)

Also gilt: M7 - p = p = \ - p mit A = 1. Eigenwertgleichung fur
den Eigenwert 1. Der Vektor p ist Eigenvektor von M7 zum
Eigenwert 1.

Bem.: M und M’ haben dieselben Eigenwerte.

Folgerung

Sei M die Ubergangsmatrix einer MARKOV’schen Kette mit
endlich vielen Zustanden (in der Form, in der die
Aquivalenzklassen ablesbar sind) Dann gilt: Die Vielfachheit des
Eigenwertes 1 ist gleich der Anzahl der rekurrenten
Aquivalenzklassen.
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17. Markov’sche Ketten Grenzverteilungen

Stationare Verteilung, Beispiel

Beweis: Jede Teillilbergangsmatrix von Aquivalenzklassen hat
den einfachen Eigenwert 1 (Finalverteilung eindeutig!) a
Wir betrachten eine MARKOV’sche Kette tber S = {1,2, 3} mit
Ubergangsmatrix

O Hlw M=
O B= M=

Aquivalenzklassen: {1,2},{3}.
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Stationare Verteilung, Beispiel (Fortsetzung)

Wir ermitteln die Eigenwerte:

0 = det(M—\-))

n|—
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Stationare Verteilung, Beispiel (Fortsetz.,2)

Der erste Eigenwert: Ay = 1. Weiter:

0 = (z-N-G-N-3
1 3 3 3 1
=g N g A"A—z
N ‘/3+E e
23~ 87 V64 64
3 5
Yo = gtg" 4

Also: Eigenwerte: Ay = Ao =1 und \3 = —%. Der Eigenwert 1
hat folglich die Haufigkeit 2, und somit gibt es zwei rekurrente
Aquivalenzklassen.
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17. Markov’sche Ketten Grenzverteilungen

Stationare Verteilung uniform?
Folgerung: Sei die Markov-Kette endlich und irreduzibel. Falls

Y pi=) pj=1
j j

so sind die stationaren Verteilungen Gleichverteilungen.
Beweis: Es qilt fiir die stationére Verteilung (p1, ..., pn):

Y oppi = B=pY_P; Vi
i i

> (pi—p)p; = 0, insbesondere

i

Z(p’ - pfo)pi/o = 0, jo= mjinpj
i
Wegen (p; — pj,) > 0 folgt p, = p; Vi, d.h. p=1.

n

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 870



Ergodensatz

Veranschaulichung von lim p;(n) = pj = -

p;: Ruckkehrwahrscheinlichkeit in den Zustand ;.
;. Erwartete Anzahl der Schritte bis zur Rickkehr nach j
Y : Anzahl der Schritte bis zur Rickkehr nach j,

Y ~ Geo(pj) (etwa)

1
—EY = —
K D
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17. Markov’sche Ketten Grenzverteilungen

Ergodensatz

Veranschaulichung von lim pj;(n) = Nl
)

{X:}: homogene Markovsche Kette
Jj: rekurrenter Zustand, X, = j (j fest).

1, falls Xy =/
Y, — k=]
0, sonst.

P(Yx =1) = pj(k), EYk=pj(k)
Anzahl der Wiederkehrzeitpunkte im Zeitraum 1,... N

N
Z Y, = ky.
k=1
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17. Markov’sche Ketten Grenzverteilungen

Ergodensatz

Beobachtete mittlere Anzahl der Wiederkehrpunkte pro Schritt
(im Zeitraum 1,... N)

v gk ey gy,
N N N n=1 N n=1
1 N
= szjj(”)
n=1

Mittlere beobachtete Wiederkehrzeit im Zeitraum 1,... N

Ky M
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Ergodensatz

—
LS B e
N par lj N—oo 1]
Andererseits:
. 1 & 1
lim pj(n) = p = ;Pﬁ(”) TNooo P =
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17. Markov’sche Ketten Grenzverteilungen

Ergodensatz, Beispiel

Ein-Prozessorsystem mit mehreren E/A-Einheiten.

Ein Programm, das sich in der CPU befindet, geht mit Wkt. g; in
die I/0O-Einheit i/ Gber, oder endet (mit Wkt. qo) und macht Platz
flr ein neues Programm in der CPU.

Q G --- Qm

1 0 ... 0
M=

1 0 ... 0

Frage: Ist die zugehdrige Markov-Kette irreduzibel?
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Ergodensatz, Beispiel (2)

Ein-Prozessorsystem (Fortsetzung)

GB+>1q 99 .. GoQm
M, — M2 — Qo g - Qdm
Qo (o] s m

also p;j(2) > 0 Vi,j = X; irreduzibel.
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Ein-Prozessorsystem

Stationéare Verteilung

Ein-Prozessorsystem (Fortsetzung, 2)

m
o ToqQo + Y iq i o
U8 TogH T
M’ — =
Tm T0qm Tm
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17. Markov’sche Ketten Grenzverteilungen

Ein-Prozessorsystem

Stationéare Verteilung

Qomo +1—m = o
27‘(’0—C]07T0 = 1
7T0(2—(70) = 1
B 1
o= 2— Qo
mo= qui:2i7iqo’ i=1,....m
m m
1 qi 1 1—qo
;l 2 - Qo ;2—% 2—q 2—Qo
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Multiprozessorsystem

Multiprozessorsystem

Ein “Job” (oder ein Prozessor) greift zufallig auf bestimmte
Speichermodule zu.

Er wird bedient, wenn der angeforderte Speichermodul frei ist,
sonst muf3 er warten.

Die Zeit fur einen Speicherzugriff sei konstant und fir alle
Speichermodule gleich.

Neue Anforderungen beginnen sofort nach Abarbeitung der
alten.

m “Jobs”, n Speichermodule.
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Multiprozessorsystem

Multiprozessorsystem (2)

N;: Anzahl der “Jobs” (Wartenden) am Speichermodul M;
(Bedienplatze) (wartend oder in Arbeit), i=1,...,n

Zustandsraum

S={(Ny,No,....N,) € Z" : >, N; = m}

Bsp..m=n=2:S={(1,1),(0,2),(2,0)}
g1: Wkt., 1. Speichermodul wird angefordert
g-: Wkt., 2. Speichermodul wird angefordert
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Multiprozessorsystem (3)

Ubergangsmatrix

21q2 Q5 @?

M=1| g @ O
@ 0 g
Stationare Verteilung
™M = =«
21 G5 G
(m1,m2,m3) | q¢ @ O | = (m,m2,73)
@ 0 g

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 881



Multiprozessorsystem (4)

Stationare Verteilung (Fortsetz.)
T 2Q1Qe + T2Q1 + T3Q2 = T
7r1~q§+772~q2+7rg~0 = T2
7T1'q12+7T2-0+7T3-Q1 = T3

m+mt+mrg = 1

2
m g = m(1— Q) 1 _2‘72
)
= 1 G192
1+ 1 _|_1 T — 20102
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17. Markov’sche Ketten Grenzverteilungen

Multiprozessorsystem (5)
X : # erledigten Speicherplatz-Anforderungen pro Zyklus im
stationaren Zustand:

(X1(1,1)) = 2
(X](2,0)) = 1
(X1(0,2)) = 1

EX = 2'7T1—|—1'7T2+1'7T3
q: 95 1-q1q2
= (2+ - = —" =
( T—q 1 —672)7T1 1-2010

maximal moglicher Wert.

Njw
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17. Markov’sche Ketten Grenzverteilungen

Betriebssystem

Das Betriebssystem schalte zwischen den Zustanden:

1:
2:
3.

Benutzerprogramm aktiv
Scheduler aktiv
Operatorkommunikation aktiv

Nullprozess

0.90 0.04 0.05 0.01
0.94 0.00 0.05 0.01
0.85 0.10 0.04 0.01
0.75 0.00 0.05 0.20

 ist stationdre Verteilung. (UA)

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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0.041

0.05

0.012
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17. Markov’sche Ketten Klassische Beispiele

@ 17.1 Definitionen und einfache Zusammenhange
@ 17.2 Klassifikation der Zustande

@ 17.3 Rekurrente und transiente Zustande

@ 17.4 Grenzverteilungen
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17.5 Klassische Beispiele

Ruin des Spielers

Zwei Spieler werfen abwechselnd eine (nicht manipulierte)
Minze. Fallt Kopf, so erhalt Spieler A den vereinbarten Einsatz
(1 Euro) von Spieler B, anderenfalls erhalt Spieler B denselben
Einsatz von Spieler A. Zu Beginn des Spieles besitzt A a Euro
und B b Euro. Das Spiel wird solange fortgesetzt, bis einer der
beiden Spieler kein Geld mehr besitzt.
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17. Markov’sche Ketten Klassische Beispiele

Ruin des Spielers (Fortsetzung)
Zustande: S={0,1,... N}, N=a+b.

1 00O O --- 0
% 0 % O ---0 --- 0
- 0 % 0 % o0 - 0
0O00O0 ---0 %0 %
0O0O0O0---0 1

Frage: Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit des Ruins von
Spieler A bzw. B?
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Ruin des Spielers (Fortsetzung, 2)

Sei E; das Ereignis, daf3 ein Spieler, der genau i Euro besitzt,
ruiniert wird und sei p; = P(E;).

1. Die Ubergangswktn. sind

1
Pii+1 = Pii-1 = >

und offenbar ist pp = 1 und py = 0.
2. Satz der totalen Wkt.: Es gilt fir alle i/,i =0, ..., N:

pi = P(E) = P(EjUbergang nach i-1)-p;; 1 +
P(E;| Ubergang nach i+1) - p; i1
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17. Markov’sche Ketten Klassische Beispiele

Ruin des Spielers (Fortsetzung, 3)

Pi
Pi — Pi-1
Pi — Po

pi —1
Pi

Pn

d

§pl—1 2P:+1 Pi = Pi-1 Pi+1
Pit1 —pi=:d

Pi — Pi—1 + Pi—1 — Pi—2 +Pi—2 — + - — P
=d =d
+P1 — Po
=d
i-d
1+1i/-d, insbesondere
1+N-d
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17. Markov’sche Ketten Klassische Beispiele

Ruin des Spielers (Fortsetzung, 4)

3. _
4 1 a+b—i
Pi= a+b a+b

b a

Pa=avb P~ atb

4. a=b:pa=pp=1
a>>b:p,~0,pp~1.

3 Klassen von Zustanden:
T={1,...,N—1}: unwesentliche Zustande

Si = {0}, S, = {N}: absorbierende Zustande
T¢ .= 31 U 32

Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin

Stochastik flir Informatiker 890
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Ruin des Spielers (Fortsetzung, 5)

QR
M =
Q= (pji,jeT} P=(pj;i.je T
R:(p,-k;ie T,kE TC}

Ubergang von i € T nach k e T¢ einschrittig oder nach
Ubergéngen innerhalb von T und anschlieBendem Ubergang

Umordnung von M:

von T nach k.
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Ruin des Spielers (Fortsetzung, 6)

ui: Wkt. von i € T (irgendwann) nach k € T¢ zu kommen

Uk =Y Qiuk+ Pk, Q= pj

jeT
U= (U’k)ier,kerc
U = QU+ R, Rekursionsformel
U= (I1-Q7'R
Die Matrix (I — Q)~" existiert, falls T endlich!

Lit.: Resnick, S.l. Adventures in Stochastic Processes,
Birkhauser 1992.
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17. Markov’sche Ketten Klassische Beispiele

Ruin des Spielers (Fortsetzung, 7)

hier:

n—=

Wolfgang Kdssler

=
ol o

N =

=

(1-QU=R
0 0 U1o
0 0 Uoo
0 0 Usp
1 =3 [ unv2p

I UN—1,0

Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin

uin
tan

Usn

Un—2 N

UN-1,N

o o o=

Stochastik flir Informatiker
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Ruin des Spielers (Fortsetzung, 8)

1 1
Uio —3gl2p = 3
1 1

—gUio +l20  —3Usp =0

1 1
—3U20 +Us0 —3Usp =0

1 1
—5Un—30 +UNn—20 —3Un-10 = 0
1

—3Un-—20 +Uv-10 = 0
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17. Markov’sche Ketten Klassische Beispiele

Ruin des Spielers (Fortsetzung, 9)
N — 1. Gleichung (1. U-Spalte)

UN-1,0 = EUN—Z,O

N — 2. Gleichung (1. U-Spalte)

——Un_30 1+ Uny_20 — =UN_1 =0
) 3,0 ,0 P ,0
u u 1 u
20— 7UN-—20 = ZUn-
N—-2,0 4 0 2 3,0
3U 1 u
7 UN-2 = A/UN-
) 0 5 UN-3,0
u 2 u
N-20 — JUN-3,0
3
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17. Markov’sche Ketten Klassische Beispiele

Ruin des Spielers (Fortsetzung, 10)
N — 3. Gleichung (1. U-Spalte)

2 N ,0 3,0 2 ,O
N 3,0 3 N 3,0 2 N ,0
3 N 3,0 2 ,0
N 370 1 N ,0

N — i. Gleichung (1. U-Spalte)

Un—ip = Un—(i+1)0, I=1,...,N=-2

i+ 1
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Ruin des Spielers (Fortsetzung, 11)

1. Gleichung:

Uro — §U2,0 = %
Pa N-2 N-2
Uz o = UN—(N-2),0 = N_1 Un—(N-1),0 = N_1 Uip
folgt
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Ruin des Spielers (Fortsetzung, 12)

1N-2 1
YomaN—qte T 3
PV TIN=T) T2
oy~ 1
O2(N = 1) 2
u — E—‘|_l
T N TN
o _ N-2 N-2 N-1 N-2 . 2
207 N1 N—1 N N N
Un_io = N/;':1—ﬁ, i=12 .. N—1
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17. Markov’sche Ketten Klassische Beispiele

Muanzwurfspiel (1)

vgl. UA 14

Seien die Zustande 000, 001, 010, 011, 100,101, 110 und 111
nacheinander mit 1-8 bezeichnet. Dann hat die Ubergangsmatrix die
Gestalt (wir tragen nur Eintrage ein, die nicht Null sind)

N =
—_
—_

Die Markov-Kette besteht aus einer Aquivalenzklasse, ist
irreduzibel und aperiodisch (Diagonaleintrag # 0). Alle Zustande
&il@dgl&@sﬁiﬁVlrﬁ@KU rrfﬁﬂik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 899



17. Markov’sche Ketten Klassische Beispiele

Muanzwurfspiel (2)

vgl. UA 14

Seien die Zustande 000, 001, 010, 011, 100,101, 110 und 111
nacheinander mit 1-8 bezeichnet.

Es existiert eine stationare Verteilung

Die Markov-Kette besteht aus einer Aquivalenzklasse, ist
irreduzibel und aperiodich (Diagonaleintrag # 0). Alle Zustande
sind positiv rekurrent.

Berechnung der stationaren Verteilung
Lésung des linearen Gleichungssystems

Mp=p — (M"T—p=0
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Muanzwurfspiel (3)

=
—

\
N
—

Stationare Verteilung ist die Gleichverteilung.
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17. Markov’sche Ketten Klassische Beispiele

Muanzwurfspiel (4)
vgl. UA 14

Spiel: 7 (110) gegen 4 (011)

Zustande 7 und 4: absorbierend,
andere Zustande: unwesentlich

wobei M, ; die umgeordnete Matrix ist.

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker
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Muanzwurfspiel (5)

1 1
1 1
1 1
R Q; R
47 = 5 1 1 =
. 11 U
2
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Muanzwurfspiel (6)

Q7 =

N =
—
—
N =
o O
o O o o o

Das Gleichungssystem
1-QU=R

ist zu losen.
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Irrfahrten

Irrfahrt auf der Geraden
Zustande: k € Z, Anfangszustand: 0

Bewegung: ein Schritt nach rechts mit Wkt. p oder nach links
mitWkt. g=1—-p
Prk+t =P =1—prx—1; pj=0,falls|i —j| #1

0g0poO
0 g 0poO
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Irrfahrten, Fortsetzung, 1

A, «: Ereignis, nach n Schritten im Zustand k zu sein
Dy = P(Ank), Qn1 = An_t1 k-1 UAn_1 k+1
Satz der totalen Wkt. (k = —n,..., n):
Dok = P(Ank)
= P(Ank|An-1k=1) - P(An—1 k1) +
P(Ank|An-1k1) - P(An1k11)

= PDp_1 -1+ gDn—1 k41

(égﬁ%q%wask:—m—n+&”wn

0 sonst
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Irrfahrten, Fortsetzung, 2

Explizite Formel:

()P g fallsk=-n—n+2,...,n
an: 2

)

0 sonst
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Irrfahrten, Fortsetzung, 3

In den Zustand k gelangt man in genau n Schritten, indem man
2tk mal nach rechts und 275 mal nach links geht.

Es gibt genau (%”k) Moglichkeiten die Zeitpunkte fiir einen
Schritt nach rechts auszuwahlen.

2n
Dopo = ( )p”q”.

Abschatzung: Stirling’sche Formel

Insbesondere

nl ~ 27rn(g)”e1;n.
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17. Markov’sche Ketten Klassische Beispiele

Irrfahrten, Fortsetzung, 4

Damit
2n\  (2n)!
(n) ~ ninl
\/27T2n(%”)2n e
(varn(3)")" (ew)®

. 22ne—%
Vrn ‘
1 1 s
P=a=3: Dmo ~ pe
1
p#q: Dopg ~ W]4npn(1 —p)e 4",
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Irrfahrten, Fortsetzung, 5

Mittlere Rickkehrhaufigkeit:

- St T =
—— =00
n=1
E D2n,0N ™
n=1

oo (4p(1—p))"
Yy B <00

s T
ST
N= N=
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Irrfahrten, Fortsetzung, 6

Der Zustand “0” (und die anderen Zustande auch) ist also
falls p=q=3: rekurrent

falls p # q: transient

falls p=q=13: nullrekurrentda Dzpo — s O.

Dsno = poo(n) = 0 = pj = o0
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17. Markov’sche Ketten Klassische Beispiele

Irrfahrten

symmetrische Irrfahrt in der Ebene

Zustande: (k, /) € Z2, Anfangszustand: (0, 0)

Bewegung: Punkt (X, Y)

X: ein Schritt nach rechts mit Wkt. p = % oder nach links mit

Wkt. g = 3
Y: ein Schritt nach oben mit Wkt. p oder nach unten mit Wkt.
q=>2

Die Zufallsvariablen X und Y sind unabhangig.
B, «: Ereignis, nach n Schritten im Zustand k zu sein
En’k = P(Brhk)
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symmetrische Irrfahrt in der Ebene

1

Eono = P(Xono =0A Ya0=0) = Dgn,o ~ (ﬁ

)2

> 1 o= 1
I
n=1 7Tn:1n

N
121 InN_>
— — ~ —— =N Q.
m4=n T e

Der Zustand “0” (und die anderen Zustande auch) ist also
rekurrent, fallsp=q= %
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Irrfahrten

symmetrische Irrfahrt im Raum

Zustande: (j, k, I) € Z3, Anfangszustand: (0, 0, 0)

Bewegung: Punkt (X, Y, Z)

X: ein Schritt nach rechts mit Wkt. p =  oder nach links mit
Wkt.g=1—-p

Y: ein Schritt nach oben mit Wkt. p oder nach unten mit Wkit.
q=1-p

Z: ein Schritt nach hinten mit Wkt. p oder nach vorn mit Wkt.
q=1-p

Die Zufallsvariablen X, Y und Z sind unabhangig.
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Irrfahrten im Raum

Cn.k: Ereignis, nach n Schritten im Zustand k.
Fn7k = P(Cn7k)

F2n,0 - P(in,o - 0; Y2n,0 = 07 ZZn,O - 0) - Dzzsn,o

LIRY:
~ (7

- 1 1
Z Fano ~ ()37 Z P
n=0 n=0

Der Zustand “0” (und die anderen Zustande auch) ist also

transient.
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17. Markov’sche Ketten Klassische Beispiele

Irrfahrten mit Barriere

Irrfahrt auf der Geraden mit Barriere

Zustande: k € N, Anfangszustand: 0

Bewegung: ein Schritt nach rechts mit Wkt. p oder
nach links mit Wkt. g=1—p

von k = 0 aus geht es nur nach rechts
O<p,g<1.

Ubergangswkin.:

Pkki1 = P=T1— Pxx1
p; = 0, falls [i—j|#1 und i#0
Por = 1
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17. Markov’sche Ketten Klassische Beispiele

Irrfahrt mit Barriere

0100

g 0 poO
M = 0g0po

wenn p =g =1 so alle Zustande nullrekurrent.
wenn p > g so alle Zustande transient.

falls g > pso alle Zustande positiv rekurrent.
Alle Zustande haben die Periode 2.
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Irrfahrt mit Barriere

Die ersten beiden Falle sind analog zur Irrfahrt ohne Barriere.
Der dritte Fall erfordert etwas Rechenaufwand.

Stationare Verteilung = im Fall p < q:

Sie ist (falls sie ex.) Losung von

M . m=n=
To = gm
m™ = mo+ qme
T = PTji—4+qQmiyy, [>2
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17. Markov’sche Ketten Klassische Beispiele

Irrfahrt mit Barriere

1= Zﬂ'j
j=1
Behauptung:
pl—1
i = g o i>1

Beweis: vollstandige Induktion.
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Irrfahrt mit Barriere

Stationéare Verteilung

.~ X ai—1
1 = Z?‘(’,:Wo—l—z —o
i=0 i=1
1= p 1 1
= 7T0—{—a;aﬂ'o_ 0—|——1 gﬂ'o
= mo+ m
0 — o™
To = 1 q—p
= . -~
1+ﬁ g—p+1
A
ﬂ.l -
qQ q-p+1
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17. Markov’sche Ketten Markov Chain Monte Carlo

@ 17.1 Definitionen und einfache Zusammenhange
@ 17.2 Klassifikation der Zustande

@ 17.3 Rekurrente und transiente Zustande

@ 17.4 Grenzverteilungen
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Markov Chain Monte Carlo
Markov Chain Monte Carlo

Idee

@ Erinnerung: Eine irreduzible ergodische Markov-Kette X, hat eine
stationare Verteilung, X, — X, X ~ 7

@ Wenn g beschrankt so (Gesetz der gro3en Zahlen fir MK):

1S 90%) = Ex0(0) = Y- gl
i=1 Ji

wobei Uber alle Zustande von X summiert wird.

@ Wir konstruieren eine Markov-Kette mit stationdrer Verteilung f.
Dann kénnen wir z.B. das Integral | h(x)f(x) dx approximieren:

th ) —p Efh(X :/h(x)f(x) dx
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Markov Chain Monte Carlo
Markov Chain Monte Carlo

Metropolis-Hastings Algorithmus
Sei g(y|x) eine beliebige leicht zu simulierende Dichte.

0. Wahle X; beliebig. Seien Xy, X, ..., Xi gegeben. X, wird

wie folgt generiert:
1. Generiere Y ~ q(y| X))
2. Berechne r(X;, Y), wobei
- (f(y)alxly)
r(x,y) = min (WW’ 1)
3. Setze

X Y mit Wahrscheinlichkeit r
i+1 =
X mit Wahrscheinlichkeit 1 — r
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Markov Chain Monte Carlo
Markov Chain Monte Carlo

Metropolis-Hastings Algorithmus, Anmerkung

Eine Ubliche Wahl der “freundlichen” Dichte ist q(y|x) : N'(x, b?)
(Normalverteilung, zentriert auf den aktuellen Wert x)

a0 = o= = atxly)
Damit vereinfacht sich r zu
r(x,y) = min (m, 1)
X
Wahl von b: noch offen.
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Markov Chain Monte Carlo
Markov Chain Monte Carlo

Metropolis-Hastings Algorithmus, Beispiel
Angenommen, wir wollen eine Cauchy-Verteilung simulieren,
1 1
f(xX)=———.
(*) 71+ x2
Wenn wir, wie im Vorschlag oben g(y|x) ~ N(x, b?) setzen,

r(x,y) =min (M 1) =min (%, 1)

F(x)’
Algorithmus:
@ 1.Ziehe Y ~ N(x, b?).
@ 2.
Y mit Wahrscheinlichkeit r(X;, Y)
Xi+1 =

X mit Wahrscheinlichkeit 1 — r(X;, Y)

Wolfgang Kdssler Institut flr Intormatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 925



Markov Chain Monte Carlo
Markov Chain Monte Carlo

Metropolis-Hastings Algorithmus, Wahl des Tuning-Parameters b

@ b zu Klein: nur kleine Schritte, es wird nicht der ganze
Stichprobenraum untersucht

@ b zu grof3: viele Vorschlage Y, die weit in den Tails sind,
d.h. r wird klein, die Markov-Kette bleibt lange in derselben
Position.

@ b mittel: gut.
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17. Markov’sche Ketten Markov Chain Monte Carlo

Markov Chain Monte Carlo

Korrektheit des Metropolis-Hastings Algorithmus (1)
Stationare Verteilung, bei diskreten Zufallsvariablen

m=7M

wobei M Ubergangsmatrix der Markov-Kette ist.

Def. (Detailed balance)
Wir sagen, eine Markov-Kette hat Detailed balance, wenn

pimi = Pjimj Vi, j
Erinnerung: Wenn eine Markov-Kette X, detailed balance mit =
hat so ist = stationare Verteilung von X,:
;=32 mipy = 32 mimi = ).
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17. Markov’sche Ketten Markov Chain Monte Carlo

Markov Chain Monte Carlo

Korrektheit des Metropolis-Hastings Algorithmus (2)
Stationare Verteilung, bei stetigen Zufallsvariablen

100 = [ 1(»)p(x.y) oy
wobei p(x, y) Ubergangdichte von Zustand x in Zustand y ist.

Detailed balance, falls

f(x)p(x,y) = f(y)p(y,x) Vx,y

Satz: falls f detailed balance besitzt, so ist f stationar
Beweis: Aus detailed balance folgt:

W/ f(y)p(y, x)dy = m/ f(x)p(x,y)dy = f(x) [ p(x,y)dy = f(x).
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17. Markov’sche Ketten Markov Chain Monte Carlo

Markov Chain Monte Carlo
Korrektheit des Metropolis-Hastings Algorithmus (3)

Bleibt zu zeigen, f erfillt detailed balance.
Seien x, y beliebige Punkte. Es gilt
f(x)a(y|x) > f(y)q(x|y) oder

f(x)alylx) < f(y)a(xly)
(oder f(x)q(y|x) = f(y)q(x|y), aber letzteres nur mit

Wahrscheinlichkeit Null). Sei 0.B.d.A. f(x)q(y|x) > f(y)q(x|y).
Dann

r(x,y) = 7x) und r(y,x)=1.
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17. Markov’sche Ketten Markov Chain Monte Carlo

Markov Chain Monte Carlo

Korrektheit des Metropolis-Hastings Algorithmus (4)

p(x, y) ist Ubergangsdichte von x nach y
Forderung:

1. Vorschlagsdichte q(y|x) muss y generieren und
2. y muss akzeptiert werden.

pOx.y) = qyx)r(x.y) = alyl) WD 90D _ 1) gy

1. 2.

Daraus folgt:

fx)p(x,y) = f(y)a(x|y)
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17. Markov’sche Ketten Markov Chain Monte Carlo

Markov Chain Monte Carlo

Korrektheit de__s Metropolis-Hastinas Alaorithmus (5)
p(y, x) ist Ubergangsdichte von y nach x

Forderung:
1. Vorschlagsdichte q(x|y) muss x generieren und
2. x muss akzeptiert werden.

p(y,x) = q(x|y) r(y,x) = q(x|y) =

2

V)P, X) = F(¥)a(x]y)

Zusammen mit der letzten Gleichung auf der vorigen Folie folgt:
f(x)p(x, y) = f(y)p(y, x).
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17. Markov’sche Ketten Markov Chain Monte Carlo

Gibbs Sampling

Problemstellung

Simulation aus einer “schwierigen” zweidimensionalen Dichte
aber Simulation aus bedingten Dichten fxjy(x|y) und fyx(y|x)
sei einfach

Gibbs Sampling Algorithmus
Sei (Xp, Yo) beliebiger Startwert und (Xo, Yo), ..., (Xh, Ya)
bereits simuliert.

o Xn+1 ~ fX|Y(X| Yn)
@ Yo ~ fyx(¥| Xns1)

Simulation aus den bedingten Verteilungen nicht so einfach —-
Metropolis-Hastings Algorithmus.
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18. Zusammenfassung

18. Zusammenfassung

Grundlagen
@ Wahrscheinlichkeitsbegriff
@ Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten
@ Einfache kombinatorische Formeln
@ Stirling-Formel
@ Bedingte Wahrscheinlichkeiten, Unabhangigkeit
@ Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit
@ Satz von Bayes
@ Verteilungsfunktion, Eigenschaften
@ Erwartungwert, Varianz, Rechnen mit Erwartungwert,
Varianz
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Zusammenfassung (2)

Wahrscheinlichkeitsmodelle und Transformationen
@ Diskrete Gleichverteilung

@ Binomialverteilung

@ Poisson-Verteilung

@ Geometrische Verteilung

@ Gleichverteilung

@ Exponentialverteilung, Anwendungen

@ Normalverteilung, Eigenschaften

@ Transformationssatz flir eindimensionale Zufallsvariablen

°

Faltungsformel
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Zusammenfassung (3)

Mehrdimensionale Verteilungen und Grenzwertsatze

@ Zweidimensionale Zufallsvariablen

@ Unabhangigkeit und Korrelation, Berechnung von
Korrelationskoeffizienten flr diskrete und flr stetige
Zufallsvariablen

@ Markov-Ungleichung, Tschebyschev-Ungleichung,
Jensen-Ungleichung

@ Gesetz der Grof3en Zahlen

@ Empirische Verteilungsfunktion

@ Satz von Glivenko-Cantelli

@ Zentraler Grenzwertsatz
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Zusammenfassung (4)

Schéatzmethoden und Zufallszahlen

@ Schatzmethoden (Momentenschatzung,
Maximum-Likelihood-Methode)

@ Erzeugung und Eigenschaften von Zufallszahlen
@ Statistische Tests von Zufallszahlen

@ Methoden zur Erzeugung spezieller Verteilungen,
Berechnung der inversen Verteilungsfunktion
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18. Zusammenfassung

Zusammenfassung (5)

Markov-Ketten

@ Begriff der Markov’schen Kette, Eigenschaften

@ Klassifikation der Zustande (Kommunikation, wesentliche,
unwesentliche Zustande, Periodizitat)

@ Positiv rekurrente, nullrekurrente und transiente Zustande,
mittlere Rickkehrzeit

@ Ergodensatz, stationare Verteilung, Berechnung stationarer
Verteilungen

@ Irrfahrten
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Zusammenfassung (6)

Ubungsaufgaben

10, 11 (Satz der Totalen Wkt., Satz von Bayes)
8, 9 (Binomialverteilung)

12 (Poisson-, Binomialverteilung, Satz der Totalen Wkt.)

16 (Geometrische Verteilung)

°
°
°
@ 15 (Berechnen der Dichtefunktion, Berechnen von Wkin.)
°
@ 17, 18 (Rechnen mit Erwartungswert und Varianz)

°

21 (Rechnen mit Wkin., Exponentialverteilung)
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18. Zusammenfassung

Zusammenfassung (7)
Ubungsaufgaben (2)

20 (Normalverteilung)

22, 24a,b,c, 25 (Transformationsformel)
23 (Geometrische Verteilung, Rechnen mit Wkin.)
26 (Faltung)

28 (Berechnen von Erwartungswerten)

30 (Eine Formel, die die Berechnung des Erwartungswertes
manchmal erleichtert)
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18. Zusammenfassung

Zusammenfassung (8)
Ubungsaufgaben (3)

@ 28,31,34 (Zweidimensionale Zufallsvariablen, Berechnung
von Korrelationskoeffizienten)

@ 34a (Transformationsformel)
@ 31,32, 42 (Berechnen von Kovarianzen und Korrelationen)

@ 37 (Randverteilungen)

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Stochastik flir Informatiker 940



18. Zusammenfassung

Zusammenfassung (9)
Ubungsaufgaben (4)

@ 35,36 (Zentraler Grenzwertsatz,
Tschebyschev-Ungleichung)

@ 37,38 (Momentenschatzung, ML-Schatzung)

@ 40,41 (Zufallszahlen, Anwendung der
Transformationsformel)

@ 41 (Dichte, Zufallszahlen, Akzeptanzmethode)
@ 42, 43, 44 (Markov-Ketten)
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