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Kapitel 1

Wahrscheinlichkeitsrechnung
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1 Grundbegriffe

1.1 Einleitung, Geschichte

1.2 Zufallige Ereignisse

1.3 Ereignisfelder

1.4 Kolmogorov’sches Axiomensystem

1.5. Folgerungen

1.6. Klassische Definition der Wahrscheinlichkeit

1.1 Einleitung, Geschichte

e antikes Griechenland
Begriff der WKkt.
Naturgesetze dicken sich durch eine Vielzahl von
zufalligen Erscheinungen aus.
Stabchenspiel

e 1654, Chevalier de Mere, Pascal
Wairfelspiele, Wirfe mit 2 Wlrfeln. Wenn in 25
Wirfen einmal eine Doppelsechs so hat C.d.M.
gewonnen, sonst sein Gegner.
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e Pascal, Fermat (Briefwechsel)
2 Personen-Spiele. Gespielt wird eine Serie von
Partien, z.B. Schach (nur 0,1). Gewinnen soll der
Spieler, der zuers$ Partien gewonnen hat, d.h.
dieser Spieler eddt den vollen Einsatz.
Abbruch des Spiels (z.B. wegen Zeitmangel)
A hata Gewinnpartieng < S
B hatb Gewinnpartien) < S
Wie ist der Einsatz nach dem Abbruch gerecht zu
verteilen?
Variante:7, aberS wird nicht beticksichtigt!
Es ware also der weitere agliche Verlauf nach
dem Abbruch zu analysieren.

e 1662, Graunt; 1693 Halley
Sterlichkeitstafelnyberlebenswkt. in Abangig-
keit vom Lebensalter}» Rentenberechnung
Schiffsversicherung
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e 1713, Jacob Bernoulli
“Ars conjectandi”: 1. Lehrbuch der Wkt.rechnung
Bernoulli-Gesetz der Grol3en Zahlen= P(A)
hin(A) = 24 Auftreten V.4, h,(A) — p —p—00 0

e 1733, Moivre
Grenzwertsatz von Moivre-Laplace
VIRt — N(0, 1)

e 1812, Laplace

klassische Definition der WKkt.
_ ##fur A gunstige Ereignisse

PA) #mogliche Ereignisse

¢ 1800, Laplace, Gauss
Untersuchung von Beobachtungsfehlern
Kleinste Quadrat-Sélizung

e Ende 19. Jh., Tschebyscheff, Markov, Ljapunov

e 1900, David Hilbert (2. Intern.Mathematikerkongress
Paris) 23 Probleme der Mathematik, u.a. Axio-
matik der Wkt.rechnung.
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¢ 1919 R.v. Mises
statistische Definition der Wkt,
Erfahrung:P(A) := lim,, . h,,(A)
Existiert der Grenzwert?

e 1933, A.N. Kolmogorov
Axiomsystem der Wkt.rechnung

Statistik:
Gesamtheit aller Methoden zur Analyse zufalls-
behafteter Datenmengen
— Aussagerniber die zugrundeliegende
Grundgesamtheit treffen.

+ Wahrscheinlichkeitsrechnung:
gegebene Grundgesamtheit (Verteilung)
— Aussagerniber Realisierungen einer
Zufallsvariablen treffen.

= Stochastik
(grch.: im Rechnen geschickt).
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1.2 Zufallige Ereignisse

Def. 1.1Ein zuflliger Versuch(Experiment) ist ein Ver-

such mit ungewissem Ausgang.

Beispiel: Glicksspiele.

Wichtig bel solchen Experimenten ist:
e die Beschreibung des Experiments (Kartenspielign&vurf),

¢ die Erfassung der Menge alleraglichen Aus@nge
des Experiments.
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Def. 1.2 (Grundbegriffe)

e Elementarereignis: iglicher Versuchsausgang,
Bez..w.

e Ereignis: Menge von El.ereignisseA,C ()

e sicheres Ereignis: Menge aller El.ereignisse,
Bez ().

e unnbgiches Ereignisf.
e Komplemeritrereignis: A = Q \ A

Ein Experiment kann diskret sein, d.h. endlich oder
abzahlbar viele Ausgnge besitzen, oder es kainrerabahl-
bar viele Aus@nge haben.
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Bsp. 1.1: Experimente mit einer endlichen
Anzahl von Elementarereignissen

a) Munzwurf
Folgende Ereignissetkinen auftreten:
e zwei Elementarereigniss€Zahl (z)}, {Wappen (w)};
e das unnigliche Ereignid) = {2} N {w};

e das sichere Ereigni& := {z,w}. Das bedeutet,
daf} Zahl oder Wappen eintreten.

Die Menge der auftretenden Ereignisse ist
P(Q) = {0, {z}, {w}, Q},
die Potenzmenge vdn

b) Wlrfeln (1 mal)
Die Elementarereignisse siqd }, {2}, {3}, {4}, {5}
und {6}, d.h.Q = {1,2,3,4,5,6}.

Damit erhalten wir @ir paarweise verschiedene
i, 7, k., l,m € {1,2,3,4,5,6} die nbglichen Ereig-
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nisse :
Ereignistyp Anzahl

0 1

{1} 6

{i, 7} 15
{1,7,k} 20
{i,5,k, 1} 15
{i, 5, k,l,m} 6
() 1

insgesamt 2% = 64
Menge der auftretenden Ereignisse ist die Potenz-
menge VoK..
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Bsp. 1.2: Experimente mit abzahlbar
vielen Elementarereignissen)

1. Werfen einer Nnze, bis zum ersten Mal die Zahl
fallt

O ={z,wz,wwz, WwWz, WWWZ, . . .}.

2. Anzahl der ankommenden Fahrzeuge an einer Kreu-
zung in einem bestimmten Zeitbereich

0 =1{0,1,2,...}.

14 W.Kossler, Humboldt-Universitat zu Berlin



Bsp. 1.3: Experimente mit Gberabzahlbar

vielen Elementarereignissen

1. Lebensdauer einer Ghbirne

15

Q= [0,00[=R".

Ereignisse sind bei diesem Experiment z.B. Interval-
le und Punkte.

Es gilt beispielsweisdl = [0, 1] N [3, 5] .

Das EreignisA = {[0.4,3.1],{7} } bedeutet, dal} die

Gluhbirne eine Lebensdauer var oder eine Le-
bensdauer zwischénds und3.1s hat.

. Messung einer physikalischen Konstante

p— m .
\y/-/ N N
MeBwert Konstante MeBfehler

Die Mel3fehler sind die Elementarereignisse. Ereig-
nisse sind beispielsweise Intervalle.
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Begriff des Ereignisfeldes (grob): Ein Ereignisfefd
ISt ein System von Teilmengen der Menge Es qilt:
E CP().

Bem.: Es seiend; € £ und A, € £ Ereignisse. Dann
ISt:

e A3 = A NA ={welweA undw e Ay}

das Ereignis, bei dem; und A, eintreten;

e A3 = AHU Ay ={w € Q:w € A oder w € Ay}
das Ereignis, beil dem; oder A, eintreten;

QA_1:Q\A1 = {w e w §é Al} das zuA; kom-
plemenére Ereignis.

Es gilt offenbar:
e AUA = (sicheres Ereignis),

e ANA=1( (unnbgliches Ereignis).
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Satz 1.1 (Rechenregeln fur Ereignisse)

() AU B = BUA (Kommutativgesetz)

(i) (AUB)UC =AU (BUC) (Assoziativgesetz)
(i) AN(BUC)=(ANB)U(AnC) (Distributiv-)
(iv) Au(BNC)=(AUB)N(AUC) (gesetze)

(v) (De’Morgansche Regeln)

Def. 1.3SeienA4,,...  A,, ... Ereignisse.
Die Vereinigungl J.=, A; ist das Ereignis, das eintritt,

wenn mindestens eines Ereignisée ..., A,,... ein-
tritt.

Der Durchschnitf )., A; ist das Ereignis, das eintritt,
wenn alle Ereignissdl,, ..., A, ... eintreten.
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Satz 1.2 (Verallgemeinerungen)

SeienA, A4, ... Ereignisse.

(i) AN (UZA) = UZ (AN Ay
(v) AUNEA) = NZ (AU A)
(V)
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1.3 Ereignisfelder

Def. 1.4Seif) die Menge aller Elementarereignisse ei-
nes zuhlligen Experiments, so hei8tC P(£2) Ereignisfeld
(c—Algebrg uber(), falls folgendes qilt:

1.Q€¢;
2. Gilt A; € £furi € N, dann folgt() A; € &;
1=1

3.AcE = AcE&.
Bem.: 3 grundlegende Eigenschaften:
e Elementarereignisse schliel3en sich gegenseitig aus.

e Es tritt immer nur genau ein Elementarereignis ein.

e Ein Ereignis tritt genau dann ein, wenn eines seiner
Elementarereignisse eintritt.
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Folg. 1

a)lIstA; € £ Vi e N, so folgt daraus:tj1 A; € €.
b) Fir das unndgliche Ereignis gilt:() 6_5.
Beweis:

a)

A, €&, VieN = A, €&, VieN (Def. 1.4.3)
— ﬂEeé’ (Def. 1.4.2)

1=1

— | JAi € £ (de Morgan'sche Regeln
1=1

— | JAi e & (Def. 1.4.3)

1=1
b) Nach Def. 1.4.1 giltQ) € £. Wegenl = Q und
Definition 1.4 3) folgt dann@ € £.
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Def. 1.5Zwei Ereignissed;, A, € £ heilden
unvereinbar(disjunky), falls A; N A, = ( gilt. Wir sagen
dann auch, diese beiden Ereignisse schliel3en einander

aus.
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1.4 Kolmogoroff'sches Axiomensystem

Def. 1.6Sei& ein Ereignisfeld.
Eine AbbildungP: £ — R heil3t Wahrscheinlichkeit

falls sie die folgenden Eigenschaften hat:

1. Furalle A e £qilt: 0 < P(A) < 1;
2. P(Q) = 1;

3. Sind die Ereignissdl,, A,, ... paarweise unverein-
bar (d.h.4;NA; =0 furi # j,4,j € N), so gilt die
sogenannte—Additivitatseigenschatt:

Def. 1.7Sei 2 die Menge der Elementarereignisse,
ein Ereignisfelduber 2 (¢ C P(Q2)) und P geriige
den KOLMOGOROFFAxiomen, dann heil3t das Tripel
(€2, &£, P) Wahrscheinlichkeitsraum
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Mittels dieses Begriffes ist eine voléstdige Beschrei-
bung eines zwlligen Experimentes aylich.

Wir betrachten nud C P(Q), ein System von Teil-
mengen der Mengg€. Dann lonnen wir die folgende
Menge bilden:

E(A)={&E: ACE, €& istEreignisfeld .
Dann ist die Menge

Ea= () €

Ee&(A)
die von A erzeugtes—Algebra (Ereignisfeld) bzw. die

kleinstec—Algebratber(?, die A enthalt.

Bsp. 1.4Beispiele iir Wahrscheinlichkeitgume(Q2, £, P).

1. Klassische Wahrscheinlichkeisme
Q={wy,...,on}, E=P).
P(wyi = P({w;}) =+ Vi=1,...,N.D.h.alle
Elementarereignisse sind gleichwahrscheinlich.

Def. 1.8 (klassische Def. der Wkt.elA € £.
P(A) - #{w,w € A}  #furA gunstigen El. ereign.
B N ~ #moglichen El.ereignisse
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2. Es sef)? = R und
A={la,b]: —c0<a<b<ox} CP).

die Menge der halboffenen Intervalle. Dannfit:=

&4 die o-Algebra derBoreL—Mengen.(R, B!, P)

Ist dann ein Wahrscheinlichkeitsraum mit irgendei-
ner WahrscheinlichkelP.

3. Es set) = |0, 1]. Weiterhin betrachten wir:
E={A: A=Bn|0,1],B < B'}.

Fur alle MengenA < & definieren wir die Wahr-
scheinlichkeit:

(@ P: A— RmitP(A) := [ du.

Dann ist;

AN
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b)Q: A — RmitQ(A) := [1,5(1 — z?)dx.
Dann ist: A

Q) /O 1,5(1 — 2%)da

73 L

= 1

0

(£2,&, P)und(©), £, Q) sind Wahrscheinlichkeitaume.
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