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Einleitung

1. Einleitung

Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Stochastik
o befasst sich mit zufalligen Erscheinungen
Haufigkeit, Wahrscheinlichkeit und Zufall
grch: Kunst des geschickten Vermutens
o Teilgebiete
o Wahrscheinlichkeitsrechnung
o Statistik

Wahrscheinlichkeitsrechnung

gegebene Grundgesamtheit (Verteilung) — Aussagen Uber
Realisierungen einer Zufallsvariablen treffen.
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Einleitung

Einleitung
Statistik

Statistik
@ Gesamtheit aller Methoden zur Analyse zufallsbehafteter
Datenmengen
o Gegeben: (Besondere) zufallsbehaftete Datenmengen
@ Gesucht: (Allgemeine) Aussagen Uber die
zugrundeliegende Grundgesamtheit
o Teilgebiete:
o Beschreibende oder Deskriptive Statistik
o Induktive Statistik
o Explorative oder Hyothesen-generierende Statistik (data
mining)
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Einleitung

Einleitung
Uberblick: Statistik
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Einleitung

Einleitung

Beschreibene Statistik

Beschreibene Statistik
o statistische Maf3zahlen: Mittelwerte, Streuungen, Quantile,

o Box-Blots

o Q-Q Plots

o Balkendiagramme

o Zusammenhangsmafe

o Punktediagramme (Scatterplots)
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Einleitung

Boxplots - Beispiele
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Einleitung

Q-Q Plots - Beispiele (1/2)
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Einleitung

Q-Q Plots - Beispiele (2/2)

TTEST-Daten

Verlangerung der
Schlafdauer

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung 11



Einleitung

Dichteschatzung, Beispiel

Klhlaggregate

Lebensdauer von Kuehlaggregaten (in Jahren) Lebensdauer von Kuehlaggregaten (in Jahren)

\

Histogramm
Parametrische Dichteschatzung (Gamma)
Nichtparametrische Dichteschatzung
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Einleitung

Lange und Breite von Venusmuscheln
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Einleitung

Einleitung
SchlieBende Statistik

SchlieBende Statistik

@ Vergleich von Behandlungen, Grundgesamtheiten, Effekten
— t-Test, Wilcoxon-Test, ANOVA,
Kruskal-Wallis-Test, Friedman-Test

o Ursache-Wirkungsanalysen, Vorhersagen,
Bestimmen funktionaler Beziehungen,
Trendbestimmungen
— lineare, nichtlineare Regression
— Kurvenschatzung
— logistische Regression
— Korrelation und Unabhangigkeit
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Einleitung

Einleitung
SchlieBende Statistik

SchlieBende Statistik

o Klassifikation
— Clusteranalyse
— Hauptkomponentenanalyse
— Faktorenanalyse
— Diskriminanzanalyse
o weitere Verfahren
— Lebensdaueranalyse (Zuverlassigkeit)
— Qualitatskontrolle
— Zeitreihenanalyse
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Einleitung

Einleitung

Vergleich von Behandlungen, Grundgesamtheiten, Effekten

Vergleich von Behandlungen, Grundgesamtheiten, Effekten

o Einstichprobenproblem
Messungen sollen mit einem vorgegebenen Wert
verglichen werden

o Zweistichprobenproblem

o Vergleich zweier unabhangiger Stichproben
o Vergleich zweier abhangiger Stichproben

@ Vergleich mehrerer unabhangiger Stichproben
@ Vergleich mehrerer abhangiger Stichproben
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Einleitung

Einleitung
Ein- und Zweistichprobenproblem

Eine Stichprobe
@ Banknoten: vorgegebene Lange eingehalten?

— Einstichproben t-Test, Signed-Wilcoxon-Test

Abhangige und Unabhangige Stichproben
@ Vergleich zweier unabhangiger Stichproben

o echte - gefalschte Banknoten
o Schadel aus verschiedenen Gegenden Tibets

— t-Test, Wilcoxon-Test

@ Vergleich zweier abhangiger Stichproben
Lange des Scheines oben und unten
— Einstichproben t-Test, Vorzeichen-Wilcoxon-Test
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Einleitung

Einleitung

Vergleich von Behandlungen, Grundgesamtheiten, Effekten

Abhangige und Unabhangige Stichproben

o Vergleich mehrerer unabhéngiger Stichproben: Agypt.
Schadel: mehrere Grundgesamtheiten, Epochen
— ANOVA, Kruskal-Wallis-Test

@ Vergleich mehrerer abhangiger Stichproben Blutdruck von
Patienten an mehreren aufeinanderfolgenden Tagen,
(Faktoren: Patient, Tag)

Preisrichter beim Synchronschwimmen
— 2 fakt. Varianzanalyse, Friedman-Test
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Einleitung

Einleitung
Ursache - Wirkungsanalysen
Ursache - Wirkungsanalysen
@ Ursache - Wirkungsanalysen
o Zusammenhangsanalyse
o Bestimmen funktionaler Beziehungen
o Trends, Vorhersagen
o Beispiele:
o Bluthochdruck - Rauchgewohnheiten
o Blutdruck - Proteinuria
o GroBe - Gewicht
o Sterblichkeit - Wasserharte
— Lineare, Nichtlineare und
Nichtparametrische Regression
— Korrelation

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung



Einleitung

Einleitung

Klassifikation

Klassifikation

@ Auffinden von Gruppen in Daten
— Clusteranalyse

@ Individuen sollen einer von vorgegebenen Klassen
zugeordnet werden
— Diskriminanzanalyse
— Logistische Regression

o Datensatz hat Variablen, die mehr oder weniger
voneinander abhangen.
Welche Struktur besteht zwischen den Variablen?
— Hauptkomponentenanalyse
— Faktorenanalyse
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Einleitung

Hierarchische Clusteranalyse
Beispiel: Luftverschmutzung in USA-Stadten

Air Complete Linkage Cluster Analyse
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Einleitung

Hauptkomponentenanalyse

Beispiele

Frage: Wie kann man diese ausgezeichnete Richtung erfassen?
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Einleitung

Einleitung

Literatur

Literatur (1)
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Einleitung

Einleitung

Literatur

Literatur (2)
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Einleitung

Einleitung
Literatur
Literatur (3)
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Einleitung

Einleitung
Statistik Software

Statistik-Software

SAS - sehr umfangreich, universell
- weit verbreitet
SPSS - umfangreich
- Anwendung vor allem in Biowiss.,
Medizin, Sozialwiss.
SYSTAT - &hnlich wie SPSS
- sehr gut
BMDP - umfangreich
S, ST, R - funktionale Sprachen
R: frei verflgbar

STATA, STATGRAPHICS, XPLORE, MATHEMATICA, MATLAB ..
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Einleitung

Einleitung
Statistik Software (2)
SAS R
Umfang + +
Verflgbarkeit + ++
Preis (- ++
Validierung + -
Dokumentation + -
GroB3e Datensatze + -
User Community  + +
Graphik +
Kontinuitat + Kern gut
Zusatzpakete ?

Haftung ? ?
Erlernbarkeit + +

Mitschriften nach R. Vonck: KSFE 2010.
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Einleitung

Einleitung

Starten und Beenden von SAS (Informatik)

Starten und Beenden von SAS
o Starten von SAS

1. beim Windows-Server gruenau einloggen:
rdesktop -d MS orkan oder
rdesktop tornado oder
rdesktop -d MS -T orkan —-g 1024x768 orkan
-T: Title -g: FenstergréBe

Passwort angeben; log on to: MS

2. Start von SAS: All Programs > SAS-System > The

SAS-System 9.2 (English)

@ Beenden der Sitzung
SAS File exit > Logoff > Abmelden

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung
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Einleitung

Einleitung
Allgemeine Struktur von SAS

SAS-Fenster
o Nach dem Starten erscheinen 3 Fenster

o Log-Fenster
o Editor-Fenster
o Output-Fenster (verdeckt)

o weitere Fenster:

o Results: Ergebnisse aus der Sitzung
o Grafik-Fenster (gegebenfalls)
o Hilfen
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Einleitung

Einleitung
Allgemeine Struktur von SAS (2)

Hilfen
@ help > SAS Help and Documentation
@ SAS Products
o BASE SAS
> SAS Language Concepts
> Data Step Concepts

> SAS STAT
> SAS STAT User’s Guide
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Einleitung

Einleitung

Allgemeine Struktur eines SAS-Programms

Aufbau einer SAS-Datei

o DATA-Schritte:
o Erstellen der
SAS-Dateien
o Einlesen,
Erstellen,
Modifikation der
Daten
o PROC-Schritte:
o Auswertung der
Dateien
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Einleitung

Einleitung

Daten

Daten

Ausgangspunkt sind die Daten, die fir die Analyse relevant sind.
Die Struktur der Daten hat die folgende allgemeine Form: x;
Objekte Merkmale

123 .. ] .p

3
2
3

Wolfgang Kdssler

Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin

Wert oder
Auspragung
des Merkmals j
am Objekt i
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Einleitung

Einleitung
Daten (2)

Daten

p: Anzahl der Merkmale
N: Gesamtanzahl der einbezogenen Objekte (Individuen)

Objekte Merkmale Qualitat des
123 .. | .. p Datenmaterials
1 wird im Wesent-
2 lichen durch die
3 Auswahl der
Objekte aus einer
[ X;j groBeren
. Grundgesamtheit
N bestimmt.
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Einleitung

Einleitung
Daten (3)

Beispiele
@ Objekte: Patienten einer Klinik
Merkmale: Alter, Geschlecht, Krankheiten

o Objekte: Backereien in einer bestimmten Region
Merkmale: Anzahl der Beschaftigten, Gerateausstattung,
Umsatz, Produktpalette

@ Objekte: Banknoten
Merkmale: Langenparameter
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Einleitung

Ein 1000-Franken Schein
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Einleitung

Einleitung

Daten (4)

Datenmatrix
@ Zeilen: Individuen, Objekte, Beobachtungen
o Spalten: Merkmalsauspragungen, -werte,

-realisierungen
Banknote Merkmale
laenge oben wunten .. j .. gr
3
2
3
N
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Einleitung

Einleitung
Daten (5)

Merkmale

o Definition: Merkmale sind Zufallsvariablen, die flr jedes
Individuum (Objekt) eine bestimmte Realisierung
(Merkmalsauspragung) haben.

o Stetige Merkmale: laenge, oben
o Diskrete Merkmale: gr (Gruppe)

Banknote Merkmale
laenge oben unten .. j .. gr
3
2
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Datenbehandlung

Inhalt (1)

@ Dateneingabe und Transformation
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Datenbehandlung

Inhalt (2)
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Datenbehandlung

Inhalt (3)
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Datenbehandlung Syntax

Inhalt

Allgemeine Syntax

Eingabe Uber die Tastatur
Transformationen

Eingabe durch externes File

Wichtige Varianten der INPUT-Anweisung
Ein- u. Ausgabe von SAS-Files
Zusammenfligen von Files
Output-Anweisung

DO-Schleifen im DATA-Step

© © 00 0060090
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2. Dateneingabe und Transformation
2.0 Allgemeine Syntax

DATA <dateiname <(dateioptionen)>>;

RUN;
<...> kennzeichnet optionale Parameter
Externes File Tastatur
INFILE’ ..."; INPUT ... ;
INPUT ... ; CARDS;
Datenmatrix

SAS-System-File

SET SAS-dateiname; zysatzliche Anweisungen
Programmbeispiele: Eingabe... .sas

3
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Datenbehandlung Tastatur

Inhalt

Allgemeine Syntax

Eingabe Uber die Tastatur
Transformationen

Eingabe durch externes File

Wichtige Varianten der INPUT-Anweisung
Ein- u. Ausgabe von SAS-Files
Zusammenfligen von Files
Output-Anweisung

DO-Schleifen im DATA-Step

© © 00 0060090
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Datenbehandlung Tastatur

Dateneingabe und Transformation
2.1 Eingabe Uber die Tastatur

DATA Eingabef;

INPUT a$ xvy z;

S=X+Y+2

CARDS;

b123

c456

d789;

RUN;

/* Erlauterung dazu: siehe Datei Eingabe.sas. */
PROC PRINT; RUN;

Mit PROC PRINT wird die gesamte erzeugte Datei ausgedruckt
ins Output-Fenster.
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Datenbehandlung Tastatur

Dateneingabe und Transformation

Aktivierung des Programms
o klicken auf MannchenLogoGrafik oder
@ klicken auf 'run’ — ’submit’ oder
o F3-Taste

Die Datei Eingabe1 hat

3 Beobachtungen (Individuen, Wertesatze)
5 Merkmale (Variablen) a, x, y, z und s.
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Datenbehandlung Tastatur

Dateneingabe und Transformation

Alternative Besichtigung der Daten (nur bis Version 9.2)

— Solutions — Analysis — Interactive Data Analysis
Bibliothek Dateiname

DATA Eingabe1; WORK Eingabe1
DATA sasuser.Eing1; SASAUSER Eing1
DATA MyBib.Eing1;  MyBib Eing1
DATA; WORK DATA1
DATA2 ...

Dateien, die sich im Arbeitsverzeichnis WORK befinden,
werden am Ende der Sitzung gel6scht.

Eigene Bibliotheken erstellen
LIBNAME MyBib Pfadname
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Datenbehandlung Tastatur

Dateneingabe und Transformation

Automatisch generierte Variablen

_N_oder obs
gibt die aktuelle Beobachtungsnummer an.

_ERROR_

@ Nichtzulassige mathematische Operationen flhren zu
_ERROR_ = 1 und das Ergebnis wird auf “.” (missing value)
gesetzt. (vgl. Beispiel Eingabe?2)

o Schlimmere Fehler filhren zu hoherem _ERROR _-Wert.
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Datenbehandlung Transformationen

Inhalt

Allgemeine Syntax

Eingabe Uber die Tastatur
Transformationen

Eingabe durch externes File

Wichtige Varianten der INPUT-Anweisung
Ein- u. Ausgabe von SAS-Files
Zusammenfligen von Files
Output-Anweisung

DO-Schleifen im DATA-Step

© © 00 0060090
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Datenbehandlung Transformationen

2.2 Dateneingabe und Transformation

Transformationen

- immer nach der INPUT-Anweisung angeben!

IF THEN ELSE und logische Operationen
vgl. Programm Eingabe2

Funktionen Arithmetische Operationen

*

vgl. Programm Eingabe3 T

IF(log. Ausdruck)
Es werden nur die Wertesatze eingelesen, die die logische
Bedingung erflllen.
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Datenbehandlung Transformationen

Dateneingabe und Transformation
IF THEN ELSE

jeweils nur eine Anweisung ausfihren

IF (log. Ausdruck) THEN Anweisung;
ELSE Anweisung;

jeweils mehrere Anweisungen ausfihren

o IF (log. Ausdruck) THEN Anweisung;
ELSE DO
Anweisung1; Anweisung?2; ... END;
@ IF (log. Ausdruck) THEN DO
Anweisungi; ... END;
ELSE DO
Anweisungi; Anweisung?2; ... END;
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Datenbehandlung Externes File

Inhalt

Allgemeine Syntax

Eingabe Uber die Tastatur
Transformationen

Eingabe durch externes File

Wichtige Varianten der INPUT-Anweisung
Ein- u. Ausgabe von SAS-Files
Zusammenfligen von Files
Output-Anweisung

DO-Schleifen im DATA-Step

© © 00 0060090
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Datenbehandlung Externes File

2.3 Eingabe durch externes File (ASCII)

DATA Eingabe4; DATA Eingabe4url;

INFILE 'Pfadname’; FILENAME fname URL ’http:// ..);
INPUT Variablen; INFILE fname;

evtl. Transformationen; INPUT Variablen;

RUN; RUN;

o Diese Eingabe ist formatfrei, d.h. die Variablen sind im
Rohdatenfile durch Leerzeichen getrennt.

o Sind die Eingabedaten durch ein anderes Zeichen, z.B. ‘;,
getrennt, dann ist in der INFILE-Anweisung die Option
DELIMITER="; (oder DLM=";)
anzugeben.

Tabulatorzeichen: DLM=" 09" X;
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Datenbehandlung Externes File

@ Bedingungen:
fehlende Werte: . (Punkt)
alphanumerische Zeichenketten dirfen keine Leerzeichen
enthalten.

o Die INPUT-Anweisung kann auch abgekurzt werden, z.B.
INPUT V1-V7;
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Datenbehandlung Externes File

Eingabe durch externes File (EXCEL)

PROC IMPORT datafile="... .xIs”

dbms=excel

out=Dateiname; /*SAS-Datei*/

getnames=no; /*Variablennamen werden nicht Gbernommen*/
sheet=spreadsheetname;

RUN;
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Inhalt

© © 00 0060090

Wolfgang Kdssler

Datenbehandlung Input-Anweisung

Allgemeine Syntax

Eingabe Uber die Tastatur
Transformationen

Eingabe durch externes File
Wichtige Varianten der INPUT-Anweisung
Ein- u. Ausgabe von SAS-Files
Zusammenfligen von Files
Output-Anweisung
DO-Schleifen im DATA-Step
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Datenbehandlung Input-Anweisung

2.4 Wichtige Varianten der INPUT-Anweisung

o bisher: formatfrei
INPUTa$b$cd;

o formatiert-spaltenorientiert
INPUTa$1-10b$ 11 c 13-14 .1;

o formatiert-Uber die Zeichenlange
INPUT a$10.b$1.c2.d5.1;

Eingabeformate
w. 2. standard numerisch
w.d 2.1 standard numerisch mit Dezimalstelle
$w. $10 Zeichenlange
Nachgestelltes $-Zeichen steht flir Zeichenketten.
Eingabeb5.sas
Eingabe6.sas (komplexere Formate)
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Weitere Formatierungselemente

Spaltenzeiger

@n: Zeige auf Spalte n (z.B. @12)
+n:  Setze den Zeiger n Positionen weiter

Zeilenzeiger
# n: Zeige auf Spalte 1 der n-ten Zeile

Zeilenhalter
@ (nachgestellt) Datenzeile wird von mehreren
INPUT-Anweisungen gelesen
@@ (nachgestellt) Aus einer Eingabezeile werden
mehrere Beobachtungen
gelesen
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Inhalt

Allgemeine Syntax

Eingabe Uber die Tastatur
Transformationen

Eingabe durch externes File

Wichtige Varianten der INPUT-Anweisung
Ein- u. Ausgabe von SAS-Files
Zusammenfligen von Files
Output-Anweisung

DO-Schleifen im DATA-Step
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2.5 Ein- u. Ausgabe von SAS-Files

Abspeichern einer permanenten SAS-Datei

DATA sasuser.banknote; /* Eine Datei mit
dem Namen ’banknote’ wird im SAS-internen
Verzeichnis 'sasuser’ gespeichert */
<INFILE * Pfadname der einzulesenden Datei;>
INPUT Formatangaben;
<CARDS;
Daten (zeilenweise); >
RUN;

Einlesen einer SAS-Datei

DATA banknote1;
SET sasuser.banknote < (Optionen)>;
RUN;
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Ein- u. Ausgabe von SAS- Files

Einige Optionen

DROP = Varname(n); Weglassen von Variablen

KEEP = Varname(n); nur diese Variablen
werden verwendet

FIRSTOBS=integer; 1. zu verarbeitender
Wertesatz

OBS = integer; letzter zu verarbeitender
Wertesatz

RENAME = (alter Varname = neuer Varname);
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Ausgabe

Formatierte Ausgabe

DATA;

Pi=3.141592;
FORMAT Pi 5.3;
OUTPUT;

STOP;

RUN;

Standard: 8 Zeichen.

Langere Variablennamen

vor die INPUT-Anweisung:
LENGTH Var.name $lange;
z.B. LENGTH Var.name $12;
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Inhalt

Allgemeine Syntax

Eingabe Uber die Tastatur
Transformationen

Eingabe durch externes File

Wichtige Varianten der INPUT-Anweisung
Ein- u. Ausgabe von SAS-Files
Zusammenfligen von Files
Output-Anweisung

DO-Schleifen im DATA-Step
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2.6 Zusammenfligen von Files

Files ‘untereinander’
SASfile_1

SASfile_n

DATA;/* Eingabe Banknotel3.sas */

SET SASfile_1 <(options)>... SASfile_n<(options)>;
RUN;

Files ‘nebeneinander’

SASfile_1 ... SASfile_n
DATA; /* Eingabe_Banknote34.sas */
SET SASfile_1; SET SASfile_2; ... SET SASfile_n; RUN;
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Sortieren und Zusammenftigen von Dateien

Sortieren von Dateien

PROC SORT DATA=SASfile; BY nr; RUN;
nr gibt das Merkmal an, nach dem sortiert
werden soll.

Zusammenfligen von Dateien

MERGE SASfile_1 SASfile_2; BY nr; RUN;
Die Dateien miissen nach dem Merkmal nr sortiert sein!
Wie bei SET sind auch hier Optionen mdéglich.

Eingabe_Merge.sas
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Inhalt

Allgemeine Syntax

Eingabe Uber die Tastatur
Transformationen

Eingabe durch externes File

Ein- u. Ausgabe von SAS-Files
Zusammenfligen von Files
Output-Anweisung
DO-Schleifen im DATA-Step
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2.7 Output-Anweisung

o dient der Ausgabe von Dateien

@ es kdnnen mehrere Dateien gleichzeitig ausgegeben
werden

o die Namen der auszugebenden Dateien erscheinen im
DATA-Step.

Eingabe12.sas
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Inhalt

Allgemeine Syntax

Eingabe Uber die Tastatur
Transformationen

Eingabe durch externes File

Wichtige Varianten der INPUT-Anweisung
Ein- u. Ausgabe von SAS-Files
Zusammenfligen von Files
Output-Anweisung

DO-Schleifen im DATA-Step
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2.8 DO-Schleifen im DATA-Step

Allgemeine Syntax

@ DO Indexvariable = Anfangswert

<TO Endwert> <BY Schrittweite>;
END;

@ DO WHILE (Ausdruck) | UNTIL (Ausdruck);

Eingabe13.sas
Eingabe14.sas
Eingabe15.sas
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Inhalt (1)

@ Wahrscheinlichkeitsrechnung
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Wahrscheinlichkeit
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Diskrete Zufallsvariablen
Stetige Zufallsvariablen
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Varianz

Formmale

Normalverteilung (2)
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3. Wahrscheinlichkeitsrechnung
3.1 Grundbegriffe

Eine Grundgesamtheit (oder Population)

ist eine Menge von Objekten, die gewissen Kriterien genlgen.

Die einzelnen Objekte heiBen Individuen.

- Menge aller Haushalte

- Menge aller Studenten

- Menge aller Studenten der HUB

- Menge aller Einwohner von GB

- Menge aller Heroin-Abhangigen

- Menge aller Bewohner Tibets

- Menge aller verschiedenen Computer
- Menge aller Schweizer Franken

- Menge aller Wettkampfer
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Grundbegriffe

Zufallige Stichprobe

Die gesamte Population zu erfassen und zu untersuchen ist
meist zu aufwendig, deshalb beschrankt man sich auf zufallige
Stichproben.

Zufallige Stichprobe

Eine zuféllige Stichprobe ist eine zufallige Teilmenge der
Grundgesamtheit, wobei jede Stichprobe gleichen Umfangs
gleichwahrscheinlich ist.

(oder: bei der jedes Element mit ‘der gleichen
Wahrscheinlichkeit’ ausgewahlt wird).

Bemerkung: Ein (auszuwertender) Datensatz ist (i.d.R.) eine
Stichprobe.
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Grundbegriffe

Klassifikation von Merkmalen

Nominale Merkmale

Die Auspragungen sind lediglich Bezeichnungen flr Zustande
oder Sachverhalte.
Sie kdnnen auch durch Zahlen kodiert sein!

Bsp: Familienstand, Nationalitat, Beruf

Dichotome Merkmale

Hat das (nominale) Merkmal nur 2 Auspragungen, so heif3t es
auch binar oder dichotom.

gut - schlecht

mannlich - weiblich

wahr - falsch
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Klassifikation von Merkmalen

Ordinale und metrische Merkmale

Ordinale Merkmale (Rangskala)
Die Menge der Merkmalsauspragungen besitzt eine
Rangordnung!

Rangzahlen einer Rangliste (z.B. beim Sport)
Hartegrade
Schulzensuren

Metrische Merkmale (kardinale/quantitative M.)

Werte konnen auf der Zahlengeraden aufgetragen werden
(metrische Skala)

Messwerte, Langen, GréBen, Gewichte, Alter
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Klassifikation von Merkmalen

Metrische Merkmale

Metrische Merkmale werden unterschieden nach:

Diskrete Merkmale
nehmen hochstens abzahlbar viele Werte an.

Alter, Lange einer Warteschlange

Stetige Merkmale

kénnen Werte in jedem Punkt eines Intervalls annehmen, z.B.

x € [a,b], x € (—00, 0).

Metrische Merkmale sind immer auch ordinal.
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Grundbegriffe

Stichprobenraum
Der Stichprobenraum €2 eines zufalligen Experiments

ist die Menge aller mdglichen Versuchsausgange
Die Elemente w des Stichprobenraums 2 hei3en
Elementarereignisse.

- Minzwurf Q = {Z, B}

- Worfel @ = {1,...,6}

- Qualitatskontrolle © = {gut, schlecht}

- Lebensdauer einer Gluhlampe Q = [0, c0)

- 100m - Zeit 2 =[9.81, 20)

- Blutdruck, Herzfrequenz

- Lange einer Warteschlange Q2 = {0, 1,2, ...}

- Anzahl der radioaktiven Teilchen beim Zerfall
- Wasserstand eines Flusses © = [0,...)
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Grundbegriffe

Ein Ereignis ist eine Teilmenge A,A C )

Lebensdauer < 10 min.
Augensumme gerade.
Warteschlange hat Lange von < 10 Personen.

Realisierungen sind die Ergebnisse des Experiments
(die realisierten Elemente von )
VerknUpfungen von Ereignissen werden durch entsprechende
MengenverknlUpfungen beschrieben
AUB A oder B tritt ein

ANB A und B tritt ein
A=Q\A Atrittnicht ein.
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Grundbegriffe

Ereignisfeld

Forderung (damit die Verknipfungen auch immer ausgefihrt
werden kdnnen):
Die Ereignisse liegen in einem Ereignisfeld (c-Algebra) €.

Ereignisfeld

Das Mengensystem ¢ C B(Q2) hei3t Ereignisfeld, falls gilt:
1.Qe¢

2. Ac¢C—Ac¢

3.4, € Qf,l: 1,2,... - U?ilAl' € ¢,
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3.2 Wahrscheinlichkeit

Das Axiomsystem von Kolmogorov

Sei € ein Ereignisfeld. Die Abbildung
P:¢ —R

hei3t Wahrscheinlichkeit, falls sie folgende
Eigenschaften hat:

1. FuralleA e Eqilt: 0 < P(A) <.
2. P(Q)=1.
3. Sei A; eine Folge von Ereignissen, A; € €,

P(UJa) = >_ P,

falls A;NA; =0 Viji#j
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Wahrscheinlichkeit

Eigenschaften (1)

P(A) =1—P(A).
Beweis:
1 = P(Q) Axiom 2
= P(AUA)
= P(A)+ P(A) Axiom 3
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Wahrscheinlichkeit

Eigenschaften (2)

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).
Beweis:

P(AUB) = P((ANB)U(ANB)U(BNA))
= P(ANB)+P(ANB)

+P(BNA) Axiom 3
= P(A)+ P(BNA)+ P(ANB)

J

—P(ANB)
— P(A)+P(B)— P(ANB)
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3.3 Zufallsvariablen

Eine (messbare) Abbildung heif3t Zufallsvariable.

X: Q —R
[

Diskrete Zufallsvariable

Die Zufallsvariable X heif3t diskret, wenn X nur endlich viele oder
abzahlbar unendlich viele Werte x; annehmen kann. Jeder
dieser Werte kann mit einer gewissen Wkt. p; = P(X = x;)
auftreten. (p; > 0)

- geografische Lage (N,O,S,W)

- Lange einer Warteschlange

- Anzahl der erreichten Punkte in der Klausur.
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Stetige Zufallsvariable

Stetige Zufallsvariable

Die Zufallsvariable X heif3t stetig, falls X beliebige Werte in

einem Intervall (a, b), [a, b], (a,b], (a,b], (—

00,a), (b, 00),

(—o0,dl, [b, ), (—00, c0) annehmen kann.

- Wassergehalt von Butter
- Messgrof3en (z.B. bei der Banknote)
- Lebensdauer von Kihlschranken
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Verteilungsfunktion

Diskrete Zufallsvariable
Fx(x) :== P(X < x) ZP: Zpi
i<x i=0

heil3t Verteilungsfunktion der diskreten zufalligen Variable X

Manchmal wird die Verteilungsfunktion auch durch P(X < x) definiert.

Stetige Zufallsvariable
Die Zufallsvariable X wird mit Hilfe der sogen. Dichtefunktion f

beschrieben,
Fy(x) = P(X < x) — / £0)dr
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3.4 Diskrete Zufallsvariablen

Bezeichnung

X e {xl,xz,x3, .. }

X. <xl x2 X3 ...xn ...)
Pr P2 P3 Pn

pi:P(}(:.Xi)>O7 i:1,2,3,...

Zpizl

i=1
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Diskrete Zufallsvariablen
Beispiele
Zweimaliges Werfen einer Miinze

Q= {zz,ZB,BZ,BB}, X := Anzahl von Blatt

0 2
X : <1 1)
4 4
Erfolge bei n Versuchen

X: Anzahl der “Erfolge” bei n Versuchen, wobei jeder der n Versuche
eine Erfolgswahrscheinlichkeit p hat.

PX=k) = (Z)pk(l —p)"* Binomialwk.

N—= =

k n\ .
A = pocsi =3 (1) -prt v

i=0

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung 91



Wahrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen

Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Binomial Poisson

Binomial-Verteilung mit n=20 und p=0.5, 1/6, 0.1 Poisson-Verteilung mit lambda=5, 7, 12
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Diskrete Zufallsvariablen
Ubungsaufgabe

Wiirfeln 20 mal. Wkt. fir mindestens 4 Sechsen?

X: Anzahl der Sechsen.

3

PX>4)=1-P(X<3)=1-F(3)=1-) P(X=i)
—1- ()" -0 (0" - R0
_20- 19 - 18 1 5

3,9\17
918 1), 5)
=1 - CDF('Binomial’,3,1/6,20)
= SDF('Binomial’,3,1/6,20)
~ 0.43.
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Diskrete Zufallsvariablen

Poisson (1)

X: Anzahl der Anrufe pro Zeiteinheit

X:(o 1 2 3 )
Po p1 P2 pP3 -

)\i
Pi = ,—'€_>\, )\ > O
1
2= =l
i=0 i=0
e

Bez.: X ~ Poi()\), wobei \ ein noch unbestimmter Parameter ist.
Er kann als mittlere Rate aufgefaBt werden.
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Diskrete Zufallsvariablen

Poisson (2), Motivation

Sei {N, },er eine Menge von Zufallsvariablen (ein stochastischer
Prozess ) mit den Eigenschaften:
V1: Zuwachse sind unabhangig, dh. die Zufallsvariablen
N;y, — N, und N, — N,_,, sind unabhangig
V2: esist egal wo wir das Zeitintervall betrachten, dh.
N;, und N, haben dieselbe Verteilung
V3: WLkt., daf3 mindestens ein Ereignis in der Zeit h
eintritt, z.B. ein Kunde ankommt.
p(h)=a-h+o(h), a>0h—0
V4: WKkt. fir k > 2 Ereignisse in der Zeit h: o(h)
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Diskrete Zufallsvariablen

Poisson (3)

Frage: Wkt. bis zum Zeitpunkt r genau i Ereignisse?
(eingetroffene Kunden, zerfallene Teilchen)

Pi(t) :== P(N, = k), Pi(r)=0 far k<O

a'tt
Pk(t):Fe [, k>0
Poisson-Verteilung mit Parameter \ = ar.

Beweis: Stochastik-Vorlesung.
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Diskrete Zufallsvariablen

Poisson (4)

Binomial und Poisson

Seien X,, ~ Bi(n,p) Y ~ Poi(\)

Farn-p = A qilt: P(X, = k) — 00 P(Y =k).

Beweis:

_ I’l(l’l — 1) ) k'(n —k+ 1)(%)k(1 . %)nk
lnn—1)---(n—k+1) A,
Tk (n— M) /A (1=7)
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Diskrete Zufallsvariablen

Geometrische Verteilung

Muanzwurf solange bis B(Blatt) kommt

Q0 ={B, ZB, ZZB, ...}
X := Anzahl der Wiirfe bis zum ersten Blatt.

0 1 2 3 4 n
X:(l/z (1/2) (1727 (1/27 (1)2)* - (1/2)" )

1 . ,
Zpl = Z 1/2)" = o=l geometrische Reihe
i=1

2

geometrische Verteilung mit p=1/2, p; = (1/2)'.
allgemeiner: p; = p(1 — p)—".
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Geometrische Verteilung
Geometrische Verteilung mit p=0.5, 1/6, 0.1

(1K= 1/6 P— 0
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Diskrete Zufallsvariablen

Hypergeometrische Verteilung (1)

Qualitatskontrolle

Warenlieferung mit N Stiicken, davon genau n schlecht. Frage: Wkt., in
einer Stichprobe vom Umfang m sind héchstens k Stlick schlecht?

X: Anzahl der schlechten Stlicke in der Stichprobe.
n N—n
=iy - B 6D
()
(M): # maglichen Stichproben.

(}):  # Méglichkeiten, aus n schlechten Stticken in der Population k

schlechte Stlicke zu ziehen.

(N~m): 4 Méglichkeiten, aus N — n guten Stiicken in der Population

m — k gute Stiicke zu ziehen.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen

Hypergeometrische Verteilung (2)
Offenbar: 0 < x < min(n,m), m—x<N —n.

Eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion
k n . (N n)
k|HN n m Z

heif3t hypergeometrisch verteilt.

Bemerkung: Flr N — oo, n — oo, & — p gilt:

) > (" )01 = ) = olBin )
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

Hypergeometrische Verteilung

Hypergeometrische Verteilung mit m=20
und (N.n)=(1000.40).(100.4). (50.2)

oo
oo
=~}

1 FivaEs

00—

(80.2)

. . PLOT - ) —— (100.4) (1000.40) .
Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung 102



Wahrscheinlichkeitsrechnung Diskrete Zufallsvariablen

SAS-Anweisungen
CDF(’Binomial’,m,p,n) PDF(’Binomial’,m,p,n)

(’
CDF(’Poisson’,m,\) PDF('Poisson’,m,\)
CDF(Geometric’,m-1,p) PDF(Geometric’,m,p)
CDF('Hyper'k,N,n,m)  PDF(Hyper,k,N,n,m)

Bem.: Bei SAS weicht bei der geometrischen Verteilung die
Parametrisierung von der Ublichen Definition ab.

Descr_Binomial_neu.sas

Descr_Poisson.sas

Descr_Geometr.sas

Descr_Hypergeom.sas

In den Wahrscheinlichkeiten kdnnen Parameter auftreten, die in
der Regel unbekannt sind.

Die Parameter sind anhand der Beobachtungen (der Daten) zu
bestimmen/zu schatzen!
— Aufgabe der Statistik

a
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Stetige Zufallsvariablen
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Stetige Zufallsvariablen

3.5 Stetige Zufallsvariablen

Sei X stetig auf (a,b), wobei a, b unendlich sein kénnen,
a<xg<x1<b

PX=x)) =0, Plxo<X<ux)>0(wennf>0).

Die Funktion f hei3t Dichtefunktion (von X) falls:
1.f(x) >0, a<x<b.

2. ff(x)dx: 1.

Die stetige Zufallsvariable X wird also durch seine
Dichtefunktion beschrieben.

Plc <X <d) :/df(x)dx.

Die Dichtefunktion hangt i.A. von unbekannten Parametern ab, die
geschatzt werden missen.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Stetige Zufallsvariablen

Beispiele

Gleich- und Exponentialverteilung

Gleichverteilung auf [a,b] X ~ R(a,b),a<b
Ta fallsa <x<b,

Jle) = 8 sonst.
- Referenzverteilung - Zufallszahlen
Exponentialverteilung, X ~ Exp()\), (A > 0)
= {7 T el e
- Lebensdauer - Zeitdauer zwischen Ankinften
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Stetige Zufallsvariablen

Beispiele

Exponentialverteilung (2)

Gedachtnislosigkeit

Eine Verteilung P (mit Verteilungsfunktion F) heif3t

gedachtnislos, wenn fur alle s, r > 0, gilt:
PX>s+tX>1t)=PX>ys).
Es gilt (Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit)
P{X=s+1pn{X >1})
P(X >1)

P(X >s+1)
P(X > 1)

PX>s+1X>1) =
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Stetige Zufallsvariablen

Gedachtnislosigkeit

Cauchy-Funtionalgleichung
Eine Verteilung ist also gedachtnislos, gdw.

—P(X>s5) gdw. 1;5—(;(;’):1_1?(5).

P(X>s+1)
P(X >1)

Uberlebensfunktion (oder Zuverlassigkeitsfunktion)
G(t)=1—F(r)

Die Verteilungsfunktion F (mit der Uberlebensfunktion G) ist also
gedachtnislos gdw.

G(s+1)=G(s)-G(r) furalle s,:>0
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Stetige Zufallsvariablen

Cauchy-Funktionalgleichung

Eine Lésung
Satz: Die Exponentialverteilung ist gedachtnislos.

Beweis: Die Verteilungsfunktion ist (sei \' := %)

falls >0
sonst,

1 — -\t
F()=P(X <1) = {0 ¢
und die Uberlebensfunktion
Gt)=1—Ft)=1—-(1—e ") =e"
Folglich erhalten wir

G(s +1) = e M) = eV = G(s) - G(1).
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Stetige Zufallsvariablen

Cauchy-Funktionalgleichung

Die einzige Lésung

Satz:

Sei F eine stetige Verteilungsfunktion mit
F(0)=0 wund G(t)=1-F().
Es gelte die Cauchy-Funktionalgleichung

G(s+1)=G(s)-G(r) furalle s,r>0.
Dann qilt fir alle ¢, t > 0,

Ft)y=1—e,
wobei A > 0. D.h. F ist Exponential-Verteilungsfunktion.

Beweis: Stochastik-Vorlesung.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Stetige Zufallsvariablen

Beispiele

Normalverteilung (NV)

Dichtefunktion und Verteilungsfunktion

)2

L) = b b
F(x) = 217m / 67%(%)2 dt (2)

(—o0 <x < ), —00<pu<o0,0%>0.

Bez.: X ~ N (u,0?), u:lLageparameter, o: Skalenparameter
Normalverteilung: wichtigste Verteilung in der Statistik
warum? — spater.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Stetige Zufallsvariablen

SAS-Anweisungen

PDF(Exponential’,x,\) Dichtefunktion
CDF(Exponential’,x,\) Verteilungsftkt.

PDF('Normal’,x,u, o) Dichtefunktion
CDF(Normal’,x,, o) Verteilungstkt.
PROBNORM(x,x, o)

Quantile('Normal’,u, o) Quantilfunktion
PROBIT(u,1,0)
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Stetige Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen

Weitere wichtige Verteilungen

Weibull-Verteilung  CDF('Weibull’,x,a,\)
Gamma-Verteilung CDF(Gamma’,x,a,\)

x2-Verteilung CDF(Chisq’,x,v, \)
t-Verteilung CDF(t',x,v, d)
F-Verteilung CDF(F’ ,x,v, 11, 0)

Die drei letzten Verteilungen werden vor allem bei statistischen
Tests benotigt (spater).

Descr_Weibull
Descr_-Gamma
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Stetige Zufallsvariablen

Wahrscheinlichkeitsverteilungen in SAS (1)

— help
— SAS Help and Documentation
— SAS Products
— BASE SAS
— SAS Language Dictionary
— Dictionary of Language
— Functions and Call Routines
— CDF
— PDF
— Quantile
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Stetige Zufallsvariablen

Wahrscheinlichkeitsverteilungen in SAS (2)

CDF(’'Verteilung’,x,Parameterliste) Verteilungstki.
PDF(’Verteilung’,x,Parameterliste) Dichtefkt.
(Wkit.fkt.)
SDF ('Verteilung’,x,Parameterliste) = 1-CDF
Uberlebensfunktion (1 — F(x))

Quantile('Verteilung’,u,Parameterliste) Quantilfkt.

Verteilung: in der obigen Liste nachsehen
(s. letzte Folie)
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (1)
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (1)

3.6 Normalverteilung (1)

Dichtefunktion der Standard-Normalverteilung

1 1

_ L e
f(x)—m e Gauf3

X ~N(u,0?)

Eine Zufallsvariable mit dieser Dichte f(x) hei3t normalverteilt
mit Parametern ;. und o2.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (1)

Normalverteilung (2)
Satz: f auf der letzten Folie ist Dichte.

Beweis: 1. f(x) > 0Vx € Rund o > 0.
2. bleibt z.z.

lim F(x / f(t)dt = /
X—00 27'{'0‘

Wir bezeichnen

2
e -3(2*) dt = 1.

_1 7)2
e 3 (5 dx =: 1.
2mo
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (1)

Normalverteilung (3)
Wir betrachten zunachst:

too 2
rr = ! /e_é(xjf“)zdx
2o
+O; +o0
= 27302 /e_xxdu)de /e_é(yvu)zdy
+oooo +o00 h
- 5 ;02 / / ) x| )
JcioooJrooOO
_ 27302//6—%(?)26—2(“; )" dx dy
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (1)

Normalverteilung (4)

Substitution:

Wir erhalten damit:

Ir = 21 2//e_észe_5’202dsdt
i

—00 —0O0

27

—00 —00
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (1)
Normalverteilung (5)
Weitere Substitution (Polarkoordinaten):
§ = rcosp t =rsing.

Dann gilt allgemein nach der Substitutionsregel:

//g(s,t)dsdt://g(r, @) detJ drdey,

wobei hier:
9 O
detJ = |J| = ’g %_f‘
or Oy

Cosp —rsingp
sing  rcosp

rcos? ¢ + rsin® o
= r(cos® o +sin* @) =r
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (1)

Normalverteilung (6)

27
12:i/
2m
0
21 oo
1
:%// rdrdgo
0 0
2
1 ,
:2_/[62 ¢
m
0
12 1
27r/g0 27r7r
0
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (1)

Normalverteilung

Standard-Normalverteilung

u=0, o*=1
px) = : e/ Dichte
B V2
1 * 2
dx) = — e "/?dr Verteilungsfunktion
V 27T \/;oo

©(x), ®(x) sind tabelliert.
Es geht auch einfacher mit CDF und PDF.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (1)

Standardnormalvertellung ( )

Di on der Standard-Normalverteilung Ver

ktion der

Normalverteilung

p(x) = o(—x)
Pla<X<b) = &) — d(a)

Descr_normal.sas

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (1)

Standardnormalverteilung (2)

Frage: Fur welches x gilt: ®(x) = a?

x=®"(a) «a-Quantil.
d~!() als Funktion: Quantilfunktion

SAS: QUANTILE(’normal’,a,0,1)
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (1)

Normalverteilung

Reziehiina ziir Standard-Normalverteiliina

Sei X ~ N(0,1). Dann P(a < X < b) = ®(b) — (a).
Satz. Es qilt:
X~N(0,1) <= oX+p~N(po?
X ~N(p,0%) <= aX+ B~ N(au+ B,a°0?)

X ~N(p,0%) <= )%NN(O,U

Beweis: Wir zeigen nur 1. (—). Sei X ~ N(0, 1).

P(oX+pu<x) = P(

<—H-e=H -

R Ry / U w2/
= ——e¢ dt = e \HTH 7 du
/_oo V2T —0 V27102
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (1)

Normalverteilung

Unterschiedliche Parameter (1)

Vergleichen Sie

a) o fest, u verschieden
b) 1 fest, o verschieden

Dichtefunktion verschiedener Normalverteilungen Dichtefunktion verschiedener Normalverteilungen
Lageunterschied Skalenunterschied

Derts

0
m [
& 4 : 2 ' . 4
o o9

Descr_Normal_1.sas
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (1)

Normalverteilung
| Intarerhiadlirha Paramatar (2)

Satz: Seien X; ~ N(p,01), X ~ N (i, 03),
o7 < o3 und a > 0. Dann gilt:

Plp—a<Xy<p+a)>Plu—a<Xo<p+a).

Beweis:

Plu—a<X; <pu+a) = P(U—1< - <0—1)
— q;i)_cp_ﬁ
01 01
a a
> O(—) — P(——
() -2

= Plu—a<Xy<p+a).
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (1)

Normalverteilung
Beispiel: X; ~ AN (10,4), X, ~ N (10,9),a = 1.
PO<X <11) = @(11;10
1
= () - %

) - o(——)
1

1
—5):2'@(5)—1

= 2-0.6915 -1 =0.383.

11 -10
PO <X, <11) = & 3
1
= P(5)—
(3) —

9-10
) - o(=—)
1 1
—)=28(p) 1

= 2-0.6306 —1=0.26112.

Descr_Normal_3.sas
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (1)

Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Zusammenfassung (1)

Diskrete Verteilungen
Binomial X ~ B(n,p)
X : Anzahl von “Erfolgen”, n Versuche, Erfolgswkt. p.

Poisson X ~ Poi(\)

X : Anzahl von “Erfolgen”, n Versuche, Erfolgswkt. p,
n gro3 und p klein, n-p = \.

X : # Ankinfte in einem Zeitintervall.

Geometrisch, X ~ Geo(p)

X :: Zahl der Versuche bis zum ersten “Erfolg”.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (1)

Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Zusammenfassung (2)

Stetige Verteilungen
Gleichverteilung X ~ R(a, b)
Zufallszahlen

Exponential X ~ Exp()\)
“gedachtnislose” stetige Verteilung.

Normal X ~ N (p, 0?)

Zentraler Grenzwertsatz
Fehlergesetz (viele kleine unabhangige Fehler)
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

3.7 Erwartungswert

Einleitende Motivation

Eine Minze wird 3 mal geworfen.
Wie oft kdnnen wir erwarten, daf3 Blatt oben liegt?
Wie oft wird im Mittel Blatt oben liegen?

X <1(/)8 3}8 3?8 1?8)

Erwartungswert:

0-g+1-2+2-3+43.4=2=15

D.h. bei 10maliger Durchfiihrung des Experiments konnen wir
im Mittel mit 15mal Blatt rechnen!

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung

133



Wabhrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert

Diskrete Zufallsvariable

Sei X diskrete Zufallsvariable
X - <X1 e Xy )
EX = Zpixi = inpi
i=1 i=1

heil3t Erwartungswert von X.
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert
X ~ Poisson(\)

b\
X:(o 1 2 3 ) = N
Po Pv P2 D3 - i!

EX = > pi

Interpretation: z.B. mittlere Ankunftsrate.
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert

X ~ Bi(n,p)
EX = Zk<2)pk,(1_p)n—k
k=0
- n! k—1 k
= 1-p)
k=1
" n—1\ "
= p nz<k_l)pk "(1—p)y*
k=1
1
=P "Z< i )P’U pt k=it
i=0
]
= n-p.
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert
Stetige Verteilung

Sei X stetig mit Dichte f. Die Gro3e

EX — / X - Flx)dx

— 00

heil3t Erwartungswert von X.

X ~ Exp(A), A>0
0o ! B
EX:/X-X-e xdx =\
0
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EX

Wolfgang Kdssler

Wahrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert
Erwartungswert
Normalverteilung

X~ N(p,0%)

o0
1 x—py2
_ Il G P
= X e\ o X
/ V27 o
— 0
o0

1 e
= ot + e 2 dt
/ (o + 1) =

—00

2T

00
1 =£
= M+r/a-t~e2 dt = p.

—00
N————
=0

Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert

Gleichverteilung

X ~ R(a,b), gleichverteilt auf dem Intervall (a,b)

1 1ol

X

EX = - all

b—a/de b—a2
b —d  a+b
2(b—a) 2
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung Erwartungswert

Erwartungswert

Eigenschaften des Erwartungswertes

E ist Linearer Operator
E(aX + bY) = aEX + bEY.
Beweis: folgt aus Eigenschaften von Reihen und Integralen. g
Regel des Faulen Statistikers
Sei X Zufallsvariable, g: R — R (rechtsseitig) stetig =
Yoo &(xi)pi , falls X diskret
EX) =\ T eif()ax | falls X stetig,

vorausgesetzt die Erwartungswerte existieren.
Beweis: Transformationsformel (s. Stochastik)
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Varianz
3.8 Die Varianz (Streuung)
Definition
Ang., die betrachteten Erwartungswerte existieren.
var(X) = E(X — EX)?
heil3t Varianz der Zufallsvariable X.
o =/ Var(X)

heil3t Standardabweichung der Zufallsvariablen X.

Bez.: var(X), Var(X),varX, 0%, 0%, 0,0x.
Sei i := EX.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz

Stetige und diskrete Zufallsvariablen

Wenn X diskret, so qilt:

o0

var(X) = (5 — u)p,

i=0

Wenn X stetig, so gilt:

var0) = [ e pr ax

wobei f die Dichte von X ist.

var(X): mittlere quadratische Abweichung von X und EX.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz

Eigenschaften der Varianz

var(X) = E(X —EX)*=E(X — p)?
= E(X?—2uX + 112)

— EXZ . ,LLZ
var(aX +b) = d*var(X),
var(X) = 0<= dc:

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin

a,beR.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Unabhangigkeit

Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Zwei Zufallsvariablen X und Y hei3en unabhangig, falls
PX<x,Y<y)=PX<x)-PY<y)
fur alle x,y € R.
Zwei Ereignisse A und B hei3en unabhangig, falls
P(A,B) = P(A) - P(B)

X und Y sind also unabhangig gdw. die Ereignisse X < x und
Y < y unabhangig sind fur alle x,y € R.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Erwartungswert und Varianz

Eigenschaften

Seien X und Y stochastisch unabhangig. Dann
E(X-Y)=EX-EY.
Beweis: Ubung
Seien X und Y unabhangig. Dann gilt
var(X +Y) = var(X) + var(Y).

Beweis: Ubung
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz

Poisson-Verteilung
WahrscheinIichkeitsfu_nktion

1

A
P(X:i):_—'e’A, i=0,1,2,... E(X) =\
L.

o0

var(X) = E(X-EX)? =) (i—)\)p
i=0
= D i (i=Dpi+ D ip =2 ip+ N> p;
i=2 i=0 i=0 i=0
Mase A2 2, 22
2\ A—2X2+ X\ =\
e Z (i—2) + +

i=2
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz

Binomialverteilung, X ~ B(n,p)

Wahrscheinlichkeitsfunktion

P(X =k) = (Z)l)k (1= p)n*

var(X) = np(1 — p).
(ohne Beweis, UA)

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung

148



Wahrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz

Gleichverteilung auf (a,b)

1
— € (a,b) b
x) = b—a x ’ :Cl+
f() {0 sonst. EX 2
b
1 1 20 1
EX* = > dx = -x°| -
/axb—a =3l .
b —d  dtab+ b’
~ 3(b—a) 3
1
var(X) = EXZ—(EX)ZZE(4a2+4ab+4b2—3a2—6ab—3b2)
1L, 2 (b—a)2
12(a ab + b) D
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz

Exponentialverteilung

Dichte

le=x fallsx >0

_ )¢ =Y
x) =

f< ) 0 sonst.
EX = A\
EX? = / xzieidle)\z (UA).

0
var(X) = M.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Varianz

Die Varianz

Normalverteilung: var(X) = o2

Bei Normalverteilung sind also die Parameter 1 und o2

Erwartungswert und Varianz.
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung FormmaBe

Inhalt

Q
Qo
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q

Grundgesamtheit, Population
Wahrscheinlichkeit
Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen
Stetige Zufallsvariablen
Normalverteilung (1)
Erwartungswert

Varianz

Formmale

Normalverteilung (2)
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung FormmaBe

Formmafe (1)
(Theoretische) Schiefe

ne()

B = 0 falls F symmetrisch
By < 0 falls F linksschief
By > 0 falls F rechtsschief

UA: Berechnen Sie die (theoretische) Schiefe von

(A(—4-V6) -1 L(-4+V6) 2 3
X‘( 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2)

v (-9 -7 2 4 10
02 02 02 02 02

und von
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung FormmaBe

Formmalfe (2)

(Theoretische) Wolbung, Kurtosis
4
5 —E (ﬂ) 3
var(X)

B, =0 bei Normalverteilung
B, > 0 Tails “dicker, langer, starker” als bei NV (?)
B, < 0 Tails “dlinner, kirrzer, schwacher” als

bei NV (?)

B> = 0 heiB3t nicht notwendig: F ~ Normal.
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung FormmaBe
Formmalfe (3)

Kurtosis

Dichten mit E(X) = 0,var(X) = 1,5, =0,8,=0

Dichte
———— ——— ——— ——— ——— ———
0.8 -
0.6 -
04r -
02 -
oop—"", . . P S Y N R SR B
-3 -2 -1 0 1 2 3
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Wabhrscheinlichkeitsrechnung FormmaBe

Formmalfe (4)

Theoretische Schiefe und Kurtosis verschiedener Verteilungen

Verteilung  Schiefe  Kurtosis

normal 0 0
gleich 0 -1.2
Doppelexp 0 3
Exponential 2 6

: 1-2, 6 1
Bl(n,p) np(lp—p) o np(1—p)

H 1 1

Poi()) 7 X
Geo(p) = 6+ 5
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (2)

Inhalt

Q
Qo
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q

Grundgesamtheit, Population
Wahrscheinlichkeit
Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen
Stetige Zufallsvariablen
Normalverteilung (1)
Erwartungswert

Varianz

Formmale

Normalverteilung (2)
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (2)

3.9 Normalverteilung (2)
RacnnAdara Finanerhaftan

(schwaches) Gesetz der Gro3en Zahlen
Seien X; unabhangig, identisch verteilt, EX; = u

_ 1 <&
X,=-> X;,—,EX

Zentraler Grenzwertsatz

Seien X; unabhangig, identisch verteilt,

EX; = p,varX; = o’

Z, = \/ﬁX”_“ —Z, Z~N(0,1).
g

Bem.: Die X; selbst missen nicht normalverteilt sein.
Descr_Binomial 2.sas Descr_Exp.sas
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (2)

Normalverteilung

Fehlertheorie

Fehler sind unter folgenden Annahmen (asymptotisch)
normalverteilt:

e Jeder Fehler ist Summe einer sehr gro3en Anzahl sehr kleiner,
gleich groB3er Fehler, die verschiedene Ursachen haben.

e Die verschiedenen Fehlerkomponenten sind unabhangig.

e Jede Fehlerkomponente ist mit Wkt. 0.5 positiv und mit Wk.
0.5 negativ.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (2)

Normalverteilung

Maximale Entropie (zur Information)

gegeben: Erwartungswert ;. und Varianz o2
gesucht: Wahrscheinlichkeitsdichte f auf (—oo, co) mit

/xf(x) dx = p, /(x — p)*f(x)dx = o*
und maximimaler Entropie:
HU) = [ 3 tog (x) ds

= f =Normaldichte.

Literatur: Rao: Lineare Statistische Methoden, 3.a.1.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung Normalverteilung (2)

Normalverteilung

Die Summe normalverteilter Zufallsvariablen

Die Summe normalverteilter Zufallsvariablen ist normalverteilt.

Seien X; ~ N (p11,07), X5 ~ N (1, 0%). Dann
X1 4+ Xo ~ Ny + o, 07 + 03 + 2p0107).

(p: Korrelationskoeffizient zwischen X; und X, s.u.)

Beweis: Uber charakteristische Funktionen
(Fouriertransformationen der Dichte) oder

Uber die Faltungsformel (Stochastik-Vorlesung) oder
Uber eine Verallg. des Satzes der Totalen Wkit.
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MaBzahlen

Inhalt (1)

@ Statistische Maf3zahlen fir quantitative Merkmale

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung 162



MaBzahlen

Inhalt (2)
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MaBzahlen

Inhalt (3)
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Mafzahlen

4. Statistische Maf3zahlen fur quantitative
Merkmale

4.1 Lagemale
Mittelwert, Quantile, Median, Quartile, Modalwert

4.2 Eigenschaften von Schatzungen
4.3 Schatzmethoden

4.4 Streuungsmafe
Varianz, Standardabweichung, Spannweite,
Quartilsabstand, MAD, Variationskoeffizient

4.5 Formmale
Schiefe, Exzess, Woélbung, Kurtosis
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MaBzahlen LagemaBe

Inhalt

Lagemale

Eigenschaften von Schatzungen
Schatzmethoden
Streuungsmale

Formmale

© © 0 00
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MaBzahlen LagemaBe

Lagemale (Lokationsparameter)

Das arithmetische Mittel

Die angegebenen MafBzahlen sind empirisch, d.h. sie sind
Schatzungen fir die wahre (i.A. unbekannte) Lage.

Mittelwert (MEAN)

_ 1 <&
X = Xn = - i
X, —nooo EX Gesetz der Gro3en Zahlen.

Voraussetzungen:
a)X;, iid., EX; < oo (Chintchin) oder
b) X; beliebig, EX? < oo (Tschebychev)
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MaBzahlen LagemaBe

Lagemalfe (2)
Quantile
Die Beobachtungen xi, ..., x, werden der GrdBe nach geordnet:

X(l) S S x(n).
Sei0<a<l1, a-n=|a-n|+r=j+r.
(empirische) Quantile (Perzentile)
. = X(j+1) frr >0

“ 1/2()6(/) —f-X(/_H)) firr=0
(empirisches) a-Quantil bzw. o - 100% Perzentil
mindestens |« - n| der Werte (xy, ..., x,) sind < x,
mindestens [ (1 — «)n| sind > x,
Vereinbarung: xo := x(1y X1 := Xy
Bem.: x, ist Schatzung von F~!(«)
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MaBzahlen LagemaBe

Quantile
Beispiel
X1y < X2) < X3 < Xg) < X(5)
15 < 27 < 28 < 30 < 3.1
a=0.25:

a-n=025-5=125=1+0.25
— Xo = X0.25 =X@2) = 2.7

a=0.75:
a-n=075-5=3.75=3+0.75
— Xa = X0.75 = X(4) =30
a=0.5:

a-n=05-5=25=2+0.5
— Xao = X0.5 = X@3) =2.8
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MaBzahlen LagemaBe

Lagemafe (3)

Median
ist das 0.5-Quantil x s.

Quatrtile
heiBen die 0.25- und 0.75-Quantile xy,s und x 7s.

Modalwert
haufigster Wert

theoretischer Modalwert:
diskrete Merkmale: der wahrscheinlichste Wert
stetige Merkmale: Wert mit der grof3ten Dichte
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MaBzahlen LagemaBe

Lagemafe (4)

e Der Mittelwert ist in vielen Fallen eine 'gute’ Lageschatzung,
aber nicht robust (gegen Ausreil3er).

e Der Median ist robust, aber meist nicht so 'gut’.

getrimmte Mittel, (a-)getrimmtes Mittel

X(lnal+1) + - F X [mwa)) 1)

)_(a = )
n—2\n-al

Die |n - a] kleinsten und |n - «| gréB3ten Werte werden
weggelassen und dann das arithmetische Mittel gebildet.

X, ist robuster als X und effizienter als x; s.
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MaBzahlen LagemaBe

Lagemafe (5)

winsorisiertes Mittel, (a-)winsorisiertes Mittel
Seia € [0,3) undjetzt n; := [n-a + 1.

v . MXe) + Xy +1) T oo T X(—ny) T X (—ny +1)

n

Die |n -« kleinsten und |n - | gréBBten Werte werden

“herangeschoben” und dann das arithmetische Mittel gebildet.
e winsorisiertes Mittel ist robuster als X und effizienter als x; s.

Empfehlung fir X, Xo.,: «:0.1 ... 0.2.
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Mafzahlen LagemaBe

Lageschatzungen mit SAS

Mittelwert: PROC MEANS; PROC SUMMARY,;

Median:

PROC MEANS MEDIAN;
PROC UNIVARIATE;

getrimmte Mittel: PROC UNIVARIATE

TRIMMED=Zahl;

winsorisierte Mittel: PROC UNIVARIATE

WINSORIZED=Zahl;

Modalwert: PROC UNIVARIATE;

Quatrtile:
Quantile:

PROC UNIVARIATE;
PROC UNIVARIATE;
PROC MEANS p1 p5 p10 p25 p75 p99;

Descr1i.sas Mean.sas

Wolfgang Kdssler
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Beispiele (1)

Todliche Unfalle durch Pferdetritte

14 Corps, 20 Jahre, insges. 280 Einheiten. Erfasst wurde fir
jede Einheit die Anzahl der tédlichen Unfalle durch Pferdetritte.

Anzahl Haufigkeit
0 144
1 91
2 32
3 11 )
4 2 U | .,
5 O . | 2 3

Poisson-Verteilung geeignet (?)
Schatzung von )\ durch X.
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MaBzahlen LagemaBe

Beispiele (2)

Anzahl von schwarzen Feldern

Ein Zufallszahlengenerator soll zuféllige Bildpunkte erzeugen, weil3

mit Wkt. 0.71 und schwarz mit Wkt. 0.29.
Dazu wurde ein groB3es

Quadrat in 1000 Teilquadrate
mit je 16 Bildpunkten zerlegt.
Gezahlt wurde jeweils die
Anzahl der schwarzen i I b,
Bildpunkte. S
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

h 2 28 93 159 184 195 171 92 45 24 6 1 0

Binomial-Verteilung (schwarz) geeignet (?)
Ang. p unbekannt. Schatzung von np durch X.
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Mafzahlen Eigenschaften von Schatzungen

Inhalt

Lagemale

Eigenschaften von Schatzungen
Schatzmethoden
Streuungsmale

Formmale

© © 0 00

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung 176



MaBzahlen Eigenschaften von Schatzungen

Eigenschaften von Schatzungen (1)

Sei 6, eine Schatzung von 6, die auf n Beobachtungen beruht.

Konsistenz (Minimalforderung)

Erwartungstreue, Asymptotische Erwartungstreue

Ef, =0
Ef, =, o 0

“gute”, “effiziente” Schatzung

var 6, mdglichst klein

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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MaBzahlen Eigenschaften von Schatzungen

Eigenschaften von Schatzungen (2)

optimale Schatzung

wenn var 6, den kleinstméglichen Wert annimmt fir alle
erwartungstreuen (e-treuen) Schatzungen.

Mean Square Error (MSE)

MSE = E(4, — 0)*> = E(6, — Ef, + Ef, — )
=var 0, + (Ef, — 0)* =var 6, + bias? 6,

soll minimal oder moglichst klein sein.

robuste Schatzung

Eigenschaften sollten “modglichst” auch bei (kleinen)
Abweichungen von der (Normal-) Verteilungsannahme gelten
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Mafzahlen Eigenschaften von Schatzungen

Eigenschaften von Schatzungen (3)

Cramer-Rao Ungleichung

: zu schatzender Parameter einer Population (Dichte f).
6 = 6,: eine erwartungstreue Schatzung von 6.

Cramer-Rao-Ungleichung

var(0) > !

n-I1(f,0)
Fisher-Information

16,0) = w0 = (RS0 2y ) a

Die Varianz einer Schatzung kann, bei gegebenem
Stichprobenumfang, nicht beliebig klein werden.
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Mafzahlen Eigenschaften von Schatzungen

Eigenschaften von Schatzungen (4)

Beispiele

f normal
1 _ew?
Flo ) = ———e 5
2wo
L e pp?
Inf(x, ) = —In(vV2m0) 53
Olnf(x,p)  x—p 1
ol o o
1 [ x—p 1
Ifp) = = | (=) flopde=—
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Mafzahlen Eigenschaften von Schatzungen

Eigenschaften von Schatzungen (5)

Beispiele (2)
Nach der Cramer-Rao-Ungleichung gilt also fiir jede

Lageschatzung

Bei Normalverteilung ist also X Lageschéatzung mit minimaler

Varianz.
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Mafzahlen Eigenschaften von Schatzungen

Eigenschaften von Schatzungen (6)
Beispiele (3)
f exponential

Lex* falls x>0
A = 1 .
flo ) = {0 sonst. I(f,\) = e (UA)
)\2
Die Cramer-Rao-Schranke ist also: ( ) =
2
Vergleichen Sie mit: varX = —

Bei Exponentialverteilung ist also X Parameterschatzung mit
minimaler Varianz.
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Mafzahlen Eigenschaften von Schatzungen

Eigenschaften von Schatzungen (7)

Beispiele (4)
f Doppelexponential (=Laplace)
1 [LexC=m falls x> u

1
X\ ) ==3"2
FooA ) =3 {%ei(x“) falls x < p

Der hier interessierende (Lage-) Paramter ist .

1 " _ 2\ .
I(f,pn) = Ve (UA) var(X) = — (UA)
FUr den Median x5 gilt:
2 .
(UA")

Var(.ij) ~ ;
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MaBzahlen Schatzmethoden

Inhalt

Lagemale

Eigenschaften von Schatzungen
Schatzmethoden
Streuungsmale

Formmale
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Mafzahlen Schatzmethoden

Schatzmethoden

Momentenmethode

Man driickt den zu schatzenden Parameter durch die Momente,
z.B. E(X), aus.

Dann werden die Momente durch die entsprechenden
empirischen Momente,

z.B. der Erwartungswert durch X, ersetzt.

Maximume-Likelihood-Schatzung (ML-Schatzung)

Es wird der Schatzwert fir den unbekannten Parameter
ermittelt, der anhand der vorliegenden Daten, am meisten fur
diesen Paramter spricht (most likely).
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MaBzahlen Schatzmethoden

Schatzmethoden

Kleinste-Quadrat-Schatzung (KQS)

Sei 6 der zu schatzende Parameter. Man geht aus von einem
Modell, z.B.
Y, =g(0,Xi) +e

Dannn versucht man die Summe der Fehlerquadrate

Z €& = Z(Yi —g(6,X))*.

zu minimieren (Kleinste Quadrate).
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MaBzahlen Schatzmethoden

Momentenschatzung

Momentenschatzung bei Normalverteilung
Seien Xy, ..., X, ~ N (u,0?).

pn=EX, = n=X

- —_ - 1 " p—
2 E(X — EX)? =X —-X)?2=-) (X;—X)?
7 =EX-EX)' = 1= (X X7 =5 (- %)
Momentenschéatzung bei Exponentialverteilung

Seien Xy, ..., X, ~ Exp(\).

A=EX, — \=X
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MaBzahlen Schatzmethoden

Momentenschatzung

Momentenschatzung bei Binomialverteilung
Seien X;,...,X, ~ Bi(1,p).

p=EX, — p=X

der relative Anteil der Realisierungen x; = 1.
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MaBzahlen Schatzmethoden

Maximume-Likelihood-Schatzung

ML-Schatzung bei Binomialverteilung

Beobachten n=1000 Jugendliche. Stichprobe (Xi, ..., X,)
X; =1 falls Ubergewicht festgestellt
X; =0 sonst.

Die Wkt., da die beobachtete Stichprobe auftritt, wenn der
Parameter p vorliegt ist

P(Xl—xl,..., prl — 1 o

= p*(1—p)"*, wobei k= Zx,-.
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MaBzahlen Schatzmethoden

Maximume-Likelihood-Schatzung
Binomialverteilung
Der ML-Schatzer ist der Wert, der diese Funktion, L, (p),

Likelihood-Funktion genannt, bzgl. p maximiert.
Maximieren statt L,(p): InL,(p) (Arg.Max. ist dasselbe).

InL,(p) = In(p*(1-p)" ™)
= klnp+ (n—k)In(l —p).
Ableiten nach p und Nullsetzen liefert:
k n—k

p 1l-p

=0
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MaBzahlen Schatzmethoden

Maximume-Likelihood-Schatzung

Binomialverteilung
Die einzige LOsung ist:

FUr ein relatives Extremum in (0,1) kommt nur dieser Wert in

Betracht.
MuUssen aber noch die Likelihood-Funktion an den Randern

betrachten:
Firp=0undp =1 wird InL(p) = —oc0. Also:

PmL = —.
n

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung

191



MaBzahlen Schatzmethoden

Maximume-Likelihood-Schatzung

Normalverteilung, i unbekannt, o bekannt

ML-Schatzung bei Normalverteilung

Likelihood: fx, .. x, (x1, . .. ,x,), die gemeinsame Dichtefunktion
der X,.

Seien Xy, ..., X, unabhangig, X; ~ N (u, 1).

Likelihood:

L(p) = J]f(x)  (Unabhangigkeit)
i=1

g H Le_(x[_:u)z/z
V21

i=1
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MaBzahlen Schatzmethoden

Maximume-Likelihood-Schatzung

Normalverteilung, 2

InL,(u) = —nln(\/ﬂ) + Z(_ (x; ;M)z)
OlnL, "
a—u(u) = ;(Xi — 1)

Nullsetzen liefert die Maximum-Likelihood-Schatzung

=X
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MaBzahlen Schatzmethoden

Maximume-Likelihood-Schatzung

Normalverteilung, 1. und o2 unbekannt

Xy, ..., Xy ~N(p,0?), x,...,x,: Beobachtungen

L,(p,0) = H 1 CXP(—%‘Z(M‘—M)Z)

210
1 1 <
= —exp(—=—— X —
V2 oh p( 202 ;(
B 1 ns? n(X — p)?

= mexp( 20 5.3) exp(= T)

wobei $? =n~' Y3 (X; — X)%
Die letzte Gleichung folgt aus: _
S X — ) = (X = X+ X — p)? = nS* +n(X — p)?

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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MaBzahlen Schatzmethoden

Maximume-Likelihood-Schatzung

Normalverteilung, Fortsetzung
Log-Likelihood:

S? X — )
InL(p, o) :—lnv27r—nlno—n—_n(—'u)

202 202
Lésen des Gleichungssystems
0 — OlnL(p,0) X —p
N ol o2
o - OmnLwo) n_ S nX-—p?
do o o3 o3
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MaBzahlen Schatzmethoden

Maximume-Likelihood-Schatzung

Gleichverteilung

ML-Schatzung bei Gleichverteilung auf (0, 0)

Likelihood: f, . x, (x1,- .., %),
die gemeinsame Dichtefunktion der X;.
Seien X, ..., X, unabhangig, X; ~ R(0,0), d.h.

1 falls 0<x; <46
. — 9 _— I =
fiilxi) {O sonst
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MaBzahlen Schatzmethoden

Maximume-Likelihood-Schatzung

Gleichverteilung, 2

Likelihood:

L,(0) = JJfu(x)  (Unabhéngigkeit)
i=1

ei,, falls 0<x; <6 Vx;
0 sonst

Maximal, wenn 6 > x;, ..., x,, und wenn # mdglichst klein, also

6 = max (xy, ..., x,).
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Mafzahlen Schétzmethoden
Maximum-Likelihood-Schatzung
Gemischte Normalverteilung
DiChte (0 - (/’Lla 0-127 M2, Oéup)):

) +po ()

02

f(x:0) = (1 —p)qs(x

X; ~ N (1, 01) mit Wkt. (1 — p) und X; ~ N (2, 03) mit Wkt.
(1 — p), aber p ist nicht bekannt.
Likelihood:

n

L(6) = TT((1 = po(=—F1) + po(*—12))

o
i=1 ! 2

Maximieren des (log-)Likelihood — Newton-Raphson o.
EM-Algorithmus (Stochastik-Vorlesung)
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Mafzahlen Schatzmethoden

Eigenschaften von ML-Schatzern

Unter Regularitatsannahmen gilt
@ ML-Schatzungen sind konsistent.

@ Wenn sie erwartungstreu ist: sie sind (asymptotisch)
effizient, d.h. sie haben minimale Varianz.
Die Varianz ist durch die Cramér-Rao Ungleichung
gegeben.

o sie sind asymptotisch normal verteilt (wichtig fur die
Konstruktion von Konfidenzintervallen, s.u.)

@ Nachteil: ML-Schatzungen beruhen auf
Verteilungsannahmen.
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MaBzahlen Schatzmethoden

Kleinste Quadrat Schatzung

KQS des Lageparameters

Modell:
Yi=p+e

Die Summe der Fehlerquadrate

dYoa=> (i—p’
i=1 i=1

minimieren: Differenzieren und Nullsetzen liefert:

fixgs =Y.
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MaBzahlen Schatzmethoden

Kleinste Quadrat-Schatzung

KQS im einfachen linearen Regressionsmodell
Y,- = 92 +91X,- —|-El~

f(X,0,,6,) =0, X+ 6,

of of
- _x =
891 662

Minimieren von > (Y; — f(X, 61, 6,))? liefert:

=1

—Z —(01X;+6,))-X; = 0

—Z — (61X +6,))-1 = 0
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MaBzahlen Schatzmethoden

Kleinste Quadrat-Schatzung

=

ZXY elzxz QZZX = 0
ZY—@IZX—QQ n =0

Die zweite Gleichung nach 6, auflosen:

1 1
_;ZYI_HIZZXZ

und in die erste einsetzen:

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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MaBzahlen Schatzmethoden

Kleinste Quadrat-Schatzung

ZXiYi—glinz_%ZYiZXi+01%ZXiZXi:0
i i i i i

i

Zx,-yi - ;Z Y,-in — 6 ((Z:X,.2 - iniZXi) =0

i Y XY — XY Sy
1 SX (X8

i = (N Y x)
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MaBzahlen Schatzmethoden

Einschub: Die Prozedur GPLOT

(vgl. UA 9)

Darstellung von Dichten und Wahrscheinlichkeitsfunktionen

SYMBOL1 i=spline c=green v=point;
SYMBOL2 i=needle c=blue v=plus;
PROC GPLOT;

PLOT y1*x=1 y2*x=2 /overlay;

RUN;

Die darzustellenden Paare (x,y) sind vorher in einem DATA-Step
zu erzeugen oder einzulesen.

Nach dem Gleichheitszeichen im Plot-Kommando steht die
Nummer der zugehdrigen SYMBOL-Anweisung.
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Mafzahlen Schatzmethoden

Die Prozedur GPLOT (2)

Die Symbol-Anweisung beschreibt die Art, den Stil des Plot
i=needle: Nadelplot (fur diskrete Wahrscheinlichkeiten praktisch)
i=join: (nach x) aufeinander folgende Punkte werden verbunden
i=spline: Punkte werden durch einen Spline verbunden
c=<Farbe>

v=<Zeichen>

overlay: alles in ein Plot.
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MaBzahlen Streuungsmafe

Inhalt

Lagemale

Eigenschaften von Schatzungen
Schatzmethoden
Streuungsmale

Formmale

© © 0 00
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MaBzahlen Streuungsmafe

Streuungsmalfe

Die angegebenen MafBzahlen sind empirisch, d.h. sie sind
Schatzungen fir die wahre Varianz
(empirische) Varianz (Streuung)

1 n .
2 _ 2
s —n_lz(xi—X)

i=1

2 var(X)
Warum Division durch (n — 1): Erwartungstreue (UA)

Standardabweichung

R
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MaBzahlen Streuungsmafe

Streuungsmalfe (2)

Spannweite (Range)

Xn) = X(1)

(Inter-)Quartilsabstand, IR

IR = X075 — X0.25
Wenn X ~ N so E(IR/1.34898) = o.

Mittlere absolute Abweichung vom Median

1 n
d: —Z|Xi—X0.5|
n i=1
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MaBzahlen Streuungsmafe

Streuungsmalfe (3)

Median absolute deviation, MAD
MAD = med(|x; — xo5|)

Wenn X ~ N so E(1.4826 - MAD) = o

Variationskoeffizient

cy = 5100
X
Gini’s Mean Difference
1 VT
G (;)§|xl xj| N = (2G) o
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MaBzahlen Streuungsmafe

Streuungsmalfe (4)
S, und Q, (Croux, Rousseuw 1992, 1993)

S, = 1.1926 - med;(med;|x; — x;|)
0, = 22219 {|xi — x],i <j}w

SCEEIHEY

{...}«x) bezeichnet das k-groBte Element der (Multi-)Menge.

@ SAS verwendet einen modifizierten Schatzer
(Korrekturfaktor) fur kleine Umfange.

o Die konstanten Faktoren sichern Konsistenz und
Erwartungstreue bei Normalverteilung, X ~ N:
=E(S,) =E(Q,) =0
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Mafzahlen Streuungsmafe

Streuungsmalfe (5)

Eigenschaften:

e Varianz und Standardabweichung und Spannweite sind nicht
“robust”.

¢ IR und MAD sind robust.
(MAD etwas besser da héherer “Bruchpunkt”)

¢ G ist bedingt robust, effizient bei F normal.

¢ IR und MAD sind wenig effizient.
(0.37 bei Normal)

¢ S, oder Q, sind geeignetste Schatzungen.
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MaBzahlen Streuungsmafe

Streuungsmalf3e (6)

Nicht-Robuste Skalenschatzungen

1 _
2 _ . X)?
s n—1 lz_;(x )
Range = X@m) — XQ1)
s- 100
Ccv = =
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MaBzahlen Streuungsmafe

Streuungsmalfe (7)
Robuste Skalenschatzungen

IR = X075 — X025
MAD = med(|x; — x05])

1
G = @Zm—xﬂ

i<j
S, = 1.1926 - med;(med;|x; — x;|)
Q,1 = 2.219. {|x,~ — )Cj|,i <,]}(k)

k = (Z),h: 5)+1

SAS (Option ROBUSTSCALE) gibt neben diesen Werten auch
die (im Fall der Normalverteilung) erwartungstreuen
Schatzungen an.
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MaBzahlen Streuungsmafe

Lage- und Streuungsmafe in SAS (1)

PROC MEANS;
VAR Zeit;
RUN;
Standardausgabe:
N, Mean, Std Dev, Minimum, Maximum

Vorteil: Ubersichtliche Darstellung
Nachteil: nur wenige Statistiken

Es kénnen aber zusatzliche Statistiken durch Optionen
angefordert werden, z.B.
PROC MEANS Median Sum CL;

Descri.sas
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MaBzahlen Streuungsmafe

Lage- und Streuungsmalfe in SAS (2)

Die Prozedur Univariate

PROC UNIVARIATE;
VAR Zeit;
RUN;

N, Mean, Std Deviation, Variance
Sum Observations, Median, Mode
Range, Interquartile Range
Lokationstests (spater)

Quantile

Extreme Beobachtungen

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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MaBzahlen Streuungsmafe

Lage- und Streuungsmalfe in SAS (3)

Getrimmte Mittel und robuste Skalenschatzer kdnnen einfach
berechnet werden durch:

PROC UNIVARIATE ROBUSTSCALE TRIMMED=10
WINSORISED=10;

VAR ..;

RUN;

TRIMMED: getrimmte Mittel

TRIMMED=10: die je 10 kleinsten und gro3ten Beobachtungen
werden weggelassen.

WINSORIZED: winsorisierte Mittel
ROBUSTSCALE: robuste Skalenschatzer

Descr_MAD
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MaBzahlen Streuungsmafe

Lage- und Streuungsmafe in SAS (4)

Abkirzung

PROC CAPABILITY ROBUSTSCALE TRIMMED=10
WINSORISED=10;
ODS SELECT BASICMEASURES
TRIMMEDMEANS ROBUSTSCALE

VAR ..;

RUN;
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MaBzahlen FormmaBe

Inhalt

Lagemale

Eigenschaften von Schatzungen
Schatzmethoden
Streuungsmale

Formmale

© © 0 00
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MaBzahlen FormmaBe

Formmalfe (1)

(Theoretische) Schiefe

(Empirische) Schiefe

ﬁl,SAS = 61

PROC MEANS skewness;
PROC MEANS skewness vardef=n;

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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MaBzahlen FormmaBe

Formmalfe (2)

(Theoretische) Woélbung, Kurtosis

X —EX
Bz:E(va—r(X)

) -3
(Empirische) Wolbung, Kurtosis

. o xi—X
62 _ ’;Z(X )4_3
i=1

s

) o n*(n+1)

Pasas = 62(71_1)(”_2)(11—3)
4n®> —3n+1

T (n=1)(n—2)(n—23)
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MaBzahlen FormmaBe

Formmalfe (3)

Exzel3

B2 +3 62+3

B, =0 bei Normalverteilung
B, > 0 Tails “dicker, langer, starker” als bei NV
B, < 0 Tails “dlinner, kirrzer, schwacher” als
bei NV
PROC MEANS kurtosis;
PROC MEANS kurtosis vardef=n; (ohne Faktor)

Erinnerung:

B> = 0 heiBt nicht notwendig: F ~ Normal.
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Visualisierung

Inhalt (1)

@ Datenvisualisierung
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Visualisierung

Inhalt (2)
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Visualisierung

Inhalt (3)
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Visualisierung Box-Plots

Inhalt

o Box-Plots
o Probability Plots
o Haufigkeitsdiagramme
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Visualisierung Box-Plots

5.1 Box-Plots

Ziel: Ubersichtliche Darstellung der Daten.
Boxplot zu dem Eingangsbeispiel mit n=5:

Descr_Boxplot0.sas

Prozeduren: UNIVARIATE, GPLOT, BOXPLOT

PROC UNIVARIATE PLOT; RUN;
SYMBOL1 INTERPOL=BOXT10;
PROC GPLOT;

PLOT y*x=1;
RUN;
PROC BOXPLOT;

PLOT y*x /BOXSTYLE=SCHEMATIC;

/BOXSTYLE=SKELETAL;

RUN;

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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Visualisierung Box-Plots

Prozedur BOXPLOT

Ausrei3er ??? + Max.
....... Xo0.75 + 1.5-IR
+ Y015 x +

X0.5

X0.25

Min.

....... X025 — 1.5-IR
Schematic Skeletal

.. sind gedachte Linien
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Visualisierung Box-Plots

Erlauterung zu BOXSTYLE=Schematic
X ~ N(p,0?%)
etwa 99% der Daten liegen zwischen den “fences” (den ...).

0.99 = 0.995 — 0.005
— B(2.575) — B(—2.575)
= P(pu—2575 <X < p+2.5750)
P(xos5 —2.575-0.7434 - IR < X <

Xos +2.575-0.7434 - IR)

— P(xys — 1.914- IR < X < x5 + 1.914 - IR)
Plxos —2-IR < X < x5+ 2 - IR)
P(XO.ZS —15-IR< X <xp75+ 1.5 IR)
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Visualisierung Box-Plots

Prozedur UNIVARIATE, Option PLOT

»  Ausreil3er ??
....... X075 _|_ 3 . IR

X075 +1.5-IR oder Max.

075 Y
X0.5
X0.25

X025 — 1.5 IR oder Min.

....... Xo2s — 3 - IR
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Visualisierung Box-Plots

Box-Plots in SAS

Ein Merkmal, eine Gruppe (Merkmal gr)
gr=1;
PROC BOXPLOT;

PLOT zeit*gr; RUN;

Ein Merkmal (zeit), mehrere Gruppen (z.B. gr=1,2,3)

PROC BOXPLOT,;
PLOT zeit*gr; RUN;

Ein Merkmal (X), mehrere Gruppen (gr)

SYMBOL INTERPOL=BOXT10;
PROC GPLOT; PLOT X*gr; RUN;

Descr_Boxplot.sas Descr_Boxplot1.sas
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Visualisierung Box-Plots

Boxplots - Beispiele

Lebensdauern von
100 Kihlaggregaten [

Schadelmale in zwei 2150 ‘ l
Regionen Tibets » 9 -

Wolfgang Kdssler

Lebensdauer von Kuehlaggregaten (in Jahren)

Tibetische Schadel
WL oroeste Laonge doe Schacdels

160
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Visualisierung Box-Plots

Box-Plots in SAS (2)

Box-Plots von mehreren Variablen
Descr_Boxplot2.sas

1. Data-Step:
Definition von neuen Variablen, die konstant gesetzt
werden.

2. Symbol-Anweisungen fir die einzelnen darzustellenden
Variablen definieren.

3. Achsenbeschriftung entsprechend den Variablen
definieren.

4. Prozedur GPLOT;
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Visualisierung Probability Plots

Inhalt

o Box-Plots
o Probability Plots
o Haufigkeitsdiagramme
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Visualisierung Probability Plots

5.2 Probability Plots

Erinnerung: Normalverteilung

(i) Dichte der Standard-Normalverteilung

1 :
x) = e 7, —00 < X < 00
=
(if) Verteilungsfunktion der Standard Normal
O(x) = e 2dt —00 < x < 00
—00 2 - T

(iii) Dichte der Normalvertellung

— 1 _G=p)?
— — .e o2 ,
cb( )= T

mit Erwartungswert L und Varianz o2.
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Visualisierung Probability Plots

Probability Plots

Erinnerung: Normalverteilung, Quantile

Der Wert ®~!(u) hei3t u-Quantil
der Standard-Normalverteilung.

Die Funktion ®~'(«),u € (0, 1), heiBt Quantilfunktion
der Standard-Normalverteilung.

@=005 " % (1—a) = ©(0.95) = 1.645
Uy _ap =D (1— %) = ©71(0.975) = 1.96

O~ 1(a): a-Quantil, theoretisch

Xo = X(lan))- @-Quantil, empirisch
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Visualisierung Probability Plots
Q-Q-Plot
Variante 1

~ Ny, o =N
* g _> —ua—q)(l(z 1)) gaw. x, =c® '(a)+pu

Wenn Normalverteilung zutrifft, so missen die Punkte
(@ '(a), x,) etwa auf einer Geraden liegen,

~

Xo —fb _ X(lan)) —H
o g

PROC UNIVARIATE PLOT; RUN;
Die theoretischen Werte (+) werden durch die empirischen

Werte (*) Gberschrieben.
Je weniger “+”-Zeichen zu sehen sind, desto naher sind wir an

der NV. Descr_QQPIlot.sas

(o) ~
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Visualisierung Probability Plots

Q-Q-Plot
Variante 2
PROC UNIVARIATE;

QQPLOQOT var /Optionen;
RUN;

wie oben, bessere Grafik, aber keine Linie.
Es werden die Punkte

_,,1—0.375
(@ 1(n+0.25)’x(i))
geplottet. i =1,...,n.

Bem.: ~'(=%22) ist eine Approximation von EX(; bei

Standard-Normalverteilung.
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Visualisierung Probabi

Q-Q Plots - Beispiele (1/2)

Lebensdauer von Kiihlaggregaten

lity Plots

(in Jahren)

Lebensdauern von
100 Kihlaggregaten i

-

A

2 -1 0

Normal Quantiles

Banknoten, Variable oben

Abmessungen von
Banknoten

e

R
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Visualisierung Probability Plots

Q-Q Plots - Beispiele (2/2)

TTEST-Daten

Verlangerung der
Schlafdauer
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Visualisierung Probability Plots

Probability Plot

PROC UNIVARIATE;
PROBPLOT var /Optionen;
RUN;
wie oben, x-Achse hat die selbe Skala, aber eine andere
Beschriftung, statt ®~!(u) steht u, also

i —0.375
() = (mﬂf(f))

Bem.: Es konnen auch einige andere Verteilungen verwendet
werden.
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Visualisierung Probability Plots

Q-Q Plot

Ubersicht

Eigenschaften der QQ-Kurve | Interpretation |

wenige Punkte weg von der Geraden | Ausreil3er

linkes Ende unter der Linie

rechtes Ende Uber der Linie lange Tails

linkes Ende Gber der Linie

rechtes Ende unter der Linie kurze Tails

gebogene Kurve, steigender Anstieg | rechtsschief

gebogene Kurve, fallender Anstieg linksschief

Plateaus und Spriinge diskrete Daten
gerundete Dat.

Gerade y = x empirische ~ theoretische Verteil.

Gerade y = ax + b | nur Lage- oder Skalenunterschied
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Visualisierung Haufigkeitsdiagramme

Inhalt

o Box-Plots
o Probability Plots
o Haufigkeitsdiagramme
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Visualisierung Haufigkeitsdiagramme

5.3 Haufigkeitsdiagramme: PROC GCHART

PROC GCHART DATA=sasdatei;
VBAR variablenliste /Optionen; /* vertikales Histogramm */
HBAR var.list /Optionen; /* horizontales Histogramm */
PIE var.list /Optionen; /* Kreisdiagr. */
STAR var.list /Optionen; /* Sterndiagr. */
BLOCK var.list /Optionen; /* 3 dim. Balkendiagramm */
VBARSD variablenliste /Optionen;
HBARSD variablenliste /Optionen;
PIE3D variablenliste /Optionen;

RUN;
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Visualisierung Haufigkeitsdiagramme

Haufigkeitsdiagramme
Optionen (1)

VBARS3D, HBAR3D, PIE3D anstelle von
VBAR, HBAR, PIE liefern schonere Bilder.

DISCRETE Zusammenfassung von Auspragungen wird
unterdriickt, d.h. fir jeden Wert wird eine Saule erzeugt.
LEVELS = anzahl  gewilnschte Anzahl Saulen
TYPE = FREQ Haufigkeiten (Standard)
= PERCENT Prozente

= CFREQ kum. Haufigkeiten
= CPERCENT kum. Prozente
= SUM Summen (nur mit SUMVAR)

SUMVAR = anzahl Anzahl ist bereits aufsummierte
Haufigkeit
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Visualisierung Haufigkeitsdiagramme

Haufigkeitsdiagramme
Optionen (2)

MIDPOINTS = Mittelpunkte der Balken.

Balken haben alle die gleiche Breite!

GROUP= Gruppierungsvariable

SUBGROUP= Gruppierungsvariable, gemeinsame Auswertung

PATTERNID=Musterzuordnung
Vergleiche die PATTERN-Anweisung

Descr_Gchart_1a.sas
Descr_Gchart_1b.sas
Descr_Gchart_3.sas 3a,3b
Descr_Gchart_1.sas
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Visualisierung Haufigkeitsdiagramme

Haufigkeitsdiagramme

Design der Diagramme

PATTERNxn C= V=

C, COLOR Farbe: blue,cyan,red,black..

black ist Voreinstellung

V, VALUE  Wert: star,plus point,...

X Muster:
X,. schraffiert
S,. Solid
R, /I
L \\\
n 1-5: Dichte des Musters.
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Visualisierung Haufigkeitsdiagramme

Histogramme und Dichteschatzung

Auch Prozedur UNIVARIATE liefert Histogramme

PROC UNIVARIATE;
HISTOGRAM varname /Optionen;
RUN;

Sie liefert auch Tabellen von Histogrammen

PROC UNIVARIATE;
CLASS Klassenvariablen;
HISTOGRAM varname /Optionen;
RUN;

Descr_Plot_Kuehl.sas
Desc_ZweidimHisto_Heroin.sas
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Visualisierung Haufigkeitsdiagramme

Histogramme und Dichteschatzung
Optionen

CBARLINE= Farbe des Histogramms
WBARLINE= Dicke der Histogrammlinien

L= Linientyp (Standard: 1, solid)

MIDPOINTS= wie bei GPLOT

KERNEL Nichtparametr. Dichteschatzung

COLOR= Farbe der Dichtekurve

NORMAL Parametrische Dichteschatzung
(Normalverteilung)

GAMMA Parametrische Dichteschatzung

(Gammaverteilung)
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Visualisierung Haufigkeitsdiagramme

Parametrische Dichteschatzung

Vorgabe: Modell, z.B. Normalverteilung oder Gammaverteilung
Lediglich die Parameter werden geschatzt.
PROC UNIVARIATE;
HISTOGRAM varn/normal gamma; /*Parametrisch*/
HISTOGRAM varn/kernel;  /*Nichtparametrisch*/
RUN;
Frage: Wie wird geschatzt?

bei Normalverteilung ist das klar: X und s* sind optimale
Schatzungen fur p und o2,

Wie findet man (gute) Schatzungen bei anderen Verteilungen?
— Abschnitt Schatzmethoden.
SAS berechnet in der Regel Maximume-Likelihood-Schatzungen.
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Nichtparametrsiche Dichteschatzung
Uberlagerung der Daten mit einer (Dichte-) Funktion

K (1) eine Kernfunktion,

/K(t)dt = 1, /tK(t)dtzO,

/tzK(t)dt = 1, /Kz(t)dt<oo

Dichteschatzung oder Dichtefunktionsschatzung.
N Il <=1 _x—ux
=-) K
f) n; SK(——)
xi,...,x,. die Beobachtungen.
h: ein sogenannter Glattungsparameter.
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Visualisierung Haufigkeitsdiagramme

Dichteschatzung

Motivation Kern-Dichteschatzung
Dichte

2.0

Descr_Dichteschaetzung.sas

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin

Werkzeuge der empirischen Forschung

251



Visualisierung Haufigkeitsdiagramme

Dichteschatzung, Beispiel

Klhlaggregate

Lebensdauer von Kuehlaggregaten (in Jahren) Lebensdauer von Kuehlaggregaten (in Jahren)

\

Histogramm
Parametrische Dichteschatzung (Gamma)
Nichtparametrische Dichteschatzung
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Visualisierung Haufigkeitsdiagramme

Dichteschatzung

Wahl des Kernes K
e Normaldichte
e Epanechnikov-Kern (minimiert, bei gegebenem h, den MISE)

Wabhl des Glattungsparameters h
Minimiere den Mean Integrated Square Error bzl.

MISE = / E(f,(t) — f(1))* dt + / var(f,(¢)) dt
g/q"(t))zdwn—lh/z@(t)dz

Frage: Was ist hier f? Das ist doch zu schatzen!
Standard-Annahme hier: f ist normal-Dichte.

Q

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung 253



Zusammenhange

Inhalt (1)

(8) Beschreibung von Zusammenhingen
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Zusammenhange

Inhalt (2)
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Zusammenhange

Inhalt (3)
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Zusammenhéange Haufigkeitstabellen

Inhalt

o Haufigkeitstabellen
o Scatterplots, Zusammenhangsmafe
o Das Regressionsproblem
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Zusammenhéange Haufigkeitstabellen

6.1 Haufigkeitstabellen

Die Prozedur FREQ

Ein-, zwei- und héherdimensionale Haufigkeiten

Eindimensionale Zufallsvariablen

X: o X
Po D1

Die p; sind zu schatzen:
“ n;

Pi—N

. pn DR

N: Stichprobenumfang n;: relative Haufigkeiten

PROC FREQ Optionen;
TABLES variablenliste /Optionen;

RUN;

DescrFregBanknote.sas DescrFreq.sas
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Zusammenhéange Haufigkeitstabellen

Zweidimensionale diskrete Zufallsgrof3en

Einflhrendes Beispiel

3maliges Werfen einer Miinze

X: Anzahl von Blatt nach 3 Wiirfen
Y: Anzahl von Blatt nach 2 Wirfen

Elementvon 2 X
BBB 3
BBZ 2

BZB 2

1
2
1
1
0

BZzZ
ZBB
ZBZ
Z7B
777

OO a2 aanN<
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Zusammenhéange Haufigkeitstabellen

Zweidimensionale diskrete Zufallsgrof3en

Einfihrendes Beispiel (Fortsetzung)

Besetzungswahrscheinlichkeiten

Xjr|o 1 2
o |l o o]l
§ §
115 7 03
2 61/
300 I|!
T 1 14
4 2 4
01 2 3 01 2
X¢(1§§1> Y‘(lll)
8 8 8 8 R S
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Zusammenhéange Haufigkeitstabellen

Tabelle der zweidimensionalen
Wahrscheinlichkeiten

XYy oy -y 0w
X1 pu P2 - Py ot PN | P
X2 | P2 P2 v P2t PN | P2
Xi pii P2 - Py - DN | Pi
XM | Pmy Pm2 " Pmj " PMN | Pm.

pr p2 - PpPj - PN 1
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Zusammenhéange Haufigkeitstabellen

Zweidimensionale diskrete Zufallsgrof3en

Zweidimensionale Zufallsvariable
Seien X, Y ZufallsgréBen. Das Paar (X, Y) heif3t
zweidimensionale Zufallsvariable.

Seien X und Y diskret und (x;,y;) die moglichen Ergebnisse von
(X,Y), i=1,....Mj=1,....N.

gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion von (X, Y)
pij=PX =x,Y =y),

Py = 0 pi = XN:P" pj = XM:p-
Zpij = 1 l. j=1 ’ ! i=1 ’
ij
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Zusammenhéange Haufigkeitstabellen

Zweidimensionale diskrete Zufallsgrof3en

X und Y hei3en unabhangig, wenn
pi=PX=x,Y=y)=PX=ux)-P(Y=y;) =pi-p,

p:. und p; heiBen Randwahrscheinlichkeiten.
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Zusammenhéange Haufigkeitstabellen

Zweidimensionale diskrete Zufallsgrof3en

Beispiel

Treiben Sie Sport?
X:0 - nein

1-ja
Y: 0 - weiblich 1 - mannlich
X|Y| O 1
(1) Poo-pot | Po. - unbekannt!
Pio Pu | P
Po Paia

Frage: Ist das Sportverhalten von Mannern und Frauen

unterschiedlich? Hangt das Sportverhalten vom Geschlecht
ab?
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Kontingenztafel

Zusammenhange

Zweidimensionale diskrete Zufallsgrof3en

Haufigkeitstabellen

Befragung liefert Haufigkeiten flr die einzelnen Felder. Anhand
dieser Haufigkeiten werden die Wahrscheinlichkeiten geschatzt!

Die Tabelle der Haufigkeiten heif3t Kontingenztafel

XY 0 1 # der beobachteten
0 noo no1 no. Nichtsportler
1 nio ni ni. Sportler
no ni
# der befragten
Frauen Manner
ng
pij =~ ;J = Djj

Wolfgang Kdssler

Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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Zusammenhéange Haufigkeitstabellen

Zweidimensionale diskrete Zufallsgrof3en

Haufigkeitstabellen in SAS
PROC FREQ Optionen;

TABLES variablenliste /Optionen;
TABLES vliste1*vliste2 /Optionen;
TABLES vliste1*vliste2*varliste3;RUN;
Option im Prozedur-Step

ORDER-=schlisselwort, z.B. ORDER=FREQ
wenn die Ausgabe nach Haufigkeiten geordnet.

Optionen der TABLES-Anweisung

MISSING: fehlende Werte werden bei der Berechnung relativer
Haufigkeiten mit einbezogen.

OUT=sasfile: Ausgabe der Tabelle in ein SAS-File
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Zusammenhéange Haufigkeitstabellen

Optionen der TABLES-Anweisung

nur fir mehrdim. Tabellen

CHISQ: x?-Unabhangigkeitstest

CMH: u.a. Odds Ratio

MEASURES:  Assozitionsmalfe,
Korrelationskoeffizient

NO... keine Ausgabe von:
NOFREQ: absoluten Haufigkeiten
NOPERCENT: relativen Haufigkeiten
NOROW: Zeilenhaufigkeiten
NOCOL: Spaltenhaufigkeiten
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Zusammenhéange Haufigkeitstabellen

Assoziationsmal3e

nur fir mehrdim. Tabellen

x2-Statistik

PiDj

(i —pip,)’
2

®-Koeffizient fur 2x2 Tafeln 5
(P11p2 — p1apa)

P’ =
Pr.P2.p.ap2
Odds Ratio flir 2x2 Tafeln PLp®
OR =
P12P21

Schatzung: Ersetzen der Wahrscheinlichkeiten durch die
jeweiligen relativen Haufigkeiten.
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Zusammenhéange Haufigkeitstabellen

Assoziationsmalf3e, Beispiel

Mendelsche Kreuzungsversuche

DATA Erbsen; PROC FREQ;

INPUT rund gruen Anzahl; WEIGHT Anzahl;

CARDS; TABLES rund*gruen \
chisq cmh;

0 0 101 RUN:

01 32

1 0 315

1 1 108

RUN;

x?=0.1163 d-Koeffizient=0.0145.
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Zusammenhéange Zusammenhangsmale

Inhalt

o Haufigkeitstabellen
o Scatterplots, Zusammenhangsmafe
o Das Regressionsproblem
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Zusammenhéange Zusammenhangsmale

6.2 Zusammenhangsmale

zwischen Zufallsvariablen X, Y

Erinnerung: Varianz der Zufallsvariablen X
var(X) = E(X —EX)?

— E[(X — EX)(X — EX)|

Kovarianz der Zufallsvariablen X und Y
Cov(X,Y) = E[(X —EX)(Y —EY)]

— E(XY) - EX)E(Y)

Korrelation der Zufallsvarlablﬁp(}(( u% Y — EY)]
Corr(X, Y
( Vvar(X) - var(Y)
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Zusammenhéange Zusammenhangsmale

Zusammenhangsmalfe (2)

Erinnerung: empirische Vlariaqz
) — —
= — i —X)(x — X
= g e = X)

empirische Kovarianz

1 _
Sxy = n—1 E (xi _X)<)’i - Y)

empirische Korrelation, Pearson-Kprrelationskoeffizient
xy := ——
SxSy
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Zusammenhéange Zusammenhangsmale

Pearson-Korrelationskoeffizient

Eigenschaften

e Es gilt stets:
—1 S Ixy S 1.

e Der Korrelationskoeffizient ist invariant gegendber linearen
Transformationen
x —a+bx

e |ryy| = 1 gdw. alle Punkte auf einer Geraden liegen,
y=mx+bm#0
rxy = 1 — Anstieg > 0
rxy = —1 — Anstieg < 0
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Zusammenhéange Zusammenhangsmale

Pearson-Korrelationskoeffizient

e Der Pearson-Korrelationskoeffizient ist also ein Maf3 fir die
lineare Abhangigkeit von X und Y.

e ryy ~ 0 — keine lineare Beziehung zwischen X und Y
erkennbar, aber es sind durchaus andere Abhangigkeiten
moglich!

e Der Pearson-Korrelationskoeffizient ist nicht robust gegen
Ausrei3er (siehe Ubung)

Realisierung in SAS:
PROC CORR PEARSON;
VAR X'Y;

RUN;
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Zusammenhéange Zusammenhangsmale

Spearman-Korrelationskoeffizient

Spearman-Rangkorrelationskoeffizient
oo iR —R)(S - 5)
VR~ R)PY,(S; - 5)

R;: Rang von X; in der geordneten Stichprobe X
Si: Rang von Y; in der geordneten Stichprobe Y|y

PROC CORR SPEARMAN;
VAR XY,
RUN;
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Zusammenhéange Zusammenhangsmale

Spearman-Korrelationskoeffizient

>oL (R = R)(Si =)
V(R - R YL, (S - 51
i (R = "8 — ")
VS (R~ R YL (S, — )

6-3 i (Ri—S)?
n-(n*—1)

—I<rg<+1

lrs| = 1 gdw. X;, Y; in gleicher oder entgegengesetzter Weise
geordnet sind!
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Zusammenhéange Zusammenhangsmale

Spearman-Korrelationskoeffizient
Beweis der letzten Formel (1)
o — i1 (Ri = R)(Si = S)?
VI (R~ R T (S~ )

Nenner:

n n n

_ _ on—+1
SR -RP =325 -5 =Y - ")

i=1 i=1 i=1

_ ZIQ* n+lz+ n+1

 on-(n+1)-2n+1) '(n—i—l) n-(n+1)>2
- 6 T2 T3
n-(n+1)

= 2@t ) =3+ 1)]
(n=1)-n-(n+1) n-(n*=1)

12 12
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Zusammenhéange Zusammenhangsmale

Spearman-Korrelationskoeffizient

Beweis der letzten Formel (2)

Zahler:
- — - n+1 n-+1
D (Ri—R)(S;=5) = Y (Ri = ——=)(Si = =)
i=1 i=1
. n+1 — n+1,,
= R:S; —2 R, +n
2 2R ()

Damit erhalten wir eine weitere Darstellung fir rg:

n n-(n+1)>2
Zi:l R;S; — (T

= T T e )
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Zusammenhéange Zusammenhangsmale

Spearman-Korrelationskoeffizient

Andere Darstellung fir den Zahler
Setzen:d; :=R; — S; = (R — 1) + (&= - ;)

Sd = Zm-—”“) z@-”;%z
n+1 n+1
2 Sim )

12 12
o (n— 1)n(n—|—1)
12
B (n—1nn+1)
= 6 (1—rs)

6> d?
(n—1Dn(n+1)
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Zusammenhéange Zusammenhangsmale

Spearman-Korrelationskoeffizient

Drei Darstellungen

> i1 (R = R)(S:

_E)

= 1

VR~ R Y,(S; — 5
5 2 RiSi— il

4

(n—1Dn(n+1)

| O Ri—S)

(n—1Dn(n+1)

Bem.: Es qilt:

a) —1<rg<1

b) s=1<R=S Vi=1,....n

) s=—1<R=n+1-5 Vi=1,...

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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Zusammenhéange Zusammenhangsmale

Vergleich der Korrelationskoeffizienten

Pearson - Spearman

Vorteile Spearman

e s genlgt ordinales MefR3niveau

e leicht zu berechnen

e rg ist invariant gegentber monotonen Transformationen

e gute Interpretation, wenn r¢ ~ —1,0, 1 (wie bei Pearson)

e eignet sich als Teststatistik fir einen Test auf Unabhangigkeit
e ist robust gegen Abweichungen von der NV.
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Zusammenhéange Zusammenhangsmale

Vergleich der Korrelationskoeffizienten

Pearson - Spearman

Nachteile Spearman

e wenn kardinales (stetiges) MefBBniveau — evitl.
Informationsverlust

e schwierige Interpretation, wenn rg nicht nahe 0, 1, oder -1
(gilt eingeschrankt auch fur Pearson)
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Zusammenhéange Zusammenhangsmale

Kendalls 7 (Konkordanzkoeffizient)
(X, Y,),i=1,...n

(1, falls x; < x; Ay, < y; oder

Xi > X Ny >Y;
a; = { —1, falls x; < x; Ay; > y; oder
xXi > xi Ny <Y

\0, sonst
= sgn[(x; — xj)(yi - y]')]

Falls a; = 1 so hei3en die Punktepaare (x;,:), (x;,y;) konkordant
Falls a; = —1 so heif3en sie diskordant
Falls a; = 0 so heif3en sie gebunden
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Zusammenhéange Zusammenhangsmale

Kendalls 7 (Konkordanzkoeffizient)

S 2 Zl<j _ Zaz]

N-(N—
i<j

i konkordanter Paare # diskordanter Paare

(5)

Bem.: einfache Berechnung, wenn neue Paare hinzukommen

Bem.: meist gilt: || < |rs|. Approximation von 7:

2N +1
Tappr. = g N

PROC CORR KENDALL; VAR X Y; RUN;

I's

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung

284



Zusammenhéange Regression

Inhalt

o Haufigkeitstabellen
o Scatterplots, Zusammenhangsmafe
o Das Regressionsproblem
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Zusammenhéange Regression

6.3 Das Regressionsproblem

Scatterplots

Scatterplot

Zweidimensionale Stichproben kénnen als Punkte in der Ebene
dargestellt werden

Lange und Breite von Venusmuscheln

PROC GPLOT;
PLOT y*x;
RUN;

Descr_Scatter.sas Descr_Scatter1.sas
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Zusammenhéange Regression

Das Regressionsproblem

X, Y: Zufallsvariablen (auch mehrdimensional)

Modell:
Y=f(X,0,...0,)+ _€ e ~ (0,0%).
Parameter uf Fehler

f linear, bekannt bis auf Parameter:
lineare Regression

f nichtlinear, bekannt bis auf Parameter:
nichtlineare Regression

f unbekannt: nichtparametrische Regression
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Zusammenhéange Regression

Regression

f bekannt (bis auf Parameter)

Aufgabe:
mingl GPE(Y _f(Xaela "'79P))2

-----

6,,...,0, unbekannt.
Beobachtungen: (Y;,X;).

Erwartungswert durch arithmetisches Mittel ersetzen

. 1
ming, . 0 Z(Yi — (X, 0, ..., 9p))2

i=1

Kleinste Quadrat-Schatzung fur 6y, ..., 6, (KQS)
Least-Squares-Estimation (LSE)
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Zusammenhéange Regression

Regression

f bekannt (bis auf Parameter)

Losung des Minimum-Problems
) 1 &
ming, .5, ;(Yi — (X, 01, ....0,))
zu minimierende Funktion nach den Parametern differenzieren
und Null setzen:

2 n a X,’,@ 7.--,9
2SO f(X ) TR B)
a6,

n -
i=1

j=1,...,p,= Gleichungssystem mit p Gleichungen.
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Zusammenhéange Regression

Regression

f linear: lineares Gleichungssystem (1)

f(X,0,,0,) =0,X+ 0,
g _x U
00 0,

72 —(01Xi+62))-X; = 0

EZ(Yi—(HlX,-—i-@g))-l =0
ZX,»Yi—mZXE—GZZXi = 0
ZYi—HIZXi—Gz-n =0
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Zusammenhéange Regression

Regression

f linear: lineares Gleichungssystem (2)
Die zweite Gleichung nach 6, auflésen:

1 1
=-> Yi—60-) X
und in die erste einsetzen:

ZXiYi—leXf—%ZKZXiqL@l%ZXiZXi =0
ZX,.Y,.— %ZEZXi—Hl((ZXf— %ZXini) —

> XiYi — %ZiXiZiY _ Sxy 5 .
RSt b LR D IRLDD

=
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Zusammenhéange Regression

Regression

Zahler und Nenner in 6,

Sxy = Z(Xi_)?)(Yi—Y)

n—1

4
= (O XE XY=V Y KXY
i i i

= nil(ZXiYi—nﬁ—nﬁ—i-nﬁ)

1

1
i

n—1

1 1
— n_l(zijx,-y[—nzizx,-ZYi)

i

1 1
Se = (Z,:XiXi - nzj:xiz;xi)
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Zusammenhéange Regression

Spezialfall f(X,0) =60 (konstant)

Yi:0+€i7 EiN(O,O'2>

Minimierungsaufgabe:

Losung:

D.h. Y ist auch KQS.
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Zusammenhéange Regression

Spezialfall f(X,0) =6

Schatzung des Schatzfehlers

2 2 2 2
Oy, =04y, = 0. =0".
Schatzfehler:
2 p— A p— _— . = — . . .
o5 = var(f) = var(n Z Y)) o vary;
— 1 2 0
= -0 T n—oo
n
52
~2 g
o; = —
0 n
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Zusammenhéange Regression

Lineare und Nichtlineare Regression

filinear, f(X,0,,60,) = 0, X + 6,

6, und 6, werden geschatzt.

Descr_Scatter_1.sas Descr_Scatter_Heroin.sas
finichtlinear, z.B. (X, 0,,0,) = In(0,X + 6,)

a) Lésung des nichtlinearen Gleichungssystems
b) wird auf den linearen Fall zurlckgefihrt

= 11’1(91X+92)+€
€Y = 91X+92+E

Modelle sind aber i.A. nicht aquivalent!
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Zusammenhéange Regression

Weitere nichtlineare Regressionsfunktionen

f(t) = a+bt+c*  Parabel

flt) = at Potenzfunktion

flt) = ae Exponentialfunktion

f(t) = k—ae™

k - .
flr) = TS he e logistische Funktion
a .

Inf(t) = k— b Johnson-Funktion
Inf(r) = k— e’ Gompertz-Funktion
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Zusammenhéange Regression

Nichtparametrische Regression

f unbekannt, aber “glatt”
Sei f 2x stetig differenzigrbar, f € C,, A > 0

Al : o )2 . 11 2
Ziel: ;rencrzl(;(Y, FX)) + A /(f (x)) dx)
Lésung: Glattender Kubischer Spline.

Descr_Scatter.sas
SYMBOL [=SMnnS;
SM: Smoothing Spline
nn:  Glattungsparameter
nn=00: Interpolierender Spline
nn=99: Gerade
S: Punktepaare werden vor der Auswertung
nach dem Argument sortiert.
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Zusammenhéange Regression

Nichtparametrische Regression

Kernschatzung, Motivation

geg.: Kernfunktion K, standardisierte Dichte, z.B.
Normaldichte, Epanechnikov-Kern.
Regressionsmodell:
Y = f(X)+e, e~ (0,0%) also
EY[X=x) = f(x)
1) = E0X =9 = [ st

gx,y) . [ye(x,y)dy
Thm YT A
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Zusammenhéange Regression

Regression

Kernschatzung

J vg(x,y)dy
folx)

g(x,y): gemeinsame Dichte von (X,Y)
fo(x):  Randdichte von X
Jrix: bedingte Dichte von Y

Der Nenner wird geschatzt duych

by =3 4 k()

i=1

flx) =

und der Zahler durch

_Zyt 'xl7yl - Zyt % x_Xi)
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Zusammenhéange Regression

Regression

Kernschatzung

Beide zusammen ergeben die

Kernschatzung

K: Kernfunktion
h: Glattungsparameter
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Zusammenhéange Regression

Nichtparametrische Kurvenschatzung
Spline- und Kernschatzung
llustration: SAS-INSIGHT.
Analyse
Fit(Y X)
Output
Nonparametric Curves
Smoothing Spline
Normal kernel smoother

- Venus-Muschel Daten (WORK/Descr_Scatter)
- Heroin-Daten (SASUSER/heroin) (TIME-DOSE)

Glattende Splines kénnen auch mit Hilfe der Prozedur GPLOT
erzeugt werden.

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung 301



Zusammenhéange Regression

Zeichnen von Funktionen mit der Prozedur

GPLOT

Die SYMBOL-Anweisung
SYMBOLnr I= (I steht fir INTERPOL)

I=needle
|=spline
[=SMnnS

|=RL
I=RQ
I=RC
|I=RLCLI

Nadelplot diskrete Wkin.
interpolierender Spline  glatte Kurven
glattender Spline glatte Kurven

nn: Glattungsparameter

S: Daten missen vorher nach dem x-Merkmal sortier
Regressionsgerade

quadratische Regressionskurve

kubische Regressionskurve

Konfidenzbereiche flr Beobachtungen

I=RLCLM Konfidenzbereiche fir Regressionsgerade

Wolfgang Kdssler
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Zusammenhéange Regression

Beschreibende Statistik

Zusammenfassung (1)

Verteilungsfunktion

diskrete Verteilung
F(x) :Zpi pi=PX =x;)

i<x

stetige Verteilung x
Flx) = / F()dt,  f(r): Dichte.

Bsp: diskrete Verteilung: Binomial, Poisson
stetige Verteilung:  Normal,Gleich,Exp
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Zusammenhéange Regression

Beschreibende Statistik

Zusammenfassung (2)

Erwartungswert
E(X) = {

Varianz

Normalverteilung, Dichte

o

I

e
-0

Juo(x) =

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin

NI—

> xipi X diskret
[ xf(x)dx X stetig

var(X) = E(X — EX)?

Standard

(5H)?
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Zusammenhéange Regression

Beschreibende Statistik

Zusammenfassung (3)

Gesetz der GroBBen Zahlen (E(X) < o0)
— - 1
X EX X==-) X
— EX, S
Zentraler Grenzwertsatz (X; iid)
X —
-2l 7 o N,1)
g
X—p

Vn

1 —
s? = Z(X, —X)? = o?

n—1

—Z~N(0,1)

ZGWS.sas
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Zusammenhéange Regression

Beschreibende Statistik

Zusammenfassung (4)

Statistische Maf3zahlen

Lagemane: X, xo.5, Xa, X0.25, X075 Xa, X
SkalenmaBe: s%, s, R, IR, MAD, Gini, S,, O,
FormmafBe: 31, 5,

PROC UNIVARIATE

PROC UNIVARIATE ROBUSTSCALE

PROC UNIVARIATE TRIMMED=

PROC UNIVARIATE WINSORIZED=

PROC MEANS MEDIAN STD

PROC CAPABILITY

ODS SELECT ROBUSTSCALE TRIMMEDMEANS
WINSORIZEDMEANS
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Zusammenhéange Regression

Beschreibende Statistik

Zusammenfassung (5)

Boxplots PROC BOXPLOT
PROC GPLOT
Haufigkeitsdiagramme PROC GCHART
PROC UNIVARIATE
HISTOGRAM
Haufigkeitstabellen: PROC FREQ
Zusammenhangsmalfe: PROC CORR

Pearson, Spearman, Kendall-Korrelationskoeff.
Scatterplots, Regression
Schatzung der Regressionskoeffizienten: PROC GPLOT
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Tests

Inhalt (1)
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Tests

Inhalt (2)

@ Statistische Tests
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Tests

Inhalt (3)
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Tests Einfihrung

Inhalt

Statistische Tests: Einfiihrung und Ubersicht
Einstichprobenproblem

Vergleich zweier abhangiger Gruppen
Vergleich zweier unabhangiger Gruppen
Test auf Gleichheit der Varianzen (1)
Anmerkungen

Test auf Gleichheit der Varianzen (2)

© 000 00 O
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Tests Einfihrung

7. Statistische Tests

7.1 Einfiihrung und Ubersicht

Sei X ein Merkmal (eine Zufallsvariable),
Fx(x) = P(X <x) =Pyp(X <x) =Fxy(x)

Beispiel: 0 = (i1, 0?)
w:  Erwartungswert von X
o?: Varianz von X

X1, X,, ..., X, Beobachtungen von X

pL Yl Xi=X
ISR A

0: Parametervektor

D.h. die unbekannten Parameter werden geschatzt.
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Tests Einfihrung

Statistische Tests: Einflhrung

Problem
Schatzungen kénnen sehr schlecht ausfallen!

l.a. vertritt der Fachexperte gewisse Hypothesen bzgl. der
(unbekannten) Parameterwerte!

Diese Hypothesen werden verworfen, wenn die erhaltenen
Schatzwerte (z.B. X, s?) mit ihnen nicht in Einklang stehen.
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Tests Einfihrung

Statistische Tests: Einflhrung

Eine verwandte Problemstellung
Elektronischer Gro3handel: TV-Gerate

Héandler sagt: AusschuBBquote p < 1% (p = 0.01)
Kéaufer ware einverstanden, priift aber N Gerate!
Davon: Ny fehlerhaft, N;: Teststatistik

N.
Nf -100% > 1% = Ablehnung

Zwei Fehler moglich

a) Zufallig Ny zu grof3! p < 0.01
= Kaufer lehnt ab
b) Zufallig N; zu klein! p grof3, p > 0.01

= Kaufer kauft
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Tests Einfihrung

Statistische Tests: Einflhrung

Risjkpn - Fehler__
Risiko des Handlers

Kaufer lehnt gute Ware ab (weil N, zufallig zu grof3)

Risiko des Kaufers
Kaufer kauft schlechte Ware (weil N, zufallig zu klein)

Risiken sollen quantifiziert werden:

a) P( Nicht kaufen | p < 1%)
b) P(Kaufen |p > 1%)

Beide Risiken nicht gleichzeitig zu minimieren.
Lésung:

P( Nicht kaufen | p < 1%) = a vorgeben
P( Kaufen | p > 1%) minimieren (oder es versuchen)
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Tests Einfihrung

Hypothesentest

Beispiel: Einstichproben-Lagetest

Sei 1 ein Lageparameter, z.B. der Erwartungswert.
Sei i ein vorgegebener Wert.

Nullhypothese und Alternativhypothese

a)Ho: < po Hpy @ o> pio
b)Ho: pu>po  Ha:p < po
C)Ho: p=po  Ha:p# po

Teststatistik 5
(X1, X)) = — 10

T heiB3t auch TestgroRe, PrifgréBe, Stichprobenfunktion.
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Tests Einfihrung

Hypothesentest

Allgemein

Die Entscheidung far H, oder fur H, wird anhand einer
Teststatistik
T = T(Xl, ...,Xn)

gefallt.

Liegt der Wert von T in einem vorher bestimmten Bereich K,
dem sogen. Ablehnungsbereich oder kritischen Bereich, dann
wird H, abgelehnt, anderenfalls wird H, nicht abgelehnt.

T € K = H, ablehnen, Entscheidung flr H,
T ¢ K = H, nicht ablehnen, Entscheidung fur H,.
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Tests Einfihrung

Hypothesentest
Annahme- und Ablehnungsbereich
a) Hy: p<pup Hy o p> o

grof3e Werte von T sprechen flr H,.
Annahmebereich | Krit.Bereich

T
it

b) Ho p > po Hy: <o
kleine Werte von T sprechen flr Hy.
Krit.B. 1 Annahmebereich

T
Trrit

C) Ho: p=po Hy:  p# o
grof3e Werte von |T| sprechen fir H,.
Annahmebereich

T T
—lirit irit
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Tests Einfihrung

Hypothesentest

Fehler 1. Art, Fehler 2. Art

Fehler 1.Art

Entscheidung fur H, obwohl H, richtig ist.

Fehler 2.Art
Entscheidung fur H, obwohl H, richtig ist

Entscheidung | Entscheidung
fir H, fir Hy

H, richtig | richtig, Sicher- | Fehler 1. Art
heitswkt. 1 — « | Fehlerwkt. a.
H, richtig | Fehler 2.Art richtig,
Fehlerwkt. 1-3 | Gite

Entscheidung fur Hy heiBt nicht notwendig, dass H richtig ist.
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Tests Einfihrung

Hypothesentest
Fehler 1. Art, Fehler 2. Art
a und (1 — 3) kénnen nicht gleichzeitig minimiert werden.

= Man gibt « vor (z.B. @ = 0.05), d.h. man behalt o unter
Kontrolle und versucht die Teststatistik so zu definieren, daf3 3
maximal wird.

£ (und manchmal auch «) hangen von wahren (i.A.
unbekannten) Parametern ab.

Signifikanzniveau
a = sup B(6).

€O

©,: Nullhypothesenraum, also z.B. die Menge
{r:p=po}t oder {u:p=po}.
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Tests Einfihrung

Gtefunktion
Giultefunktion

B =p0) = B(n) = Pu(T € K)
K heil3t Ablehnungsbereich oder Kritischer Bereich.

Beispiel: r-Test

B(u) =P(T € K) K: kritischer Bereich
= P(T > tl—a,n—l |[,L7 0'2)
=1—-CDF(T  ti_opn_1,n— 1,nc)

ne = /nt=ke: Nichtzentralitatsparameter
N—on—t1: kritischer Wert
K = [ti_qn_1,00): kritischer Bereich.
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Tests Einfihrung

Gutefunktion

Einseitiger Test Zweiseitiger Test

Guetefunktion des einseitigen Einstichproben t—Tests Gtefunktion des zweiseiigen Einstichproben t— Tests

Test_Guete_t.sas Test_Guete_t2.sas
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Tests Einfihrung

Gutefunktion

Ideal:

Unter Hy: Gite 0 (d.h. Fehler 1. Art =0)
Unter H,: Gute 1 (d.h. Fehler 2. Art =0)

Das ist aber nicht moglich!

Ziel:
Test mit moglichst groBer Gutefunktion (unter Hy).

Wir schlagen nattrlich nur solche “sinnvollen” Tests vor.
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Tests Einfihrung

Lagetests

(bei Normalverteilungsannahme, 1)

Einstichprobenproblem

Hy:p<py Hy:p> o Einstichproben t-Test
Hy:p>pog Hy:p < pg PROC UNIVARIATE
Hy:p=po Hy:p# o PROC TTEST

Zweistichprobenproblem

Einstichproben 7-Test

(verbundene Stichproben)

-Test (unverbundene

: . Stichproben)

Hy : = H,:

oim =g Haitn# 42 ppoe UNIVARIATE
PROC TTEST

Hy:py < po Hy:pg >
Hy:py 2 po Hy:opy < pip
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Tests Einfihrung
Lage- und Skalentests
(bei Normalverteilungsannahme, 2)

c-Stichprobenproblem

Ho:py = ..o=pe  Hy:3(0,)) i # 1y
einfache Varianzanalyse
PROC ANOVA, PROC GLM

Andere Alternativen sind z.B.: 1 < ... <. 1 > .. > pe
Skalentest
Zwei unverbundene Stichproben

Hy: 01 =0, Hy: 07 #0;

PROC TTEST (nur wenn wirklich Normalverteilung)
PROC ANOVA, PROC GLM
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Tests Einfihrung

p-Werte

bisher: “H, abgelehnt” oder “H, beibehalten”
= wenig informativ.

Wir kbnnten uns auch bei jedem « fragen, ob H, abgelehnt wird
oder nicht.

Wenn der Test bei Signifikanzniveau « ablehnt, wird er das auch
fir o/ > « tun.

Es gibt also ein kleinstes «, bei dem der Test H, ablehnt.
Der p-Wert
ist das kleinste «, bei dem wir H, ablehnen kénnen.

Test t_ p_value
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Tests Einfihrung

p-Wert

T: (zufallige) Teststatistik, z: beobachtete Teststatistik

Nullhypopthese:
Hy = pp= pio

Zweiseitige Alternative: i # po
p-Wert = Py(|T| > |t])

Einseitige Alternative: 1 < pg
p-Wert = Py(T < 1)

Einseitige Alternative: ;. >
p-Wert = Py(T > 1)

Der p-Wert heiBt auch Uberschreitungswahrscheinlichkeit.
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Tests Einfihrung
p-Wert
lllustration

Einseitiger Test Zweiseitiger Test

p—Wert bei Student's t p—Wert bei Student's t

Fache unter der Dichte rechts der schwarzen Linie:

0.05 0.025
Fache unter der Dichte rechts der roten Linie:
p-Wert halber p-Wert

links entsprechend.
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Tests Einfihrung

Bewertung von p-Werten
Der p-Wert ist also, grob, ein Maf3 fir den Grad dafir, dass die
Nullhypothese nicht zutrifft.

(vorsichtige) Interpretation

p-Wert Grad des Nicht-Zutreffens von H
< 0.01 sehr streng gegen H,
0.01...0.05 | streng gegen H,

0.05...0.1 | schwach gegen H,

> 0.1 wenig oder gar nichts gegen H,

Warnung:

Ein groBer p-Wert heisst noch lange nicht, dass H, zutrifft. H,
kann zutreffen,

Der grof3e p-Wert kann aber auch daran liegen, dass der Test
niedrige Gute hat!
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Tests Einfihrung

p-Wert und kritischer Wert

Einseitige Alternative, f,;; = t;_,

t <ty < p-Wert > a = H, angenommen,
t >ty < p-Wert < « = H, abgelehnt.
Zweiseitige Alternative, t,;; = ti_o >

7| <ty & p-Wert > o = H, angenommen,
t| > tii < p-Wert < a« = H, abgelehnt.

Ausgabe bei SAS
Wenn nicht anders vermerkt: zweiseitige p-Werte.

Der p-Wert ist nicht die Wahrscheinlichkeit, dass H, zurifft,
P(H,|Daten) +# p-Wert
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Tests Einstichprobenproblem

7.2 Einstichprobenproblem

Nulhypothese Alternative
a)Ho: pu<ypo Hy:p>po
b)Ho: p>po Ha:p<po
C)Ho: p=jpo Ha:p po

Teststatistik

X —
T(Xi,....X,) = =10

n

S
Durchflihrung des Tests mit

PROC UNIVARIATE MUO=y, oder
PROC TTEST HO=4

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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Tests Einstichprobenproblem

Einstichprobenproblem

Beispiel: Banknoten
Test t1_Banknote.sas

Lo gr p-Wert
Pr> |¢|
215 1 0.4258 > o =0.05 nosign
2 <0.0001 < «a=0.05 sign.
2149 1 0.0784 > o =0.05 nosign.
2 0.03 < a=0.05 sign.

Das sind also zweiseitige p-Werte (Alternative c)).
Was machen wir bei Alternative a) oder b)? — s.u.

vorgegeben: Fehler 1.Art o (Signifikanzniveau)
(Ublich ist « = 0.05 oder a = 0.01)
d.h. P, (|IT| > ti) = v

Wolfgang Kdssler

Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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Tests Einstichprobenproblem

Verteilung der Teststatistik T

Nehmen wir in unserem Beispiel an, die Beobachtungen
XiNN(:U’O70-2)7 ai:17"'7n

sind normal und unabhangig, dann hat die (zufallige)
Teststatistik T eine ¢-Verteilung (Student’s 1),

T:\/ﬁ()_(_MO)N N(O>1) —-

S 1 2

(t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden) und

lrit = 11— n—1
ist (1 — 5) - Quantil einer ¢-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden.
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Tests Einstichprobenproblem

Dichtefunktion einer ¢-Verteilung
mit v(= n — 1) Freiheitsgraden (FG)
e X2 v
fo, (x) = N BGh (1 +;)

Dichtefunktion von Student's t

PDF('T' x,v)

y
0.20 .

Test_t_Dichte.sas
0.16 -

0.08
0.06
0.04
0.02
T T T T T T T

0.00

Freiheitsorade
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Tests Einstichprobenproblem

Einstichprobenproblem

t-Test

a) Ho : p < pio Hy : > pio
= grof3e Werte von

indizieren Giiltigkeit von H,.

b) Ho : p1 > po Hy @ p < pio
= kleine Werte von T indizieren Hy

C) Ho : = o Hy = # po
= |T| groB indiziert Gltigkeit von H,.
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Tests Einstichprobenproblem

Hypothesentest
Annahme- und Ablehnungsbereich
a) Hy: p<pup Hy o p> o

grof3e Werte von T sprechen flr H,.
Annahmebereich | Krit.Bereich

T
it

b) Ho p > po Hy: <o
kleine Werte von T sprechen flr Hy.
Krit.B. 1 Annahmebereich

T
Trrit

C) Ho: p=po Hy:  p# o
grof3e Werte von |T| sprechen fir H,.
Annahmebereich

T T
— it Tkrit
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Tests Einstichprobenproblem

Hypothesentest
TGS RIS A T £ 1o

Wenn |t| >t = fi—g -1 SO Ho abgelehnt.

Wenn || < fyir = tl_, _1 SO Hy nicht abgel.
AbI Annahme | Ablehnung
f T
_tkrit 0 t Terit

Einseitige Alternative Hy : 1 > po
Wenn ¢ > tyiy = ti—an—1 SO Hy abgelehnt.

Wenn ¢ < s = ti—a,n—1 SO Hp nicht abgel.
Annahme AbIehnung

IO l: tkrit
Einseitige Alternative: Ha : 1 < o
Wenn ¢ <ty = ton—1 SO Hy abgelehnt.

Wenn ¢ > tyi+ = to,n—1 SO Hy nicht abgel.
AbIehnung Annahme

!
t T

tkrit 0 1

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung

338



Tests Einstichprobenproblem

p-Werte bei einseitigen Alternativen (1)

Erinnerung: Der zweiseitige p-Wert ist: P(|T| > 1).

P(|T|>1t) = P(T>t)V(-T>1)
= P((T>1)V (T <—1))
= 2-P(T>1), t>0

P(T>1t) = P(T< —1)
1 —P(T > —1)

1
= I—EP(|T| > —1), t<0

(Die Verteilung von T ist stetig und symmetrisch.)
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Tests Einstichprobenproblem

p-Werte bei einseitigen Alternativen (2)

Falla) Hy:pu < po H,: > o

IP(|T| > 1), fallsz >0

p-Wert =P(T > 1) = 1
1 —3P(|T| > —1t), falls t <0

Ablehnung von H, falls P(T > 1) < a.

Die p-Werte von SAS sind zweiseitig, sie sind also (wenn ¢ > 0)
durch 2 zu dividieren

(wenn ¢t < 0 wird Hy ohnehin nicht abgelehnt)

PROC TTEST HO=y, sides=u  (u: upper)
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Tests Einstichprobenproblem

p-Werte bei einseitigen Alternativen (3)

Fallb) Hy: 1> po H, @ p < pio

IP(|T| > |t]), fallst <0

-Wert = P(T < t) =
P ( ) {1 _ %p(m > —t), fallst >0

Ablehnung von H, falls P(T < t) < «
also wenn r < 0 so SAS-p-Wert durch 2 teilen!

PROC TTEST HO=p, sides=I (l: lower)

Im Fall der zweiseitigen Alternative (c) ist der p-Wert P(|T| > 1)
genau das was SAS ausgibt, wir brauchen also nichts zu
andern.
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Tests Einstichprobenproblem

Zusammenfassung Einstichprobenproblem

(1)

Teststatistik

X — -
T=+n- Ho Realisierung ¢
X = %ZiXi, §* = ﬁ Zi(Xi - )_()2

Zweiseitige Alternative, Hy : 1 = o Hy :p# g

1| > tiir & H, ablehnen
p-value < a« < H, ablehnen
Pr>t"<a = H, ablehnen
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Zusammenfassung Einstichprobenproblem

(2)

Einseitige Alternative, Hy : u < po Hy > g
t > 0und 22 < o & H, ablehnen

Einseitige Alternative, Hy : 1 > po H, < po
t <0und 22 o < H, ablehnen
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Tests Einstichprobenproblem

Konfidenzbereiche (1)

am Beispiel des t-Tests _
X~N(po?) = n- X~ wenn p der wahre (Lokations-)
Parameter ist. =

P( I -1 < \f 1) =1—-«a
(%)
Die Ungleichungen sind aquivalent zu
u <X-pu<-
(*) < _ﬁtl—%,n—l SX—pS %11—%,;1—1
J— S — Ky

& —X- %tlf%,nfl <—p<—X+ %tlf%,nfl
J— S . S

& X+ %tl—%,n—l >p=X- %tl—%,n—l
J— S — Ry

= X- ﬁt‘_%”_] Sp<X+ %tl—%,n—l

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung 344



Tests Einstichprobenproblem

Konfidenzbereiche (2)

(1 — a) Konfidenzintervall fir den (unbekannten) Parameter 1

s — s
X-—=" hegp-1, X+ —="- tl—%,n—l]
n n

Vn vn

PROC TTEST ALPHA=Wert
PROC UNIVARIATE ALPHA=Wert CIBASIC
ALPHA: Konfidenzniveau (=Signifikanzniveau)

CIBASIC: Konfidenzintervalle flr 1, 0%, o basierend auf
Normalverteilung

CIPCTLDF: verteilungsfreie Konfidenzintervalle (basierend auf
empirischen Quantilen)
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Tests Einstichprobenproblem

Konfidenzbereiche (3)

Beispiel

Test_t1_Banknote

(1 — a)-Konfidenzintervalle fur den Lageparameter . = E‘laenge’:

echt gefalscht
a=0.01 214.87 215.07 | 214.73 214.92
a=0.05 214.89 215.05 | 214.75 214.89
a =0.05 2149 2151 [ 2147 2149 |
nichtparam. Kl
(fGr Median)

PROC TTEST ALPHA=Wert

PROC UNIVARIATE ALPHA=Wert CIBASIC CIPCTLDF
Einseitige Konfidenzintervalle mit

PROC TTEST sides=u (upper) oder

PROC TTEST sides=I (lower)
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Tests Einstichprobenproblem

Konfidenzintervalle flir o2

bei Normalverteilung
Xi,..., X, ~ N(i,0%),unabhangig = (n—1)= ~x2,

Dichte einer x2-Verteilung
1 —X v/2—
fz(x): sz/z—r(%)e /ZX/Z ! fa“s XZO
X” 0 sonst.

Dichte der Chi—Quadrat—Vertellung

Test_Chi2_Dichte
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Tests Einstichprobenproblem

Konfidenzintervall fir o2 (2)

bei Normalverteilung

SZ
P(Xi/Z,nfl <(n-— 1); < X%fa/Z,nfl) =l-«

aufldsen nach o2:

SZ
l—a = P(Xi/Z,nfl < (I’l - 1)_ < Xl a/2,n— l)
1 02 1
=P < <

(X%Q/Z,nl (I’l - 1)S2 Xg{/Z,nl)

—1)$? —1)8?

P((’;‘ ) S02§<”2 ) )

X1—a/2,n—1 Xa/2,n—1
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Tests Einstichprobenproblem

Konfidenzintervall fir o2 (3)

nur bei Normalverteilung!

Konfidenzintervall
(Vertrauensintervall) fir den (unbekannten) Parameter o2

(n—1)s*> (n—1)s’

2 ) 2
Xl—a/Z,n—l Xa/Z,n—l

PROC TTEST
PROC UNIVARIATE ALPHA CIBASIC CIPCTLDF
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Tests Vergleich zweier abhangiger Gruppen

7.3 Vergleich zweier abhangiger Gruppen
(verbundene Stichproben)

Hy:py = po Hlim#,uz
Hy:pr > pa Hy:pg < po
Hy:py < po Hy:pg > o

- Gewicht einer Person zu den Zeitpunkten 1, t,.
- Banknoten (oben- unten, links - rechts)

- Patient nimmt Medikament 1 und 2

- Kreuz- und selbstbefruchtete Pflanzen

Test_t2_Banknote Test_t2_Darwin
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Tests Vergleich zweier abhangiger Gruppen

Vergleich zweier abhangiger Gruppen

Folgende Moglichkeiten:

a) Transformation Z := X; — X, und testen auf u =0
PROC UNIVARIATE; VAR Z; RUN; oder
PROC TTEST HO0=0; VAR Z; RUN;

b) Mit der Prozedur TTEST:

PROC TTEST;
PAIRED X1*X2;
RUN;
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Tests Vergleich zweier unabhangiger Gruppen

7.4 Vergleich zweier unabhangiger Gruppen
(unverbundene Stichproben)

Hy : iy = o Hy @y # o
Hy @ py < o Hy oy 2 o
Hy:py > o Hy:p <o
- Tibetische Schéadel (Sikkim - Kham)
- Wasserharte (Nord - Stid)
- Klinikaufenthalt (Klinik1 - Klinik2)
- Banknoten (echt - gefalscht)

Test t2_Tibetan Testt2_Heroin Test_t2_Banknote
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Tests Vergleich zweier unabhangiger Gruppen

Vergleich zweier unabhangiger Gruppen (2)

Xy~ N(/LI,O'%), X~ N(M27O§)

Fall 1: Varianzen o7, 03 sind gleich
Fall 2: Varianzen o7, 03 sind verschieden

Fall 1:

X - X
T=21 22
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Tests Vergleich zweier unabhangiger Gruppen

Vergleich zweier unabhangiger Gruppen (3)

Xi ~N(m,07),  Xa ~ N(pi2,03)
Fall 1: Varianzen o7, 03 sind gleich
Fall 2: Varianzen o7, o3 sind verschieden
Fall 1:
X — X,
1/ (n=1)Si+(m—1)S]
m n+m—2

T =

S =

+

n, m: Umfange Stichprobe 1 und 2

m

l — _ 1 _
St = 1 (X1 — X))?, S =— Z(Xzi —X,)?
i1 i1
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Tests Vergleich zweier unabhangiger Gruppen

Erlauterung des Quotienten T
Xi ~ N(p1,0%), X ~ N(p2, 0%)
— 1 —
XINN(HbUZ';)a X2NN(MZ702'n_1)

(n—1) 2 (n—1) S 2

o2 ST~ Xo—1s Tz % ~ Xm—1
1 1
X —Xo ~ N(u — pa, 0% (= 4+ —))
n m
1 2 2
; (I’l - 1) : S S Xn+m 2

T~ n+m—2
unter Ho (11 = f1a).
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Tests Vergleich zweier unabhangiger Gruppen

Vergleich zweier unabhangiger Gruppen (4)

T ist eine Zufallsgroie!
Werte von T werden mit gewissen Wkin. angenommen!

Die Wkt. daftr, daB T sehr gro3e Werte annimmt (wenn H,
richtig ist) ist also sehr klein.

Sei jetzt r eine Realisierung von T (also der Wert, der bei
Ausrechnen anhand der gegebenen Daten entsteht).

Wenn jetzt r sehr groB3, |7| € K (krit. Bereich)
(aber die Wkt. daflr ist sehr klein, wenn Hj richtig ist)
= H, ablehnen.
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Tests Vergleich zweier unabhangiger Gruppen

Vergleich zweier unabhangiger Gruppen

(ungleiche Varianzen)

Fall 2: Varianzen ungleich
X, — X,

/1 S
w T

T ~ t, approximativ. Die Zahl v der Freiheitsgrade wird auch
approximativ berechnet. (Welch-Test, 1937)

SAS bietet Tests fiir beide Falle (gleiche, ungleiche Varianzen)
an. Satterthwaite-Approximation (1946).

PROC TTEST;
CLASS Kilassifikationsvariable;
VAR auszuwertende Variable(n); RUN;

T =
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Tests Vergleich zweier unabhangiger Gruppen

Vergleich zweier unabhangiger Gruppen

Welchen Test soll man nehmen?

- Aus Vorinformation ist vielleicht bekannt, ob man gleiche
Varianzen annehmen kann.

- Man konnte einen Test auf gleiche Varianzen vorschalten

Problem: 2 stufiger Test
Wird das Signifikanzniveau eingehalten??

Vorschlag

gleich den t-Test flir ungleiche Varianzen nehmen
ist einigermafen robust gegen Abweichungen von der
Normalverteilung, aber nicht gegen Ausreil3er
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Tests Varianztest (1)

Inhalt

Statistische Tests: Einfiihrung und Ubersicht
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Tests Varianztest (1)

7.5 Test auf Gleichheit der Varianzen

Voraussetzung: Normalverteilung

D22 ) 2
Hy: o0y =03 H, : o0y # 03
S2
1
FZ?“’Fn—l,m—l
2

(Fisher-) F- Verteilung mit (n — 1, m — 1) Freiheitsgraden.

F ist Quotient zweier unabhangiger y>-verteilter ZufallsgréBen.

H, ablehnen, falls

2 2
51 51
- < F%,nfl,mfl oder - > Flf%,nfl,mfl
52 52
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F-Test

F%,nfl,mfl = Fi_a

Tests Varianztest (1)

Test auf Gleichheit der Varianzen

Dichte einer F-Verteilung
(1) Frenetsgrade

1

m—1,n—1

Dichte einer F-Verteilung
(@15 Freietsgrade

(beachten: Freiheitsgrade vertauschen sich)

= H, ablehnen, falls1

ST

Wolfgang Kdssler

< —— oder
Flf%,mfl,nfl

2
-l
2

2

2

1

> Fl—%,m—l,n—l oder -
2

Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin

>Fiapim1 =

>Fi_e 1 m1

2
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Tests Varianztest (1)

Test auf Gleichheit der Varianzen
F-Test, prakt. Durchflihrung

53, := max(s?, s3) 52 := min(s?,s3)

ny, ny- die entsprechenden Stichprpbenumfange
A
= H, ablehnen, falls = > Fi_ my—tm,—1-

m

Formulierung mit p-Werten

2
= H, ablehnen, falls p-Wert = P(F > S—f) < %
F~ Fanl,nmfl

Test_F_Dichte
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Tests Varianztest (1)

Zweistichprobenproblem
Output der Prozedur TTEST

o Konfidenzintervalle fUr i, p1o und fOr gy —
Flr die ersten beiden siehe Abschnitt 5.2
Konfidenzintervalle fir u = iy — o bekommt man analog
zum Einstichprobenfall

o Tabelle der durchgefiihrten ¢-Tests
- fir gleiche Varianzen (pooled)
- fir ungleiche Varianzen (Satterthwaite)

o F-Test zum Vergleich der Varianzen (bitte ignorieren)
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Tests Anmerkungen

Ein- und Zweistichprobenproblem

Anmerkungen (1)

e Der F-Test (zum Skalenvergleich) ist sehr empfindlich
gegenlber Abweichungen von der
Normalverteilungsannahme

= mit groBter Vorsicht geniel3en.

e Der Einstichproben- ¢-Test ist nicht robust!

e Der Zweistichproben z-Test ist etwas robuster als der t-Test im
Einstichprobenproblem

e AusreiBer kdnnen extremen Einfluss haben (UA).

e Wenn Gleichheit der Varianzen unklar =
-Test mit ungleichen Varianzen nehmen.
(ist bei gleichen Varianzen nur ganz wenig weniger effizient)
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Tests Anmerkungen

Ein- und Zweistichprobenproblem

Anmerkungen (2)

e Besser nicht auf das Ergebnis des F-Tests verlassen.
(Problematik: 2-Stufentest, Nicht-Robustheit).

e Es gibt robustere Skalentests
= Levene Test und Brown-Forsythe Test.
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Tests Varianztest (2)
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Tests Varianztest (2)

Test auf Gleichheit der Varianzen

Levene-Test
Bilden die Werte

X = [X;-X|
v -7

Skalenunterschiede in (X, Y) spiegeln sich jetzt in
Lageunterschieden in (X*, Y*) wieder.

Mit den “neuen Beobachtungen” wird jetzt ein ¢-Test
durchgefthrt.

Die +-Verteilung der entsprechenden Teststatistik gilt nur
approximativ.
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Tests Varianztest (2)

Test auf Gleichheit der Varianzen

Brown-Forsythe Test
Analog zum Levene-Test, nur hier bilden wir die Werte

)(; = |Xj—med,~X,~]
Yj* = |Y,—med[Y[|

Beide Tests, Levene und Brown-Forsythe, sind (einigermaf3en)
robust gegen Abweichungen von der Normalverteilung.
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Tests Varianztest (2)

Test auf Gleichheit der Varianzen
Syntax

PROC ANOVA;
CLASS Klasse;
MODEL var=Klasse;
MEANS Klasse / HOVTEST=Levene (TYPE=ABS);
MEANS Klasse / HOVTEST=BF;
RUN;

Test_t2_Banknote
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Varianzanalyse

Inhalt (1)
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Varianzanalyse

Inhalt (2)

Varianzanalyse

Wolfgang Kdssler Institut fUr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung 374



Varianzanalyse

Inhalt (3)
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Varianzanalyse Vergleich von k unabhangigen Gruppen

Inhalt

@ Vergleich von k unabhangigen Gruppen
o Multiple Vergleiche

@ Vergleich von k abhangigen Gruppen

o Weitere Varianzanalyse-Modelle
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Varianzanalyse Vergleich von k unabhangigen Gruppen

8. Varianzanalyse
8.1 Vergleich von k unabhangigen Gruppen

einfaktorielle, einfache Varianzanalyse

A: Faktor (Gruppenvariable) mit & Stufen (Faktorstufen)
Modell

Yi=p+aite, i=1.kj=1.n

% Gesamterwartungswert

Q. Effekt der i-ten Stufe von A

€;° Fehler, ¢; ~ (0,0?)

Y Jj-te Beobachtung der i-ten Faktorstufe

Zle a; = 0 Parametrisierungsbedingung
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Einfache Varianzanalyse

Testproblem
Hy:a1=a,=..=q
H:«a; # o (fUreini #1)

Im Fall £ = 2 fOhrt dieses Testproblem auf das
Zweistichprobenproblem (— t-Test).

Output der Maschinen gleich?
Klausurergebnisse unterschiedlich?
Mageninhalt der Eidechsen gleich?
Cortisolgehalt unterschiedlich?

ANOVA _Maschinen

Varianzanalyse_Modelle\PI12erg
GLM_Eidechsen GLM _Cortisol
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Varianzanalyse

Varianzanalyse

Vergleich von k unabhangigen Gruppen

Varianzanalyse macht eine Streuungszerlegung:

Gesamt- = Varianz zwischen + Varianz innerhalb

varianz den Faktorstufen der Faktorstufen

SST = SSB + SSW | (SSE)

(Total) (Between) (Within)  (Error)
k

Wolfgang Kdssler

Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin

Werkzeuge der empirischen Forschung
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Einfache Varianzanalyse
Satz: Es gilt
SSB + SSW = SST

wobei

SSB = Zn,l_/ Y)?

SSW = Z Z(YU ~7,)?

i=1 j=1

SST = ZZY—Y

i=1 j=1

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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Varianzanalyse Vergleich von k unabhangigen Gruppen

Einfache Varianzanalyse

Satz: SSB+ SSW = SST

Beweis: ) ) )
SSB=> nY, —2-N-Y +Y -N
SSW=>"Y:-2-> nY, +> nY,
ij i i
SSB + SSW =

= >y +ZnY N-Yz—Zn-I_/f
i.j

= Y 1-N-T _ZZ i — Y)? =SST g
i,j
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Varianzanalyse

Programm

PROC ANOVA;
CLASS A; /*A: Faktor */
MODEL var=A;
MEANS A/
HOVTEST=Levene (TYPE=ABS);
HOVTEST=BF;
MEANS OUT=SAS-Ausgabedatei;
RUN;
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Varianzanalyse

Programm

PROC ANOVA; PROC GLM;
CLASS A; /*A: Faktor */
MODEL var=A;
MEANS A/
HOVTEST=Levene (TYPE=ABS);
HOVTEST=BF;
MEANS OUT=SAS-Ausgabedatei;
RUN;

o ANOVA: schneller

o GLM:  zusatzliche Auswertungen maglich, z.B. Ausgabe
der Residuen (Y; — ;)
o HOVTEST: Test auf Varianzhomogenitat
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Einfache Varianzanalyse (1)
Dependent Variable: Y
Source DF Sumof Mean F-value Pr>F
Squares Squares
MODEL k-1 SSB(M) MSB o p-Wert
ERROR N-k SSW(E) MSE
Total N-1 SST

SSB SSW
MSB = —— MSE = ——
k=1 N—k

H(): al :"':Oék Hl . 3(17J> al#a]

Wenn H, richtig ist und die Beobachtungen normalverteilt sind,

so hat F = 128 eine F-Verteilung mit (k — 1,N — k)
Freiheitsgraden,
MSB
F = VSE ™ Frin—k

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung 384



Varianzanalyse Vergleich von k unabhangigen Gruppen

Einfache Varianzanalyse (2)
H, wird getestet mit

MSB _ geschatzte Varianz zwischen den Gruppen

F= = - " .
MSE  geschatzte Varianz innerhalb der Gruppen

_ N—k SSB N—k SST—SSW
k=1 SSW k-1 SSW
FgroB3, F > Fi_,x—1n—k < H, abgelehnt

Bestimmtheitsmalf3
_ SSB SST—SSW . SSW
- SST SST N SST

Der Anteil der Varianz, der durch das Modell bestimmt wird,
heil3t Bestimmtheitsmal3

R*:
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Einfache Varianzanalyse (3)
Offenbar: 0 < R*> < 1.

MSB N-—k SSB SST N —k R?

F = .
MSE  k—1 SST SSW k-1 1-R?

RP—-0 — F—=0
RP—>1 =— F — 0.

Schatzung der Modellstandardabweichung o

RootMSE = \/MSE = |/~ SSE

Variationskoeffizient

CV = 100-R(;JIMSE
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Einfache Varianzanalyse

Anmerkungen

o Der F-Test in der Varianzanalyse ist (einigermaf3en) robust
gegenuber Abweichungen von der
Normalverteilungsannahme

@ Wenn man die Prozedur GLM verwendet, dann kann man
die sogenannten Residuen

61] Y II:L

abspeichern

(Option RESIDUAL im OUTPUT-Statement)
und spater auf Normalitat testen.

(PROC UNIVARIATE NORMAL)
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Varianzanalyse

o F-Test verlangt auch Varianzhomogenitat
Daten balanziert (gleiche Stichprobenumfange)
— Abweichungen nicht so schwerwiegend.

o Wenn die Varianzen verschieden sind, kann die
Welch-Modifikation verwendet werden:
MEANS Var/ WELCH;
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Einfache Varianzanalyse

Test auf Varianzhomogenitat

L2 2 _ 2
HO'O-I_O-Z_"'_O-I(

H :3(i,1) : 07 # o}

Levene Test (1960)

HOVTEST= LEVENE im MEANS-Statement
Zi = |Y; = Y

Brown-Forsythe-Test (1974)

HOVTEST = BF
Z; = |Y;; — medY|
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Einfache Varianzanalyse

Test auf Varianzhomogenitéat (2)

Mit diesen neuen ZV wird eine Varianzanalyse durchgefihrt.

=45 :n-(Z’.“ — Z*)2
k=1 i, -~
W = 7 77{)2 Fi 1y«
Zu i.
GLM_Cortisol

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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Geometrische Veranschaulichung

zur Varianzanalyse
Y=Yu,...,Yw) Dimension N

A

Y:(?1,...,?1,...,\Yk,...,?/§)

n?n:al n;rgal
vV (v VvV v 1
Y=(7,..7, Y=1L13_Y
Nmal o
Y-Y

VSST VS

0 V/SSB Y-Y
SSB+ SSW = SST R* = cos*y
Y =Y[P+ Y -Y[? = [[Y-T|?
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Varianzanalyse Multiple Vergleiche

Inhalt

@ Vergleich von k unabhangigen Gruppen
o Multiple Vergleiche

@ Vergleich von k abhangigen Gruppen

o Weitere Varianzanalyse-Modelle
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Varianzanalyse Multiple Vergleiche

8.2 Multiple Vergleiche

Problemstellung: H, abgelehnt, aber zwischen welchen
Faktorstufen liegt der Unterschied?
o |dee: Alle Paarvergleiche machen.

@ Problem: Wenn wir das Signifikanzniveau «(= 0.05) so
lassen, wird das Testniveau nicht eingehalten!

@ Veranschaulichung: Bei 20 gleichzeitigen Tests kdbnnen wir
20 - o = 1 Ablehnung erwarten, auch wenn H, richtig ist.
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Varianzanalyse Multiple Vergleiche

Multiple Vergleiche

Lésungsmoglichkeiten (1)

Option BON im MEANS Statement

Signifikanzniveau fir die gleichzeitigen Tests herabsetzen auf

Qnom
()’
bei k = 4 ware das etwa 624_)"' = 005,

Begrindung: Bonferroni-UzngIeichung.

A;: Ereignis, Hy; (i-ter Paarvergleich) abgelehnt.

PO(UAi) Si ) <M %:a

N——
Wkt,H,;>1mal abgelehnt

M: Anzahl der Paarvergleiche.
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Multiple Vergleiche
Lésungsmaoglichkeiten (2)

Option TUKEY im MEANS Statement

Bilden die ¥; und die Spannweite dazu w = max;,|Y; — Y|
Dazu kommt noch die empirische Standardabweichung s.

w
Imax = "

die sogenannnte studentisierte Spannweite.
Diese hat (wenn die Y; ~ N) eine (dem SAS-Programmierer)

wohlbekannte Verteilung, und entsprechende Quantile und
kritische Werte.

Damit erhalten wir simultane Konfidenzintervalle fir alle
Paardifferenzen p; — ;. Liegt O nicht darin, so wird Hy;; : 1 = 1
abgelehnt zugunsten von Hy ; : p; # ;.

Bem.: Es gibt eine Fulle weiterer Varianten.
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Inhalt

@ Vergleich von k unabhangigen Gruppen
o Multiple Vergleiche

@ Vergleich von k abhangigen Gruppen

o Weitere Varianzanalyse-Modelle

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung 396



Varianzanalyse Vergleich von k abhangigen Gruppen

8.3 Vergleich von k abhangigen Gruppen

(2-faktorielle Varianzanalyse)

Modell:

Yj=p+oa;+ 5+ ¢

i=1,...,aj=1,...,b.
(eine Beobachtung je Zelle)

€jj ~ (O7 02)

Das Modell ist Gberparametrisiert, deswegen Bedingung:

2 @i =0, Ejl?:l B =0.

Folgene Hypothesen sind zu testen:

Hy,: ay=---=0,=0 gegenH,:
H()bl Blzzﬂbzo gegenHlaZ

GLM_Synchro GLM_Cache

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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Varianzanalyse Vergleich von k abhangigen Gruppen

2-faktorielle Varianzanalyse

a b
— 1 . .
Y, = n;;)’,j arith. Mittel aller Beob.
U
Y: BZYU Mittel der i-ten Stufe von A
j=1
1 a
Y, = - Y; Mittel der j-ten Stufe von B
J a; i j
a b
SSA = by (Yi-Y) SSB:=a) (Y;-Y.)
1:1b j=1
SSE = > (Yyj—Yi—Y;+Y.)
ijl j:bl
SST = Z Z(Yl’ — 7)2
i=1 j=1
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2-faktorielle Varianzanalyse

Quadratsummenzerlegung

Dependent Variable: Y

Source DF Sum Mean F-value Pr>F
Squ. Squ. p-value

A a-1 SSA MSA jg—gg H,,

B b-1 SSB MSB M5 Hy,

MSE

Model a+b-2 SSM Msm 2 H,
Error (a-1)(b-1) SSE MSE
Total ab-1 SST

SSM = SSA + SSB SST = SSA + SSB + SSE

SSA SSB
MSA = —— MSB =
(a—1) b—-1)
SSA + SSB SSE
MSM = —— MSE = ——MM
a+b—2 (a—1)(b-1)
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2-faktorielle Varianzanalyse

Tests (1), Teilhypothesen
HOa gegen Hla:

~ MSA  geschatzte Varianz zwischen Stufen von A
~ MSE  geschatzte Varianz innerhalb der Gruppen

F

Fr ~ Foiune)
Hy, gegen Hy,:
MSB  geschatzte Varianz zwischen Stufen von B

F, = = = . -
>7 MSE ~ geschatzte Varianz innerhalb der Gruppen

Fo ~ Fyiune)
grofBe Werte von F fuhren zur Ablehnung!

Fy > Fi_qa1,-1)0-1) — Ablehnung von Hy,
F, > Fl—a,b—l,(a—l)(b—l) — Ablehnung von Hy,
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2-faktorielle Varianzanalyse
Tests (2), Globale Hypothese

Hy:op=---a,=0und g, =--- 3, =0 gegen
Hy:3(iy, i) apy # ou, V 31, J2): By, # B,

 MSModell  SSA+SSB (a—1)(b—1)

F

MSE SSE a+b—2
MSModell — >>Modell
a+b-—2

SSModell = SSA + SSB.

H, ablehnen, falls

F>Fi aatp-2,a-1)b-1)-
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Zweifaktorielle Varianzanalyse

Programm

PROC GLM;
CLASS A B; /*die beiden Faktoren*/
MODELY = A B;

RUN;

Output
o Balanzierter Fall: Variante | und Ill identisch

@ Unbalanzierter Fall: Typ lll-Summen sind vorzuziehen, da
der entsprechende Test unabhangig von den
Stichprobenumfangen ist.
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Inhalt

@ Vergleich von k unabhangigen Gruppen
o Multiple Vergleiche

@ Vergleich von k abhangigen Gruppen

o Weitere Varianzanalyse-Modelle
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8.4 Weitere Varianzanalyse-Modelle

8.4.1 Mehrere Beobachtungen pro Kombination der Faktoren A und B

SAS-Prozedur andert sich nicht!

Output andert sich gegebenenfalls

a) balanzierter Fall — eindeutig

b) unbalanzierter Fall —

Es gibt verschiedene Mdglichkeiten die Fehlerquadratsummen
zu zerlegen.

— SAS bietet die Varianten an

3 Forscher graben eine Reihe von Schadeln in 3 verschiedenen
Schichten aus.

Gemessen wird die Nasenlange.
? Forschereffekt, Schichteneffekt
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Weitere Varianzanalyse-Modelle

Mehrere Beobachtungen pro Kombination der Faktoren A und B (2)
Klinische Untersuchung in mehreren Zentren

Ein Medikament zur Gewichtsreduktion soll getestet werden.
1: Medikament
0: Placebo
1-6: Zentren

Modell:
Yijk = p+ o+ Bj + €ijky,  Ejjk ™ N<O7 02)
Es interessiert nur das Medikament, nicht das Zentrum:

H, : Qp = O H oy <o
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Weitere Varianzanalyse-Modelle

PROC GLM;
CLASS Medik Zentrum; /*die beiden Faktoren*/
MODEL Y = Medik Zentrum;

RUN; (dieselbe Prozedur wie oben)

GLM_Drugeffect
Zum Output: wie bisher.
Balanzierter Fall: Variante | und Ill identisch.

Unbalanzierter Fall: Typ [lI-Summen zu bevorzugen, da der
entsprechende Test unabhangig von den
Stichprobenumfangen ist.
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Weitere Varianzanalyse-Modelle

8.4.2 Wechselwirkungen ins Modell mit aufnehmen

Yip = a+ ;i + B + i + €

(+Reparametrisierungsbedingungen)
geht nur, wenn fur jede Faktorstufenkombination mehrere
Beobachtungen vorliegen.
PROC GLM;
CLASS A B; /*die beiden Faktoren*/
MODEL Y = A B A*B;
RUN;

GLM_Insekten
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Weitere Varianzanalyse-Modelle

Modell mit Wechselwirkungen

Folgene Hypothesen sind zu testen:

H()ai 041:"'204020 gegen
Hy,: 3(i1, i) oy # oy

Hy: Bi=---=p=0 gegen
Hy,:  3(i.j2) : B, # B,

HOC : Y11 = = Yaxb = 0 gegen

Hi.: 30G1,72) %y, #0
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Weitere Varianzanalyse-Modelle
8.4.3 Faktoren (Effekte, Faktorstufen) sind zufallig

hier ist Schatzung der Varianzkomponenten interessant und
evtl. ein Hypothesentest

Preisrichter seien zufallig ausgewahlt.

Die Frage ist, ob die Variabilitat in den Scores an den
Preisrichtern liegt?

Yj=p+ A +b; + €

zufalllg

Ai ~ <O7 0%)

e ~ (0, 02)
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Varianzanalyse Weitere Varianzanalyse-Modelle

Varianzkomponentenschatzung

PROC VARCOMP METHOD=Typef1;
CLASS Preisrichter Wettkaempfer;
MODEL Score = Preisricher;

RUN;

GLM _syncro_zufaelligeEffekte

METHOD=Type1: Auf den Quadratsummen beruhende
Varianzschatzungen

Annahme: A;, B; und ¢; unabhangig.

var(Y;;) = var(A;) + var(B;) + var(e;)

Output: Schatzungen fir die Varianzkomponenten.
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Weitere Varianzanalyse-Modelle
8.3.4 Mehr als 2 Faktoren

- hoherfaktorielle VA
Frequenzspektren

Gemessen wird die Amplitude bei 35 verschiedenen
Frequenzen, 4 Fllungen, 3 Richtungen,
jede Messung wird 5 mal wiederholt.

? Fillungs-, Richtungseffekt, Wiederholungseffekt?
Frequenzeffekt?

— 4 Faktoren.

PROC GLM,;

CLASS ABC D;

MODEL Y = AB C D; RUN;
/Beratung/Vogt/Glaeser1
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Weitere Varianzanalyse-Modelle

8.3.5 Hierarchische Modelle
Die Faktoren liegen in hierarch. Ordnung vor.

A
A1l A2 A3 A4
B11 B12 B13 B21 B22 B23 B31 B32 B33 B41 B42 B43

(mit zufall. Effekten)

Kalzium-Gehalt verschiedener Pflanzen und von verschiedenen
Blattern

4 Pflanzen werden zufallig ausgewahlt

3 Blatter davon

2 Stichproben zu 100mg von jedem Blatt

Frage: Gibt es zwischen Pflanzen oder zwischen Blattern
unterschiedliche CA-Konzentrationen?
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Weitere Varianzanalyse-Modelle
Hierarchische Modelle (2)

Modell
Yl‘jk = U +A,' +BU -+ Eijk
Ai ~ N(O, 0'2) Bl] i N(O, O'g) €ijk ~ N(O7 0'2)
hier: n=2 a=4 b=3
varY; = varA; + varB; + vare;
= 02 + 0,% +0?
HOGZO'Z:O HOb:cr,f:O
GLM'_hierarch
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Weitere Varianzanalyse-Modelle
Hierarchische Modelle (3)

PROC GLM;
CLASS A B;
MODEL Y = A B(A); (hierarch. Struktur)
RANDOM A B(A); (Faktoren sind zufaellig)
RUN;

PROC VARCOMP;
CLASS A B;
MODEL Y=A B(A);

RUN;
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Inhalt (1)
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Inhalt (2)

@ Anpassungstests
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Inhalt

o EinfGhrung

o EDF-Tests

o Shapiro-Wilk-Test

o Anpassungstests auf weitere Verteilungen
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9. Anpassungstests

9.1 Einfihrung
empirische Verteilungsfunktion

9.2 EDF-Anpassungstests
Kolmogorov-Smirnov-Test
Anderson-Darling-Test
Cramer-von Mises-Test

9.3 Anpassungstest auf Normalverteilung -
Shapiro-Wilk-Test
9.4. Anpassungstests auf weitere Verteilungen
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Anpassungstests
9. 1 Einflhrung

Problem
Klassische Test- und Schatzverfahren sind oft konzipiert unter
der Normalverteilungsannahme.

Frage
Gilt sie Uberhaupt?
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Gilt die Normalverteilung? (1)

Hampel, 1980, Biometr. Journal

Eine Zeitlang glaubte (fast) jeder an das
‘'normale Fehlergesetz’,

die Mathematiker, weil sie es flir ein
empirisches Faktum hielten,

und die Anwender, weil sie es flr ein
mathematisches Gesetz hielten.

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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Gilt die Normalverteilung? (2)

Geary 1947, Biometrika
Normality is a myth;
there never was,

and never will be,

a normal distribution.
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Anpassungstests

(Xy,...,X,)iid., X; ~ F, F unbekannt.

Anpassungstest auf eine spezifizierte Verteilung:
Hy: F=F, gegen H,: F#F,.

lLA. hangt F von unbekannten Parametern ab.

Anpassungstest auf eine Normalverteilung:

=) (4,0 unbekannt)

Hy:F(x) = 9

X—p
g

H :F(x) # 9

) Yu,o,0 >0

(®: Verteilungsfunktion der Standardnormal.).
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Anpassungstests

Gewicht von Hihnern

156 162 168 182 186
190 190 196 202 210
214 220 226 230 230
236 236 242 246 270

Abmessungen von Banknoten, oben (echt, falsch)

-~ 4
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Inhalt
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9.2 Auf der empirischen Verteilungsfunktion

beruhende Tests
Empirische Verteilungsfunktion

Seien X1, ..., X, unabh. Beobachtungen,
Xy < ... < X(» die geordneten Beob.

Die Funktion
0 x < X(l)
Fn(X) = ﬁ X(l) <x< X(i—H) i=1.n
1 Xy < x

heil3t empirische Verteilungsfunktion.

Satz v. Glivento-Cantelli: F,(x) — F(x).
(Hauptsatz der math. Statistik genannt)

EDF
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Die empirische Verteilungsfunktion

Empirische Verteilungsfunktion Empirische Verteilungsfunktion
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Anpassungstests

Auf der empirischen Verteilungsfunktion beruhende Tests

Kolmogorov-Smirnov-Test
D = /nsup |F,(x) — Fo(x)]
Cramér-von Mises-Test

W-sq = / (Fox) — Folx))*dFo(x)
Anderson-Darling-Test

o [ D~ R@?
A-sq = /_oo Fol)(1 = Folx)) W)
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Anpassungstests auf Normalverteilung

Auf der empirischen Verteilungsfunktion beruhende Tests
hier:

Folx) = a(*21),

G
_ 1 <
=X = - Xb
1 < _
~2 2 2
- - X,—X
6=y n_IZ( )

i=1

D ~ D, (Kolmogorov-Verteilung) approx.

X 2.2
lim Po(D < =) =1-2Y (—1)fe ™
n—oo \/ﬁ ;

(Kolmogorov, 1933).
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Anpassungstests auf Normalverteilung

Auf der empirischen Verteilungsfunktion beruhende Tests (2)

Modifikationen fur endliche Stichproben (zur Info.)
D: D-(y/n—0.01+085/\/n)/\/n
A —sq: A-sq-(1.0+0.75/n+2.25/n?)
W-sq: W-sq (1.0 +0.5/n)
GroB3e Werte von D, A-sq und W-sq fihren jeweils zur

Ablehnung von H,,.
p-Werte werden vom Programm berechnet.

Test_GoF_Banknote.sas
Test_GoFDarwin.sas
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Anpassungstests

9.3 Shapiro-Wilk-Test (1)
Vorbemerkungen:

Xi—p
o

~ N(0, 1)

X,'N./\/‘(/L,O'z), Yi:

i=1,...,n.
Geordnete Beobachtungen:

X(I)S...SX(,I) Y(l) S...<Y(n).
Die Erwartungswerte
m; = E(Y(i))

- T -/_oo £ (1) (1 — (1)) b(r)di

sind bekannt (und vertafelt).
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Shapiro-Wilk-Test (2)
Approximation (Blom, 1958)

o 71(1'—0.375)
i = n+025

EX(i) = u+om
Xy = p+om+eg

einfaches lineares Regressionsmodell mit Parametern p, o.
Ee; = 0, aber die ¢; sind nicht unabhangig.

V= COV(Y(,-), Y(j)), m = (ml, . ,mn)
X = (X(l), o ,X(n)).
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Shapiro-Wilk-Test (3)
Verallgemeinerter KlelnsteAr S}ulialgl\rlgtl—)sichatzer von o
~ m'V-'m
wird verglichen mit der gewohnlighen Standardabweichung s

1 _
2 = X — X)2.
$=—> )

i=1

Bem.: Der gewohnliche Kleinster Quadrat-Schéatzer von o ist:

R m’X
OKkQs =

mm’
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Shapiro-Wilk Test (4)

Shapiro-Wilk-Statistik
s . (m'V-'m)> (W'X)?

s’ (n—1) mV~—?2m S (Xi—X)?-Ih
wobei h' = m'V~! (bekannt, vertafelt).
Wegen > h; = 0 folgt:
W ist Quadrat des (empir.) Korrelationskoeffizienten von h und
X:

W

(T =X — 1)
S (G —X)2- 30 (h— k)Y
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Shapiro-Wilk Test (5)

(T =X — 1)
ZZL(XI- _)_()2 : Z?:l(hi - 7’)2’

o Offenbar:0 < W < 1.
o W = 1 indiziert, dass h' = m'V~!(~ 2m’):
ein Vielfaches von X ist.
D.h. die Punkte (m;, X(;)) liegen etwa auf einer Geraden,

was Normalverteilung indiziert.
@ H, wird ablehnt, falls W < W, (n).

SAS verwendet dabei noch eine
(Normalisierungs-) Transformation von W.

Test_GoF_Shapiro_Wilk.sas
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Shapiro-Wilk Test (6)

Scores der 1. Wettkdmpferinnen (5 Preisrichter)
31.2,31.2,31.4, 32.0, 33.1

Mit der Prozedur UNIVARIATE erhalten wir s = 0.80747 und
mit der Prozedur GPLOT (Option REGEQN) ¢ = 0.805

im Regressionsmodell Y; = p + om; + ¢

Far die Shapiro-Wilk Statistik bekommen wir

2

Q»

W = -¢ = 0.966.

[\S)

S

(c: Normierungsfaktor)
Nach der Transformation wird daraus: W = 0.8125.
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Shapiro-Wilk Test (7)

Approximative Dichtefunktion von W (unter Hy)

_ L& =Xk —h)”
i (X = X2 30 (i = R

0.9 0.92 0.94 0.96 0.98
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Anpassungstests

e SAS verwendet eine Approximation von W.

e Der Shapiro-Wilk-Test erweist sich flr kleinere, mittlere und
gréBere Stichprobenumfange als geeignetster Test (h6chste
Gite).

e Friiher wurde meist der sogen. y?>-Anpassungstest verwendet.
Dieser hat jedoch geringe Gte.

e W ist etwas besser als A-sq, besser als W-sq, und viel besser
als D und »°.

e D ist nur fiir sehr groBBe Stichprobenumfange zu empfehlen
(n > 2000).
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Anpassungstests

e Man sollte beim Test auf Normalverteilung das
Signifikanzniveau auf « = 0.1 hochsetzen, insbesondere wenn
wenig robuste Tests (die NV verlangen) angewendet werden
sollen.

e Robuste Tests haben meist geringen Effizienzverlust bei
Vorliegen von Normalverteilung.
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Anpassungstests

Durchfiihrung des Tests auf Normalverteilung

Unter Verwendung von /i,
PROC UNIVARIATE NORMAL; RUN;

PROC UNIVARIATE;
HISTOGRAM variable / NORMAL,;
RUN;

mit vorgebenen p, o:

PROC UNIVARIATE;

HISTOGRAM variable / NORMAL(mu=0, sigma=1);
RUN;

Bem.: Mit der Prozedur UNIVARIATE (Kommando
HISTOGRAM) kdénnen Sie auch auf andere Verteilungen
testen.
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Anpassungstests

9.4 Anpassungstests auf weitere Verteilungen

x>-Anpassungstest (Pearson, 1900)

Prinzip: Daten werden in p Klassen eingeteilt.
Klassenhaufigkeiten: N;
theoretische Klassenhaufigkeiten: np;

P 2
Ni — I’lpl)
e
; npi
X* ~ x;_, asymptotisch (bei bekannten ., %) (Fisher, 1922)

X? ~ x;_, approx. (bei 2 zu schéatzenden Parametern,
ML-Schatzung mit gruppierten Daten oder
Minimum-y2-Schatzung).

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung

443



Anpassungstests Anpassungstests auf weitere Verteilungen

Anpassungstests

x>-Anpassungstest

Nachteile des y>-Anpassungstests
e Wert von X? abhangig von Klasseneinteilung.
e >- Anpassungstest auf Normalverteilung hat geringe Gite.

Diskrete Verteilungen

Hier kann der y*-Anpassungstest genommen werden
(nattrliche Klasseneinteilung)
Prozedur FREQ, Option CHISQ
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Anpassungstests
x>-Anpassungstest

Diskrete Gleichverteilung

PROC FREQ;
TABLES var1 /CHISQ; RUN;

Sonstige diskrete Verteilungen

wie oben, zusatzlich sind die Einzelwkin. explizit zu formulieren,
/CHISQ TESTP=(py, ..., ps);

Test_ GoF_Poisson PoissonHorsekicks

Anzahlen schon gegeben

Die Variablen, die Anzahlen bezeichnen, werden durch ein
WEIGHT-Kommando angegeben.
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Anpassungstests
EDF-Tests

Stetige Verteilungen
zugelassen sind:

Normal, Gamma, Weibull, Lognormal, Exponential
HISTOGRAM var1 / Gamma;

Descr_Plot_Kuehl.sas
Test_GoF_Darwin_1.sas
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Nichtparametrische Tests

Inhalt (1)
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Inhalt (2)

Nichtparametrische Tests
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10. Nichtparametrische Tests
Ubersicht
Es werden die wichtigsten Rang-Analoga zu den Tests in
7.2.-7.4., 8.1,8.3 behandelt.
10.1 Einflihrung

10.2 Einstichprobenproblem (vgl 7.2), 2 verbundene
Stichproben (vgl. 7.3)
Vorzeichentest, Vorzeichen-Wilcoxon-Test

10.3 Zwei unverbundene Stichproben (vgl. 7.4)
Wilcoxon-Test

10.4 Mehrere unabhangige Stichproben (vgl. 8.1)
Kruskal-Wallis-Test

10.5 Mehrere verbundene Stichproben (vgl. 8.3)
Friedman-Test
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Nichtparametrische Tests
10.1 Einflhrung

Was tun wenn Normalverteilung nicht vorliegt?

Nichtparametrische Tests

o sie verwenden keine Parameterschatzung (wie X, s)

o sie halten das Signifikanzniveau («) fir jede stetige
Verteilung (approx.) ein. o hangt also nicht von der
zugrundeliegenden Verteilungsfunktion ab.

o sie sind relativ effizient. Der Effizienzverlust bei Normalvert.
ist in vielen Fallen gering!

Annahme: Verteilungsfunktion ist stetig (wenn nicht anders
vermerkt)
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Nichtparametrische Tests
10.2 Einstichprobenproblem

Nulhypothese Alternative
a)Ho: p< po Hy:  p> o
b) Hy: pn > po Hy:  p <o
C)Ho: p=pio Hy:  p# po

Vorzeichentest
Wie bisher werden die Differenzen X; — 1 gebildet.

R + __
Ve 1 falls X; — pp > 0 V= Z v,
0 falls X; — po < 0 i=1

v+ = # Differenzen mit positivem Vorzeichen
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Nichtparametrische Tests

Vorzeichentest (2)

Der Fall X; — 1,0 = 0 tritt wegen der Stetigkeit

der Verteilungsfunktion nur mit Wahrscheinlichkeit Null auf.
Sollte der Fall trotzdem eintreten (Messungenauigkeit) so wird
die entsprechnede Beobachtung weggelassen und der
Stichprobenumfang entsprechend verringert.

(Nachteil: Es werden gerade Beobachtungen weggelassen, die
flr die Nullhypothese sprechen!)

Es gilt: V* ~ Bi(n, 1)

(V* = # “Erfolge” bei n Versuchen mit Wkt. je 3).

= kritische Werte kdonnten leicht selbst bestimmt werden:
BINV(1 — a, n, %) oder QUANTILE('Binomial’,1 — a, n, 1)

72
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Nichtparametrische Tests

Vorzeichentest (3)
Teststatistik

n Vvt —v-
sz+_E (:T)

(zentrierteStatistik)

n*: Realisierung von v+
n~: Realisierung von vV~

Zweiseitiger p-Wert:
P(IM| > |n" = 3]) = P(IM| = max(n™, n~) — 5)=(")

n +
. nt -2 nt >
denn |n+—§]: 5—nt nt <

ST ST
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Nichtparametrische Tests

Vorzeichentest (4)

Der p-Wert ist gleich

(x) = P(Vt— g > max(nt,n") — ﬁ) +P(g — VT >max(nt,n7) - 2)

2
— P(Vt >max(n",n")) + P(n— V' > max(nt,n"))
()

(?)(;)f(;)”:(;)“ 3 ()
e )

Jj=max(nt,n—)
Jj=0
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Nichtparametrische Tests

Vorzeichentest (5)

Die Verteilung von V ist diskret, d.h. es gibt nicht zu jedem «
einen entsprechenden kritischen Wert.
Aber: p-Werte gibt es immer, d.h.:
p<a = H, (c) ablehnen
M>0A%<a = H(b)ablehnen
M<O0AS <a = H(a)ablehnen

Der Vorzeichentest ist meist nicht sehr effizient
(Ausnahme: Verteilung=Doppelexponential)
besser ist der Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest
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Nichtparametrische Tests

Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest

Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest

Bilden zu den “Beobachtungen” D, = |X; — | die Rangzahlen,
d.h. den Rang (den Platz) in der geordneten Stichprobe

D(l) <.. Lo < D(n)
Rang 1 Rang n

Sei R der Rang von D,.
Summe der Range

Wt — ZR? v, von D; fur die
—1 X — Mo > 0.
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Nichtparametrische Tests

Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest (2)

Erwartungswert und Varianz von W,"

n

1 o 1 n-(n+1) 1

oW 22 2;’ 4 Vi=3

, n-(n+1)2n+1)
B 24

Die Berechnung der exakten Verteilung von W, kann durch
Auszahlen aller Permutationen erfolgen

(— schon fur kleinere n groBere Rechenzeit!)

Deshalb verwendet man (fir mittlere und grof3e n) die
asymptotische Verteilung.

var W} = E(W, — EW,") (UA)
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Nichtparametrische Tests

Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest (3)

Asymtotische Verteilung
W ~ N(EW, varw) asymptotisch

Grof3e Werte von
W,r — EW,|

vvar Wf

fihren zur Ablehnung von H,.
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Nichtparametrische Tests

Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest (4)
SAS-Implementation (Wilcoxon-Vorzeichen-Test)

- +1)
S=W" —EwWt = E RV, — n(n—
n n — 1 4
R Rang von |X; — py|,
Summe nur Uber positive X; — g

n < 20: p-Werte aus der exakten Verteilung von S.
n > 20: Es wird auch eine t-Approximation angeboten:

S-vn—1
= ~ Ih—1

nVar (S) — §?
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Nichtparametrische Tests

Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest (5)

Bindungen (= MeBwertwiederholungen): Range werden
gemittelt.
Sei t;: # Bindungen in der i-ten Gruppe.
Korrektur in Var(S):
nn+1)2n+1) 1

var(S) = " —5 Zfi(ti + 1) — 1)
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Nichtparametrische Tests

Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest (6)
|Q-Werte von Studenten (Wiwi)
H()Z/JJ:/L()IllO Hy:p>po

x=1Q di |di| "V di=x; — 110

99 -11 11 5 0 .

131 21 21 8 1 Vorzeichentest:
_ 10

118 8 8 3 1 M=38—7

112 2 92 {1 1 p-Wert(exakt) = 0.1094

128 18 18 7 1 Wilcoxon-signed

136 26 26 10 1 ety

120 10 10 4 1 W48 El% 1505

107 -3 3 2 0 oA

134 24 24 9 1 p-Wert=0.0371.

122 12 12 6 1 Test_IQ_Daten
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Nichtparametrische Tests

Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest (7)

o Im Gegensatz zum Vorzeichentest ist der
Vorzeichen-Wilcoxon-Test (= signed rank test) sehr
effizient, bei Normalverteilung nur wenig schlechter, bei den
meisten Verteilungen besser als der ¢-Test.
= Wenn NV nicht gesichert ist Vorzeichen-Wilcoxon-Test
nehmen!

@ Der Vorzeichentest und der Wilcoxon-Test sind sogenannte
Rangtests, da sie nur auf den Rangzahlen der
Beobachtungen beruhen.

Es gibt weitere Rangtests.

@ Durchflhrung der Tests:
PROC UNIVARIATE MUO=Wert;
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Nichtparametrische Tests

Zwei verbundene Stichproben

BildenZ:=X —Y und testen wie beim
Einstichprobenproblem, z.B.

Hy:pz;=0 Hy:puz#0

Banknoten: oben-unten, links-rechts
Darwin: kreuz-selbstbefruchtete Pflanzen
(zur Nustration mit Prozedur RANK)
PROC UNIVARIATE;

VAR Z;
RUN;

Npar_1_Banknote Npar_1_Darwin
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Nichtparametrische Tests

Weitere Problemstellungen im Einstichprobenfall (1)
Binarvariablen
Sei X eine 0-1 Variable, d.h.

PX=0)=p, PX=1)=1-p

Hy:p=po T: Anzahl der Beobachtungen in Klasse 0.

Hi, p<po: p-Wert = P(T < t) = CDF('Binomial’,z,n,p,)
Hy, p>po: p-Wert = P(T > 1)
Hi. p#po: p-Wert =P(T <toderT>n—1t+1)
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Nichtparametrische Tests

Weitere Problemstellungen im Einstichprobenfall (2)

Binomialtest
Prozedur FREQ, Option Binomial

T  # Beobachtungen in Klasse 0

po=
n n
sep) = /p(I—p)/n=ASE
D — Do
Z —_
se(p)

Einseitige p-Werte bei SAS sind

P(Z > z) falls z>0
P(Z < z) falls z<0
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Nichtparametrische Tests
PROE FREQ;

TABLES var / BINOMIAL(P=0.8);
RUN;

Binomialtest_toxaemia.sas

Warenliefung, UA

Der Hersteller behauptet, hdchstens 5% sind schlecht.

Sie haben n = 20 Stiicke geprift, und X = 3 schlechte Stlicke
gefunden. Hat der Hersteller recht?

Betrachten Sie sowohl die exakte als auch die asymptotische Version.

Konfidenzintervalle:

a) Normalapproximation: p = u, »se(p)
b) exakt: Binomialverteilung (CDF('Binomial’,....))
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Nichtparametrische Tests

Weitere Problemstellungen im Einstichprobenfall (4)
Zum Vergleich, zur Erinnerung und Erganzung

x?-Anpassungstest
Anpassungstest auf diskrete Gleichverteilung:
PROC FREQ;
TABLES var /CHISQ;
RUN;

Anpassungstest auf vorgegebene diskrete Verteilung

PROC FREQ;
TABLES var /CHISQ TESTP=(py, ..., px);
RUN;
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Nichtparametrische Konfidenzintervalle

Nntinn CIPCTI NDF in Aar PROC | INIIVVARIATF
(1 — a)-Konfidenzintervall fir p-Quantil, d.h. fur x,

Die Verteilung der j-ten Ordnungsstatistik X, :

n

P(Xg <x) =3 (’Z)F(x)i(l — )"

i=j
‘Erfolg” gdw. X; < x, “Erfolgswkt.” F(x).
Insbesondere, flr x = x, (das wahre p-Quantil)

n

PXy <x) = Z <?>F(Xp)i(1 — F(x))"
= Z (?)p"(l —p)

i=j
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Nichtparametrische Tests Einstichprobenproblem

Nichtparametrische Konfidenzintervalle
Option CIPCTLDF in der PROC UNIVARIATE (2)

n

P(Xp <x) =Y C)pi(l )y

i=j+1
Untere und obere Konfidengrenzen X, und X, fUr x, werden so

bestimmt, dass 7 und u« (méglichst) symmetrisch um |np| + 1 und
so dass

u—1

ny n—i
P(X() <%, < X)) = ) (l.)p (I=p) " z1-a

i=l

(X(L”PJ) ist SChétZUﬂg far xp.)
PROC UNIVARIATE CIPCTLDF;
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Nichtparametrische Tests Zweistichprobenproblem

Nichtparametrische Tests

10.3 Zwei unverbundene Stichproben: Wilcoxon Test

Wir setzen keine Normalverteilung voraus, aber den gleichen
Verteilungstyp, insbesondere gleiche Varianzen

Ho:py=po Hy:py # o

Hy:py 2 po Hy:py < o

Hy:py <po Hy:pg > po

Wir fassen die Beobachtungen X1, ..., X1,, Xo1, .., Xom

zu einer Stichprobe zusammen und bilden die Rangzahlen R;;,
i=1,2,j=1...n,m

Z(l) <. < Z(ner)

Rang 1 Rang n+m
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Nichtparametrische Tests Zweistichprobenproblem

Nichtparametrische Tests

Wilcoxon-Test

Summe der Range zur 1. bzw. 2. Stichprobe

S] - ZRU
j=1

Die Erwartungswerte (unter Hy) sind

1
EyS; = % und

und die Varianzen

varS; =var $; =

S2 - Z sz
Jj=1

mn+m+1)

EyS, = >

n-mn+m+1)
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Nichtparametrische Tests Zweistichprobenproblem

Nichtparametrische Tests
Wilcoxon-Test (2)

Sei S die Statistik S; oder S,, die zur kleineren Stichprobe gehort.

Die Teststatistik des Wilcoxon-Tests ist

S —E(S) S—E(S)+0.5
Z=—" SAS: Z =
varS vvarS

Z~N(0,1) approximativ
(0.5 = Stetigkeitskorrektur)
bei Bindungen: korrigierte (kleinere) Varianz

Npariway_Carnitinfraktion.sas
Npariway_Banknote.sas
Npariway_Heroin.sas
Npariway_Tibetan.sas
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Nichtparametrische Tests Zweistichprobenproblem

Nichtparametrische Tests
Wilcoxon-Test (3)

e SAS gibt die Teststatistik (Z) und die ein- und zweiseitigen

p-Werte an.
a) Ho : ju1 = o Hy @ # o
— two-sided Pr > |Z| = P(|Z| > 2)
b) Ho : p11 < iz Hy oy > o

= one-sided z > 0
—P(Z>z)=Pr>Z72
C)Ho:p > o Hy g < o
= one-sided z < 0
—P(Z<z)=Pr<Z

e SAS bietet die Normalapproximation und die t-Approximation
an.

PROC NPAR1WAY WILCOXON; CLASS x; RUN;
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Nichtparametrische Tests Zweistichprobenproblem

Nichtparametrische Tests

Zwei unverbundene Stichproben: Kolmogorov-Smirnov Test
Wir machen gar keine Verteilungsannahmen.

H()I F1:F2 H]I F17£F2
H, : Fi<F, H, : Fi>F
H, : Fi, > F, H: Fi<K

Kolmogorov-Smirnov Test

D = max]Fl,,(x) »m(X)]  (zweiseitig, EDF)
Dt = max(Fl,,(x) 2 m(%)

)

) (einseitig, D)
D™ = max(Fy,(x) — Fi,(x))

N )
l

(einseitig, D)
PROC NPAR1WAY EDF D;
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Nichtparametrische Tests Zweistichprobenproblem

Zweistichprobenproblem
Allgemeine Empfehlungen (1)

@ Wenn Normalverteilung, gleiche Varianzen und keine
Ausreif3er: t-Test

@ Wenn Normalverteilung, ungleiche oder unbekannte
Varianzen und keine Ausrei3er: Welch-Test (¢-Test,
unpooled, Satterthwaite)

@ Wenn “sehr nahe” an Normalverteilung und keine
Ausrei3er: wie bei Normalverteilung

o keine Normalverteilung oder unbekannte Verteilung,
gleiche Varianzen, und etwa gleicher Verteilungstyp
(Ausreif3er in begrenztem Mal3e erlaubt): Wilcoxon Test
oder: Adaptiver Test (von SAS nicht angeboten)
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Nichtparametrische Tests Zweistichprobenproblem

Zweistichprobenproblem
Allgemeine Empfehlungen (2)

@ keine Normalverteilung oder unbekannte Verteilung,
ungleiche Varianzen, und etwa gleicher Verteilungstyp
(Ausrei3er in begrenztem Maf3e erlaubt)
ny = np oder (l’l] >np,01 < 0'2): Wilcoxon Test

o keine Normalverteilung, Verteilungstypen verschieden,
ungleiche Varianzen (kleine Varianz zu kleinem

Stichprobenumfang): K-S Test
oder: Brunner-Munzel Test (von SAS selbst nicht angeboten, kann aber
heruntergeladen werden (TSP.sas):

http://www.ams.med.uni-goettingen.de/amsneu/sasmakr-de.shtm)
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Nichtparametrische Tests Mehrere unverbundene Stichproben

Nichtparametrische Tests

10.4 Mehrere unverbundene Stichproben

Modell:
Yi=pi+e, €~ 00, j=1,.,ni=1.k
Ho:p = ... = Hy = 3y, piy) pay 7 iy

Wir fassen alle Beobachtungen X1, ..., Xin,, -, Xkt - s X,
zusammen und bilden die Rangzahlen R;, i = 1..k,j = 1...n;.

Mit den Rangzahlen flhren wir eine
einfaktorielle Varianzanalyse durch
= Kruskal-Wallis Test
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Nichtparametrische Tests

Mehrere unverbundene Stichproben

Kruskal-Wallis Test Z (T, — Eo(T})

- n;
KW =

& , wobei

1 : .
==Y R; mittl. Rangsumme der i-ten Gruppe

i

j=1
Kruskal-Wallis Varianzanalyse
T,' 7i.
EoT; = "H Y =Y
Zahler SSB
@2 — W= I)N(N—H) SST

= 55 Ry — 2502

N = 21:1 n; Gesamtstichprobenumfang
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Nichtparametrische Tests Mehrere unverbundene Stichproben

Nichtparametrische Tests
Kruskal-Wallis-Test (2)

2 = ZZ<RU—’V;1>2=
Z/& (N+1 ZIH—

N(N+1)(2N+ ) N(N+1)2+(N+1)2

-N

6 2 4
1

_ (N+12)N(4N+26N6+3N+3)

_ N(N+1) _(N—1)-N-(N+1)

N 12 N=1)= 12 '
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Nichtparametrische Tests Mehrere unverbundene Stichproben

Nichtparametrische Tests
Kruskal-Wallis-Test (3)

Vorteil: $? ist nicht zuféllig, hangt nur vom Stichprobenumfang
ab.

KW ~ x2_, (asymptotisch)
H, ablehnen, falls  p-value = "Pr > Chi Square” < «
SAS-Output

Mean Score: T;
Chi-Square: realisierte KW
DF=k — 1: Freiheitsgrade.

Npariway_Maschinen.sas
~_Varianzanalyse Modelle_Pl12erg.sas
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Nichtparametrische Tests Mehrere unverbundene Stichproben

Nichtparametrische Tests
Kruskal-Wallis-Test (4)

¢ Bei Bindungen erfolgt eine Korrektur der Statistik

e KW-Test ist relativ effizient bei Normalverteilung. Bei
Nicht-Normalverteilung meist besser als der

Varianzanalyse-F-Test.

e KW-Test halt (wie alle nichtparametrischen Tests)

asymptotisch das Signifikanzniveau ein.

e kleine Stichproben (N < 20): Option EXACT mdoglich

PROC NPAR1WAY WILCOXON;
CLASS Faktor;
VAR var;
EXACT Wilcoxon;

RUN;
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Nichtparametrische Tests Mehrere verbundene Stichproben

Nichtparametrische Tests

10.5 Mehrere verbundene Stichproben: Friedman Test

Modell, wie bei der 2-faktoriellen Varianzanalyse

Yi=p+a+Bi+e e~ (0,0%, j=1,...kji=1,...,n

Hy: 3 =..=pB(=0) Hy 2 3(j1,j2) : Bi # Bi

Range werden zeilenweise gebildet, Y;;) < ... < Yy
R;; der Rang von Y;; in der i-ten Zeile.

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung 488



Nichtparametrische Tests

Mehrere verbundene Stichproben

Nichtparametrische Tests

Friedman Test (2)

Behandlung
Block 1 2 k | Zeilensummme

1 Ri1  Rp R —k(k;l)
n Rnl Rn2 Rnk k(k;—l)

R, R, R, nk(k2+])

I’ll_e.l l’lR.Z nI_Q_k

v = _
P n? >, (R;— E(R)))?
=

n-k(k+1)/12
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Nichtparametrische Tests Mehrere verbundene Stichproben

Nichtparametrische Tests

Friedman Test (3)

n? Y (R — E(R)))?

F, =
g n-k(k+1)/12

R; = 157" | R; Spaltenmittel der j-ten Spalte (Vergleiche mit Y ))

ER;=1. @ = 1 (Vergleiche mit Y )

Unter H, : Fy ~ xi_,(asympt.)

H, ablehnen, falls Fi > x7_,,_,
oder falls p-value < « .
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Nichtparametrische Tests
Friedman-Test (4)

@ Bei Bindungen Korrektur des Nenners.

o Fir kleinere n ist Friedman-Test (asy.) meist etwas
konservativ (d.h. der wahre Fehler 1. Art ist kleiner als z.B.
0.05).

o Fir gréBere k (etwa k > 5) ist der Friedman-Test (bei
Normalverteilung) einigermafen effizient.

o Fir k = 2 ist der Friedman-Test zum Vorzeichentest
aquivalent (also nicht besonders effizient).
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Nichtparametrische Tests Mehrere verbundene Stichproben

Friedman-Test (5)

Durchfiihrung des Friedman-Tests

PROC FREQ;
TABLES Faktor A * Faktor B * Y
/CMH2 SCORES=RANK NOPRINT;

RUN;

NOPRINT: unterdriickt den Druck von
Kontingenztafeln

SCORES=RANK: Range werden (zeilenweise)
gebildet.

CMH2: Cochran-Mantel-Haenszel

Test_Friedman_Hypnose.sas Test_Friedman_Synchro.sas
Hier ist nur die folgende Zeile interessant:
Row Mean Scores Differ
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Regression
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Regression

11. Korrelation und Regression
Ubersicht

11.1  Korrelation und Unabhangigkeit
11.2 Lineare Regression

11.3 Nichtlineare Regression

11.4 Nichtparametrische Regression
11.5 Logistische Regression
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Regression Korrelation und Unabhangigkeit

11.1 Korrelation und Unabhangigkeit

Unabhangigkeit und Unkorreliertheit, Wdh.

Die Zufallsvariablen Xi, . .., Xy heiBen unabhangig, falls fur alle
X1,...,XN € R

P(Xl <X1,...,XN<XN) :P<X1 <x1)-~P(XN<xN)
Die Zufallsvariablen Xi, ..., Xy heiBen unkorreliert, falls

E(X; - Xy) = E(Xy) - E(Xy).

Unabhangigkeit =- Unkorreliertheit
&=
Unabhangigkeit < Unkorreliertheit falls X; ~ NV
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Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Korrelation und Unabhangigkeit
Fall a) Stetige (metrische) Merkmale

Seien (X;,Y;), i=1,...,N unabhangige bivariate
Zufallsvariablen. Wir testen

H,: XundY sind unabhangig (unkorreliert) gegen
H;: XundY sind linear abhangig (korreliert)

Pearson-Korrelation

XX -X)(i-Y)
VI (X =X (Y~ Y)?

T=VN_-2-—2 _ <1

2
1 — ryy

wird in SAS zur Berechnung der p-Werte verwendet.

Ixy
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Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Korrelation und Unabhangigkeit
Fall a) Stetige (metrische) Merkmale (3)

H,: X undY sind unabhangig (unkorreliert) gegen
H;: XundY sind monoton abhangig

Spearman-Rangkorrelationskoeffizient
o iR —R)(S - 5)
VR~ R)2Y,(S; - 5)

Weitere Korrelationskoeffizienten: Kendall.
Wenn keine Normalverteilung vorliegt, so Spearman oder
Kendall nehmen!
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Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Korrelation und Unabhangigkeit

a) Metrisch skalierte Merkmale

PROC CORR PEARSON SPEARMAN KENDALL;
VAR vars;
RUN;

b) Ordinal oder nominal skalierte Merkmale

PROC FREQ;
TABLES vari*var2 / CHISQ;
RUN;

Descr_Scatter.sas Descr_Scatter_Heroin.sas
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Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Korrelation und Unabhangigkeit

Ordinal oder nominal skalierte Merkmale

Frage: Bestehen Abhangigkeiten?

Geschlecht - Studienfach Studiengang - Note
Geburtsmonat - 1Q

Antwort: x? - Unabhéangigkeitstest (Pearson, 1908)

Annahme:
X hat Auspragungen ay, . .., a,,
Y hat Auspragungen by, ..., b,

(sind die Daten metrisch, so wird automatisch eine
Klasseneinteilung vorgenommen.)

PX=a)=p, P(Y=b)=p,

P(X:Cli,Y:bj):pij
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Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Unabhangigkeitstests
Haufigkeitstabelle (= Kontingenztafel)
X\Y| by b, - b - b

a hi  hip - hlj e hy h.
a hyy  hy - h2j e hy hy.

a; hy  hp - hij e hiy h;.

ap hml hmZ U hmj T hml hm

hy hy --- h; --- h;|h=N

h;;: Haufigkeiten
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Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Unabhangigkeitstests

Die Haufigkeiten h; werden verglichen mit den theoretischen
Haufigkeiten np,;.

Hy: pj = pi-pj, i=1..,mj=1,..1
H,: p; # pi.-p; fureinPaar(i,})

Hy: X und Y sind unabhangig.
H;: X und Y sind abhangig.

Betrachten zunachst die Stichprobenfunktion
~ P — .. 2
=% (hy — npy)®

i

np ij
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Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Unabhangigkeitstests

Konstruktion der Teststatistik

Problem: p; und p; sind unbekannt. Sie miissen also geschétzt
werden,
das sind m + [ — 2 Parameter (> p; => p,; = 1)

.k . hy

pPi. = N Pj= N

1 m
hi=Y hy  hy=>Y hy

j=1 i=1
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Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Unabhangigkeitstests

Einsetzen der Schatzungen in T (unter HO)

QP _ ZZ U npzpj

npip;
hh)

- ”ZZ UhhT

~ X(m—l)(l—l) apprOX UnterH()
Die Anzahl der Freiheitsgrade ergibt sich aus:
m-1—1-— (m+1-2)
———

#geschatzte Werte
H, ablehnen, falls

Op > X{w_n_1y, bzw. falls p-Wert < a
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Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Korrelation und Unabhangigkeit

Faustregel fiir die Anwendung des y2-Unabhangigkeitstests:
e alle h; > 0.

e h; > 5 fr mindestens 80% der Zellen,
sonst Klassen zusammenfassen.

Descr_Freqg_Heroin_Unabhaengigkeitstest
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Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Korrelation und Unabhangigkeit
aese 2 GhARHERERRN Stk st

h
2 Ui 2
G =2 E E hijIn _h~hj ~ X(m—1)(1-1)
i ] 1.'v.

e Continuity Adjusted x? (bei SAS nur: 2x2-Tafel)
max (0, |h; — 2| —0.5)2
0.=N>Y Y y__N ~ Xn—1)(-1)
iy hih;
e Mantel-Haenszel (ryy: Pearson-Korrelation)
Oun = (N —1) )Z(YNX%

o Phi-Koeffizient

Vhihyhih
VO,/n sonst

{hllhzzhlzhzl m=1=2
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Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Weitere Unabhangigkeitstests (2)

¢ Kontingenzkoeffizient
| Op
P =
Op+N

e Fishers Exact Test (bei 2x2-Tafeln)

durch Auszahlen aller Tafel-Moglichkeiten bei gegebenen
Randern.

(gilt als etwas konservativ.)

e Cramers V

d falls 2x2 Tafel
V=
min(

QOp/N
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Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Weitere Unabhangigkeitstests (3)

Anmerkungen

e Mantel- Haenszel Test verlangt ordinale Skalierung, vgl.
(N = Dry
‘gut’ gegen lineare Abhangigkeit.

e Der x? Unabhangigkeitstest testet gegen allgemeine
Abhangigkeit.

e Der LQ-Test G? ist plausibel und geeignet.

e Der LQ-Test G? und der y? Unabhéangigkeitstest sind
asymptotisch aquivalent.
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Regression

Unabhangigkeitstests
d-Koeffizient (2x2 Tafel)

Korrelation und Unabhangigkeit

Y X Sportler Nichtsportler | Summe
w P P12 P1.
m P21 P2 P2.
Summe D P 1
X ~ Bi(1,p2) Y ~ Bi(1,p,.)
E(XX) = ps var(X) =po(1 —p,) =pap.
E(Y) = p, var(Y)=p,(1 —ps2) =papr.

Wolfgang Kdssler

Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin

cov(X,Y)=EX-Y) - EX)E(Y) = pxn — popa.
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Regression Korrelation und Unabhangigkeit

Unabhangigkeitstests

Korrelationskoeffizient in einer 2x2 Tafel
_ P22 — Dapa. _ P11P22 — P12P21
\VP2P1P2P \VP2P2P1P

P —pap2 = pn— (Pa+pn)pi+p2)
= pn — (Pap12 + P2pi2 + p2upn + p3)
= pn(l —pi2 —pu —pn) — papn
= PP — Pablr2

Far m = 1 = 2 ist der Phi-Koeffizient eine Schatzung des
Korrelationskoeffizienten.
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Regression Lineare Regression

11.2 Lineare Regression

Einfache lineare Regression (vgl. Kap. 6.3)

Y,- = 90 + 91X,' + €; €~ (0, 0'2)

A SXY

91 — g
~ 1 ~ _ A
0y, = ;(ZYi—QIZX,-) =Y-0,X

als Lésung der Minimumaufgabe
Z(Yl — 0, X, — 90)2 — min.
i=1
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Regression Lineare Regression

Lineare Rearession (2)

Die Summe der Quadrate
der Lange der
Streckenabschnitte soll
minimal werden.

Sy = — > Xi=X)(v;,-7)

n—1

1

- > (Xi—-X)

n—1

1

Regression_Venusmuscheln
Regression_Plot
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Regression Lineare Regression

Lineare Regression (3)

PROC REG;
MODEL y = x1 / Optionen;
RUN;
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Regression Lineare Regression

Lineare Regression

Multiple lineare Regression
Modell

Y,’ = 90+91X1[+92X2i+---+9mxmi+€i
Yi == 90+01X1[+‘92X2i+...+0mei+€i

Y;, ¢; Zufallsvariablen, unabh., ¢; ~ (0,0?%),i = 1...n
0o...0.,, 0 - Modellparameter = zu schatzen

Man unterscheidet Falle:
X; = (xli, ...,xmi) feSt, und X = (X],‘, -.-,Xmi) ZUfal“g
oder auch gemischt.
Matrix-Schreibweise:
Y =X60 + €
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Regression Lineare Regression

Lineare Regression

Multiple lineare Regression (2)

Modell
Y =X0 + €
Yl 1 Xll le 6‘0 €1
Y=|(.], x=. . .. .|, e=|..], e=|..
Y, 1 Xa ... X 0, €n

Methode der kleinsten Quadrate: Bestimme  so daR

(Y — X6)'(Y — X6) = ming(Y — X8) (Y — X0)
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Lineare Regression

Multiple lineare Regression (3)

Kleinste Quadrat-Schatzung
Vor.: rg(X’X) = m (voll)
6 = (X'X)"'X'Y

wenn (X'X) nicht regular: verallg. Inverse
(Moore-Penrose)

~

6 = (X'X) XY
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Regression Lineare Regression

Lineare Regression

Multiple lineare Regression (4)

Kleinste Quadrat-Schatzung, Spezialfall m = 1 (1)

1
I Xu

(X'X)"! = (Xl b Xl>
11 . cee nl 1 an

- (o =) wew

N nzx%—l@xm (—ZZXX _%Xi)
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Regression Lineare Regression

Lineare Regression

Multiple lineare Regression (5)

Kleinste Quadrat-Schatzung, Spezialfall m = 1 (2)

y - (11 1Y), I _ (X
X, . . X, v S XY,
0 = (XX)'XY

_ 1 <ZX?ZY,-—ZXI-ZXI-Y,-)
n> X2 —(O0X)P\ -2 Xid Yi+n) XY,
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Regression Lineare Regression

Lineare Regression

Multiple lineare Regression (6)

A

Schatzung fir Y: Y = X6
Vergleiche mit Y =X0+¢€
Einsetzen von 6 = (X'’X)"'X'Y :

Y = XXX)'X'Y
H

= HY

H: Hat-Matrix
Aus dem Beobachtungsvektor Y wird der geschatzte
Beobachtungsvektor Y.
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Lineare Regression

Multiple Lineare Regression (7)

Quadratsummenaufspaltung:

D=V =3 (VTP + ) (Y- 1)

N

-~

SST SSM

SSE

MST = —L-SST: Schatzung fur die Gesamtvarianz.
MSE = ——SSE = ¢*.  (erwartungstreu)

MSM = LSSM  (m + 1 Einflussvariablen)

Bestimmtheitsmal3 (wie bei der Varianzanalyse)

,  SSM
- SST

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin

Werkzeuge der empirischen Forschung

523



Regression Lineare Regression

Geometrische Veranschaulichung
zur Multiplen Linearen Regression
Y="u,...,Yw) Dimension N
Y= (T )
Y=(,...Y), Y=x2.Y
n mal
Y-Y

VSSE Vs

0 V/SSM Y-Y

SSM + SSE = SST R* = cos*y
Y =Y[P+ Y -Y[? = [[Y-Y|?
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Regression Lineare Regression

Lineare Regression

Multiple Lineare Regression (8)

H0:91 :92::6.,”:0 H1 ZNHO
Unter der Annahme ¢; ~ N(0, 0?) gilt:

_SSM n—m-—1

F m,n—m—1
SSE m ’

PROC REG;

MODEL y = x1 x2 x3 / Optionen;

TEST x2=0 x3=0; /*zusaetzl. Hypothesen*/
RUN;

Regression_Tibetan Regression_Phosphor
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Lineare Regression

Multiple Lineare Regression (9)

Zusatzliche Hypothesen, z.B.

Hy, : 0, =0, Hy:0,#0
Hoblek:(), Hlb:0k7é0
HQCZQIZQZZO, ch:917é0v927é0
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Lineare Regression
Multiple Lineare Regression (10)
R?-adjustiert flir Anzahl p der Parameter im Modell

n—i

n—p

AdjR* =1 —

(1-R)

i =0 ohne intercept
i=1 mitintercept

Dependent Mean: Mittelwert der abhangigen Variable (Y)

StdError MeanPredict: Standardfehler flr vorhergesagten
Erwartungswert
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Regression Lineare Regression

Lineare Regression

Multiple Lineare Regression (11)

Optionen (Auswahl)

XPX: Ausgabe der Matrizen

XX, X'Y,Y'Y
I: Ausgabe der Inversen von X'X
COVB: Schatzung der Kovarianzmatrix der

Schatzung = 6*(X’X) ™!
CLM, CLI: Konfidenzbereiche (s.u.)

CLB: Konfidenzintervall fir Parameter 6
R: studentisierte Residuen (s.u.)
DW: Durbin-Watson “Test” auf Autokorrelation (s.u.)

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung 528



Regression Lineare Regression

Lineare Regression
Multiple Lineare Regression (12)
Output Statistics (Optionen CLI, CLM, R)

Dependent Variable Y;

~

Predicted Value Y, = 6X
StdErrorMeanPredict 4y
95% CL Mean (s.u.) nur Variablitat in Parameter-

schatzung berlcksichtigt
95% CL Predict (s.u.)  Variablilitat im Fehlerterm
mit berlcksichtigt

Residual ei=Y, —Y,
StdErrorResidual s.u., sv/1 — hy;
Student Residual r; S.u.

Cooks D, S.u.

Predicted Residual SS s.u.

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung
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Lineare Regression

Multiple Lineare Regression (13)

Konfidenzintervalle fur allg. Parameter 9;:
S

1

~Y

1 Vor. ¢; ~ N(0,0%) u.a.
KI: [791 —h-gn-1- S5 7§i thogn1- S5 ]

95% Konfidenzintervall fur E(Y;)

(¥; = E(Y;), Option CLM)
Nur die Variabilitat in der Parameterschatzung wird
bertcksichtigt.
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Lineare Regression

Multiple Lineare Regression (14)

95% Konfidenzintervall fir Vorhersagen Y,

(¥; = Y;, Option CLI)
Die Variabilitat im Fehlerterm wird mit berlicksichtigt.

95% Konfidenzintervall fir 0
(19,' = ej, Opt|0n CLB)

Darstellung von Konfidenzbereichen bei der einfachen
Regressionsanalyse

SYMBOL [=RLCLI95;
PROC GPLOT;

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung

531
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Multiple Lineare Regression

Residualanalyse (1)

Studentisierte Residuen (Option B)

T

os/1 = hy
ei=y;,—y: (Residuen) sind korreliert,
var €i:0'2(1 —h,'l') s=0
Cook's D; 0—0,)(XX)0—0
p, = 0= 00)(XX)(6 -6y i=1.n

(m+1)8? ’
beschreibt den EinfluB3 der i-ten Beobachtung auf die
Parameterschatzung
6.»: KQS von @ ohne Beobachtung i.

Faustregel: D; > 1 — ’starker’ Einflu3
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Multiple Lineare Regression

Residualanalyse (2)

Predicted Residual SS (PRESS)

Z()’i - yi(i))z

yigy-  i-te Beobachtung weggelassen.

“Test” auf Autokorrelation: Durbin-Watson-Test (Option DW)

21-1—1(@ - eH)z
DW = ==
i Z?:l e%
DW=2: Unkorreliertheit der Residuen
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Multiple Lineare Regression

Residualanalyse (3)

Weitere Bewertung der Residuen
Kommando PLOT in der Prozedur REG
PLOT rstudent.*obs.;

PLOT residual.*y  residual.*predicted.;
OUTPUT OUT=dateiname RESIDUAL-=;
und evtl. Test auf Normalverteilung.

rstudent. : studentisierte Residuen
residual. : Residuen

obs :  Beobachtungsnummer

y . beobachteter Wert von Y
predicted. : geschétzter Wertvon Y: ¥
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Lineare Regression

Multiple Lineare Regression (Fortsetzung)
Modellwahl in der linearen Regression
SELECTION=

BACKWARD: Alle Variablen, die mit gréBten p-Wert werden
nacheinander herausgenommen (min. p-Wert: SLSTAY [=0.1])

FORWARD: Start ohne Variablen, die Var. mit kleinstem p-Wert
kommt hinzu (max. p-Wert: SLENTRY[= 0.5])

STEPWISE: Start ohne Variable, 1.Schritt wie bei FORWARD
(Standard: SLENTRY = 0.15), Variablen kénnen wieder eliminiert
werden (Standard: SLSTAY=0.1)

MAXR: Fur jeweils eine feste Anzahl von Variablen wird das Modell
mit max. R? ausgegeben.
Werte in [ ] sind Standardwerte
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Lineare Regression

Multiple Lineare Regression (Fortsetzung)

a) Wenn

rg(X’X) nicht voll (< m + 1)

= (X'X)~ und Anmerkung im Output

b) Condition number

Amax
Amin

Amax> Amin QréBter und kleinster Eigenwert von X'X

(ohne 1-Spalte).
grof3e Konditionszahl (etwa > 30): schlechte Kondition (~

lineare A

bhangigkeit)

c) C(p): Mallows (1973) Krlterstg@ fur die Modellwahl

Clp)=—L2—n+2p

SSE,: SSE im Modell mit p Parametern

Wolfgang Kdssler

Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung
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Multiple Lineare Regression (Forts.)

Modellwahl in der linearen Regression

o SSM
SST

SSE
Clp) = -

SSE,: SSE im Modell mit p Parametern
Ziel: R* groB, C(p) nahe p

ldee von C(p): Wenn die Wahl von p Parametern gut, dann

—n+2p

SSE,

MSE ~ MSE, =
n—p

Clp)~n—p—n+2p=p

Regression_Tibetan_Modellwahl
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Lineare Regression

Multiple Lineare Regression (Fortsetzung)
Einfache Varianzanalyse: Yj; = 1 + o + ¢;;
.0

Y11 1 1 0 .. €11
Y 110 ... 0
o Lo of
Yio 1 1 0 a
Vo | =11 . 1 oo [T
0 0
(873
Yir 1 . . 0 1
Ynkk 1 00 O 1 Enik
Y=X60+¢€
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Lineare Regression

Multiple Lineare Regression (Fortsetzung)

Y1 1 X11 le % €1
0,
= + <
YN 1 XNl XNp 01, EN
Y=X0+¢
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Regression Robuste lineare Regression

11.3 Robuste lineare Regression

Mogliche Probleme bei der linearen Regression

Probleme Losungsansatze
e AusreiB3er Robuste Lineare Regression
e keine Normalverteilung Datentransformation,
(L,-Regression)
e kein linearer Nichtlineare Regression
Zusammenhang Nichtparametrische Regression
e Zielvariable nicht stetig Logistische Regression
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Robuste Lineare Regression (Skizze)

Ausrei3er kdnnen auftreten in

¢ Y-Richtung

e X-Richtung(en) (Leverage points)
¢ Y- und X- Richtungen

Fall: Ausrei3er(verdacht) in Y-Richtung:
es werden nicht die Abstandsquadrate minimiert, sondern (z.B.)
die Gewichtsfunktion (Bisquare Biweight, Huber)

2
1— (% fall
W(x,c):{ (2 falls <ec
0 sonst.

verwendet.
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Regression Robuste lineare Regression

Robuste Lineare Regression (2)

AuBerdem wird der Skalenparameter ¢ nicht durch s sondern
durch den MAD geschatzt.

PROC ROBUSTREG;

MODEL y=x1 x2 x3/DIAGNOSTICS LEVERAGE;
RUN;

Regression_Phosphor
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Robuste Lineare Regression (3)

Diagnosestatistiken
AusreiB3er: standardis. robust residual > cutoff (outlier)

Leverage Point: robuste MCD-Distanz > cutoff (Leverage)

Mahalanobis-Distanz

~ mit Kovarianzmatrix gewichteter mittlerer quadratischer
Abstand von X.

Robust MCD Distance:
anstelle von X: robuste multivariate Lokationsschatzung (MCD)

Goodness of fit: zum Modellvergleich
je groBer R?, je kleiner AICR, BICR desto besser.
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Robuste Lineare Regression (3)

Beispiel: Phosphorfraktionen

Lineare (rot) vs. Robuste lineare Regression

y
170 -
160

150
140
130
120
110
100
a0
a0
70
60
50

Wolfgang Kdssler
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11.4 Nichtlineare Regression

Quasilineare Regression
z.B. Polynomregression
Yi = ap + aix; + axxr + azx; + ¢

wird auf lineare Regression zuriickgefuhrt
Xij =X}

Echt nichtlineare Regression, z.B. Wachstumskurven
v

T ew(— Bl )
y = a+vyexp(—exp(—f(x —pu))) Gompertzfkt.

logistische Fkt.
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Modell, f wird als bekannt angenommen

Y = fx0)+e e~ (0,07
Y = F(X,0)+e

L(6) = €'e =) (Y, — F(X;,0))* — ming
Dazu werden lterationsverfahren verwendet.

PROC NLIN METHOD = MARQUARDT;
MODEL abh.Var = Ausdruck;
PARMS Anfangswerte;

RUN;
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Nichtlineare Regression (2)

Ausgabe

R, PPC, RPC: Konvergenzmaf3zahlen
Object: Zielfunktionswertanderung (letzte lteration)
Obijective: Zielfunktionswert L(9)

Details zu den lterationsverfahren siehe OnlineDoc.

Parameterschatzungen (mit Iterationsverlauf) und
Konfidenzintervallen

Nlin1_usapop.sas
Nlin1_usapop_est.sas
Nlin2_wind.sas
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11.5 Nichtparametrische Regression
Modell: f unbekannt, aber "glatt”

Y; = f(x;) + ¢
& ~ (0,0%) (x; fest oder zuféllig)

min > (8~ £(0)? 4 A [ ()
fect i=1
e [(f")*: Strafterm
e \: Glattungsparameter
A — 0: Interpolierender Spline
A — oco! lineare Regression
Lésung der Minimumaufgabe: nattrlicher kubischer Spline
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Nichtparametrische Regression (2)

PROC TPSPLINE;
MODEL abh.Var = (unabhaengige Variablen);
OUTPUT OUT=Datei1 PRED RESID;

RUN;

Wabhl der Glattungsparameter
Kreuzvalidierung (Standard)

vorgeben: LAMBDAO=Wert

Es kann eine ganze Liste abgearbeitet werden mit der Option
LOGNLAMBDA in der MODEL-Anweisung, z.B.
MODEL y = (x) /LOGNLAMBDA=-4 to -2 by 0.1;
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Nichtparametrische Regression (3)

Ausgabe

Logio(n * 5\)
Strafterm [ (f)*(z) dt
Residual Sum of Squares

Schatzung fir o, 6> = £ A: entspricht der Hat-Matrix.

sp(I—A)

Npar_USApop.sas
Anwendung in der 3D-Darstellung:
Npar_Banknote.sas

Visualisierung

PROC GPLOT DATA=Datei1;
PLOT pred*x;
RUN;
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11.6 Logistische Regression

Y: Binare ZielgroBe, P(Y=1)=p,P(Y =0)=1—p,
Y~ B(1,p)

Wenn wir lineare Regression machen wirden:
Y,' = o+ ﬁxi + €
EY,' = o+ BX,‘, EE,‘ =0
pi = a+px

Problem: Wahrscheinlichkeiten sind beschrankt, lineare
Funktionen aber nicht.

Ausweg: Odds ratio OR = E

nach oben unbeschrankt, aber nicht nach unten
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Logistische Regression (2)
Logit

. )4
Logit(p) = ln(1 —p)
ist auch nach unten unbeschrankt.

Modell

Logit(p;) = In(
= a+ fixa+ -+ B = B'x,

= 17"'7n7pi:P(Yi: 1>
X; = (l,xil,...,xik),ﬂ/ - (aaﬁla"'vﬁk>'

Umstellen der letzten Gleichung liefert
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Regression Logistische Regression

Logistische Regression (3)

eBx
pi =

=——F=1-
1+ eBx

Unbekannt sind p,.
Frage: Wie schatzen wir 3 ?

Methode: Maximum-Likelihood
PROC LOGISTIC;

MODEL Y=X1 X2 /Optionen;
RUN;

Logistic_banknote
Logistic_tibetan
Logistic_water

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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Regression Logistische Regression

Logistische Regression (4)

Maximum-Likelihood Schatzung der Parameter
ldee: Eine Schatzung ist “gut”, wenn sie fiir die beobachteten

Daten die “plausibelste” ist, wenn sie eine hohe Wki.
produziert.
Ziel: maximiere (die Bebachtungen sind unabhangig)

L=Pm%P0ﬁ~P@0=IIHw)

P(y;) = pi'(1 —py)' ™

(1 mitwkt. p,
Y=o mitWkt. 1—p,

P(0) = pl(1=p)'"°=1-p,
P(1) = pi(1—p)'~'=pi
hier: y; bekannt (Beobachtungen), p; zu schatzen.
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Regression Logistische Regression

Logistische Regression (5)

Maximum-Likelihood Schatzung der Parameter (2)

Einsetzen
L = [[pa—p)
i=1
- “ Di Vi o
- g(l _pi) ( pl)
n pl n
InL = Zyiln(l_ i)+Zln(l—pi)

Da der Logarithmus monoton wachsend ist, genlgt es In L zu
maximieren.
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Regression Logistische Regression

Logistische Regression (6)

OlnL

B sz% Z (1+eP) P

i=1

= ley, Z l1+e 'B"")f1

i=1

= E Xiyi_g X Vi,
i=1 i=1

wobei
. 1

YVi= ————7—
1+ e B
die Vorhersagewkt. fur y; bei gegebenen x;.
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Regression Logistische Regression

Logistische Regression (7)

JlnL
o 0
ist Nichtlineares Gleichungssystem
— numerische Losung, z.B. Newton-Raphson Methode
hier: = Fisher Scoring
U(3): Vektor der ersten Ableitungen von InL
I(8): Matrix der zweiten Ableitungen von InL
lteration

/Bj+1 - /Bj - I_l(/Bj>U(/8j)
Konvergenz? hoffentlich.
Vergleiche: Newton-Verfahren (k = 1) zur Lésung von g(x) = 0.
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Regression Logistische Regression

Logistische Regression (8)
Output

Modellinformationen

Konvergenzstatus

Modellanpassungsstatistiken

Test der globalen Nullhypothese 3 =0
ML-Schéatzungen mit x*-Statistiken und p-Werten
Schatzungen der Odds Ratios ¢”

Berechnung der y; (PREDICTED Option)
Vorhersagefahigkeit des Modells
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Regression Logistische Regression

Logistische Regression (9)

Modellanpassungsstatistiken

zum Vergleich verschiedener Modelle

je gréBer AIC, SC, desto besser

je kleiner —21n L desto besser

—21n L: Abweichung vom saturierten Modell,

d.h. vom anhand der Daten (bei perfekter Anpassung)
moglichen Modell

Hosmer-Lemeshov Anpassungstest (Option LACKFIT)
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Regression Logistische Regression

Logistische Regression (10)
Vorhersagefahigkeit des Modells

(Association of Predicted probabilities)
alle méglichen Paare (y;,y;) werden verglichen bzgl. ihres
Vorhersagewertes (y;, y;)
Anteil der konkordanten Paare C
Kendall-Konkordanzkoeffizient Tau-a
Somer’s D, Gamma, ¢ hangen mit C zusammen.
Tau-a kann als Bestimmtheitsmalf3 interpretiert werden.

Modellwahl durch Selektion mdglich (Option SELECTION= in
Model-Anweisung)
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Regression Ubersicht Regressionsverfahren

Inhalt

Korrelation und Unabhangigkeit
Lineare Regression

Robuste lineare Regression
Nichtlineare Regression
Nichtparametrische Regression
Logistische Regression
Ubersicht Regressionsverfahren
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Regression Ubersicht Regressionsverfahren

Regressionsverfahren
Kurze Ubersicht (1)
a) Lineare Regression

Modell: .
Yi = 00+ Zerlj+€i
j=1

&~ (0,0%),i=1,...,n

iy €i ZUfa”lg
X; zufallig oder fest
0o...0.,; o Modellparameter
PROC REG;

MODEL abh.Variable = unabh.Variable(n)
/ R DW;

RUN;
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Regression Ubersicht Regressionsverfahren

Regressionsverfahren
Kurze Ubersicht (2)

b) Robuste Lineare Regression
Modell wie bei der linearen Regression

Y,' = 90 -+ Zerij + €;
j=1

robuste Abstandsfunktion
MAD statt s als Skalenschatzung.

PROC ROBUSTREG;
MODEL abh.Variable = unabh.Variable(n)
/ diagnostics leverage;
RUN;
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Regression Ubersicht Regressionsverfahren

Regressionsverfahren
Kurze Ubersicht (3)

c) Nichtlineare Regression
Modell:

Yi :f(X1i7 ...,Xmi,Ql, "'7(9;7

f: bekannt (i.A. nichtlinear)

PROC NLIN;
MODEL abh.Variable = Ausdruck;
PARMS Parameter = Anfangswert(e);
RUN;

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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Regression Ubersicht Regressionsverfahren

Regressionsverfahren
Kurze Ubersicht (4)

d) Nichtparametrische Regression

Modell:
Yi =f(Xui, s Xomi) + &

f unbekannt, aber "glatt”, z.B. f € C>.

PROC TPSPLINE;
MODEL abh.Var. = (unabh. Var);
RUN;

Regression_Phosphor_Uebersicht.sas
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Regression Ubersicht Regressionsverfahren

Regressionsverfahren
Kurze Ubersicht (5)

e) Logistische Regression
Y: binare ZielgroB3e

Parameter: 3.
Odds ratio: 1’%,,

PROC LOGISTIC;
MODEL binaere Variable = abh. Variablen;
RUN;
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Zufallszahlen

Inhalt (1)
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Zufallszahlen

Inhalt (2)

(9 Zzufallszahlen
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Zufallszahlen

12. Zufallszahlen

- werden nach einem determinist. Algorithmus erzeugt =

Pseudozufallszahlen

- wirken wie zufall. Zahlen (sollen sie jedenfalls)

Algorithmus:

Startwert xo, x,01 =f(x) (z.B. Kongruenzen)

Der alte Generator von SAS

Xpp1 = 397204094 x, mod(2*' — 1) u, =

2-7-7-4053103

Xn

21— 1

liefert gleichverteilte Zufallszahlen u, € (0, 1).

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin

Werkzeuge der empirischen Forschung

574



Zufallszahlen

Zufallszahlen (2)

Der aktuelle Generator von SAS

Mersenne Twister

Der Algorithmus ist schwieriger (s. z.B. Wikipedia)
zufélliger Startwert

seed = -1;

Der interne Startwert wird dann durch x; ersetzt, der folgende
Aufruf von ranuni/rannor(seed) liefert eine neue Zufallszahl.

auf (0,1) gleichverteilte Zufallszahlen
X=ranuni(seed)

Standardnormalverteilte Zufallszahlen
Xx=rannor(seed)
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Zufallszahlen

Zufallszahlen (3)

vorgegebene stetige Verteilung

wird z.B. aus gleichverteilter Zufallsvariable U; mittels
Quantilfunktion (F~!(U;)) gewonnen.

diskrete Verteilungen

werden erzeugt durch Klasseneinteilung des Intervalls (0, 1)
entsprechend der vorgegebenen Wahrscheinlichkeiten p;, also

(0,p1], (p1.p1 + p2)s (1 + P2, p1 + P2+ p3),

...,@1 +---+pk_1,1)
Call rantbl(seed,py, . .., pi_1,X)
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Zufallszahlen

Zufallszahlen (4)

Wiinschenswerte Eigenschaften

e Einfacher Algorithmus, wenig Rechenzeit.

e mdglichst viele verschieden Zufallszahlen sollen erzeugbar
sein

= lange Periode.

e k-Tupel (Uy,...,Ui) ~ R(0,1)%, k < 10

= Test auf Gleichverteilung.

e “Unabhangigkeit”

Test auf Autokorrelation (z.B. Durbin-Watson Test, vgl.

Regression)

Plot der Punkte (U;, Uiyx), k = 1,2...

es sollten keine Muster zu erkennen sein.

Zufallszahlen_test.sas Zufallszahlen_Dichte.sas

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung

577



Clusteranalyse
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Clusteranalyse

Inhalt (3)

@ Clusteranalyse
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Clusteranalyse

13. Clusteranalyse

Ziel: Zusammenfassung von

- “ahnlichen” Objekten zu Gruppen (Clustern),
- unahnliche Objekte in verschiedene Cluster.
Cluster sind vorher nicht bekannt.

20 Patienten, Blutanalyse
Merkmale: Eisengehalt X, alkalische Phosphate X,

Umweltverschmutzung in verschiedenen Stadten
Merkmale: Schwebeteilchen, Schwefeldioxid

Byzantinische Mlnzen

Lassen sich gesammelte Mlnzen verschiedenen Epochen
zuordnen?
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Clusteranalyse

Clusteranalyse

Beispiel

Cluster Analys

e
) e it st Kompan e Cluster Analyse

Beispiel mit eindeutig separierten kompakten Clustern

- &
v st
o oo
oo
o W

Byzantinlsche Miinzen
prithechaey
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Clusteranalyse

Clusteranalyse

Wir unterscheiden:

partitionierende Clusteranalyse

Zahl der Cluster ist vorgegeben (MAXCLUSTERS=)

PROC FASTCLUS (k-means),

PROC MODECLUS (nichtparam. Dichteschatzung)

hierarchische Clusteranalyse

PROC CLUSTER, gefolgt von
PROC TREE und evtl.
PROC GPLOT

Fuzzy Clusteranalyse

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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Clusteranalyse

Clusteranalyse
Abstandsdefinitionen (p: # Merkmale)

Euklidischer Abstand (das ist Stgndard)
dy(x,y) = Z(Xi - )

i=1

City-Block Abstand (Manhattan-Apstand)
de(x,y) = Z lx; — yil

i=1

Tschebyschev-Abstand
dr(x,y) = max xi — yil
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Clusteranalyse

Clusteranalyse

Anmerkungen zu den Abstanden

@ Nichteuklidische Abstande missen selbst berechnet
werden.

Macro %DISTANCE

@ Abstandsmatrix kann in der DATA-Anweisung angegeben
werden. DATA=name (TYPE=DISTANCE)

o Die Variablen sollten i.A. vor der Analyse standardisiert
werden, da Variablen mit groBer Varianz sonst grof3en
EinfluB haben (Option STANDARD oder die Prozedur
ACECLUS zuvor laufen lassen).
davor: Ausreif3er beseitigen.

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin Werkzeuge der empirischen Forschung

585



Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse
Methoden (1)

Die Methoden unterscheiden sich durch die Definition der
Abstande D(C;, C;) zwischen Clustern C; und C;.

Single Linkage
Ds(C;, C;) = min{d(k,l),k € C;,l € C))}

Complete Linkage
Dc(C;, Cj) = max {d(k, 1),k € Ci,l € C))}

Centroid
Dce(Ci, Cj) = d(X;,X;) Abstande der Schwerpunkte
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse
Methoden (2)

Average Linkage
DA<Ci7 C]) = Tlnj Zkec,-,jec, d(k> l)

Ward

ANOVA-Abstande innerhalb der Cluster minimieren, au3erhalb
maximieren. Nach Umrechnen erhalt man
Dw(Ci, Cj> — i DCE<C,', C])

n,-+nj

Density Linkage

beruht auf nichtparametrischer Dichteschatzung (DENSITY,
TWOSTAGE)
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse

Tendenzen
WARD: Cluster mit etwa gleicher Anzahl von
Objekten
AVERAGE:  ballférmige Cluster
SINGLE: groB3e Cluster, “Ketteneffekt”,

langgestreckte Cluster
COMPLETE: kompakte, kleine Cluster

Im Mittel erweisen sich Average Linkage und Ward sowie die
nichtparametrischen Methoden als die geeignetsten Methoden.
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse

Agglomerative Verfahren

1. Beginne mit der totalen Zerlegung, d.h.
Z={Cy,...,C,},CiNC;=2 C; ={0;}
2. Suche C,,C;: d(C,,C) =mingd(C;, C;)
3. Fusioniere C,, C; zu einem neuen Cluster:
v = C, UG,

4. Andere die r-te Zeile und Spalte der Distanzmatrix durch
Berechnung der Abstande von C** zu den anderen
Clustern!

Streiche die /-te Zeile und Spalte!

5. Beende nach n-1 Schritten, ansonsten fahre bei 2. mit
geanderter Distanzmatrix fort!
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Clusteranalyse

Clusteranalyse

Beispiel

Byzantinische Miinzen Miinzen

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse

Anmerkungen

¢ Alle von SAS angebotenen hierarchischen Methoden sind
agglomerativ.

e Es gibt auch divisive Methoden.
¢ Fall groBer Datensatze:

PROC FASTCLUS: Vorclusteranalyse mit gro3er Anzahl von
Clustern
PROC CLUSTER: Clusteranalyse mit diesen Clustern.
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse
zu WARD:

ANQOVA Abstande innerhalb eines Clusters i

1 —
D,':— dZO,X,'
LS R0.X)

! lEC;

Fusioniere die Cluster C; und C;, wenn

DCE<C,', C]) — D,' — Dj — mm
i
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Clusteranalyse

Clusteranalyse
Durchfihrung
PROC CLUSTER /*hierarchische Clusteranalyse*/
METHOD=methode
STANDARD /*Standardisierung*/
OUTREE=datei; /*Eingabedatei fir Proc Tree*/
RUN;
PROC TREE DATA=datei
OUT=out /*Ausgabedatei z.B.fur PROC GPLOT*/
NCLUSTERS=nc /*Anz. Cluster*/
COPY vars /*vars in die Ausgabedatei*/
RUN;
PROC GPLOT;
PLOT variablen=cluster; /*Symbol-Anweis.
vorher definieren*/
RUN;
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse
Die Ausgabedatei OUTTREE=

‘NAME_ Bezeichnung der Cluster
> 2 Beobachtungen: CLn
1 Beobachtung: OBn

NCL_  Anzahl der Cluster

_FREQ_ Anzahl der Beobachtungen
im jeweiligen Cluster

n: Clusternummer (CLn) oder
Beobachtungsnummer (OBn = N.)

Cluster_Air.sas
Cluster.sas
Cluster_Banknoten.sas
Cluster_Muenzen.sas
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Clusteranalyse

Hierarchische Clusteranalyse
Beispiel: Luftverschmutzung in USA-Stadten

Complete Link:
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Clusteranalyse

3D-Darstellung von Datenpunkien

Wertetabelle erstellen,

PROC G3D; vgl. z.B. Texashut.sas
SCATTER y*x = z; PROC G3D;
RUN; PLOT y*x = z;

RUN;
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Clusteranalyse

Glatte 3D-Darstellung, Kontur-Plot

Glatte 3D-Darstellung

PROC G3GRID;

GRID var1*var2=y/SPLINE SMOOTH=Wert;
AXIS1=von TO bis BY Schrittweite;
AX1S2=von TO bis BY Schrittweite;

RUN;

Kontur-Plot

PROC GCONTOUR,;
PLOT var1*var2 =y /LLEVEL=1;
RUN;

Erlauterung dazu siehe Programm Npar_Banknote.sas
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Hauptkomponentenanalyse
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Hauptkomponentenanalyse
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Hauptkomponentenanalyse

Inhalt (3)

Hauptkomponentenanalyse
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Hauptkomponentenanalyse

14. Hauptkomponentenanalyse

Problemstellung

e viele (hoch) korrelierte Variablen
— diese sollen ersetzt werden, durch neue, unkorrelierte
Variablen, durch eine lineare Transformation

e Ziel: wenig neue Variablen,
die aber mdglichst viel Information aus den Daten erhalten.

Daten: Punkte im p-dimensionalen Raum
Ziel: Projektion in einen p’-dimensionalen
(p’ < p) Teilraum mit moglichst viel erhaltener Information.

Hauptkomponenten_Venusmuscheln.sas (p = 2)
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Hauptkomponentenanalyse

Hauptkomponentenanalyse (2)

Annahmen

Daten sind Realisierungen eines p-variaten
zufalligen Vektors X := (Xj, ..., X)) mit
EX=0 und varX=X>0
(Kovarianzmatrix, positiv definit)

Bem: Die erste Bedingung erreicht man durch zentrieren um die
Mittelwerte X ;, j=1,...,p

Wenn zwischen einzelnen Komponenten des zufalligen Vektors
ein gewisser (etwa ein linearer) Zusammenhang besteht, so ist
eine Dimensionsreduzierung moglich.

Der Zusammenhang wird durch Gerade dargestellt
(ausgezeichnete Richtung in der Ebene).
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Hauptkomponentenanalyse

Hauptkomponentenanalyse

Beispiele

Frage: Wie kann man diese ausgezeichnete Richtung erfassen?
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Hauptkomponentenanalyse

Hauptkomponentenanalyse (3)

1. Hauptkomponente. Die Linegrkombination

Y=Y biX

ist so zu bestimmen, dass var Y, — max.

unter Normierungsbedingung (3, b}, =
(Die Variablen werden zentriert, Xj’

X;— X))

2. Hauptkomponente. Die Linearkombination

Y, =) byX
=1

ist so zu bestimmen, dass “var Y, — max,
unter Normierungsbedingung (3. b3, = 1)

und unter der Bedingung cov(Y;, Y;) = 0

Wolfgang Kdssler Institut flr Informatik, Humboldt-Universitat zu Berlin
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Hauptkomponentenanalyse

Hauptkomponentenanalyse (4)

Die Bedingung cov (Y;, ¥») = 0 sichert Unkorreliertheit der
Hauptkomponenten.

Hauptkomponenten sind durch die Korrelationsmatrix eindeutig
bestimmt.

Hauptachsentransformation: X = UAU

3 : (empir.) Korrelationsmatrix (bekannt)
U: Orthogonalmatrix

N O ... 0
0 N ... 0
1o o . 0
0 ... 0 X

A; - Eigenwerte, sei A\ > ... >\, >0
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Hauptkomponentenanalyse

Hauptkomponentenanalyse (5)

Hauptkomponenten
Y=U-X
Mahalanobis-Distanz eines Datenpunktes X = (X, ..
zum Ursprung:
X2 X = XUA'UX=YAY

14 Yiz
_ ;7

Die Konturen sind Ellipsoide.

X))
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Inhalt (3)

(9 Zusammenfassung
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (1)

Basiswissen

Klassifikation von Merkmalen
Wahrscheinlichkeit

Zufallsvariable

Diskrete Zufallsvariablen (insbes. Binomial)
Stetige Zufallsvariablen

Normalverteilung

Erwartungswert, Varianz

Gesetz der gro3en Zahlen,
Zentraler Grenzwertsatz

©

© 06 06 6 06 0 o
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (2)

Beschreibende Statistik

(Robuste) Lage- und Skalenschatzungen

PROC UNIVARIATE TRIMMED=Zahl ROBUSTSCALE; RUN;

Boxplots

PROC BOXPLOT; PLOT Variable*Faktor
/BOXSTYLE=SCHEMATIC; RUN;
Haufigkeitsdiagramme:

PATTERNT1 ...; PROC GCHART; VBAR Variable; RUN;

Scatterplots, Regressionsgerade:

SYMBOL1 ...;
PROC GPLOT; PLOT y*x=1/ REGEQN; RUN;
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (3)

Statistische Tests

Testproblem: Nullhypothese - Alternative, z.B.
Ho : p = pio Hy :p # po
Entscheidung fir Hy/gegen H,: anhand einer

Teststatistik, z.B. _

Entscheidung
lt| > ta = Ho ablehnen,  P(|T| > tui) =

o : Fehler 1. Art, Signifikanzniveau (in der Regel vorgegeben)
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (4)
Statistische Tests (2)

p-Wert (zweiseitg)
P(|T| > 1), wobei : Realisierung von T

p-Wert < o« = H, ablehnen
p-Wert > o = H, nicht ablehnen

Gutefunktion
P(H, abgelehnt|y richtig) = 5(u)
Fehler 2.Art: 1 —B(p)

Wir betrachten Tests mit einer vergleichsweise hohen
Gutefunktion.
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (5)

Einseitige Tests

Alternative geht in eine Richtung, (aus sachlichen Griinden
kann es nur eine Richtung geben)
z.B. > py

Zweiseitige Tests
Alternative geht in alle Richtungen,
z.B. 1 # po
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (6)

Ubersicht (iber Mittelwertvergleiche (1)

k | unverbunden | verbunden

1 | Einstichproben t-Test,Vorzeichen-Wilcoxon-Test
PROC UNIVARIATE; o. PROC TTEST HO=Wert;
VAR Variable; RUN

2 | t-Test t-Test
PROC TTEST; PROC TTEST;
CLASS=Faktor; PAIRED Vari*Var2;
VAR Variable; RUN; | RUN;
Wilcoxon-Test Vorzeichen-Wilcoxon-Test
PROC NPAR1WAY | diff=a-b;
WILCOXON; PROC UNIVARIATE;
CLASS=Faktor;
VAR Variable;RUN; | VAR diff; RUN;
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Zusammenfassung

Ubersicht Uber Mittelwertvergleiche (2)

einfache Varianzana.
= einfaktorielle VA

einfaches Blockexperiment
= zweifaktorielle VA

PROC ANOVA;
CLASS Fakitor;
MODEL Y=Faktor;
RUN;

(PROC GLM)

PROC GLM;

CLASS FaktorA FaktorB;
MODEL Y=FaktorA FaktorB;
RUN;

Kruskal-Wallis-Test

Friedman-Test

PROC NPAR1WAY
Wilcoxon;
CLASS Faktor;

VAR var; RUN;

PROC FREQ;

TABLES FaktorA*FaktorB*Y
/ CMH2 SCORES=RANK
NOPRINT;

RUN;
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (8)

Anpassungstest auf Normalverteilung:

PROC UNIVARIATE NORMAL; VAR var; RUN;
Shapiro-Wilk-Test oder Anderson-Darling-Test

Anpassungstest auf Verteilung mit begrenzter Anzahl von
Auspragungen

PROC FREQ; TABLES Var1 /CHISQ NOPRINT
TESTP=(p1,p2,...pk);

RUN;

(P15 - - ., pr vorher ausrechnen)
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (9)

Test auf Korrelation (metrisch oder ordinal skalierte Merkmale)

PROC CORR PEARSON SPEARMAN KENDALL,;
RUN;

Test auf Unabhangigkeit (beliebig skalierte Merkmale):

PROC FREQ;
TABLES Var1*Var2 /CHISQ NOPRINT; RUN;
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (10)

Lineare Regression (1)

Parameterschatzung und Test

PROC REG;
MODEL Y=Var1 Var2 ... Varn / CLI CLM R; TEST Var1=0
Var2=0; /*Zusaetzl.Hypothesen */ RUN,;

Modellwahl

PROC REG;
MODEL Y=Vari1 Var2 ... Varn / SELECTION=backward;
RUN;
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (11)

Lineare Regression (2)

Residualanalyse

PROC REG;

MODEL Y=Vari1 Var2 ... Varn/ R;
PLOT rstudent.*obs.; /*und/oder*/
PLOT residual.*y; residual.*predicted.;
RUN;

und evtl. Test auf Normalverteilung.
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (12)

Sonstige Regressionsverfahren, nur Ubersicht

Robuste Lineare Regression
Nichtlineare Regression
Nichtparametrische Regression
Logistische Regression
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (13)
Hierarchische Clusteranalyse:
PROC CLUSTER /*hierarchische Clusteranalyse*/
METHOD=methode
STANDARD /*Standardisierung*/
OUTREE=datei; /*Eingabedatei fir Proc Tree*/
RUN;
PROC TREE DATA=datei
OUT=out /*Ausgabedatei z.B.fur PROC GPLOT*/
NCLUSTERS=nc /*Anz. Cluster*/
COPY vars /*vars in die Ausgabedatei*/
RUN;
PROC GPLOT;
PLOT variablen=cluster; /*Symbol-Anweis.
vorher definieren*/
RUN;
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (14)

Konfidenzbereiche

fir Parameter im Regressionsmodell

PROC REG;
MODEL Y=vari...varn/ CLI CLM;

RUN;

Grafische Darstellung von Konfidenzbereichen bei der
Regression

SYMBOL1 [=RLCLI95;

PROC GPLOT; PLOT y*x=1; RUN;
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (15)

Wichtige Sprachelemente

Normalverteilte Zufallsvariable

mit zufalligem Startwert: seed=-1; RANNOR(seed);

Gleichverteilte Zufallsvariable

mit zufalligem Startwert: seed=-1; RANUNI(seed);
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Zusammenfassung

Zusammenfassung (16)

Wabhrscheinlichkeitsverteilungen:

Verteilungsfunktion (Parameter)
CDF('Verteilung’,z,Parameterliste)

Dichte oder Wahrscheinlichkeitsfunktion (Parameter)

PDF('Verteilung’,z,Parameterliste)
z.B.: ('normal’,z,0,1)
(‘’binomial’,z,n,p)

Quantile

Standardnormal: PROBIT(u), u € (0, 1).
Quantile('Verteilung’,z,Parameterliste)
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Zusammenfassung

Ubungen (1)

Mo~

o

Folgen und Reihen, Potenzreihen
Differential- und Integralrechnung, Normalverteilung
Integrralrechnung, Rechnen mit Erwartungswerten

Berechnen von Erwartungswerten, Berechnen von
robusten Lage- und Skalenschatzungen

Berechnen von Korrelationen

Korrelationen, Einfluss von Ausreif3ern,
Minima von Funktionen zweier Veranderlicher

Aufgabenblatt 7, Regressionsmodel,
Berechnen von r-Teststatistiken

. Aufgabenblatt 8, +-Test und Varianzanalyse
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Zusammenfassung

Ubungen (2)

9. Aufgabenblatt 9,
Produkt von Matrizen, Eigenwerte, Eigenvektoren

10. Aufgabenblatt 10,
Lineare Algebra, Matrizenrechnung, x2-Verteilung

11. Aufgabenblatt 11
12. Aufgabenblatt 12
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Zusammenfassung

Ubungsaufgaben

7,8,9 Wahrscheinlichkeitsverteilungen
10,11 Statist. Ma3zahlen, Boxplots
11 Histogramme, Dichteschatzung

14,15,26,30,33,34,35 Korrelation, Unabhangigkeit, Lineare
Regression

16-18,20-22,23-25 Lagetests, Anpassungstests
20,23 Varianzanalyse
27-29,31-32 Nichtparametrische Tests
36,37 Zufallszahlen
37 Clusteranalyse
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