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%ﬁuéfﬂl.i Etwas Fixpunkttheorie

Wir schreiben Pot(A), um die Potenzmenge einer Menge A zu bezeichnen, d.h.
Pot(d) = {X : X C A}

Insbesondere gilt natiirlich fitr jedes endliche A, dass |Pot{A4)] = 24l

-ﬁg Definition. Sei A ecine Menge und F': Pot(A) — Pot(4) eine Abbildung.

(a) F heiblit monoton, falls fir alle Mengen P, Q € Pot(4) gilt:

PCQ == F(P)CF(Q).

(b) F heiBt inflationdir, falls fiir alle P € Pot(4) gilt: P C F(P).

(c) Eine Menge P € Pot(A) heiBt Fixpunkt von F,falls F(P) = P.

(d) Eine Menge P &€ Pot{A4) heifit kleinster Fixpunkt von F,falls P ein Fixpunkt von F°
~ist und fiir jeden Fixpunkt ¢ von F gilt: P C Q.

Y2

244 Proposition.

(a) Es gibt Abbildungen, die weder monoton noch inflationiir sind.

(b} Es gibt Abbildungen, die monoton, aber nicht inflationiir sind.

(c) Es gibt Abbildungen, die inflationiir, aber nicltt monoton sind.

(d) Es gibt Abbildungen, die keinen Fixpunkt besitzen.

(e) Fiir jede Abbildung F : Pot(A) — Pot{A} gilr:
Falls es einen kleinsten Fixpunkt von F' gibt, so ist dieser eindeutig bestimmt,

Beweis: Ubung. U
Der folgende Satz charakterisiert die kleinsten Fixpunkte monotoner Abbildungen:

.3

238 Satz (Knaster und Tarski).

Sei A eine Menge und F : Pot(A) — Pot(A) eine monotone Abbildung.
Dann hat F einen kleipsten Fixpunkt, der Wp(F} genannt wird, und es gilt:?

Up(F) = [{XCA: F(X)=X} = (X CA: FX)C X}

*Fiir eine Menge A, deren Elemente selbst Mengen sind, schreiben wir{} A, um die Schnittmenge Mxear X
zu bezeichnen.
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Beweis: Sei
M:={XCA:FX)CX} uwd P:=[)A

Schritt 1: Wir zeigen zundichst, dass P ein Fixpunkt von F ist:

“F(PYC P": DaP =[\M,giltfir jedes X € M, dass P C X.Da F monoton ist,
folgt F(P) ¢ F(X). Wegen X € M gilt F(X) C X. Somit gilt fiir alle X € A, dass
F(P) € X.Daher gilt also:

Fpy c (M € P

“P C F(PY’. Da(wie wir gerade gezeigt haben) F{P) C P ist, folgt aus der Monotonie
von F',dass auch F(F(P)) C F(P).Somit gilt F(P) € M. Wegen P = [} M folgt daher
P C F(P).

Schrint 2: Fiir jeden Fixpunkr () von F gilt P C @}, dean:

Fiir jeden Fixpunkt @ von F gilt F(@) C Q. Daherist @ € M, und gemif Definition von
Pdaher P C Q.

Sehiritt 3: Abschinss des Beweises:

Aus den Schritten I und 2 folgt, dass P der kleinste Fixpunkl von F ist.
AuBerdem gilt fiir die Menge

M = [XCA:F(X)=X]},
dass P € M'(da F'(P) = P) und M’ C M. Somit folgt

P = M < OAM <C P

(Def) (a2 (peathy
Daher gilt fir Ifp(F) := P, dass
p(F) = ((XCA:F(X)=X} = [{XCA: F(X)CX}
der kleinste Fixpunkt von £ ist, L

Eine andere Charakterisierung der kleinsten Fixpunkte monotoner Funktionen, die auch
gleich ein Verfahren zum Ausrechinen des kleinsten Fixpunkis fiefert, ergibt sich durch die
Betrachtung der einzelnen Indultionssiufen:

i
:".—;g Definition (induktionsstufen).
Sei A eine endliche Menge und F' : Pot(A) — Pot(A) eine Abbildung.
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(a)

(b)

123

2 Deskriptive Komplexitit

Wir definieren induktiv eine Sequenz von Mengen R°, R', R?, ... durch
R =@ uwnd R = F(R) (furalleieN)

Die Menge R’ heibt i-te Induktionsstufe (oder auch: i-te Stufe).
(Es giltalso firalle i € N: R* = F'(@).)

F heiBt induktiv, falls fir alle 1 € N gil: R* C RFTEL

Ll

%S
47 Proposition.

{a)
{b)

Jede monotone oder inflationiive Abbildung ist induktiv.

Es gibt Abbildungen, die induktiv, aber weder inonoton noch inflationdr sind.

Beweis: Ubung. O

Sl

248 Proposition. Fiir jede endliche Menge A und jede induktive Abbildung F : Pot(A) —
Pot(A) wird die Sequenz der Induktionsstufen stationdér, d.h. es gibt eine Zahl i < |Al, so

dass R = R¥*! C«!mifF(R’) und somit Rt = R¥*™ fiir alle n > 0.

Beweis: Da F induktiv ist, gilt

@=R'"CRICRC.--CR CcR*"YC.. CA

Da A nur |4] viele Elemente besitzt, kann nicfir fir alle 5 € {0,1,..,|A|} gelten, dass
RY G RIFL (denn sonst wiirde in jeder der Stufen 1,2, .., [A}, | A|+1 mindestens ein neues
Element hinzukommen, in A gibt es aber nur | 4| viele Elemente).

Somit muss es also ein i € {0,1,..,]|Al} geben, so dass B! = R, GemiB der Definition
der Stufen (R7*? .= F(R7)) folgt daraus, dass

.

R = F(R) = F(F(R)) = FEER) = -,
also
R = R+ = B2 — Ri+3 .

23D Definition. Sei A eine endliche Menge und F' : Pot(A) ~ Pot(A) induktiv.

(a)

(b)

Die kleinste Zahl 1, fiir die B! = R (d.h. Fi(g) = FH'l(@) = FH”(@), fiir alie
n 2 ), heilt das Abschilussordinal von F' | oder kurz: cl{F).

Die Menge R® := RYF) heiBt induktiver Fixpunkt von F.
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W3R
228 Satz. Sei A eine endliche Menge.
Fiir jede monotone Abbildung F : Pot(A) — Pot(A) giit:

Ifp(F} = R™.
D.h.: Der induktive Fixpunkt einer morotonen Abbildung ist gerade der kleinste Fixpunlkt.

Beweis: “C™ Gemif der Definition des inflationdren Fixpunkts gilt R = F(R%), R®
ist also ein Fixpunkt von F'. Insbesondere gilt

ip(F) & R,

da der kleinste Fixpunkt gemil} Definition in jedem anderen Fixpunkt enthalten ist.

“2": Per Induktion zeigen wir, dass RiC Wp(F) furalle i € M.
i=0: Klar,da R® = @ C Ifp(F).
i — i+1: Per Induktion gilt R* C 1fp(F). Da F monoton ist, folgt, dass

R Y F(RY) € F(fp(F)) = lip(F).
O

Den kleinsten Fixpunkt einer monotonen Funktion kann man leicht berechnen, indem man
nach und nach die einzelnen Induktionsstufen berechnet und abbricht, sobald diese stationir
werden:

)
2223 Proposition. Ist I : Pot(A) — Pot(A) monoton und in polynomieller Zeit berechen-
bar, so kann Wp(F') in polynoniieller Zeit berechnet werden.

Beweis: Es gibt hochstens | A| Induktionsstufen, und jede davon kann in polynomieller Zeit
aus der vorangegangenen berechnet werden. O

X .
2222 Die kleinste Fixpunktiogik

.40
2:22 Defimition (Operator Fi; qp).
Sei o eine Signatur, & € N, R eine k-stellige Relationsvariable und © = xy,.., 2 ein
Tupel aus % verschiedenen Variablen erster Stufe.
Jede FO[oU{ R}]-Formel (R, Z) definert in jeder o-Struktur 2 eine Abbildung F, o wie
folgt:

F,o: Pot(4%) — Pot(4%)

P — {de AF A= [P d]l}.

Zum Beispiel kann man sich ¢ als Datenbankanfrage vorstellen und F, o als die Abbil-
dung, die jeder Datenbank-Relation P das Ergebnis der Anfrage zuordnet.

Die im Folgenden definierte monotone Fixpunktlogik ist eine Erweiterung der Logik erster
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Stufe durch einen Operator, mit dem man aus einer Formel (R, ¥) eine neue Formel erhal-
ten kann, die [fpg 7 ¢] (f) genannt wird, und die in jeder Struktur 2 genau von den Tupeln
t € AF erfiillt wird, die zu dem kleinsten Fixpunkt der Operation Fip o gehoren. Dafiir soll-
te man natiirlich wissen, ob der kleinste Fixpunkt auch wirklich existiert. Gemil dem Satz
von Knaster und Tarski (Satz 2.15) existiert der kleinste Fixpunkt von F, o auf jeden Fall
dann, wenn F,, o monoton ist.

AA
g’t’;ﬁﬂeﬁnitiom (Monotone Fixpunkilogik MFP). Sel & eine Signatur.
Die Formelmenge MFP[U] ist indulztiv durch die Regeln (A1), (A2}, (A3), (BC) und (Q1)
der Logik erster Stufe, sowie die folgende Regel (MFP) definiert:

(MFP) Ist (R, T) eine MFP[o|-Formel, wobei

@

I eine k-stellige Relationsvariable, fiir ein & € N,
e I =z1,..,2; ein Tupel aus & verschiedenen Variablen erster Stufe, und

e  aufler R und & evtl. noch andere freie Variablen hat (etwa 1, §),

istf =ty,..,t; ein k-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder Konstantensymbo-
len aus o, und ist ¥y, o monoton auf jeder endlichen (cU{i, S})-Struictur %, so
ist

lip g,z ](F)
eine MFP[o]-Formel.
Y42
224 Bemerkungen.

(a) Die Menge der freien Variablen einer MFP[o|-Formel ist induktiv definiert wie fiir FO
bzw. SO, mit der zusétzlichen Regel

frei{ Mppzel(f)) = (frei{p) \ {R.F}) U{t; : &; € Var}.

(b) Gilt frei(p) = {R, &, 1, 5 }, fiir ein Tupel @ von Variablen erster Stufe und ein Tupe!
S von Relationsvariablen, so nennen wir die Variablen in ¢ die FParameter der Formel
[p g 5(0)] ().

235 Definition (Semantik von MeP|o|-Formeln). Die Semantik von MFP|o|-Formeln der
Form ¢ := [lfpg. 5 ¢]({) ist folgendermafen definiert:

Ist frei() = {@, §} und ist 2 eine endliche {oU{, §}}-Struktur, so gilt:

9
U= [ppeelf) == T €p(Fpa).

Bao A Saky vow \r‘-\\{«\'ts;(b\.(a({llf fa\, \(L«,\-\—
T bakann d'ass Monotonie von FO-Formeln auf endlichen Strukturen un-

entscheldbar ist. Es gibt also keinen Algorithmus, der bei Eingabe einer Formel (R, &)
entscheidet, ob I, o fiir alle endlichen Strukturen ¥l monoton ist.
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Daher ist die Syntax von MFP unentscheidbar, d.h. es gibt keinen Algorithmus, der bei Ein-
gabe einer Formel 1 entscheidet, ob diese zu MEP gehort.

Wiinschenswert wiire, eine Fixpunktlogik zu defireren, bei der man schon an der Syntax ei-
ner Formel erkennt, ob diese zur Logik gehort oder nicht. Ein rein syntaktisches Kriterium,
das hinreichend fiir Monotonie ist, wird durch die folgende Definition gegeben:

ugwnr’i!gl)eﬁnition. Eine Formel o( R, &) heilit positiv in R (bzw. negativ in R),falls Atome der
Form R(¥) in o stets im Bereich einer geraden (bzw. ungeradea) Anzahl von Negations-
symbolen vorkommen und in o kein Implikationspfeil “—” und kein Biimplikationspfeil
*+—" vorkommt.

Man sieht leicht:

N " . »
HPmpomtmn. Fiir jede Formel (R, &}, die positiv in R ist, gilt:
F, o ist monoton fiir alle Strukturen 2X.

Beweisides: Per Induktion nach dem Formelaufbau zeigt man, dass fiir jede Formel
(P(f, Rl: ! Rk? 511 i SC):

die positivin Ry, .., Ry, und negativ in 51, .., 5; ist, folgendes fir alle Strukturen 24, alle
Tupel @ und alle Relationen Ry € R{%,... RF C B\ ¥ und 57 2 &%,..., 57 2 s2%
iiber dem Universum von A gilt: Falls 2 |= [, R*, §%), s0 auch U |= ¢[@, B, &%),

Details: Ubung. O

Die kleinste Fixpunialogik ist analog zur monotonen Fixpunktiogik definiert, mit dem Un-
terschied, dass man jetzt an Stelle der Monotonie fordert, dass Formeln (R, ), auf die der
Fixpunktoperator 1fp(-) angewandt werden soll, positiv in A sind.

U‘fﬁs Defirition (Kleinste Fixpunktlogik LFP). Sei o eine Signatur.
Die Formelmenge L¥P[o] ist induktiv durch die Regeln (A1),(A2),(A3),(BC) und (Q1) der
Logik erster Stufe, sowie die folgende Regel (LFP) definiert:

(LFP) Ist (R, &) eine LFP[o]-Formel, wobei

e R eine k-stellige Relationsvariable, fiir ein & € N,
o ¥ == x1,..,x; ein Tupel aus & verschiedenen Variablen erster Stufe, und

e o auler R und & evtl. noch andere freie Variablen hat,

ist{ == {y,..,%; ein k-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder Konstantensymbo-
len aus o, und ist ¢ positiv in R, so ist

Dy 2] (D)

eine LFP{c|-Formel.
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A2

2 Deskriptive Komplexitdt

Die Semantik der LFP-Formeln ist genauso definiert wie die Semantik von MFP.
YAr o
&29 Beispiele, (a) Erreichbarkeir:

(b)

(c)

Sei G = (V| E, 5, t) ein Graph mit zwei ausgezeichneten Knoten s, t. Dann gilt

G = [Upg, (z=s Vv Iz (R(z) A E(z,2)))] (&)

genau dann, wenn es in G einen Pfad von s nach ¢ gibt.

Dies sieht man, indem man die einzelnen Stufen R°, R, B2, ... des Operators I, g
ansrechnet. Per Induktion nach 7 erhilt man so fiir obige Beispielformel:

R' = {v €V : es gibt in G einen Pfad der Lange < i von s nach v}.
Daher gilt fir Ifp(F, ) = B>
R® = {v €V : esgibtin G einen Pfad von s nach v}.
Graphzusammenhang:
Sei G = (V, E) ein Graph. Dann gilt

G Vo vy (Mg o=y V 3= (R, 2) A Bz, 9))] (@, 9)

genau dann, wenn G zusammenhéangend ist.
Fiir die einzelnen Stufen gilt hier in jedem Graphen G

R = {{u,v) € V* : es gibtin G einen Pfad der Linge < 7 von u nach v}.

Eine definierbare Wortsprache:

Sei o = {<, P, P} die Signatur, mit der Worter w € {a,b}* als o-Strukturen 2,
kodiert werden {siehe ﬁbungsblatt 1).
Wir definieren nun eine Formal (R, z), die positiv in R ist, so dass fiir alle nicht-leeren
Worte w = wp - - » w1 € {a,b}” gilt:

Ay = [fpg . ¢](f) <= an Position i steht in w der Buchstabe a und auf den Posi-
tionen 0, .., ¢ steht eine ungerade Anzahl von as.

Wenn wir ¢ so gewihlt haben, gilt fiir jedes Wort w:

%y b Va{ (Pa(e) A3y (Pa(y) Aw < y) = ~(lfpr, ¢l(a))

~
x ist die Position des letzten as in w

genau dann, wenn die Anzahl der as in w gerade ist.
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Wahi der Formel ¢(R, 2):

(R, x) = (Fale) A —dy (Paly) Ay < :c)) v
Bz (REAPW AP @) A{z<y<z)A

Vu ((=(z <u<yVy<u<z))V Pu)) ))
g
239 Lemma.
Die Datenkomplexitiit des Auswertungsproblems fiir LFP auf Fin liegt in Prime.

Beweis: Per Induktion iiber den Formelaufbau. Der einzige interessante Fall ist der Fix-
punktoperator

P = [Wpg s o)(F)-

Nach Induktionsannahme kann die Formel ¢ fiir jede Induktionsstufe R in polynomieller
Zeit ausgewertet werden. Die Behauptung folgt damit aus Proposition.2=24. &4 . M

Eétrf;slnﬂationéire Fixpunktlogik

Bei der Definition der deinsten Fispunktlogik wurde durch ein syntaktisches Kriterium
{ndmlich dadurch, dass die Formel @(R,T) positiv in R sein muss), gewihrleistet, dass
die Sequenz R, R', R*, .. der Induktionsstufen indukriv ist, d.h.

und daher der induktive Fixpunkt B> = R} existiert.

In diesem Abschnitt werden wir die Bedingung “o(R, &) positiv in R” fallenlassen und
stattdessen durch explizites Vereinigen erzwingen, dass jede Induktionsstufe ihre gesamte
Vorgingerstufe enthalt.

W O
\g%g Befinition (Inflationdrer Fixpunkt ifp(F)). Zu jeder endlichen Menge 4 und jeder
Abbildung F': Pot(A) — Pot(A) ist die Abbildung Iz wie folgt definiert:

Ir : Pot(4A) — Pot(A)
X — XUF(X).

Offensichtlich ist I inflationdir und hat daher einen induktiven Fixpunkt R = R°HI¥),
R™ heifit der inflationiire Fixpunkt von F', geschrieben ifp([7).

N2o
232 Bemerkung. Falls F' monoton ist, so haben F' und I die gleichen Induktionsstufen,

und es gilt ifp(F) = Up(F).

WA

2:33 Definition (Inflationdre Fixpunktiogik 1FP). Sei o eine Signatur.

Die Formelmenge IFP[z] ist induktiv durch die Regeln (A1),(A2),(A3)(BC) und (QI) der
Logik erster Stufe, sowie die folgende Regel (IFP) definiert:
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Wahl der Formel ¢(R, z):

e(B2) = (Pal@) A -3y (Fuly) Ay <)) V
=3y (R{z) APa(y) A Pa(@) A (z <y <z) A
Vu ((=(z <u<yVy<u<z})VPu) ))

N AR

238 Lemma.
Die Datenkomplexitiit des Auswertungsproblems fiir LFP auf Fin liegt in PTIME,

Beweis: Per Induktion iiber den Formelaufbau. Der einzige interessante Fall ist der Fix-
punktoperator
¥ = [lpg s (i)
Nach Induktionsannahme kann die Formel ¢ fiir jede Induktionsstufe R! in polynomieller
Zeit ausgewertet werden. Die Behauptung folgt damit aus Proposition. 234, %4 . (]
XS - T
2:235 Inflationére Fixpunktlogik
Bei der Definition der kleinsten Fixpunktlogik wurde durch ein syntaktisches Kriterium

(ndamlich dadurch, dass die Formel (R, T) positiv in R sein muss), gewihrleistet, dass
die Sequenz R®, R, R, .. der Induktionsstufen induktiv ist, d.h.

RRCRCRC--CRCREYC..

und daher der induktive Fixpunkt R%® = R existiert,

In diesem Abschnitt werden wir die Bedingung “¢(R, &) positiv in R” fallenlassen und
stattdessen durch explizites Vereinigen erzwingen, dass jede [nduktionsstufe thre gesamte
Vorgingerstufe enthilt.

¥ A9
\%-1 Definition (Inflationdrer Fixpunkt ifp(F}). Zu jeder endlichen Menge A und jeder
Abbildung £ : Pot{A4) — Pot(A) ist die Abbildung [ wie folgt definiert:

Ip : Pot(4) — Pot(A)
X — XUF(X).

Offensichtlich ist I inflationéir und hat daher einen induktiven Fixpunkt R = R=HI#),
R heiBt der inflationéire Fixpunkt von F, geschrieben ifp(F).

N2
232 Bemerkung. Falls I monoton ist, so haben F' und I die gleichen Induktionsstufen,

und es gilt ifp(#) = lIfp(F).

WA
233 Definition (Infiationdre Fixpunktlogik IFP). Sei o eine Signatur.

Die Formelmenge 1FP[o]| ist induktiv durch die Regeln (A1),(A2),(A3)(BC) und (Q1) der
Logik erster Stufe, sowie die folgende Regel (IFP) definiert:
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(IFP} Ist p(H, ¥) eine IFP[o]-Formel, wobei

e R eine k-stellige Relationsvariable, furein k € N,

=&y, ..

1]

® , &y ein Tupel aus & verschiedenen Variablen erster Stufe, und

o o auber R und & evil. noch andere freie Variablen hat,

und ist & = ty,..,4 ein f-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder Konstanten-
symbolen aus 7, 50 ist

lifpp 7 l(f)
eine IFP[g}-Formel.

R

234 Definition (Semantik von 1FP[z]-Formeln). Die Semantik von IFP[¢]-Formeln der Form
Y= [ifpp 7 ] ( ) ist folgendermaBen definiert:

st frei(1) = {i, §} und ist A eine endliche (cU{&, §})-Struktur, so gilt:

i‘}

A= [ifprzell) = € ifp(Fp ).
G.2g
Z35 Beispiel. Sei ¢ =

{<, Py, By} die Signatur, mit der Worter w € {a,b}" als o-
Strukturen 2, kodiert werden (steke-tEimmsnsbiati=1).

Wir definieren eine Formel (R, z), so dass fiir alle nicht-leeren Worte w = wg - - - wp—1 €
{a,b}* gilt:

Uy F= Vuifpr . pl(u) = we{a™V" :nz1}.
Wir wihlen (R, z) =

(“Pﬂ(o)" A “Pylmaxy” A (fz=0"V “z = mcv;”)) vV
dy 3z ( y<z AR A R(E) AVe(“y<uv<s”—=R() A
“Poly+1)" A “Py(z—1)" A (“z =y+1" V “z = z-1") )
Fiir die i-te Induktionsstufe R des inflationéiren Fixpunkts von F gilt dann:

={0,..,j,n~1, .. ,n—~1-j : i maximal, so dass w € o’ {a, b}*b}.
A
LA

™ = tuot -4

Man beachte, dass (R, x) nicht positiv in R ist, dass “Vu [ifpg , ¢l(u)” also keine LFP-
Formel] ist.

.2y
ZF36 Lemma.
Die Datenkomplexitir des Auswertungsproblems fiir IFP auf Fin liegt in PTIME
Y AY
Beweis: Analog zum Beweis von Lemma 358 fiir LFP, (]
W25

€37 Proposition. Jede LEP-Formel ist éiquivalent tu einer 1FP-Formel (kurz: LFP < IFP).
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Beweis: Per Induktion iiber den Formelaufbau. Der einzige interessante Fall ist der Fix-
punktoperator

[P,z (),
wobei (R, Z) eine LFp-Formel ist, die positiv in [T ist. Insbesondere ist die Abbildung
F, o monoton fiir alle Strukturen 2l. Geméfi Induktionsannahme gibt es eine 1FP-Formel
(R, &), die dquivalent zu @(R, T) ist. Insbesondere gilt 5, o = F,, o fiir alle Strukturen
. Aus Bemerkung izé?zg_ folgt direkt, dass die Formel

[ifpp 2 ) (1)

aquivalent zur Formel [Ifpg 7 ¢] (2) ist. O

Y4
22 Partielle Fixpunktlogik
Vg MZY
Von den Lemmas 2:38 und 236 wissen wir, dass jedes Problem, das durch eine LFP-Formel

oder eine IFP-Formel beschrieben werden kann, zur Komplexitiitsklasse Prime gehdrt. Zur
Beschreibung von Problemen, deren Komplexitit jenseits von Prime liegt, eignen sich die
Logiken LFP und IFP also nicht.

Um eine Logik grofierer Ausdrucksstirke zu erhalten, beschriinken wir im Folgenden die
Aufmerksamkeit nicht mehr nur aof indukiive Abbildungen F' bzw. Ir, sondern betrachten
beliebige Abbildungen F' : Pot(A) — Pot(A). Fiir diese bildet die Sequenz R°, R', R?, ..
der Induktionsstufen nicht mehr unbedingt eine aufsteigende Kette, und sie wird auch nicht
immer stationdr, erreicht also nicht notwendigerweise einen Fixpunkt.

Uz
238 Definition (Partieller Fixpunkt pfp(F)). Sei A eine Menge und F' : Pot(A) —
Pot(A) eine beliebige Abbildung. Der partielle Fixpunkt pfp(F') ist definiert als

| R, fallseseini € N gibt, so dass R = R*1,
. pfp(F) = { &, sonst
Y2t
239 Bemerkung. Jede partielle Fixpunktinduktion iber einer n-elementigen Menge A
kann hochstens 2" = |Pot(A4)| viele Induktionschritte durchlaufen, bevor entweder ein

Fixpunkt erreicht oder die Induktion zyklisch wird. Es gilt:
(1) Falls R?"~1 = R?",so pfp(F) = R*".
(2) Falls B*"~1 #£ R so pfp(F) = @.

Beweis: Es gibt nur 2" verschiedene Teilmengen von A. Somit gibt es ¢ < jmiti,5 €
{0,..,2"},sodass R! = R/,
Falls Rf = R soist pfp(F) = BF = Rl = R*"~% = R*",
Falls Rf # R'*1, 50 ist die Folge R%, RY, R?, ... der lterationsstufen von der Form
=RJ

R°.RY.... RY, (? R ,Rj“l)*.



A,

64 2 Deskriptive Komplexitéit

Daher existiert kein k € N mit R* = R¥+1, Insbesondere gilt: R?"~! 5 k2" und pfp(F) =

. {0
28

2749 Bemerkung. Fir indukrive Abbildungen F : Pot(A) — Pot(A) existiert der partielle

Fixpunkt und es gilt: pfp(F) = ifp(F).

Y23
24+ Beispiel. Im Folgenden konstruieren wir eine Formel (R, z), so dass fiir jede linear

geordnete endliche Menge U = (A, <¥) gilt:

(1) Fiir jede Teilmenge X € A gibt es ein 7 < 2M, so dass die i-te Induktionsstufe R’
von F, o genau die Menge X ist, und

@) pip(Fpa) = RE)= A,

Die Induktionsstufen R°, R, R?,.. durchlaufen also samtliche Teilmengen von A und en-
den schlieBlich mit der Menge A als partiellem Fixpunkt.

Idee zur Konstruktion von (R, x):

Sei A = {ag <% ... <% @n—1}. Eine Menge X C A kodiert ein 0-1-Wort wy =
Wn_1 - wy — bzw. die Zahl zx = Zwi 2t e {0,..,2"—1} — via
1<n

wy =1 «— a; €X.

Die Formel (R, ©) zihlt mit ihren Induktionsstufen alle (Bindrdarstellungen von) Zahlen
aus {0,..,2"—1} der Reihe nach auf. Wir withlen dazu ¢(R,x) =

(Vz R(z)) v Ty (—:R(y) AVz(z<y-—R(z) AM{z=y VvV (>yA R(’E))))
Durch Betrachten der Bindrdarstellungen sieht man leicht, dass
[ RO =,
o fiiralle: < 2"—-1giltt zpin = zpi+ 1, und
, e fiiri =2"—1gilt R' =4 = R
“.30
2#2-Definition (Partielle Fixpunktlogik PFP). Sei o eine Signatur.

Die Formelmenge PFplo] ist induktiv durch die Regeln (A1),(A2),(A3),(BC) und (Q1) der
Logik erster Stufe, sowie die folgende Regel {PFP) definiert:

(PFP) Ist p(R, ) eine PFP[o]-Formel, wobei

o R eine f-stellige Relationsvariable, fir ein & € N,

8y

e I =ux1,..,2; ein Tupel aus & verschiedenen Variablen erster Stufe, und

o «aufer B und 7 evil. noch andere freie Variablen hat,

Nicole Sciweikardt - Vorlesung Logik und Komplexidr - SuSe 2007 - HU Berlin
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und ist £ = t1, .-, 1 ein k-Tupel aus Variablen erster Stufe und/oder Konstanten-
symbolen aus &, s0 ist

[pfpR.z ¢l(E)

eine PFP[c]-Formel.
2 A
243 Definition (Semantik von PFP[o]-Formeln). Die Semantik von PFP|c|-Formeln der

Form v := [pfpp z ¢](f) ist folgendermaBen definiert:
Ist frei(y)) = {4, §} und ist 2 eine endliche (a{, §1)-Struktur, so gilt:
U pprsel(®) (= € pp(Fa).
‘22
2z Lemma.
Die Datenkomplexitit des Auswertungsproblens fiir PFP auf Fin liegt in PSpACE.

Beweis: Per Induktion iiber den Formelaufbau. Der einzige interessante Fall ist der Fix-
punktoperator

[pfeR 2 ¢l (t).

GemiB Induktionsannahme kann fiir jede Induktionsstufe R’ die Formel (R, ) in einer
endlichen Struktur 2 auf Platz polynomiell in |A] ausgewertet werden.

Jede Induktionsstufe B! ist eine Teilmenge von A* (mit & := ar(R)) und kann somit auf
Platz polynomiell in | A| gespeichert werden.

Um R**! aus R’ zu berechnen, braucht man i 2 Stufen zu speichern (namlich B! und
R, Sind R? und R berechnet und gespeichert, so kann man ohne zusitzlichen Platz-
aufwand testen, ob R* = R+, der partielle Fixpunkt also erreicht ist. Wenn bei i = 201419
immer noch kein partieller Fixpunkt erreicht wurde, so muss ein Zyklus eingetreten sein,
und man weil}, dass pfp(F, o) = @ ist.

Insgesamt kann man die Formel [pfpp z)(t) also auf polynomiellem Platz auswerten.

’ |
Y3z
248 Proposition. Jede IFP-Formel ist dquivalent zu einer PFP-Formel (kurz: IFP < PFP).

Beweis: Per Induktion iiber den Formelaufbau. Der einzige interessante Fall ist der Fix-
punlctoperator

[ifp g 2 (1),

Fiir inflationiire Abbildungen existiert der partielle Fixpunkt immer und ist identisch mit
dem inflationiren Fixpunkt. Es gilt daher:

[ifprzw)(f) istaquivalentzu  [pfpp sz (R(E) V 9)](H).
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s Fixpunktlogiken

In Kapitel haben wir verschiedene Erweiterungen der Logik erster Stufe um-Fixpunit-
Konstrukte kenheggelernt, insbesondere die Logiken LFP, IFP und PFP. Standén dort vor al-
lem die Anwendung dieser Logiken zur Beschreibung von Komplexit I:S’I/lassen im Vorder-
grund, so werden wir in tiesem Kapitel genaver auf die Eigensch,,af@a von Fixpunictlogiken
an sich eingehen. -

Anschliefend an Abschnite 33 warden wir zundchsg#eigen, dass sich alle bisher behan-
delten Fixpunktlogiken in die Logik L%, einwen. AnschlieBend werden wir auf
eine syntaktische Variante solcher Logiken eifigehen, die das Aufschreiben von Formeln
stark vereinfacht und modularisiert.

5.1 Fixpunktlogikeniind 72

Zur Erinnerung: Ip-Definition 1.11 hatten wir bereits festgefagt, dass

Klasse aller endlichen Strukturen bezeichnet (iiber beligbigen Signaturen),

Q‘S@f Definition. (a) Fiir Logiken . und .’ und eine Klasse C von Strukturen schreiben
wir “% < .2 anfC”, falls es fiir jede Formel p £ % eine Formel ' € % gibt,
die zu ¢ auf C dquivalent ist, d.h. frei{y’) = frei(yp) und fiir alle ¥ € C und alle
Interpretationen @ € A der freien Variablen von o gilt: U | yld] == U = ¢'[a].

(b} Entsprechend schreiben wir % = ' quf C”, falls & < %" und &' £ £ auf C.
Analog schreiben wir “.% < & anfC” ,falls & < & auf Cund &' £ ¥ anf C.

(c) Ist % eine Komplexititsklasse, so schreiben wir “.& = J# auf C”, falls & die Klasse
JE auf C beschireibt Gr-Smae—vonr-Demiom2:4),

(d) Entsprechend schreiben wir % < J¢ auf C”, falls die Datenkomplexitit des Aus-
wertungsproblems fiir .27 auf C in JF” liegt (im Sinne von Definition 2.1 {a)).
Analog schreiben wir “%" < % anf C”, falls jedes Problem in % durch einen Satz

S’in 2 beschrieben werden kann (im Sinne von Definition 2.1 (b)).
o
SZBatz. Es gilr: LFP < IFP < PFP < LY., auf Fin.
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?“vfmf\\cw bogwd w23
Beweis: LFpP < iFP < PFP auf Fin wurde schon in Kapiek222Proposition=2:3%amd=245)
gezeigt.

Wir zeigen als nichstes, dass L, £ PFP. Sei dazu J Z N eine unentscheidbare Menge,
z.B. die Menge der Godel-Nummern alier Turing-Maschinen, die bei leerer Eingabe halten.
Sei (o der in Beispiel 348 konstruierte 3., -Satz, der genau die Strukturen 2 := (4, <™
als Modelle hat, fir die |A] € J und <™ eine lineare Ordnung auf A ist. Da .J unent-
scheidbar ist, ist auch Modpin{e) unentscheidbar. Andererseits ist jede in PFP definierbare
Klasse von Strukturen entscheidbar (und kann laut Lemm‘e}‘i——‘% sogar in Pspace entschieden

werden). Folglich kann es keinen zum 1.2, -Satz 7 dquivalenten PFP-Satz geben.
 Es bleibt zu zeigen, dass PFP < L%, auf Fin, d.b. dass jede PFP-Formel  auf Fin aqui-
valent ist zu einer L% -Formel 3. Der Beweis folgt per Induktion iber den Formelaufbau.
Der einzige interessante Fall ist, wenn ¢ die Form

pfpp 5 ¥](7)

oRAA oy

hat. Dabei sei r := ar(R), T = x1,.., 2z, und F=1,..

Gemif Indulttionsannahme ist ¥ ﬁquiva]ent einer LY, -Formel 'U Wegen L‘;’,,d =
UkeN Lk, gibt es ¢in & € N so dass ?f % w. lnshesondere kommen in 1,b nur & ver-
schiedene Variablen erster Stufe vor, undFei{i)) = frei(1)) D {z1, .., a0}

Seien § := y1,.., ¥y, neue Variablen erster Stufe, die nicit in ¥ vorkommen. Wir defi-
nieren induktiv filr jedes o« € I¥ eine LX}7-Formel ’(E‘a (Z), die die «-te Stufe der partietien
Fixpunktinduktion iiber o definiert:

i (N axies)
e 0(T) ===z (d.h, 14 ist eine Formel, die nie erfiillt ist)

e ¥*+t1(F) entsteht aus (), indem jedes Vorkommen eines Atoms der Form R(if),
fir ein Tupel % == w1, .., u, von Variablen erster Stufe und/oder Konstantensymbolen
aus o durch die (zur Formel ¢* (&) dquivalenten) Formel

r

"
33}'1"'397‘( /\yi=”i A 33}1"‘33:7‘ /\ 1"‘1/ 'ﬁf’&(f)))

i=1

ersetzt wird.!

Hierbei ist die Verwendung der neuen Variablen i, ...y, ndtig, da die Variablen
o1,..,T, als Terme in @ vorkommen kdnnten,

Per Induktion nach o zeigt man leicht, dass fiir jede Struktur 2 und alle @ € A7 gilt:

FeRY == AE4%a,

Zur Erinnerung: In Kapitel 3.8 hatten wir vereinbarl, Substifutionen in Bezug auf k-Variablen Logiken zu
vermeiden und lHeber explizite Variablenumbenennungen zu verwenden.

Nicole Schwettardt - Vorlesung Logil uned Komplexiiit - SoSe 2007 - HU Berlin
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wobei R® die a-te Stufe der partiellen Fixpunktinduktion iiber ¢ in 2 bezeichnet. Daher ist
die Formel ¢ := [pfpy 7] (f) aquivalent zur L:fr-Formel

o =\ (90 A vE (@) — 4o @) ).

acH

Hierbei steht _) wiederum fiir 37 (/\ yi=t; A ;g;rw;r( /\ Ty A @Ba(f) )) . O
i=1
3 U dew. a
Aus Sat;tfr:g B&%%%@M%&ﬁg Gere Q\J"@" {Q\'h\' Sﬁi&{%—
32
&3 Korollar. (a) DisEmsse Even ist nicht PEp-definierbar in Fin.

YLertss .
(b) Biesflasse Hamilton ist nicltt PEP-definierbar in Fin.

Da man selbstverstandlich die Klasse Even in Polynomialzeit entscheiden kann, folgt
daraus wiederum:
Yig o o] e T
St Korollar. Es gilr

(a) PFP < Pspack auf Fin (ztun Vergleich beachtd:“PFP = Pspact auf FinGsd)

T e,

(b) LFP < IFP < PrivMe auf Fin (zum Vergleich beachte ! LFP = IFP = PTIME auf FinGed)
4

{c} PTIME & PFP auf Fin

~{d)Falls PrivE-sE PSpACE, 0 gill PER-L-PrimE-anf-FinT
—PrimE1nd PER liegen-vermuthicl-alse-sehivfoueinander

Beweis: Ubung. O

s

In den folgenden Abschnitten wird die Ausdrucksstirke der verschiedenén hxpunkﬂoy
genauer untersucht. :

5.2 Simultane-Fixpunkte

5.5 Definition. Sei m € N, und seien Ai,.., An figen. Ferner sei fiir jedes ¢ €
{1,..,m} eine Abbildung

F Pot(_r’il)/x/-/xP

P kurzr B

gegeben.

(a) Die simultane ALbTdung ither F,.

(F1,.., ist definiert als

-x Pot(A4,,) — Pot{Ad;) x
L Rn) o~ (FR(R)...,F
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sammenfassung: e
Fiir die dret Frepunktlogiken LFP (kleinste Fixpunktlogik), IFP (i}ﬂ&tjenﬁﬁeﬁ%unktlogik)
und PFP (partielle Fixpuikttogik) gilt: P

"

—~f L IFP £ I:‘FP\WT
fiidesiens so ausdrucksstark wie [£P, und IFP ist mindestens so ausdruckssiark
LG

g Fixpunktlogiken und Komplexitatskiassen

Ahnlich zum Beweis des Satzes von Fagin kann man zeigen, dass die Logiken LFP und IFP
die Komplexititsklasse Prive auf der Klasse aller endlichen geordneten Strukturen beschei-
ben, und dass die Logik PFP die Komplexitiitsklasse Pspace auf der Klasse aller endlichen
geordneten Strukturen beschreibt:

425 _ o
246 Theorem (Satz von Immerman und Vardi, 1982). -+ *““C’(‘ck - —"‘f\‘z_ :

{a) LEP beschreibt prive auf FINOrd.

(b) 1FP beschreibt Prive auf FinOrd,

U ag YoAF
Beweis: Wegen Lemma-léz;. und Proposition 235 folgt (/) direkt aus (a). Von Lemma 2:3&

wissen wir, dass die Datenkomplexitit des Auswertungsproblems fiir LFP auf FinOrd in
Prime liegt. Im Folgenden brauchen wir also nur noch zu beweisen, dass jedes Problem
aus PTiME durch eine LFP-Formel beschrieben werden kann. Sei dazu o eine Signatur, die
u.a. ein 2-stelliges Relationssymbol < enthilt, und sei C C FinOrd eine Klasse endlicher
geordneter o-Strukturen, so dass

Le = {enc(W) : A e C} € prive.
<
D .h. es gibt eine deterministische Turing-Maschine M = (@, 2, T, A, o, F) und eine Kon-
stante & € I, so dass A bei Eingabe (der Kodierung) einer endlichen geordneten o-Struktur
A entscheidet, ob A & C und dabei weniger als n* Schritte macht. Wie beim Beweis des Sat-

zes von Fagin bezeichnen wir mit n immer die Gréfie des Universums der Eingabe-Struktur
2 und nehmen 0.B.d.A. an, dass

e [, aus genau einem akzeptierenden Zustand gy, besteht,

e jeder Lauf von M bei jeder Eingabe-Struktur %1 mit | A| 2 2 nach genau n®*—1 Schrit-
ten in einem (akzepticrenden oder verwerfenden) Endzustand endet,

o n® = lenc(W)|,

Nicole Scinveilardr - Vorfesung Logik und Komplexitide - SoSe 2007 « HU Berlin
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2.2 Fixpunktlogikan zur Beschreibung von P und Pspace 67

e () ={0,1,..,s0} firein sp € IN, Endzustand ga; = 0, Anfangszustand g = 1,
o I'={0,1,2,..,s7} firein sy € N, Blank-Symbol [J = 2,
e §:= max{sg,sT}.

Da M deterministisch ist, konnen wir die Uberfithrungsrelation A als Abbildung
§: (@\F)xT — @xT=x{-1,0,1}

darstellen.

Unser Ziel ist, einen LFP[o]-Satz 1 zu finden, so dass C = Modpijnorg(®), d.h. fiir jede
endliche geordnete o-Struktur A gilt:

NEy = AeC
< M akzeptiert A
= der Lauf von M bei Eingabe enc(2), endet nach n*—1
Schritten in Zustand g, .

Idee zur Konstruktion von 20: Ahnlich wie im Beweis des Satzes von Fagin werden Zeit-
punkte ¢ und Bandpositionen p in {0,1,..,n%~1} durch k-Tupel £ = (t1,..,%) bzw.
7 = (p1,-..p) itber {0,..,n—1} kodiert. Unter Verwendung der lincaren Ordnung <3
kann man das Universum A mit der Menge {0, .., n—1} identifizieren und %-Tupel @ € A®
mit Zahlen aus {0, 1, .. ,n—1},

Jeden Zustand ¢ € @ = {0,1,..,sg} und jedes Symbol v € I' € {0,1,.., s} werden
wir in einer Struktur 2 durch das g-grofite bzw. das ~-gréfite Element im Universum A re-
prisentieren

Um die Notation etwas iibersichtlicher zu machen, nehmen wir 0.B.d.A. an, dass & zwei
Konstantensymbole 0 und max enthilt, die in geordneten o-Strulkturen stets mit dem klein-
sten bzw. dem grofiten Element der linearen Ordnung interpretiert werden.

Der Lauf der DTM M bei Eingabe em:(EZL) wird durch folgende (2F + 2)-stellige Relation enc{h) =
R™ C A%+ reprasentiert: n@.wc L@Q

o (0,%,7,0) € R® «== der Schreib-/Lesekopf stehit zum Zeitpunkt £ auf Bandposition 7.
s (1,t.7,7) € R* < auf Bandposition 7 steht zum Zeitpunkt t das Symbol 7.

o (max, i, mix,q) € RY <= M ist zum Zeitpunkt £ in Zustand g.

“Der LFP-Satz 4, den wir im Folgenden konstruieren, wird daher nur fiir solche Strukturen 2 korrekt sein, die
mehr als s = max{sg, sr} Elemente besitzen. Das ist aber nicht weiter schlimm, denn es giblnur endlich
viele verschiedene o-Strukiuren mit € s Elcmenten, und diese kann man explizit durch eineftveitere FO-

Formel abhandeln.

L":s M LSO L:,._n-("GLLQ
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Wir konstruieren im Folgenden eine FO[ocU{R}]-Formel (R, u, 1,7, =), die schrittweise
die Relation R so aufbaut, dass R* durch “[Ifp Rouipz ) beschrieben wird. Die einzel-
nen Induktionsstufen entsprechen dabei den Zeitpunkten wihrend der Berechnung von Af,
d.h.

R’ = g,

R' = “Startkonfiguration bei Eingabe enc{2()”
o= A Iy
— {(wER) € B : g (=0,

R* = {(uw L 2) € RY : rgea () < i)
Wenn ¢ so konstruiert ist, dann gilt (beachte dazu, dass g = 0):

M akzeptiert % <= U |= [Upp , = |(max, mix, mix, 0).
Die Formel ¢ ist von der Form

(R, u, E‘aﬁ: z) =

3zg .- dz (ipz{l,r,,'g,,(zo, ceits) A ((“t =0" A @sur(u, p. 5)) v @serin (B, u, 1, D) :)) )1
wobel Yzahien (20, . - » 25 ) eine FO[<|-Formel ist, die besagt, dass die Variablen zg, . ., 25 mit
den s+1 kleinsten Elementen aus dem Universum der jeweiligen Struktur belegt werden.

Um die Startkonfiguration vou M bei Eingabe enc(2l) durch die Formel @sg,, zu beschrei-
ben, benutzen wir die Formein {p(p) und (;(p) aus dem Beweis des Satzes von Fagin (Hreo-
rems2+8), die besagen, dass in dem 0-1-Wort enc (%) an Position rg%kr (p) das Symbol O bzw.
das Symbol I steht. Wir wihlen < '

Osrar (U, P, 2) =
( u=0 A“F=0" A z= O) (Kopf auf Position ()
v (u =max A “P=niax” Az = 51) (M ist im Startzostand g = 1)
V(w=2z A ((: =0 AGP) Vv {Bandbeschriftung: eng(i%[))

(z==zn0@) v
(;.— =20 A-(GB) VG (35’))) ) ) (Beachte: Blank-Symbol [ = 2)

Fiir die Formel @senrin sei X (p7, §) fir m € {—1,0,1} eine Formel, die besagt “p’ =
p'+m”, d.h.:

wi =/

xi(F, P o= sweee, (P10, x-1(B, Py i=succq, (B.P), xo(@ )= =p".

Nicole Scinwveibardt - Vorlesung Logik wnd Komplexisée - SuSe 2007 - HU Bertin
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2.2 Fixpunkilogiken zur Beschreibung von P und Pspace 69
Wir wihlen
LSchritt (R, Uy E: ﬁ} Z) =
3t Ip’ ( SHCC<',M({’, t_) A R(0, ‘E",;ﬁ"r, 0) A (Kopfpos. 7 zum Zeitpkt, £ .= I—1)
\/ ( R(max,t', maz, z¢) A R{zy, T, p7, Zyr) A (zum Zeitpkt. i”:

in Zustand ¢, liest Symbol +)

' €Q\F,+ET,
(g.y,m)=d(g" 4"}
(u =max A P=Ridax A o= .:q) (zum Zeitpkt. £ in Zustand ¢)
\% (u =0 A ,\’m(ﬁ’,ﬁ) Nz O) {zum Zcilpkl f Kopfpas. &' +m)
Vi{usz A=A z= :.),} {(zum Zeitpkt. [ Symbol v aui Pos. 7'
v (’LL =z A“DTEF A R(zl,p,_ﬁ,z)) ) ) ) {auf Pos. 5 3 ' zum Zeitpkt. 7

gleiches Symbol wie zum Zeitpki. £7)
Man beachte, dass diese Formel positiv in R ist, Daher ist die Formel
¥ = [lfp, W | (max, mix, wax, 0)

eine LFP|o}-Formel.

Per Induktion nach  kann man leicht fiir alle endlichen geordneten o-Strukturen 2 und alle
i € N zeigen, dass die (i+1)-te Indukiionsstufe R! des Upelatora F,a aus genau den
Tupeln (u, P,z ) € A2 besteht, fir die gilt: 7 := =18 (t} < ¢ und

—

{(,t.p' ) e R . {7 =14}

kodiert die Konfiguration von A{ bei Eingabe enc/ 52[) zum Zeitpunkt 7.
Daraus folgt dann direkt:

M akzeptiert enc() <= (max™, @y, mac L0 e R = 9 = 1.
Somit sind wir fertig mit dem Beweis von Theorem 26 %.29 g

Auf dhnliche Art kann man auch folgendes beweisen:

. . -
2=%7 Theorem. PFP beschreibt Pseace anf FinOrd.
Beweis: Ahnlich zum Beweis von Theoren;kg%-gr‘@. Beachte: Eine Pspacs-Berechnung kann
evil. aus exponentiell vielen Schritten bestehen. Daher kann nicht mehr jeder Berechnungs-
zeitpunkt ¢ durch ein &-Tupel i= {t1,...1) € A" kodiert werden. Insgesamt konstruiert
man fir jedes Problem C € FinOrd in Pspace eine FO[o]-Formel (R, u, 7, z}, so dass fiir
alie endlichen gecrdneten o-Strukturen 2 gilt:

AeC = Ak [pPp .z 0 (max, mix,0).

Rest: Ubung. 1
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M %39 Mo
248 Bemerkung. In den Theoremen 2+46 und 27 ist es wichtig, dass die Strukturen in

FinOrd liegen, d.h. dass die Strukturen geordnet sind, also eine 2-stellige Relation enthal-
ten, von der man weild, dass sie eine lineare Ordnung des Universums der Struktur darstellt.
Beim Satz von Fagin, der besagt

ESO beschreibt NP auf Fin,

war dies nicht notig, da man sich in einer £SO-Formel eine lineare Ordnung *raten” bzw.

definieren kann. m&&p}%&h@ﬂ&m}ﬁvﬁwﬁpmwﬁm

Hel&t—-d»u#@h-@iﬂe—?ﬁﬁﬁﬂkﬁfe 4
P Woeslor W-3E wnspeen vt Lereds, dess  Oplhl
LFP bzw. IFP beschreibt nichtr prive auf Fin,

pFP beschreibt nichr Pseace auf Fin.
%50 Yoo
Aus den Theoremen 246 und-3543 craibt sich direkt:
Ny
\*2:4.9 Korollar. Pspace = PriMe <= PFP = LFP auf FinOrd.

Dabei heifit “PFp = L¥pP auf FinOrd”, dass es zu jedem PFP-Satz v einen LFP-Satz ¢/ gibt,
so dass fiir jede endliche geordnete Struktur 24 gilt:

Uy = A=y .
Y22

~ (Die Umkehrung gilt sowiese, da LFP < PFP; vgl. Proposition 245.) _
“a3 w2
2+2 Bemerkung. Es gilt sogar die folgende Verscharfung von Korollar 28, die als Satz

von Abiteboul und Viann bekannt ist shdeghe-wir-tritaptel-S-tEpunktogtken)-avch-be-
WereR-Rerde

PSPACE == PTIME <= PFP = LFP auf FinOrd <= PFP = LFP auf Fin.

Ahnlich wie beim Beweis des Satzes von Cook, bei dem wir die logische Charakterisierung

von NP genutzt haben, um die NP-Vollstandigkeit des aussageniogischen Erfiillbarkeitspro-

blems nachzuweisen, kénnen wir die logische Charakterisierung von Pspack nutzen, um die

Pspace-Vollstindigkeit des Auswertungsproblems fiir FO zu beweisen ¢(dies-warde-in-Kapi-
5 1 g-erwilnt abernoch-nicht bewiesen):

: Satz. Die kombinierte Komplexitiit des Auswertungsproblems fiir FO auf FinOrd ist
PSPACE- vollstandlg

o cetd et
Beweis: M-h—S-&t—z—l-é@-wafée—bereﬂs—éezaa{- dass die kombinierte Komplexitit des Aus-

wertungsprobiems fir FO in Pspace liegt. Im Folgenden zeigen wir, dass das Problem auch
Pspace-hart ist, d.h. dass sich jedes Problem L € pseace auf das Auswertungsproblem fiir
FO reduzieren lisst. Jedes Problem L & pspace kann man, fiir eine geeignete Signatur o,
mit einer Klasse C € FinOrd (bzw. der zugehorigen Menge Lc) identifizieren. Da nach

Voraussetzung I € Pseacek ist. liefert Theorem 27, dass es einen PFP[o]-Satz @ gibt, so
U0
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dass fiir jede endliche geordnete o-Struktur 2 gilt: N e C < Y = B,
Aus dem Beweis von Theorem\%‘; folgt, dass @ 0.B.d.A. von der Form

PPy 7wl (max, 0)

ist, wobei (R, Z) € FO[o{R}]. Sei r := ar(R)} die Stelligkeit von R und sei T =
L1y Lp.

W 2xr
Aus Bemerkung 2:3% folgt, dass fir jede endliche o-Struktur 94, fir n = [A], flir N 1z

n" = | A"} und fiir die Induktionsstufen 72¢ des Operators F,, g gilt:

2

(1) Falls B2 = R2"*! so pfp(F,a) = R
(2) Falls R # R2"*1 so pip(Fpa) = ©.

Unser Ziel ist, eine Polynomialzeit-Reduktion f von C C FinOrd auf das Auswertungspro-
blem fiir FO zu finden.

Ansarz: f bildet jedes A € FinOrd (von dem man wissen will, ob es zur Klasse G gehort)
auf ein Tupel (2, ¥ o) ab, wobel g o ein FO[o]-Satz ist. fur den gilt:

3) UAksygy = AeC & =@ L9 = [pfp R sz ] (mix, 0).

(4) 1Pp g istin Zeit, die polynomiell in | A| ist, berechenbar.
Insbesondere ist die Linge |ig o der Formel g o polynomiell in der Grofe von 2.

idee: Sei A gegeben und sei n = |4| und N := n". OBd.A.ist n = 2, inshesondere
werden also die Konstantensymbole 0 und /max durch zwei verschiedene Elemente in A in-
terpretiert.

Seien vy, .., vy Variablen erster Stufe und seien T. 47, ..., ¥n jeweils r-Tupel von Varia-
bien erster Stufe. Fiir jedes ¢ € {0, .., N} definieren wir induktiv eine FO{z]-Formel

(a‘:'?‘.(i:: gltvla 172:”9: "'::",_"‘l‘\"? Un ‘).*

so dass fiiralle by, .., by € A" und alle dy, .., dy € {02, max®} gilt:

— i

- - T 1 . T . - ] b2l \\
(T)z : {a A" 4 |: goi[a,blidl,.. .,bN,CLN}} = F@'Q[d ({bj 1N, Clj *= 0“[})

2% fache Anwendung des Operators F,

Bevor wir die genaue Konstruktion der Formeln ; (fiir¢ € {0,.., N'}) angeben, zeigen wir
zundchst, wie wir die gewilinschte Formel v o aus o erhalten. Es gilt:
Ak=® <= UE [pipgyel(mér,0)
= (pax,0) € B2 und R = R4

= U= Yo,
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72 2 Deskriptive Komplexitéit
wobei
Yo a =
N .
din Fvy - - iy Jow ( (’Uj =0V y= ma,\‘) (Zeile 1)
a1
N
A NE (gﬁl\r(f, §i.0.. ., Ty, 0) — \/(vj =0 A F= 7"1,-)) {Zeile 2}
j=1
N ’
A ( \/ (UJ' #0 A g5 = (midx, 0))) (Zeile 3)
je=1
o R{i)
A (V020 8 T= ) = olf =) zeiled
( ,=\/1 Vi (vs # 0/ 0 =5}
Dabei besagt
. N del N ~
o Zeile2, dass R*™ = F.o% (@) = {§;:v; #0},

olN

e Zeile 3, dass (mix,0) € R*,

def a N

o Zeile 4, dass RY = RVl E Foa(R*).

, %) die Formel, die aus (R, T) entsteht, indem
Jjedes Vorkommen eines Atoms der Form R(#) durch die Formel V}'-\;l(vj £ OANT =)
ersetzt wird.

Hierbei bezeichnet (7

Klar ist: Wenn die Formel ¢ die Eigenschaft (+)x hat und in Zeit poly{n} konstruierbar
ist, so ist auch ¥y o in Zeit poly(n) konstruierbar und es gift:

Ael = A = [pprﬁ (,D] (inax, 0} <= Ak Ve Al

Somit ist die Abbildung, die jeder o-Struktur 2 € FinOrd das Tupel (2, 1 o) zuordnet,
eine Polynomialzeit-Reduktion von C auf das Auswertungsproblem fiir FO auf FinOrd.

Um den Beweis von Satzwzu beenden, miissen wir also nur noch die gewiinschte For-
mel @y konstruieren. Dazu konstruieren wir induktiv fiir ¢ € {0,.., N} Formeln ¢; mit

Eigenschaft (+};, so dass
nllﬂ.onslame +

lpic1 < i

Insgesamt ist dann

[le < N- nl&onslzmlc = pl. nl\{mr.lanlc — poiy(n)
Indultionsanfang i = 0: 2 = 2% = 1. Wir setzen
= oo _ - R(i}
@U{:U:yla Ulu"yyi’\’:u;\f} = L:D(T N )
. ! A 5
' ijl('Uj # 0 A U =)

Offensichtlich hat ¢y die Eigenschaft (x)q, und es gilt |@o| = Ol - v+ N) = poly(n).
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2.2 Fixpunktlogiken sur Beschreibuig von P und PspacE 73

Induktionsschritt 1 — i+1: Um eine Formel o1 (&, 71, v1, .., Y, vy) mit der Eigen-
schaft (#);+; zu konstruieren, nutzen wir, dass ritr F' == Fo o gilt:

FE gy £ 0)) = F (sz ({ﬂ; DU 0})):

setzen

E

ri({ﬁj oy #0}) wd .
}) _ st"'l({g’j T F 0})

{7+ v} #0) =
[g7 vl #£0} = p‘({g; Pl 0

und nutzen die Formel ;, um die Mengen {7 : v} # O} und {7} : v 3 O} zu bestim-
men. Ein technisches Problem dabei ist, dass die Formel ;. nicht zweimal die Formel ;
“aufrufen” kann (einmal mit 7, v1,. ., ¥a, vy und dann noch mal mit %, vy, .., &'y, Uy
um zuerst §, v], .., ¥y, Ul und danach 77, o7, . ., 7, v% zu ermitteln). Dann wére némlich
;11 doppelt so lang wie ;, und am Ende wire

~

L

E‘PNI Z 2N'|.w|?

und das ist viel zu lang als dass man u noch in Zeit poly(n) berechnen kinnte.
Um dies zu vermeiden, wihlen wir die folgende Formel, die Allquanioren benutzt, um mit
einem einzigen “Aufruf” der Formel ¢; sowohl die Werte g, v}, .., ¥, v}y als auch die

Werte g7, v, .., %, v}y festzulegen.

wir1 (T, F1,v1, - YN, UN) =

=TT VIVE PV VI R VL

N
(Wf #0AE=F7) A
j=1
N N
(Ug- =0V v} = ma.\') A (v}’ =0 v U}' = max) A
=1 j=1

v vanYay ({60 = G0) v (@) = (7)) =

(VT—‘ ( @é(f:ﬁl:ula'-:u}..f\’:u‘,'\f) —

(@) =@v) n V(#0nF=7}))v
=1
(@ =G A Vf£onz=3)))))),
=1

Y -

wobei “(w,u) = (,v)” als Abkiirzung fir die Formel /‘\}le (“i; = §;" Auy = v;)
benutzt wird.
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Gemil dieser Konstruktion hat ;41 die Eigenschaft (x};4., und es gilt
i@i-%l! < nKonslantc - |‘Pi[-

Speziell filr i = NV gilt: Die Formel o hat die Eigenschaft (=) u&gi kann in Zeit poly(n}
konstruiert werden. Somit sind wir fertig mit dem Beweis von Satz 251, O

2.3 TC-Logiken zur Beschreibung von Locspace und NLOGSPACE/’/

s

es gibt im Graphen Gg = (V, E) mit VR/:/= AF
(@, 7) € A" | und Eg = {(7,7) € AF x A* : (4, ﬁ)/e/R} einen
Pfad®der Lange > 1 von Knoten & zu Knoten

2.53 Definition (Transitive Hilllen-Logik TC). Sei o eine Signatur,
Die Formelmenge TC{o|Nst induktiv durch die Regeln (AE).(@),(BC‘) und {Q1) der Logik

erster Stufe, sowie die folgdpde Regel (TC) definiert:
(TC) Ist (&, §) eine TC[o]-Fogmel, wobei

o 7 und § zwei k-Tupel
fiirein &£ € N,

s paarweise verschiedenen Variablen erster Stufe sind,

¢  auBer & und ¥ evtl. noch andere freie Variablen erster Stufe hat,

und sind §und ¢ zwei k-Tupe! aus Var
len aus &, so ist

blen erster Stufe und/oder Konstantensymbo-

eine TC|o]|-Formel.
2.54 Bemerkungen.
(a) Man beachte, dass’es in der Logik TC keine Relationsvakiablen gibt.

(b) Jede Formel (%, ¥} mit 2k freien Variablen 7, § definiert if
senden Sigratur) eine 2k-stellize Relation

@) = {(@.5) € A% : AE ol 7}

und einen Graph GP’Q[ = (V%m, Etp!gg) mit V:p’gl = A¥ und E,p’gl =@

jeder Struktur 2 (der pas-

Pfad der Linge { € K ist dahei eine Folge @, .., T € Vi von Knoten, so dass fiir alle i < £ gilt:
(Ti,%:31) € Er.
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