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rbar ist

In der mona ySammenhang
allerdings leicht de

i sse NP gehort (es gehort

sogar zur Klasse PriMs) und gin (Theorem 2.8) auch durch

in den Phasen iste (sl, ., 81) vor
Zahlen zu-Betrachten, die anglbt dass in den Phasen 1 und 2 des Spiels™Rglationen de;
Stelligkeiten sy, .. , s; gewahlt werden.

4.3 Pebb'lé-Spiele und infinitire Logiken

In diesem Abschnitt werden wir sogenannte infinitdre Logiken behandeln, d.h. Logiken,
deren Formeln unendliche Linge haben konnen. Solche Logiken werden vor allem im Be-
reich der unendlichen Modelltheorie untersucht. Fiir die endliche Modelltheorie, mit der
wir uns hier beschiftigen, werden sie sich in ihrer allgemeinen Form als zu ausdrucksstark
herausstellen. Schrénkt man hingegen die Anzahl der erlaubten Variablen ein, so erhilt man
schw%icheré Logiken, die fiir die endliche Modelltheorie wichtige Erkenntnisse liefern. -

43 1 Die infinitire Loglk Loow

411 Definition. Sei o eine Signatur.
Die Formelmenge Loow|o] ist mduktlv wie folgt deﬁmert

) Lm, [a] enthalt alle atomaren o-Formeln.
o Ist peine Lm,[ ]-Formel, so ist auch — eine Loow [o]-Formel.

e Istypeine Lm, [o] “Formel und ist : :v eine Varlable erster Stufe, so sind auch E]a:cp und
Ve Formeln in Lo, [o]. ' , ~

o Ist W eine Menge von Leo[o]-Formeln, so sind auch \/ ¥ und A ¥ Formeln in
Loow|o]. (Beachte H1erbe1 darf ¥ auch unendlich sein.)

Die Semantlk der Loglk Loow ist die nahellegende Erwelterung der Semantlk fiir FO, Hler-
bei wird Vv als Disjunktion iiber alle Formeln in ¥ und entsprechend /\ U als Konjunktlon
tiber alle Formeln in ¥ interpretiert. Das heiBt (fiir eine Satzmenge W), dass 2 = V& ge-
nau dann gilt, wenn es (mindestens) einen Satz ¢y € ¥ gibt mit 2 |= 1. Analog dazu gilt
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A = AT genau dann, wenn fiir jeden Satz ¢ € ¥ gilt 2 = 1.
Offensichtlich ist L. eine Erweiterung der Logik erster Stufe. Wir schauen uns zunichst
einige Beispiele fiir Loo.,-Formeln an:

“'.ﬂBeispiel. Fiir jedes n € N, sei ¢, der FO-Satz
op = dxy-- ( /\ -Ti=z; A Yy \/ =y )
' 1<i<ign
der besagt, dass es genau n Elemente in den Modellen von ¢, gibt. Nun gilt folgendes:

(1) Fiir jede Signatur o' ist 9 := \/ {¢n : n € N} eine Lo [o]-Formel, die die Klasse aller
endlichen o-Strukturen definiert, das heiBt: ModAn(d)) Fin.

(2) Analog definiert der Loow[0]-Satz Yeven := V{©n : n € Nund n gerade } die Klasse
aller endlichen Strukturen gerader Kardinalitit, das heifit Moday(¥even) = Even,

wobei Even die Klasse aller endlichen o-Strukturen A bezeichnet, deren Universum.

aus einer geraden Anzahl von Elementen besteht.

Wir wissen bereits, dass die Klasse aller endlichen Strukturen gerader Kardinalitit nicht
in FO deﬁnlerbar ist. Die Logik Lo ist also echt ausdruckstirker als FO, was angesichts der
sehr allgememen Definition auch nicht verwundem diirfte.

Wie anfangs erwihnt, spielt die Logik Lo, in der unendlichen Modelltheorle eine wich-
tige Rolle. Das nachste Beispiel zeigt jedoch, dass sie fiir die endliche Modelitheorie schon
zu ausdrucksstark ist, weil einfach jede Klasse endlicher Strukturen durch eine Loo.,-Formel
beschrieben werden kann '

ec k ' :"
Q’ﬂ Beispiel. Sei o ein Glgnatur und C eine beliebige unter Isomorphie abgeschlossene.

Klasse endlicher o-Strukturen. C wird definiert durch den Lo [0]-Satz ¢c = \/{pa : A €
C}, wobei 9021&9 fo- Formel aus-ﬁ!-'mﬁlst die d1e Struktur 2 bis auf Isomorphle
beschreibt. Das heift: ModA"(goc)

Wie das Beispiel zelgt ist also jede Klasse endlicher Strukturen in L., definierbar. Wir

werden daher geeignete Einschrinkungen der Logik definieren miissen, um fiir die endliche

Modelltheorie interessante Aussagen treffen zu konnen.

4 3.2 Das k- Varlablen Fragment von FO und Loow

il‘f{a'Deﬁmtlon (FO’“) Sei o eine Slgnatur und sei k € N. Die Klasse FO’“[ | besteht aus
allen FO [a] -Formeln, in denen hochstens k verschledene Variablen erster Stufe vorkommen

ltﬁBelsplel Fiir jedes £ € N gibt es eine FO2[<]—Formel e (:c) 50 dass fiir Jede endllche
linear geordnete Struktur 2 := (4, <%) und jedes a € A gilt: A |= ¢yfa] <> aistdas

2048
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¢-te Element beziiglich der Ordnung <® ist, d.h. £ = rg_a(a). Die Formel 1 definieren
wir induktiv durch

Po(z) = Vy-y<z

4
Yera(z) = Wy (y<avH V 3z (z=y A¢i(z) ) )

=0

Die Konstruktion 3z (z=y A y;(x)) wird benutzt, da 1, die Variable = und nicht y als
freie Variable enthiilt. Ll
Die Formel 1),1(x) besagt, dass alle Elemente y < z hochstens den Rang £ in der
Ordnung haben konnen. Also kann z hochstens den Rang /+1 haben. Andererseits kann z
keinen Rang < ¢ haben, da andernfalls fiir y = x die rechte Seite der Biimplikation erfiillt
wiire, die linke aber nicht. ' k '

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass man mit Substitutionen im Zusammenhang
mit k-Variablen Logiken vorsichtig sein muss. Substituiert man einfach = durch y in ¥;(z),
--80 wiirde, gem#B der Definition von Substitutionen, zunichst die gebunden vorkommende
Variable y umbenannt, d.h. durch ein neues Variablensymbol ersetzt, und danach dann je-
des frei vorkommende z durch y ersetzt. Hierbei ist aber nicht von vorneherein klar, dass
damit nicht mehr als insgesamt zwei Variablen benutzt werden. Daher werden wir im Fol-
genden Substitutionen im Bezug auf k-Variablen Logiken vermeiden und lieber explizite
Variablenumbenennungen verwenden.
er deﬁmeren nun das entsprechende k-Variablen Fragment der infinitdren Logik L.

%6 Definition (L%,.). Sei o eine Signatur und sei £ € N. Die Formelklasse L%, [o] ist
definiert als die Klasse aller Lo, [0]-Formeln, die hochstens & verschiedene Variablen erster
Stufe enthalten. Des Weiteren sei L%, [0] := Upen Liow o]

L%, ist also die Klasse aller Lso,-Formeln, in denen nur endlich viele Variablen benutzt
werden. Als Ausblick auf Kapitel 6 sei erwihnt, dass sich die e behandelten Fixpunkt-
logiken LFP, IFP, PFP sdmtlich in Ly, einbetten lassen, es gilt also PFP < L%,,. Insbesondere
tibertragen sich also Nicht-Definierbarkeits-Resultate fiir L%, auch auf die Fixpunktlogi-

"¢ ken.

&ﬂByeispiel, Fiir jede Menge J C NZ; glbt es eirylen;Liw[<]ﬁ—Satz @7, 50 dass
Modan(ps) = {2 =(4,<% : < isteine lineare Ordnung auf A und |A| € J }.
Der Sg\t‘i@ ist folgendermaBen konstruiert: Sei 10q € FO3[<] €in Satz, der besagt, dass

< einellineare Ordnung ist. AuBerdem sei z,bg(w) fiir Jedes K € N, der FO?[<]-Satz aus
Betspwl@‘ﬁj~ Dann ist v definiert als '

'¢J = ¢O;d A \/ {3z 'Iﬁg__l(m) /\ -53:1::11/)@(.’3) :: (4 VE ’J } :
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Wie dieses Beispiel zeigt, gibt es Strukturklassen, die schon in der 3-Variablen-Logik
L%, definiert werden konnen, die aber nicht in FO definierbar sind (mit beliebig vielen
Variablen). Wie der nichste Satz allerdings zeigt, konnen zwei endliche Strukturen, die in
Lk, unterschieden werden kénnen, auch schon in FO* unterschieden werden.

4"8 Definition. Sei k¥ € N,,, o eine Signatur und 2,8 o-Strukturen. Wir schreiben
A=por B (bzw. A=, B), falls 2 und B dieselben FO*[o]-Sitze (bzw. L%, [0]-Sitze)
erfiillen.

413 Satz. Fiir alle endlichen o-Strukturen 2 und B gilt: A =¢x B = A=;x B,

Beweis: “«<=": klar, da FO* C Lk ,.
“=="1 Per Induktlon nach dem Aufbau von Lg,,. zeigen wir, dass es zu jeder L%, [0]-
Formel (Z) eine FO*[o]-Formel (3(%) gibt, so dass fiiralle & € A, b € B gilt:

AEvld <= AkEgld  uwd  BEgh < BEFH G

Der einzige‘nicht—triviale Fall ist, dass @ von der Form \/ ¥ oder A\ ¥ ist, wobei W eine
Menge von L%,,-Formeln ist. Wir betrachten hier den Fall \/ ¥, der andere ist dann analog.
Sei also ¥ eine Menge von L%,,,-Formeln und ¢ := \/ U. Fiir jedes @ d€ Amit2 = p[d]

wihle eine Formel ¢z € ¥, so dass 2 l: ¥[d]. Analog wihle fiir jedes b € B mitB |= b

eine Formel 4 € ¥, so dass B |= 4;[b b]. Nun definieren wir

Uy = {¢z : @€ Aund A = o[d) }U{zpb E‘eBund%'l:go[_‘]}

Nach Konstruktion ist We o eine endliche Teilmenge von U. Weiterhin gllt fiir alle a e
AbeB:

AR\ Vanld = AEVEE o AR

sowie : , ;
BE\Tanbl < BE\TE. < BEgb-

GemaB Induktionsvoraussetzung ist jede Formel ¢ € Uy dquivalent zu einer Formel in
FO®. Also ist auch \/ WUy s dquivalent zu einer Formel ¢ in FO*. Es gilt also fiir alle & € A
undb € B: Al ofd] — U@l und B = of] < B = @bl Somit ist
(3.7) gezeigt. Aus (3.7) folgt insbesondere folgendes: Falls es einen L&..-Satz ¢ gibt, der
zwischen 2 und 9B unterscheidet, so gibt es auch einen FO*-Satz, der zwischen 2 und B
unterscheidet. Dies schlieBt den Beweis von “==" ab. , O

lj’ 3.3 Pebble-Spiele

Ziel dleses Abschmtts ist es, Ehrenfeucht-Fraissé- Splele fur die Loglken Fok und L’gw ein-
zufiihren. Dazu zunichst ein paar Notationen.

Der Einfachheit halber werden wir in diesem Abschnitt nur Signaturen betrachten, die
keine Konstantensymbole enthalten. Solche Signaturen nennen wir relationale Signaturen.

2oAS”
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Q@Notation. Sei o eine relationale Signatur, k¥ € N, und 2, B o-Strukturen.

e Wir vereinbaren, dass das Symbol “x” in keinem Universum einer Struktur vorkommt.
e Fiir @:=ay,..,a; € (AU{x})® definieren wir den Triger Tr(@) von @ als

Tr(@) = {i:a; # =}
Firie {1,..,k},ac Aund@:=a;...ax € (AU {*} ¥ setzen wir

g — . .
az = Qly..y0i-1,0,0i4+1,.,0k .

Das heift, wir ersetzen die i-te Stelle von @ durch a.
die Teloe.
o Fir @ = ay,..,ax € (AU {*})‘ schreiben wir @jry(z) um Yas=Pame} iiber A zu

bezeichnen, das aus @ durch Loschen der “+”-Symbole entsteht.

Fiir @ und b mit Tr(d) = Tr(b) schreiben wir (@ +— 5)|T,(5) um die Abbildung (d’m(d) —
|Tr(b)) zu bezeichnen.
“t Deﬁmtlon (k-partieller Isomorphismus). Sei ¢ eine relationale Signatur, £ € N;.,,

2, 9B seien o-Strukturen, und seien @ € (A U {x}*und b € (B U {>|<})’c Die Abbildung
(@— b) helﬁt k-partteller Isomorphismus von 2 nach % falls

(1) Tr(@) = Tr() und

) (@ 5)|T,(a) ist ein partieller Isomorphismus von 2 nach 8.

Man beachte, dass der Definitionsbereich jedes k-partiellen Isomorphismus hochstens -
Elemente enthilt.

Wir sind - nun bereit, die Ehrenfeucht—Fralssé -Spiele fiir die Loglken FO* und L%, ein-
zufithren, : ,

li'zz-Deﬁmtlon (Pebble-Spiele). Sei o eine relationale Slgnatur und seien %, ‘B o-Strukturen.
Seienk € N,,, @ € (AU{*})’c und b € (BU{+})F mit Tr(@) = Tr(b).

Das k-Pebble-Spiel G (%, d,*B, b) wird zwischen zwei Splelem Sp01ler und Dupll-
cator, gesplelt Den Spielern stehen insgesamt 2- k Splelsteme 01y« Qry By .., B zur
Verfiigung, die auf Elemente der Strukturen gelegt werden konnen, Zu Beginn des Spiels
liegt fur Jedes 1€ Tr(a) der Stein o; auf dem Element a; und ﬂ, auf b D1e ubrlgen Steine
liegen “nebem dem Splelbrett

Eine Partie des Spiels besteht aus einer unbegrenzten Anzahl von Runden In Jeder Runde
wihlt Spoiler zundchst ein beliebiges ¢ € {1,..,k} und nimmt entweder den Stein o;
und legt ihn auf ein beliebiges Element in A, oder er nimmt Stein §; und legt ihn auf ein
beliebiges Element in B. Duplicator antwortet, indem er den entsprechenden Stein (also S;
oder a;) auf ein beliebiges Element in der anderen Struktur legt, D.h., Duplicator legt Stein
(; auf ein Element in B, falls Spoiler den Stein o gelegt hat; bzw. Duplicator legt Stein o
auf ein Element in A, falls Spoiler den Stein 3; gelegt hat. Beachte:
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e Steine, die bereits auf dem Spielfeld liegen, diirfen wiederverwendet werden.
e Es diirfen durchaus mehrere Steine auf demselben Element liegen.

Am Ende jeder Runde wird entschieden, ob Spoiler gewonnen hat (und das Spiel beendet
ist) oder ob weitergespielt wird. Dazu seien @ = ay,..,a; € (AU {x})® dic am Ende
der Runde durch die Steine a,.., 0 in A marklerten Elemente (mit a; = * falls der
Stein a; noch “neben dem Spielbrett” liegt), und b=by,..b € (B U {*})® seien die
entsprechenden durch die Steine [, .., G in B markierten Elemente. Ist die Abbildung
(@— b) kein k-partieller Isomorphismus, so endet das Spiel nach dieser Runde und Spoiler
gewinnt. Andernfalls wird das Spiel mit einer weiteren Runde fortgesetzt.

Duplicator gewinnt, wenn unendlich lange gesplelt wird, also nach jeder Runde die Ab-
bildung (@  b) ein k-partieller Isomorphismus von 2 nach 8 ist.

Bemerkung:
o lst a=b=%=x, %, 50 schreiben wir G¥, (2, ) an Stelle von G&, (%1, %, B, %).. © .

° Strateglen und Gewmnstrateglen im k-Pebble- -Spiel sind analog zum herkémmlichen
Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel definiert und werden daher hier nicht mehr formal eingefiihrt.

e Sind die Strukturen 2 und % endlich, so gibt es nur eine endhche Zahl verschiedener
Spielpositionen (&,b) € (AU {x})¥ x (B U {*})*. In diesem Fall steht also schon nach
einer endlichen Zahl von Ziigen.: fest, wer das Spiel gewinnen kann.

1‘23 Beispiele.  (a) Seio := @ und 2,8 o-Strukturen mit | A|, |B| > k. Dann hat Dupli-
cator eine Gewinnstrategie in g!go(m B), indem er immer wenn Spoiler zwei Steine
auf dasselbe Element legt ebenso zieht und ansonsten immer ein neues Element mit
einem Stein belegt. Da es nicht mehr Steine als Elemente in den Strukturen gibt, kann
er dies immer sicherstellen.

(b) Ist 0 = @ und 2, B sind o-Strukturen mit |4| < k und |BI 76 |4}, so hat Spoiler
 eine Gewmnstrategle in G& (2,98). :

~(c) Seien jetZt 21,98 endliche, linear geordnete {<}-Strukturen. Dann hat Duplicator ge-
‘ nau dann eine Gewinnstrategie im Spiel G2 (%, B), wenn |A| = IBI Dies kann man
V folgendermaBen sehen: ,
Gilt [A| |B| so sind 2 und B zwei endliche lmeare Ordnungen glelcher Kardi-

. nalitdt und somit 1somorph Folglich hat Duplicator eine Gewinnstratgie, mdem er
-~ immer zu Spoilers Wahl isomorphe Elemente wihlt.

Gilt|A] # |B|und 0.B.d.A |A| > |B], so hat Spoiler eine Gewmnstratgle in G2, (2, B),
indem er in jeder Runde 7 > 1 den Stein a1+(r lmod 2) auf das Element mit Rang
r —1in 2 legt. ‘ :

: 2048
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In den ersten beiden Runden legt Spoiler also seine beiden Spielsteine oy, g auf die
beiden kleinsten Elemente in 2. In den folgenden Runden nimmt er jeweils den Stein
auf dem kleineren Element und plaziert ihn auf das kleinste noch nicht im Spiel ver-
wendete Element. Nach jeder Runde r liegen also die Steine o, ag auf den Elemeten
mit Rang 7 —2 und 7 — 1. Auf diese Weise werden im Verlauf des Spiels alle Elemente
von 2 in ihrer Reihenfolge gemiB der Ordnung durchlaufen.

Duplicator muss nun ebenfalls in jedem Zug den Stein auf dem kleineren der beiden
Elemente in B auf ein groBeres legen, denn ansonsten wire die Abbildung o, ap —
1, B2 kein k-partieller Isomorphismus und Duplicator hitte verloren. Da aber |B| <
|A] ist, kann Duplicator dies nach spitestens |B| Runden nicht mehr gewihrleisten
und verliert daher das Spiel.

Analog zum Satz von Ehrenfeucht hweseatssd werden wir nun den Zusammenhang zwx-
schen Pebble-Spielen und der Loglk L%, herstellen. Bazu-be ¢

::ge&igﬂf‘“’ ‘Im-m.m. o A

e {1,...,k} und alle b € B gibt es ein

aeA sodass( b”)eI

Ein System mit diesen Eigenscha
I: 2=k B um anzudeuten

ir k-Hin-und-Her-System. Wir schreiben
ddss I ein k-Hin-und<Her-System zwischen 2 und B ist.

3.57 Bemerkung, Dig

{ (@ (’;') € Part (2L, B) : Duplicator hat Sing Gewinnstrategie im }

k-Pebble-Spiel G5 YR, @, B, b)

at'die k-Hin-und-Her-Eigenschaft, ist aber moglicherweise leer.

4’% Theorem Sei o eine éeia%zonale Szgnatur k € N,,, A,B o-Strukturen, & € (A U
{+))¥,6 € (B U {*})* mit Tr(@) = Tr(B). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

K

. ~
(a) Duplicator hat eine Gewinnstrategie im k-Pebble-Spiel Gk (1,@,B,b). ’ Kuex: (/0\ l?\ A - (& (B) _

(b &inAund b in B etj‘hllen dieselben L w[a]-Formeln A (,\ (@‘Z’) =

0w

Eg_oo_e_;t U‘awg :
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