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Spezialfall Assembly

e Assembly beim Shotgun-Sequenzieren braucht
keine Alignments der kompletten Strings

ACG

e Modellierung?
e Spaces am Anfang / Ende des Alignments sind umsonst
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End-Free Pfade

AAAA _AAAAAAAAAA_AAAAAAAAAAAA
BBBBBBBB___BBBB_BBBB_BBBBBBB

AAAAAAAAAAAAAAAA _AA _AAAAAA
BBBBBBBB___BBBB_BBBB

L]
Mmj UIf Leser: Algorithmische Bioinformatik, Wintersemester 2007/2008 3



Lokales Alignment

e Definition. Gegeben zwer Strings A, B.
— Der lokale Ahnlichkeitsscore sim* fiir A und B ist
sim* (A, B) = max(sim(a, b))
YaeA,beB

— Das vom (globalen) Alignment von a und b induzierte Alignment
von A und B heilst lokales Alignment

e Bemerkung

— Unempfindlich gegen unterschiedlich lange Sequenzen

— Wichtigkeit der ,,.Blockung® hangt von Scoringfunktion ab
e Beispiel

— Lokales A. findet den
identischen Substring [AlG|AJA[GIC[TICIG|A[T[AJAIT]A[C[CIG]AICICIA[G[T]-[A[T]
| |

— Das ist die biologisch

wichtige Information [AlCIG[AlC]-TIC[ClA[TIA[AITIAICIAITIATIAIAGAIGIAIT]

|||||||||||||||
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Match: +1

Beispiel
I/R/D: -1 P
A T G T G G 4 Ahnlichkeit
0| -1| -2| -3| -4| -5]| -6
G -1 1
T 0 -—
G 1 \ Pfadlange
A 0 1
v
A T G T G G A
0| -1| 0| -3|-4|-5| -6
G 1 1
T 2 >
G 3 -+
A 0 1
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Losen des lokales Suffixalignmentproblems

e Theorem.
Gegeben Strings A,B. Dann gilt

( 0
v(i, ] -1)+s(_, B[i])
v(i—1, j)+s(A[i], )
. V(-1 J-1)+s(Ali],B[]]))
e Beweisidee

— Sehr ahnlich zum Beweis der urspringlichen Rekursionsformel
— Einzige Ausnahme ist die ,,0“ — der Reset

e Traceback

— Starte beim maximalen Wert in der Matrix
e Nicht notwendigerweise am Rand

— Verfolge beliebigen Pfad bis zu einer Zelle mit Wert 0

v(i, J) = maxy
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Klassen von Gapscorefunktionen

e Konstanter Gapscore

e Linearer Gapscore

| e Konvexer Gapscore

e Beliebiger Gapscore

L]
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Mogliche Alignments

a,;a,as- 5.1 —
0, bby e e b,
a,a,ag a5 o
bbby b,

Allgemeiner Fall

A 8yd3- - - -4;_(
bbby oo b

E(i, ) = max (v (i,k) —w(j—k))

1<k< j-1

[ ]
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Drei Rekursionsgleichungen

E(i, j) = max (v (i,k)—w(j-k))

- 1<k<j-1

Y __  EG,)= max(V(I H—w(i—1))

— — —  G(i,j)=V(i-1 j-1)+s(All, B[]

VI, J) =max(EQ, J), F (@, )).G(1, )))
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Komplexitat

e Theorem
Gegeben Strings A,B mit [Al=n, [B/=m. Flr beliebige
Gapscorefunktionen kann das optimale Alignment in
O(r¥m+nn¥) berechnet werden

e Bewels

Wir berechnen Eintrage einer Tabelle der Groéfie n, m
In jeder Zelle berechnen wir 4 Werte: E(1,)), F(1,)), G(i,)), V(i,})
G und V sind konstant

Fur E und F mussen die Zellen (i-1,j-1), (i,1...j-1) und (1...i-1,j)
betrachtet werden

Fur fixes 1 (eine Spalte flllen) betrachten wir also j fur 1<j<n-1
Zellen. Das ist O(n?)

Fur fixe j (Zeile fullen) ist das O(m?)
Daraus folgt: O(n*m? + m*n?)
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Falle

J

e Zwel Falle
— Gap beginnt in A an Position |
E@i, j)=V (i, j-D-w, -w

— Gap in A wird fortgesetzt o .
E(i, j)=E@, j-1)—w,

e JUsammen

E(i, j)=max(V(i, j-1) -w, —w,,E(i, j-1)—w, )
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Komplexitat

e Theorem
Gegeben Strings A,B mit [A]=n, [Bf=m. Flr
lineare Gapscorefunktionen kann das optimale
Alignment in O(n*m) berechnet werden

e Bewels
— Wir berechnen in jeder Zelle die Werte E(i,}), F(i,)),

G(i.))
— Fur die Berechnung jeder Zelle missen nur konstant
viele andere Zellen betrachtet werden

— Daraus folgt: O(n*m)
— qged.
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Inhalt dieser Vorlesung

e Alignment in linearem Platz

e K-Banded Alignment
— Alignment in (meistens) weniger als O(n*m)

[ ]
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Alignment mit linearem Platzbedarf

e Bisherige Algorithmen haben O(m*n) Zeit- und
O(m*n) Platzbedarf

e Platzbedarf ist ein Problem fur Alignierung grolder
Sequenzen (Genom-Genom)

e Gesucht: Speicherplatzeffizienterer Algorithmus

L]
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Editabstand in O(n) Space

Al T| G| C| G| G| T| G| C|] Al A| T

>loOo|lo|d|l oo | >

e FUr Zeile 1+1 sind nur Werte von Zeile 1 sowie

S
e A
A

palte 0 notwendig
per: Keine Berechnung des tatsachlichen

ignments mehr maoglich

— Tracebackinformation ist verloren

|||||||||||||||

[Informatik]
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Alignment in O(n) Space

e Klassische Erweiterung fur Algorithmen basierend auf
dynamischer Programmierung
— Hirschberg: ,Algorithms for the longest common subsequence
problem*, Journal of the ACM 24, 1977
e Grundidee
— Rekursive Zerlegung des Problems in viele kleinere
— Diese werden in linearem Platz und quadratischer Zeit gelost
— Gesamtlosung wird aus den Teilldsungen zusammengesetzt
— Laufzeitkomplexitat bleibt gleich

e Bewelse: Gusfield, pp. 256-259

— Wir beschranken uns auf die Idee

— Wir bezeichnen im Folgenden mit v(A,B) die Ahnlichkeit des
optimalen globalen Alignments von A und B
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Strings und reverse Strings

e Definition
— Sel A" gas Reverse des Strings A
— Flr Strings A,B sei v'(1,))=Vv(A"[1..1]], B"[1..]])

o A[1..1] bezeichnet (wie immer) die ersten i Zeichen von A’, also die
letzten i Zeichen von A

e Bemerkung
— Es qgilt : v'(i,j))=Vv(A[n-i1+1..n],B[m-j+1..m])
e Denn: v(A", B") = v(A, B)
— Berechnung von v" kann exakt wie die von v erfolgen

A . ATGCGGT
B - GGTCGTAG
Ar TGGCGTA. . . ... .. ...

BY GATGCTGG. - .. ... ... ...

L]
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Problemhalbierung

e Lemma
Gegeben zwei Strings A,B. Dann gilt

v(n,m) = max(v(n/2,k) +v' (n/2,m—k))
0<k<m
e Beweisidee
— Wir alignieren
e A[1..n/2] mit B[1..k] vorwarts
e A[n/2+1..n] mit B[k+1..m] rlckwarts
— Im optimalen Alignment muss irgendein Prafix von B mit A[1..n/2]
alignieren
— Der Rest muss dann mit A[n/2+1..n] alignieren

— Durch das laufende k erwischen wir auf jeden Fall den richtigen
Trennpunkt zwischen Prafix und Suffix

e Bemerkung
— Das Problem wird damit bzgl. |A| halbiert
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Tellpfade

e Definition
— Sel k* das k, fdr das das Maximum v(n,m) erreicht wird
— Ser L der Prad von (0,0) bis (n,m)

— Sei L, ,, der Pfad zwischen dem letzten Knoten in der Zeile n/2-1
und adem ersten Knoten in n/2+1

e Lemma
— L und L, ,, miussen k* enthalten

e Bewelsidee: L muss irgendwo die Zeile n/2 passieren

— Die aufwendigen Fallunterscheidungen flr gerade / ungerade
Zahlen sparen wir uns

o i
(0,0) (m’O)/

n/2-1 Lns2

n/2 n/2+1
~\\\\\\\\\\.

Humboldt
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Folgerungen

e Lemma
— k* kann in Zeit O(m™*n) und Platz O(m) berechnet werden

- L, kann ebenfalls in Zeit O(m*n) und Platz O(m) berechnet werden
e Beweisidee
— Berechne Matrix zeilenweise vorwarts von 0 bis n/2; speichere jeweils nur
die letzte Zeile plus die Tracebackpfeile
e O(m*n) Zeit, O(m) Platz
— Berechne Matrix zeilenweise ruckwarts von n bis n/2; speichere jeweils nur
die letzte Zeile plus die Tracebackpfeile
e O(m*n) Zeit, O(m) Platz
— Mit den Werten v(n/2, 1..m) und v’(n/2, 1...m) kann man k* finden
(Summe maximieren)
e O(m) Zeit, kein Platzverbrauch
— Der Pfad L, ,, wird gefunden durch Traceback von Zelle (n/2,k*) bis zu
einer Zelle in Zeile n/2-1 bzw. n/2+1
e O(m) Zeit, kein Platzverbrauch

L]
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Beispiel

AT |T |G |T|C
A
T
G
G |1 1|4 |5 |7 |8 |6 |5
4 |3 |2 (4 |4 |5 |5
C
T
G

|||||||||||||||




Beispiel

A

T

c 4

G |1 |4 |5 |7 6 |5 |6
4324‘552

C

T

G

[ ]
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Rekursion

e \Wo sind wir?
— Wir halten die gewinschten Komplexitatsschranken
— Wir haben das Mittelstiick von L berechnet

e Damit konnen wir rekursiv absteigen

— LOse rekursiv die Probleme
e fur A[1..n/2] / B[1..k*] und

e fur A[n/2+1..n] / B[k*+1..m]

e Platzkomplexitat steigt nicht

e Zeitkomplexitat steigt auch nicht
— Zeitbedarf steigt um Faktor 2
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K-Band Algorithmus

e Den Platzbedarf haben wir erfolgreich reduziert

e Kann man auch was an der Laufzeit machen?

— An der Komplexitat zum Finden der optimalen Losung in
allen Fallen: Nein

— Aber oft sucht man nur besonders gute Alignments

e Z.B. Forensik, Vaterschaftstests, Suche nach homologen
Gensequenzen

e Ein Treffer ist entweder fast identisch oder uninteressant
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K-Band Algorithmus

 Im Folgenden
— Wir maximieren globale Ahnlichkeit
— Sel s ist der Score eines Matches,
— Sel b der negative Score einer Insertion oder Deletion
— Kosten fur einen Mismatch seien kleiner als b
— |A|=IB]=n
e Folgerung: Fur das Alignment von A mit B gilt
— Der bestmadgliche Score ist n*s,
— Der schlechtestmdgliche Score ist 2*b*n

L]
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Gute Alignments

e Beobachtung: Gute Alignments mussen eng an der
Hauptdiagonale bleiben
— Jedes Abzweigen kostet ein oder mehrere b
— Und wir missen auch wieder zurtick zur Diagonale — mehr Kosten

e Konnen wir nur in der Nahe der Diagonale bleiben?

ATG CGGTG__CAATG ATGCGGTGCAATG
ATGG___TGCA T ATGGTGCCAT

L ]
4‘)\00400—|>

||||||||||||||
Un
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K-Band Algorithmus

e Ansatz: Wir erlauben nur Abweichungen um maximal +k/-k
Schritte

e Algorithmus

— Berechnet das beste globale Alignment
iInnerhalb des Bandes der Breite 2*k Beispiel: k=2

for i= 1 to n do AlTiclcls]s[Tfs]¢c
for j= 1-k to i1+k do
1T (Jg<1) or (g>n) continue;
MLv,31= M[i-1,3-1] + €(AL1].BOD:
1T inband(i-1,j) then
MLi,31= max( M[i,3]1, ML[i-1,3]+b);
it inband(1,j-1) then
MLE.31= max( MLi,j1, MLi,j-1]+b);
end for;
end for;

return M[n,n]

A

[>[o]o[4[o]o] 4]
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Eigenschaften

e Ein Gap im k-Band kann hdchstens 2k Leerzeichen
lang sein
— Wenn wir also optimale Alignments mit hochstens z
langen Gaps suchen, finden wir die mit k=z/2
e« Komplexitat des K-Band Algorithmus?

— FOr jede Zelle sind maximal 3 Zugriffe, 1 Addition und
ein paar Vergleiche notwendig

— Wir berechnen O(2k*n) Zellen
— Also: O(k*n)

e Konnen wir vielleicht noch wissen, wie weit weg
wir vom Optimum gelandet sind?

L]
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Optimalitat

e Theorem
Gegeben Strings A, B mit n=[A[=[B[. Sei v.(A,B) der
optimale K-Band Score fir A und B. Wenn gilt
Vi(A,B)>s*(n-k-1)+2b*(k+1),
adann ist v (A,B)=v(A,B).

e Bewels
— Wenn das optimale Alignment im k-Band verlauft, gilt auf alle Falle
v, =V(A,B)
— Wenn nicht, dann muss es irgendwo mindestens einmal aus dem K-
Band laufen.

— Im besten solchen Fall haben wir also
e n-k-1 Matches,
e k+1 Insertions (Verlassen des Bandes)
. e k+1 Deletions (um am Ende noch (n,n) zu erreichen)
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Beweis Fortsetzung

e Theorem
Gegeben Strings A, B mit [A|=/B/. Sel d,(A,B) der optimale
K-Band Score fiir A und B. Wenn
Vi(A,B)>s*(n-k-1)+2b*(k+1), dann ist v,(A,B)=V(A,B).

e Bewels

— Im besten solchen Fall haben wir n-k-1 Matches und k+1 Insertions
und weitere k+1 Deletions

— Der bestmogliche Score fir ein optimales Alignment, dass das K-
Band mindestens einmal verlasst, ist also s*(n-k-1)+2b*(k+1)

— Wenn also v, > s*(n-k-1)+2b*(k+1), muss das optimale Alignment
Im K-Band laufen
— Dann ist es auch durch den K-Band Algorithmus gefunden worden

— Qed.

L]
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Iteratives K-Band

e Das konnen wir ausnutzen, um das optimale
Alignment iterativ zu finden

e Wir verdoppeln k in jedem Schritt, solange, bis wir
garantiert das optimale Alignment haben

k = 1;
while (true) do
compute Vv,; // Costs 0(k*n)
1T v, > s(n-k-1)+2b(k+1) then
return v,;
else
k = 2*k;
end 1F;
end while;

L]
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Komplexitat

e Theorem.

Sel v=V(A,B). Der iterative K-Band Algorithmus bendtigt
O(sr¥-vn) Laufzeit.

e Bewels

— Beachte: v, wird mit wachsendem k nie kleiner

— Der Algorithmus stoppt, wenn

sN—v,
v, > s(n-k-1)+2b(k+1), also k> -1

- s-2b
— Bis dahin wurden O(1n+2n+4n+...+kn) ~ O(2kn) Berechnungen
durchgefiihrt

— Wenn wir bei k stoppen, dann kann bei k/2 die Abbruchbedingung
noch nicht erflllt gewesen sein, und damit gilt:

2 s—2b

L]
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Komplexitat - 2

— Betrachten wir den vorletzten Schritt k/2. Zwei Moglichkeiten
e \/ =V,.=V _
k12=Vk k<2(Sn v_j
s—2b
* V,,<V,=V. Dann haben wir mit k/2 das optimale Alignment noch nicht
gefunden, weil es mehr als k/2 Indels hat. Damit muss gelten:

v<s(n—k/2-1)+2b(k/2+1)

e Und damit: _
k < 2(3” M —1j
s—2b
— Die Berechnungszeit 2kn kdnnen wir damit nach oben abschatzen

durch:
onk <2n*2| NV _q|ogn N2V
s—2b s—2b

— Und das ist O(sn?-vn)
A — Qed.



Komplexitat K-Band?

e Aber ...

— 0O(sn?-vn) konvergiert gegen 0 wenn v gegen s*n konvergiert (also
die Sequenzen identisch sind)

— Das sollte es nicht — denn auch bei identischen Sequenzen
bendtigen wir O(n), um den Score zu berechnen

e Wir wissen ja vorher nicht, dass die Sequenzen identisch sind!
— Also?

e Aber ...

— Abschatzung basiert auf dem letzten ausgefiihrten Schritt k/2 und
schatzt damit k ab

— Wenn aber Sequenzen identisch sind, gibt es nur einen Schritt

— Konvergenz ,v gegen n“ darf nicht angenommen werden; k muss
ganze Zahl bleiben

Humboldt
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Zusammen

e K-Band Algorithmus hat Komplexitat O(sn?-vn)

e Setzen wir z.B. s=1
— Dann kann v maximal n sein
— Sehr ahnliche Sequenzen erreichen Wert nahe bei v
— Dann lauft der Algorithmus auch sehr schnell

e K-Band also umso besser, je ahnlicher die
Seguenzen sind

— Gut, um das schnell festzustellen (Algorithmus mit
kleinen k laufen lassen)

— Schlecht, um ,irgendwelche® Alignments zu berechnen

L]
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