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Ukkonen Uberblick

e High-Level: Phasen und Extensionen
— Fahrt leider zu O(m?)
e Verbesserungen
— Suffix-Links
— Skip/Count Trick
— Noch zwel Tricks

e Alles zusammen: O(m)
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Grundaufbau Ukkonen's Algorithmus

e [nduktive Konstruktion impliziter SuffixoAume flr jedes
Prafix von T

— Wir konstruieren alle T,, d.h., implizite SuffixbAume fir S[1..i]
— Startpunkt T,: Wurzel und ein Knoten mit Kantenlabel S[1]

— Phasen (Induktionsschritte): Konstruktion von T, aus T,

— Abschluss: Transformation von T, in den Suffixbaum T

e Jede der m-1 Phasen besteht aus Extensionsschritten
— Phase | hat | Extensionsschritte

— Jeder Schritt verlangert ein Suffix von S[1..i] um das Zeichen
S[i+1]

— Der letzte Schritt jeder Phase verlangert das leere Suffix — einfligen
von S[i+1]

— Reihenfolge der Schritte: von links nach rechts (S[1..i], S[2..i], ...)

e Wie wird verlangert?
— Drei Extensionsregeln
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Extensionsregel 1

e Matche b in T,,,. Das geht bis ...
— Regel 1: b endet in einem Blatt
» Erweitere das Label der letzten Kante um S[i+1]

» Beispiel (wir hangen ,,g“ an Suffixe von ,,acagc®)
— Erweiterung von ,acagc”, ,,cagc”, ,agc”, ,,gc*
— [es bleiben Schritt 6 ,,“ und Schritt 5 ,,c*]

gc

cagc gc

|||||||||||||||
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Extensionsregel 2

e Matche b in T,,,. Das geht bis ...

— Regel 2: b endet an einem inneren Knoten oder in einer Kante, und
kein weiterer Pfad beginnt mit S[i+1]

> Innerer Knoten: Neues Blatt unterhalb dieses Knotens mit
Kantenlabel S[i+1]; markiere Blatt mit ,j*

> In einer Kante: Neuer innerer Knoten, der diese Kante teilt; neues
Blatt wie oben

e Beispiel: Schritt 5, ,,c*
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Extensionsregel 3

 Matche b in T;,,. Das geht bis ...

— Regel 3: b endet an einem inneren Knoten oder in einer
Kante, und einer der weiteren Pfade beginnt mit S[i+1]

» Tue gar nichts

e Beispiel: Schritt 6, ,,*
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Algorithmus und Komplexitat

construct T,;
for 1=1 to m-1 // m-1 phases
Tiv1 = Tys
for J =1 to 1+l // 1+1 extensions, left-right
match S[j..1] iIn T;,;;
extend T;,; with S[i+1]; // Using one of the 3 rules
end for;
end for;

e Die zwei Schleifen sind O(m?)

e Finden der Suffixe b in T, ist O(m)

e Extension ist konstant

e Zusammen: O(m?3)

» Da kann noch nicht alles gewesen sein ...

L]
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Suffix-Links formal

e Definition
— Serl k ein innerer Knoten des impliziten Suffixbaums T* fir S
— Ser label(k)=,xa“, wober [x[=1, [a] beliebig (auch 0)
— Seil k* ein innerer Knoten von T* mit label(k’)=a
— Der Pointer (k,k’) heilst Suffix-Link

e Spezialfall far |a]=0
— Der Suffix-Link geht dann zur Wurzel

e Wir zeigen, dass jeder innere Knoten in T* nach jeder
Phase von Ukkonen Algorithmus einen Suffix-Link hat

e Diese Links werden wir dann in spateren Phasen entlang
springen

[ ]
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Verwendung der Suffix-Links

e Wahrend einer Phase sucht man nacheinander die Enden
von S[1..1]], S[2..1]], S[3..1] etc.

— Sprich: xyz..., yz..., Z... — genau das Suffix-Link Szenario

e« Wenn wir in Schritt j das Ende von SJj..1] gefunden haben
und zu Schritt j+1 Ubergehen
— Suche den inneren Knoten k Uber dem Ende von Sfj..i]

— Wenn k die Wurzel ist
e Matche wie bei naivem Algorithmus
— Sonst ist k ein innerer Knoten
e Folge dem Suffix-Link von k zu Knoten k'
e Das Ende von S[j+1..i] muss unter k' liegen (aber wo?)

e Das Prafix von S[j+1..i] oberhalb von k' missen wir nicht mehr
beachten, sondern nur das Suffix unterhalb von k'

e Anfang in jeder Phase
— Wir merken uns immer einen Pointer auf Blatt 1
2 — Mit dem fangt man immer an — langstes Suffix



Nutzen bisher?

e Noch keiner ...

— Unterhalb von k' mussen wir wieder Zeichen fur Zeichen
matchen

— Das ist O(m) pro Extensionsschritt

e Noch ein Trick: Skip/Count
— Wir wissen etwas uUber die Lange von S[j+1..1]

— Wir kbnnen uns auch die Lange der Kantenlabel merken
e Konstante Zeit zur Aktualisierung wahrend des Aufbaus

— Wir kennen damit die Lange des Prafix oberhalb von k'

— Wir kdnnen damit auch die Lange des Suffix unterhalb
von k' berechnen

— Damit kdnnen wir von Knoten zu Knoten htpfen ...
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Extensionsregeln — auf den zweiten Blick

e Beobachtung: Was passiert, wenn Regel 3 das erste Mal in
einer Phase greift?
— Wir verlangern ein Suffix S[j..i] um S[i+1]

— Regel 3: Also gibt es das Suffix S[j..i+1] schon (kam schon in einer
friheren Phase vor)

— Dann gibt es auch S[j+1..i+1], S[j+2..i+1], ...

» Wir kbnnen die Phase beenden — in dieser Phase wird nur noch Regel
3 greifen, und die andert nichts am Baum

e Beispiel: ,atatatatatc”, Phase ...

ata ta Phase|4 atat tat Phasel ° atata tata Fhase 6’

® s | Stop nach Schritt 3 | | Stop nach Schritt 3 |
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Extensionsregel, Abklrzung 2

Beobachtung
— Es gibt keine Regel zur Umwandlung von Blattern
» Blatter bleiben immer Blatter

Was passiert in den Schritten
e Regel 1: Verlangerung des Labels einer Blattkante

 Regel 2: Neues Blatt oder: neuer Knoten und neues Blatt
e Regel 3: Nichts, Abbruch der Phase

Jede Phase lauft also ab ala 1,2,2,2,1,2,1.,3

e Erst einige Anwendungen von 1 oder 2, dann einmal 3
e Sel |’ die letzte explizite Extension in Phase i

Bel jeder Anwendung von 1 oder 2 wird das Label einer
Blattkante verlangert oder ein Blatt+Kante geschaffen

e Alle Schritte bis j* sind nach Phase i durch Blatter reprasentiert
» In Phase i+1 verlangern die Schritte 1...}° nur Blatter
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Extensionsregel, Abklrzung 2

e Diese Schritte kobnnen wir uns schenken
— Blattkanten erhalten statt (p,q) die Beschriftung (p,E)

— E steht fur ,,Bis zum Ende*“

e Am Ende wird jede Blattkante bis zum Ende von S gehen (denn
Blattern reprasentieren schlieldlich Suffixe von S)

e Damit: Eine Phase im einzelnen
— Uberspringe alle Schritte bis j* der letzten Phase

— Fuhre explizite Extensionen aus, entweder bis i+1 oder
bis zur ersten Anwendung von Regel 3
e Hier werden neue Blatter / innere Knoten geschaffen
e Das kann auch eine Blattkante unterbrechen — p anpassen

— Neues J merken und nachste Phase starten

[ ]
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Komplexitat

e Welche Schritte haben wir ausgefthrt?
1 2 3 456 7 89 10

Phase 1
Phase 2
Phase 3
Phase 4
Phase 5
Phase 6
Phase 7
Phase 8
Phase 9
Phase 10

L
-

=

= Schritte markieren einen Pfad von links oben nach rechts unten
e Das konnen zusammen hochstens 2*m Schritte sein

|||||||||||||||
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Inhalt dieser Vorlesung

e Implementierung von Suffixbdumen

e Problem: GroR3e
— Schlechtes Laufzeitverhalten auf Sekundarspeichern

e LOosung: Spezielle Konstruktionsalgorithmen

[ ]
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Suche In Suffixbaumen

e Matche Suchstring bis Erfolg oder Mismatch

— An jedem Knoten Entscheidung basierend auf
erstem Zeichen des Kantenlabels

— Kantenlabel beginnen mit verschiedenen Zeichen

e Wie trifft man diese Entscheidung?

— Array in der GrofRe des Alphabets =
e Zelle x mit Pointer auf Kante k, wenn label(k)[1]=x
e Konstante Zeit pro Knoten

— Verkettete Liste
e Pointer auf Kinderkanten sind verkettet
e Reihenfolge der Kinder wie Einfiigung (unsortiert)
e Lineare (in |Z|) Zeit pro Knoten

— Wachsendes, sortiertes Array

e Pointer auf Kinderkanten sind alphabetisch sortiert
und direkter Zugriff auf Pointer

e Mit binarer Suche: log(|Z])

L]
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Problem 1: Trade-Off Zeit / Platzbedarf

e Arrayspeicherung

— Erfordert pro Knoten ein Array in der Grol3e des
Alphabets X

— Gesamtspeicherbedarf damit O(m*|X|)

— Enormer Speicherverbrauch bei allem auf3er DNA
e 2.B: Proteine, Restriktionskarten (spater)

— Also: Hoher Speicherverbrauch, aber O(n) Suche
e Alternativen
— Sortiertes, wachsendes Array

— Geringer Average-Case Speicherverbrauch
— Aber O(n*log(|X])) Suche

L]
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Grofde Suffixbaume

e Beste Implementierung brauchen ca. 15 Byte / Base fir
Suffixbaume auf DNA

— Hangt von der Anzahl innerer Knoten ab
— Die ist sehr schwer vorherzusagen

e FUr Chromosom 1 des Menschen (250 MB) also 3,75 GB
e Speicherbedarf fur das komplette humane Genom: 39 GB
e Bel der Berechnung braucht man aul3erdem Suffix-Links

e Konstruktion wird im Hauptspeicher nicht gelingen
— Aber beachte: 64 Bit Prozessoren!

e Also muss man beachten, dass Teile des (wachsenden)
Baumes ab und an auf Platte ausgelagert werden mussen
— Aber welche?

[ ]
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Konstruktion mit Ukkonen‘s Algorithmus

e Baum wird beim Konstruieren auf zwel Arten traversiert
— Verfolgen von Suffix-Links — Sprunge in andere Teilbaume
— Knotenhupfen — Abstieg in einen Teilbaum

e Kein Problem beim Aufbau im Hauptspeicher, aber ...

|||||||||||||||
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Suffixbaume auf Sekundarspeichern

e Blocke mussen auf / von Disk geschrieben /
gelesen werden

e Keine lineare Anordnung der Blocke maoglich, da
zwel Ordnungen vorhanden
— Suffix Links und Pfade ab Wurzel zu Blatt

e Random Access Zugriff auf Datenblocke — teure 10
e Sehr schlechtes Laufzeitverhalten durch Paging

» Suffixbaume gelten /galten als unbenutzbar fir
grolde Strings

[ ]
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Scalability

Humboldt
Universitat

Konstruktionszeit (in Stunden )

——m——— Ukkonen’s Algonthmmns

— —o— — — Enhanced Suffix Array
Algorithmus Kapttel 5, TP
--------- wotd (eager)
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169 225 281 337 394 450

String Lange (in Mbp)

Abbildung 6.3: Entwicklung der Laufzeiten im Vergleich zu anderen Algorithmen

Quelle: G. Witterstein, Dissertation, 2005
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Idee: Konstruktionsalgorithmus anpassen

e Hunt, E., Atkinson, M. and Irving, R. W. "A Database Index
to Large Biological Sequences". VLDB 2001

e |ldee

Keine Verwendung von Suffix-Links
Zerlege den Suffixbaum in Partitionen
Suffixe mit gleichem Préafixen liegen in einem Teilbaum

Wahle Préafixe so, dass jeder Teilbaum garantiert in den
Hauptspeicher passt

Konstruiere jeden Teilbaum naiv
e Quadratischen Algorithmus benutzen
e Denn: Suffix-Links gibt es nicht, wirden aus Teilbaum hinausfiihren

Kompletten Baum aus (disjunkten) Teilbaumen zusammensetzen

[ ]
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Vergleich zu Ukkonen

e Vortelle

— Suffixe des Teilbaums wird von Disk gelesen, im Hauptspeicher
gebaut, am Ende geschrieben und nie mehr geladen

— Sehr wenig 10

e Nachtelle

— Multi-Pass Algorithmus
 Komplette Sequenz muss pro Partition einmal gelesen werden
— Quadratische Komplexitat der Teilbaumkonstruktion

— Prafixe sorgfaltig wahlen — sonst doppelte Bestrafung
(quadratischer Algorithmus und Paging)

e FUhrt zu konservativen Schatzungen
e Beobachtung: 10 ist so viel teurer als HS Operationen,
dass es sich lohnt

[ ]
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Partitionen

e Prafixe kann man exakt bestimmen

Haufigkeiten von g-Grammen mit steigenden g zahlen

Suffix mit Prafix X beginnt an Position i gdw. g-Gramm X sich an
Position | befindet

Menge der g-Gramme so bestimmen, dass alle Suffixe mit diesem
Prafix optimal in den Hauptspeicher passt

» Prafixe mussen nicht gleich lang sein

e Erfordert Abschatzen der GroRRe von Teilsuffixbdaumen
Sehr teuer

e Viel Lesen des Strings, bevor Uberhaupt die Konstruktion beginnt

e Optimale LOosung ist vermutlich SET-COVER

. oder schatzen

DNA ist nahezu zufallig verteilt
Alle g-Gramme gleich haufig
Nur die Lange g abschatzen

[ ]
Mm UIf Leser: Algorithmische Bioinformatik, Wintersemester 2005/2006 24



Komplexitat

e Suffixoaume kann man in O(m) konstruieren

e Bel Konstruktion von Partitionen muss der naive
Algorithmus (O(m?2)) verwendet werden

— Denn Suffixe in Partition bilden zusammen keinen
echten String

— Bedingungen von Ukkonen treffen nicht zu

e« Komplexitat bei k Partitionen
— Sequenz wird k-mal gelesen
— Partition hat (m/k) Elemente
— Zusammen: damit O(k * (m/k)?)=0(m?/k)

[ ]
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Algorithmus

choose set P of prefixes;

construct suffixtree T for P; // of all partitions

for prefix in P do
k = find_node(T, prefix); // Find start of subtree
for J = 0 to m do // Scan sequence on disk

iIT S[J..jJ+|prefix]-1]=prefix then
insert S[j..m] under k; // Using naive construction

end 1F;
end for;
write k to disk; // Never touched again
end for;
write T to disk; // Head of tree
e Kein paging

e Subtrees liegen hintereinander auf der Platte
— Gut fur Suche — sequentielle Reads, kein Random Access

e Sehr gut parallelisierbar

[ ]
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Neuere Verfahren

e Hunt: Konstruktion eines Suffixbaums flur 50MB In
vertretbarer Zeit mit 1GB Hauptspeicher

e TOP-Q Algorithmus

— Bedathur, S. J. and Haritsa, J. R., "Engineering a Fast
Online Persistent Suffix Tree Construction®, ICDE 2004.

— Verwendung von Ukkonen‘s Algorithmus

— Optimierung des Cachemanagements
e Viel weniger Paging
— Konstruktion von Baumen fir 70MB

[ ]
l’\/]m UIf Leser: Algorithmische Bioinformatik, Wintersemester 2005/2006 27



Bisher bestes Verfahren

e TDD - Top-Down, Disc-Based
— Tata, Hankins, Patel: ,Practical Suffix Tree Construction, VLDB 2004

— Partitionierung ahnlich Hunt
e Sequenz wird gecached — Vermeidung der k Scans

— In einer Partition
e Alle Suffixe bestimmen
e Sortieren (man braucht nur Pointer in die Originalsequenz)

e In sortierter Reihenfolge Suffixtree bauen
— Mit einigen Tricks kriegt man O(n*log(n)) Average Case hin

— Welche Datenstruktur bekommt wie viel Speicher?
e Sequenz, sortierte Liste, wachsender Partitionsbaum
e Ergebnis: 30h fir 3GB
e Auch im Main-Memory besser als Ukkonnen
— Failure Links verursachen Cache Misses im CPU Cache

e Man kennt auch schon garantiert lineare Secondary-Memory
Algorithmen, sind aber wohl langsamer als TDD

[ ]
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MUMmMmer

e Eine Anwendung fur grof3e Suffixbaume

 Whole Genome Alignment

e MUMmer: Finding Maximally Unique Matches

— Delcher, Phillippy, Carlton, Salzberg, ,,Fast algorithms
for large-scale genome alignment and comparison®,
NAR 1999

[ ]
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Whole Genome Aligment

e (Genome unterliegen Evolution

e Neben Punktmutationen treten grof3raumige Veranderungen auf
— Duplikation von Chromosomen
— Duplikation von langen DNA Abschnitten

e Duplikate unterliegen dann unabhéangiger Evolution

e In nahe verwandten Organismen (z.B. Saugetiere) sind Genome
~durcheinander geschuttelte”, approximative Kopien voneinander

human
chrom. 1

Human

Dog

Maouse

Rat

30



Finden von MUMS

Beobachtung
— Evolutionarer Abstand in nahe verwandten Spezies ist klein

— Trotz unabhangiger Evolution findet man genigend lange,
identische Sequenzabschnitte

— Also: Anwendung flr exaktes Stringmatching

Aufgabe
— Gegeben zwei Chromosome X, Y (Mensch und Maus)
— Finde Bereiche von X, die identisch in Y vorkommen

Genauer: Finde langste identische Teilsequenzen Gber
einer Mindestlange

AulRerdem: Um klare Zuordnungen zu ermaoglichen,
beschrankt man sich auf eindeutige Teilsequenzen

— Ddrfen in X und Y nur jewells einmal vorkommen

Wir wollen alle MUMs zwischen Maus und Menschen finden
— Vorschlage?

[ ]
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Moglichkeit 1

e Bilde alle Kombinationen S=X$Y%

— X ein Chromosom des Menschen
— Y ein Chromosom der Maus

e Baue den Suffixbaum T fur S; markiere Knoten mit 1,2

e Suche alle inneren Knoten, die
— Genugend tief liegen
e Also die Mindestlange haben
— Keinen Kindknoten haben, der mit 1 und 2 markiert sind
e Sonst sind es keine maximalen gemeinsamen Strings
— Nur ein Kind haben, dass mit 1, und eines, das mit 2 markiert sind
e Sonst ist der Substring nicht eindeutig

[ ]
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Probleme mit Moglichkeit 1

e S kann sehr grof3 sein (=500MB)

— Kann man nur ,,experimentell“ bauen
— Dauert lange

e Wir brauchen c? solcher Strings
— ¢: Anzahl Chromosomen Menschen / Maus

e Seien alle Chromosomen m Zeichen lang
— Wir bauen Suffixbaume in O(2m)
— In einem Paar findet man in O(2m) alle MUMs
— Das machen wir ¢ mal
— Zusammen: O(c%*2m)

L]
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Moglichkeit 2

e |dee nach Chang and Lawler; verwendet in MUMmer 2
— Wir bauen Suffixtrees nur fur ein Chromosom X
— Suffix-Links werden behalten
— Alle Chromosomen der anderen Spezies ,,streamen® wir gegen X

e Komplexitat
— Man baut 2c ,kleinere* Suffixbaume in jeweils O(m)
— Gegen jeden streamen wir ¢ mal in O(m)
— Zusammen: O(2c*m) + O(c?*m)
e Hauptvorteil: 10 vernachlassigbar
— Suffixbdume kann man im Hauptspeicher bauen
— Vergleichssequenz wird sequentiell gelesen

[ ]
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~otreamen” gegen einen Suffixbaum

e Sei T der Suffixbaum fir Chromosom X, Y das andere
Chromosom

e Wir matchen’ Y mit T

— Wir schieben einen Pointer durch Y und einen durch T
— Bei Matches verschieben wir beide Pointer

— Wenn Mismatch an Position i in Y und unter Knoten kK in T
 Uberprife Tiefe (Minimaltiefe erreicht?)
 Uberprufe Kinder (mehr als 1 Kindknoten — Match ist nicht eindeutig)
e Ggf: Gib MUM aus

— Es seinen | Zeichen zwischen k und dem Mismatch
e Mismatches konnen auf Kantenlabels sein

— Folge dem Suffix-Link zu Knoten k'
— Den String von Root zu k' haben wir in T und P schon gesehen
— Matche ab Position i-l in P weiter

[ ]
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lllustration

e Vereinfachte Annahme: Letzte

Y

Matches immer in Knoten

e Mismatch in Knoten 1
— mit Label A

e SL zu Knoten 2
— mit Label B
— B ist Suffix von A

e Weiter in X matchen bis
Mismatch in Knoten 3

— mit Label BC Y

e SLzu 4
— mit Label D
— D ist Suffix BC B C

e Weiter in Y matchen bis ... D E

(=2
0

[ ]
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Fast richtig

e \Wenn man ab k' weiter matched
— Und einen MUM findet
— Dann ist der nicht notwendigerweise maximal

— Das rechte Ende ist klar
e Der aktuelle Mismatch

— Aber das linke Ende nicht

e Linke Enden mussen explizit gepruft werden
— In Y und in T vor dem Suffix nach links vergleichen bis Mismatch

e Damit matched man Zeichen in Y mehrmals

— AulRerdem matched man die Zeichen zwischen k und einem
Mismatch zweimal

e Aber: Wenn minimale MUM Lange sinnvoll grof3, gibt es
nur wenige MUMs — praktisch lineare Laufzeit (in |Y])

[ ]
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Zwel weltere Tricks

e Unsere Matches sind bisher nur eindeutig in T
— Auch in die Gegenrichtung suchen (Suffixtree flr Y)
— Man muss wieder die gleichen max. Substrings finden
— Nur Ubernehmen, wenn wieder Unique

e Es gibt viel zu viele MUMs

— Man sucht Cluster— viele MUMs In der gleichen
Reihenfolge hintereinander
e Zwischen zwei MUMs liegen nicht konservierte Regionen
e Da kann auch ein drittes MUM liegen

— Neues Problem: Gegeben zwei Positionsarrays von
MUMSs, finde die langste gemeinsame Subsequenz

[ ]
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Suffixbaume: Was gibt es noch?

e Wichtig fur viele Erwelterungen

— ,Least common ancestor* (Ica) fur zwei Blatter ist in
Suffixbaumen in konstanter Zeit I6sbar (nach linearer
Vorverarbeitung) [Gusfield, Kapitel 8]

e Damit: Suffixbaume und unscharfes Matching

— Matching mit k Wildcards: O(k*m)
e Trick: Ahnlich Keywordtrees mit Wildcards

— K-Mismatch Problem: O(k*m)
e Trick: Ebenso

— Beide benutzen Ica um in konstanter Zeit das langste
Prafix zweler Suffixe zu finden

— Detalls: [Gusfield, Kapitel 9.1, 9.3]

[ ]
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Zusammenfassung

o Suffixbaume sind ein extrem effizientes Hilfsmittel
far viele Stringprobleme
— Lineare Suche ist berlickend
— Viele schicke Tricks: Maximale Substrings, maximale
Repeats, Matching mit k-Mismatches, ...
e Aber sie brauchen viel Platz

— Spezielle Verfahren zur Konstruktion grol3er
Suffixbaume

— Alternative: Suffix-Arrays
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