IP = PSPACE

Ein nicht-relativierender Beweis

SE Komplexitat und Kryptographie



Gliederung

Was ist IP?
a) Allgemeine Beschreibung
b) Private/Public Coins — AM[K]

IP € PSPACE

IP 2 PSPACE
a) TQBF
b) Arithmetisierung

Warum nicht-relativierend?
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Was 1st 1PP?

Grundidee: ,Natarlicher” Beweisvorgang

Frage-/Antwortspiel zwischen Prifer und
Bewelser

NP: Gib mir deinen Beweis!
IP: Uberzeuge mich von deinem Beweis!
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Was 1st 1PP?

Prafer ist , schwach®“ — maximal PTIME

Beweiser ist ,stark” — darf beliebige Menge
an Zeit / Platz verbrauchen

Beweiser darf sogar ,lGgen“/ ,schummeln®

Einzige Bedingung: Beweiser muss Prlfer
irgendwie Uberzeugen
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Was 1st 1PP?

Zwei Hauptarten von IP:
o IP mit deterministischem Pruafer (dIP)
o IP mit probabilistischem Prifer (IP)

Definition von IP zunachst anhand von dIP
Aber: dIP = NP, wahrend IP=PSPACE
Machtigkeit steigt enorm durch ,Zufall®

21.05.2008 Martin Schroder



Definition dIP

Seien f,g:{0,1}" —{0,1}" Funktionen und xe {0,1}" ihre Eingaben.

Dann ist die Folge { f, g)(x) als Sequenz aus Strings g, ...a; € {O,l}* mit :
a; =f (x)

a2 — g(.X,al)

iy = f(x,ay...ay;)

Ao = 8(X,ay...05;,)

eine Interaktion zwischen f und g in kK Runden, wobel

out ,( f,g)(x)die Ausgabe von y€ f, g am Ende der Interaktion ist.
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Definition dIP

Sprache L hat dIP Beweis in k Runden wenn:

o deterministische TM V bei Eingabe von
(X, ay,..., &) in PTIME lauft und dabei gilt:

xe L=3P:{0,1} = {01}, out, (V,P)(x)=1

xg L=VP:{0,1} = {01} ,0uty (V,P)(x)=0
Erweiterung davon bei |IP: probabilistische TM V

xe L= 3P :Prlouty(V,P)(x)=1]=22/3
x¢& L= VP:Prlouty(V,P)(x)=1]<1/3
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Private /Public Coins

Ausreichend wenn Prufer zufallig ist

Kein Vorteil durch probabilistischen Beweliser
ldee:

a Wenn Bewelser ,Recht hat“, dann hohe
Akzeptanzwkt. des Prifers (evtl. sogar = 1)

o Aber: Kein Beweiser der lugt” darf Prifer dazu
bringen mit hoher Wkt. zu akzeptieren
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Private /Public Coins

Beispiel: IP Interaktion far
Nichtisomorphismus zweier Graphen

Gegeben: Zwei Graphen G,, G,
Gesucht: Ist G,#G,?
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Private /Public Coins

Protokoll:

V: Wahle i € {1,2} zufallig. Permutiere G,
zufallig - neuer Graph H. Sende H an P.

P: Finde Graph G, aus dem H erzeugt wurde.
Sende k an V.

V. Wenn i = k akzeptiere. Sonst ablehnen.
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Private /Public Coins

Protokoll akzeptiert immer wenn G,¥G,, da H
dann eindeutig isomorph

Wenn G,=G,, dann muss P raten, da
G1EHEGZ > I:)r[Vakzeptiert] < Ve
Verbesserung auf < 1/3 méglich durch
Wiederholung
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Private /Public Coins

Wiederum zwei Kategorien:

1. Pr0fer halt seine Zufallszahlen geheim
(Private Coin / IP)

>. Beweiser hat Zugriff auf Zufallszahlen
(Public Coin / AM)

m Auf ersten Blick ist IP machtiger, aber:
AMIK] € IP[k] € AM[k+2]
und sogar: AM[k] = AM[2] = IP[2] = IP[K]
K = beliebig, aber konstant
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IP € PSPACE

Grundidee des Beweises:

o Konstruktion von PSPACE Maschine, die beliebige
IP Interaktionen simuliert
- Simulation aller moglichen Pfade

Dazu notwendig: Abschatzung wie viel Platz
maximal lange |P Beweise benbtigen

PSPACE Maschine V mit:

Pr[V accepts w] = max , Pr[V’ <> P accepts w)
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IP € PSPACE

Sei M, = Sequenz an Nachrichten zwischen Prufer
und Beweiser und p die Beweislange

Dann kann der Beweis wie folgt zerlegt werden:

[(V & P)(w,r,M j) =accept| & M jum Nachrichten m j

erweitert werden kann sodass fiir alle m j bis m b oilt
J<i< pnigerade=>m;=V(w,rM;)
J<i< pAiungerade—=m, = P(w,rM;)

m, = accept; r€ Z,r zufdllig
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IP € PSPACE

Dadurch gilt:
PrlV <> P accepts w starting at M ;]
=Pr[(V <& P)(w, r,Mj) = accept]

Weitere Idee: Beweisverlauf bis zum
accept/reject arithmetisieren
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IP € PSPACE

Definition der maximalen Akzeptanzwkt.

rO:jzp/\mp = reject

1:j=pAm, =accept

Ny . =1max, -(N

J M

Z(Prr[V(w, r,M ;):j<pnjgerade

T j+1

): J< pA jungerade

Mji]
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IP € PSPACE

Wenn Maschine V dieses N fur alle M;
berechnen kann, so qilt IP € PSPACE

ZU zeigen:
1. Nyo IN PSPACE berechenbar
2. Nyo=Pr[V accepts w]

1.) trivial, Rekursionstiefe von N,,, durch p
begrenzt, also in PSPACE berechenbar
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IP € PSPACE

2.) Induktion uber Lange p, M bis M,
Induktionsanfang:
o In M gilt nach Def. N,,x,=Pr[V accepts w]

Induktion j+1-2]:
o Fur j+1 gilt: Ny, 1=Pr[V accepts w starting at M]
o 2 Falle:

j gerade (Prufer) oder j ungerade (Beweiser)
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IP € PSPACE

FUr gerades | (PrUfer) gilt:

M, = X PV OrM ) = 1N, )
Ml

= (Pr.[V(w,r,M j)=m;1)- N, |
i1

=Pr|V accepts w starting at M ;|
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IP € PSPACE

FOr ungerades | (Beweiser) Annahme des
bestmoglichen Beweisers

Dieser wird immer N, maximieren, da er
Immer die korrekte, beste Antwort wahilt.

N )

=max,, - Pr|V accepts w starting at M i +1]

m; = MaxX,, - (N

j M

= Pr[V accepts w starting at M j]
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IP 2 PSPACE

Wie kann man |IP 2 PSPACE zu zeigen?
1. PSPACE-Complete Problem wahlen
2. IP Protokoll finden, dass dies |0st
3. Zelgen dass :

xe L= 3P :Prlouty(V,P)(x)=1]=22/3
x¢& L= VP:Prlouty(V,P)(x)=1]<1/3
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TQBF

Gewahltes Problem:
True Quantified Boolean Formula (TQBF)

Gegeben eine quantifizierte boolesche
Formel, entscheide ob diese erfullbar ist

d.h.: [0,%,0,%,...0,x,0:0e {A E}| &

. Q:x;,0=(@Q .0 ANQ,—1)=true,wenn Q; =V
VO, gilt:
QiX; 0 = (Pyi=0 V Pri=1) = true, wenn Q; =

21.05.2008 Martin Schroder 24



TQBF

Bemerkung: IP muss nur ,einfache“ QBFs
l6sen, da jede QBF in ,einfache” QBF
umformbar (hochstens quadr. Wachstum)

Einfache QBF:
1. Geschlossene Form (Alle x; sind gebunden)

> Zwischen Variablen und ihren Quantoren steht
hochstens ein Allquantor

\V/XI\VIX23X3 [(.xl N\ X2) N\ \V/X4 (X2 N\ X3 N\ Xy )]
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Arithmetisierung

Problem:

o Wie kann sich der Prifer in PTIME vom
Ergebnis Gberzeugen?

o Wie kann er einen ligenden Beweliser
ausschlieBen?

ldee: Andere Darstellung der QBF
=> Arithmetisierung
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Arithmetisierung

Methode:
i. Ersetze Variable x; durch neue Variable zeZ
2. Ersetze:

~X; durch (1-z;)

A durch Multiplikation
vV durch Addition,

V durch [, 4y

3 durch 2., 1y
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Arithmetisierung

B = VXIHXZ[(XI N\ xz) N 3)(:3 (ﬂ'xz A X3 )]

Beispiel:

ergibt :

A= 11 2.
Zle{O,l} ZQE{O,I}

(z1-22)+ D (1-25) 23

Z3E {0,1}

Es gilt: A#0 < QBF erfllbar

21.05.2008

Martin Schroder
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Arithmetisierung

Problem fur Prufer: Wenn B wahr ist, kann A
sehr groBBe Werte annehmen.

Obere Schranke:
B=VxVxi...Vx,_dx, (x,v—x,) => A= 0(22’1)

Losung: Modulo-Rechnung
=» Es kann gezeigt werden, dass:

Bist wahr & A#0(mod p):linge(p) = O(n°)
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IP

2 PSPACE

Es verbleibt zu zeigen:

d

d

21.05.2008

Prifer erkennt korrekte Arithmetisierung eines
Korrekten Beweisers

Prufer erkennt falsche Arithmetisierung aller
betrlgenden Beweiser

Bist wahr & A # 0 (mod p)

Martin Schroder
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IP 2 PSPACE

Grundidee: Eine Arithmetisierung A lasst sich
immer in 2 Telle teilen und als Polynom
darstellen:

B = Vxl [_IXI \' HXZVX3 (Xl AN Xz) \'4 X3]

A= |1 |a-zp+ D, [l z2+z)|=2

z1€{0,1} 2o€10,1} z3€{0,1}

A=0-z)+ 2, [l zn+z) =q(z) =7 +1
2,€{0,1} z3€{0,1}
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IP 2 PSPACE

|dee des IP-Protokolls:
1. Beweiser berechnet den Wert a=(A mod p)

o, Prifer testet ob a korrekt ist, indem er A in
A+A, (2) bzw. A *A, (I ]) teilt. Dabei ist A, ein
von V auswertbares Polynom mit dem Wert a,
und A, beginnt beim ganz links stehende
Quantor.

3. P und V wiederholen dann die folgenden
Vereinfachungsschritte
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IP 2 PSPACE

Wenn A, leer ist, so halt V und akzeptiert wenn
a=a,

Wenn A, nicht leer ist, so ersetzt V A durch A,
(dabel verschwindet ein Quantor) und ersetzt a
durch [a-a;(mod p)] bzw. [a/a,;(mod p)]
abhangig vom Quantor

Bgl Teilung 0/0 akzeptiert V, bei x/0 lehnt es
a

Ansonsten sendet P das Polynom q(z,) von A,

V testet (mod p) ob: a=q(0)+q(1) oder
a=q(0)*q(1), sendet ein zufalliges r an P und
ersetzt A durch A'(z,=r) und a durch q(r)
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IP 2 PSPACE

Beispiel: A= > [][B-z+23)

21€{0,1} 2,€{0,1}
a=10—(-2)=12

A= ]G zp+23)=4q(z0) = 925 +32,
2,e{0.1}

V erhalt nun dieses q, testet ob:
g(0)+q(1) = 0+12 = 12 = a, und wahlt zufallig z, = 2.

Anmerkung: Waren die QBF's nicht einfach, ware
evtl. deg(q) = 2™ =» nicht in PTIME auswertbar
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IP 2 PSPACE

Durch z,=2 ergibt sich fur P dann:

A= []B2+z)

2,€{0,1}
a=q(2)=9-44+3-2=42
Ay =23 +6=q(23)

V testet ob q(0)*g(1) = 6*7 = 42 = a und wahlt dann
zufallig z; = 5 und testet alleine, ob:

Ay(z3=5)=6+5=¢qg(5)=a
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IP 2 PSPACE

Erfullt diese Abfolge die Anforderungen an korrekten
IP Beweis?

Es gilt: xe L= 3P :Prlouty, (V,P)(x)=1]=1
da ehrlicher Beweiser immer korrekte Polynome und
Werte flr a findet.
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IP 2 PSPACE

Es gilt: x¢ L= VP :Prlouty,(V,P)(x)=1]<1/3
da der Beweiser sonst Polynome q finden
musste, die sein falsches a unterstitzen.
Aber:

0 Gradvong=t=>[q(0) ® (1) = a] kann nur an
hochstens t Stellen in Z ) gelten

0 Da aber p=0(2"), t=0(n°) ist q(r) nur sehr
unwahrscheinlich korrekt, was aber von V
spatestens im letzten Schritt getestet wird.
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Warum nicht-relativierend?




Warum nicht-relativierend?

Hauptgrund analog zu relativierenden
Beweisen von PzNP:

~Ur gewisse Orakel A, B qilt:
PA=NPA, und PB #NPB

~0r IP=IPSPACE gilt ebenso:
PA=PSPACEA, und IPB#PSPACEB
= Trotzdem ist IP=PSPACE beweisbar
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Warum nicht-relativierend?

Genauer:
Far ein zufallig gewahltes Orakel A gilt:

coNP < IP = PSPACE
PSPACE” 2 coNPA ¢ IPA

= |PA + PSPACEA

21.05.2008 Martin Schroder
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Warum nicht-relativierend?

Interessant: Fur IPP gilt:

xe L =3P :Prlouty(V,P)(x)=1]>1/2
x¢& L= YP:Prlout,(V,P)x)=1]<1/2
VA gilt: IPP? = PSPACE”

Far IP[2]/rpoly (IP[2] mit zufalligem

polynomial groBer Beraterfunktion) gilt:

IP[2]/ rpoly = ALL

21.05.2008 Martin Schroder
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