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Viele auf Quantencomputern effizient I6sbaren Probleme, fur die kein effi-
zienter klassischer Algorithmus bekannt ist, lassen sich auf eine Instanz des
Hidden Subgroup Problems (HSP) zurlckfiihren. Diese Diplomarbeit soll die
wissenschaftlichen Fortschritte in diesem Bereich in einer einheitlichen No-
tation zusammenfassen. Besonderer Wert wird auf die mdglichst lickenlose
Einflihrung in die zugrunde liegenden Theorien Quantenmechanik, Gruppen-
theorie und Darstellungstheorie gelegt, so dass beim Leser lediglich Vorwis-
sen in der linearen Algebra vorausgesetzt wird. Darauf aufbauend werden
ein allgemeines Losungsverfahren des HSP im abelschen Fall vorgestellt und
weiterfihrende Ergebnisse der Komplexitétstheorie und des nichtabelschen
Falles des HSP beleuchtet.
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1 Einfdhrung

Die Anfange der Quantenmechanik reichen zum Beginn des 20. Jahrhunderts zurtick. Es
wird ihr zu Beginn ein eigenes Kapitel gewidmet, um ihre grundlegende mathematische
Struktur einzufiihren, wie sie bis in die 1930er Jahre entwickelt wurde. Die Quantenme-
chanik sagt Phdnomene voraus, wonach Teilchen mehrere Zustande gleichzeitig anneh-
men konnen und physikalische Observablen wie die Energie meist nur in diskreten, d.h.
»gequantelten” GrolRen auftreten kénnen.

Charles H. Bennett, David Deutsch und Richard P. Feynman waren in den 1970er Jah-
ren unter den ersten, die das Potenzial erkannten, welches diese Phdnomene fiir eine neue
Art von Berechnung bereitstellte. Computer, die die Phdnomene der Quantenphysik nut-
zen, sollten nach ihrer Meinung Probleme effizient 16sen kénnen, die auf klassischen
Computern exponentiellen Rechenaufwand benétigen.

Das erste abstrakte Modell eines Quantencomputers wurde 1982 von Feynman ent-
wickelt. Er schlug vor, mit ihm physikalische Prozesse zu simulieren, was klassisch einen
hohen Aufwand bedeutet [RF].

1985 erweiterte Deutsch das Prinzip der universellen Turingmaschine auf einen uni-
versellen Quantencomputer, der alle auf quantenmechanischen Systemen lésbare Proble-
me berechnen konnte [DD]. Die Definition der universellen Turingmaschine wurde von
Bernstein und Vazirani weiter verbessert. Damit gelang ihnen eine grobe Einordnung der
Komplexitatsklasse BQP, der auf Quantencomputern effizient und mit kleiner Fehler-
wahrscheinlichkeit berechenbaren Probleme in bereits bekannte klassische Komplexitats-
klassen [BV]. Obgleich sich nicht beweisen l&sst, dass Quantencomputer mehr als einen
polynomiellen Geschwindigkeitszuwachs gegeniber klassischen Computern liefern, las-
sen sich doch interessante Aussagen uber die Komplexitatsklasse BQP treffen, die im
zweiten Kapitel vorstellt werden.

Da die Quantenphysik viele klassisch undenkbare Phdnomene bietet, wurde auch die
Suche nach interessanten Algorithmen und Anwendungen, die diese Phdnomene ausnut-
zen, entfacht. Nachdem viele Jahre lang nur sehr kiinstliche mathematische Probleme als
Kandidaten ausgemacht werden konnten, entwickelte Peter Shor 1994 eine Methode der
schnellen Faktorisierung auf Quantencomputern [PS]. Dies stellte eine ernsthafte Gefahr-
dung der gangigen kryptographischen Methoden dar. Quantencomputer waren plétzlich
von hohem Interesse und die Forschung in diesem Bereich intensivierte sich.

Die Frage, die sich nattrlicher Weise stellt, ist, was die bisher gefundenen Quanten-
Algorithmen vereint. Welche Klasse von Problemen lassen sich mit welchen Techniken
auf Quantencomputern effizient 16sen? Gibt es eine verborgene mathematische Struktur
die diesen Problemen zugrunde liegt? In den letzten Jahren ist man der Beantwortung
dieser Fragen néher gertickt: Viele der bisher gefundenen Quantenalgorithmen lassen sich
auf das so genannte Hidden Subgroup Problem zurickfthren:

Problem 1.1 (HSP)
gegeben: Eine Funktion f : G — A, wobei G eine endliche Gruppe und A eine beliebi-
ge Menge ist.

promise: Es existiert eine Untergruppe H < G, sodass f auf unterschiedlichen Links-
nebenklassen gH verschiedene Werte annimmt und auf allen Linksnebenklassen
konstant ist.



gesucht: Ein vollstdndiger Satz von Generatoren S C G mit (S) = H

Der entscheidende Schlissel in allen Algorithmen ist eine Fouriertransformation, wel-
che man fur Gruppen im Allgemeinen definieren kann. Sie nimmt fiir die Spezielfalle die
unterschiedlichsten Formen an. So ist die Walsh-Haddamard Transformation die Fourier-
transformation der Gruppe Z7. Die Fouriertransformation auf Gruppen stellt eine Verbin-
dung zwischen dem Raum der Gruppenelemente und dem Raum der Darstellungen der
Gruppe dar. Die Darstellungstheorie wird also von besonderem Interesse sein und wird
ebenfalls in einem Kapitel zusammen mit einem kurzen Uberblick (iber die Grundlagen
der Gruppentheorie eingefihrt.

Danach ist man in der Lage, die Fouriertransformation auf Gruppen zu definieren und
den allgemeinen Losungsweg flr das Hidden Subgroup Problem auf Quantencomputern
zu entwickeln. Fir den Spezialfall abelscher Gruppen lasst sich ein konkreter Algorith-
mus angeben, der ebenfalls vorgestellt wird. Der nichtabelsche Fall des HSP wird sich als
ungleich schwieriger herausstellen. Neben einigen positiven Ergebnissen, die kurz vor-
gestellt werden, scheint das Graphisomorphieproblem nicht mit den zu behandelnden al-
gorithmischen Methoden effizient I6sbar. Dazu werden Beweistechniken vorgestellt und
aktuelle Ergebnisse genannt.



2 Physikalischer Hintergrund und
guantenmechanische Notation

2.1 Mathematische Struktur der Quantenmechanik

Die Quantenmechanik (QM) ist eine der am besten bestatigten physikalischen Theori-
en. Leider ist unsere Intuition von unserer makroskopischen Umwelt gepragt, in der sich
die quantenmechanischen Gesetze nicht direkt beobachten lassen, wohl aber ihre Effekte,
wie zum Beispiel die Farbigkeit von Objekten. In der QM konnen Teilchen im Allgemei-
nen nicht mehr exakte Werte fur physikalische Grofien wie die Geschwindigkeit oder den
Aufenthaltsort zugeordnet werden, sondern nur noch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
dieser GroRen. Sie werden daher nicht mehr durch eine Funktion, die jedem Zeitpunkt ¢
den Ortsvektor des Teilchens Z(¢) zuordnet, dargestellt. Ein Teilchen ist vielmehr eindeu-
tig durch einen Zustandsvektor |¢) in einem Hilbertraum H definiert.

Ein Hilbertraum 7 ist dabei ein Vektorraum, der vollstdndig ist, auf dem also je-
de Cauchyfolge konvergiert. AuBerdem muss auf ihm ein Skalarprodukt (¢| ) fur alle
¢, € 'H definiert sein, welches fur die Wahrscheinlichkeitsaussagen der QM wichtig ist.

Meist benutzt man in der Physik als Kérper von H die komplexen Zahlen C. In diesem
Fall muss flr beliebige z,y, 2 € H und beliebige ¢ € C das Skalarprodukt (-|-) : H x
'H — C folgende Eigenschaften haben:

positiv definit : (x| z) > 0und (z|z) =0gdw.z =0

linear im zweiten Glied :
o (zy+2)=(z|y) + (z|2)
o (z[c-y)=c-(z|y)

hermitisch : (z|y) = (y| =)

Mit ihm wird die Norm ||¢|| = /(%] ¢) eines Vektors ¢ € H definiert. Den Vektor ¢
bezeichnet man als normiert, wenn ||| = 1 ist.

Durch ein Skalarprodukt auf H wird auch der Dualraum H* der linearen Abbildungen
F : 'H — C leicht zugéanglich. Nach dem Darstellungssatz von Riesz existiert fur jede
dieser Abbildungen F' genau ein Vektor ¢ € 'H, sodass fir beliebige v € H gilt

F) = (or| )

Das Funktional F' bezeichnet man allgemein mit (¢ | und jeden Zustandsvektor ¢ € H
mit |¢), sodass sich das Skalarprodukt als Multiplikation eines Funktionals mit einem
Zustandsvektor darstellen I&sst. Man nennt (¢ | den zu |¢r) dualen Zustandsvektor. Das
Skalarprodukt (| -) findet in der QM eine so haufige Anwendung, dass sich die Notation
der so genannten Bra- und Ket-Vektoren ({(¢| und |¢)) fur Zustandvektoren und duale
Zustandsvektoren durchgesetzt hat. Leider wirkt sie zu Beginn oft abschreckend, macht
die Rechnungen aber sehr bequem.

Eine wichtige Rolle kommt in der Quantentheorie den lineare Operatoren A : H — H
zu. Auch hier erweist sich die Bra-Ket-Schreibweise als niitzlich. Sei |¢)) ein normierter
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Zustandsvektor, so ist durch A¢ = |¢) (1| ein linearer Operator durch die Vorschrift

Ay |d) = |¥) (] ¢)

definiert. Wegen A2 = | (¢ ¥) (¥ = |1b) (1| = A, ist A, auRerdem ein Projektions-
operator.

Man definiert den zu einem Operator A eindeutig bestimmten adjungierten Operator
AT als den Operator, fiir den gilt

(dd]s) = ol )

Er existiert immer, falls A ein linearer Operator ist.

Um von einem Zustandsvektor den dualen Vektor zu bilden, betrachte man, dass
fur ein komplexes Skalarprodukt und ein ¢ € C qilt (c¢-¥|¢) = (¢|c-¢) Also gilt
la) = c|Y) < (o] = (Y| ¢, was sich auf beliebige Linearkombinationen forsetzen ldsst.
Analoges gilt fiir einen adjungierten Operator, also A = ¢cB < Al =B,

Ein linearer Operator A, fur den gilt A" = A wird hermitischer Operator genannt. Her-
mitische Operatoren kdnnen demnach von einer Seite des Skalarprodukts auf die ande-

re Seite gezogen werden. Die gleichberechtigtere Schreibweise <¢) A ’ @Z)> verdeutlicht,

dass die Operatoren prinzipiell nach beiden Seiten auf (¢| oder |¢) wirken kénnen. Dabei
muss bei Anwendung auf den linken Term (¢| ein nichthermitischer Operator adjungiert
werden.

Ein haufige Aufgabe in der Quantenphysik ist das Auffinden der Eigenwerte und Ei-
genvektoren eines linearen Operators A : H — H, also die Menge der Zustandsvektoren
li) € H \ {0}, fur die das Anwenden des Operators gerade der Multiplikation mit einer
(komplexen) Zahl a; € C entspricht:

A

AliY = a; i) .

Im Falle von hermitischen Operatoren sind die Eigenwerte a; immer reell und Eigenvek-
toren zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal. Ist ein Eigenwert a entartet, existieren
also g, > 1 linear unabhéngige Eigenvektoren |i), ..., |i, ) mit demselben Eigenwert
a, S0 wahlt man diese im Allgemeinen so, dass sie ebenfalls orthogonal zueinander sind.
Normiert man zudem alle Eigenvektoren, so gilt fur beliebige i) , |j):

1 firi= i
<’L‘j> :5ij:{ ure =)

0 sonst

Da Eigenvektoren der im Folgenden auftretenden linearen Operatoren den entsprechenden
Hilbertraum vollstandig aufspannen, spricht man von vollstandigen Orthonormalsyste-
men (VONS). Jeden Hilbertraumvektor |¢) 1&sst sich also in der Basis {|i) |i=1,2,...}
mit den Fourierkoeffizienten ¢; = (4| 4) darstellen. Es folgt

=3 (v :(z\ )rw - X
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Quantenmechanische Postulate Die folgenden Postulate sind die Grundlage der
Quantenmechanik. Als solche sind sie nicht beweisbar, spiegeln jedoch viele experimen-
telle Beobachtungen von physikalischen Systemen wider. Sie wurden im Wesentlichen
1932 von John von Neumann formuliert.

1. Der Zustand eines physikalischen Systems zu einem Zeitpunkt ¢, wird durch die
Angabe eines zu einem Hilbertraum H gehdrenden normierten Zustandsvektors
|1(to)) eindeutig beschrieben.

2. Jede messhare physikalische GroRe ,, A" ist durch einen im Zustandsraum wirken-
den hermitischen Operator A beschrieben. Dieser Operator ist eine Observable.

3. Resultat der Messung einer physikalischen GréRe ,,A” kann nur einer der Eigen-
werte der entsprechenden Observablen A sein.*

4. Wenn die physikalische GroRe ,,A* an einem System im normierten Zustand |¢))
gemessen wird, ist die Wahrscheinlichkeit P(a,,), den nichtentarteten Eigenwert a,,
der entsprechenden Observable A zu erhalten durch P(a,,) = | (u,| ) |> gegeben,
wobei |u,,) der zum Eigenwert a,, gehérende normierte Eigenvektor ist.

5. Wenn die Messung der physikalischen GroRe ,,A“ an einem System im Zustand |1))
das Ergebnis a,, ergibt, ist im nichtentarteten Fall das System unmittelbar nach der
Messung im normierten Zustand |u,, ).

6. Die Zeitentwicklung des Zustandsvektors [+ (t)) ist gegeben durch die Schrodin-
gergleichung H(t)|y(t)) = ih<|y(t)) wobei H(t) die der totalen Energie des
Systems zugeordnete Observable ist. $

Eine der Grundaufgaben der Physik ist es, den korrekten so genannten Hamiltonopera-
tor Fl(t) der Schrédingergleichung fur ein gegebenes System zu finden.

Der so genannte Zeitentwicklungsoperator U (t,to) ist der Operator, der angewendet
auf einen Zustandsvektor zum Zeitpunkt ¢, den Zustandsvektor zur Zeit ¢ liefert: [¢)(t)) =

A

Ul(t,to) |1(to)). Fur ihn gilt der wichtige Satz:

Satz 2.1. Der Zeitentwicklungsoperator U (t,to) eines Quantenmechanischen Systems
mit Hilbertraum 7, das isoliert ist, also keiner Messung unterzogen wird, ist unitar. D.h.

U = Ul(t,t,) lasst das Skalarprodukt zwischen beliebigen [¢), |¢) € H fiir beliebige
Zeiten t, ty invariant:

(U Ug) = (0| UTUS) = (] ¢) & UU =1

*Dies ist der Grund, warum einige physikalische GréRen nur diskrete, d.h. ,,gequantelte* Werte annehmen
kénnen. Da die Operatoren als hermitisch vorausgesetzt wurden sind deren Eigenwerte reell und somit
als physikalische GroRen interpretierbar.

tBeim entarteten Fall summiert man iber alle zum Eigenwert gehdrenden entarteten Eigenvektoren

P(ay) =39, <u§f) '¢>‘2.

Im entarteten Fall ist der Folgezustand die normierte Projektion % von |¢) auf den mit a,, asso-

ziierten Eigenunterraum wobei P, = Y9, ‘uﬁf)> <uﬁf)‘

$Die Konstante 7 ist definiert als % wobei h das beriihmte Planck’sche Wirkungsquantum ist. Dies ist
eine Naturkonstante mit dem Wert 6, 6260693(11) - 10~3* Joule Sekunden.



Beweis. Dazu schreibt man die Schrodingergleichung in differentieller Form als

A (to) [ (to)) dt = ih (4 (to + db)) — [ (to))) = ih (U, ) [0 (ko) — [16(t0))

Fir den Zeitentwicklungsoperator lasst sich also schreiben:
. 1
Der Hamiltonoperator ist als Observable der Energie hermitisch (/1 = ) und es folgt:

. . 1. 1. 1 .
U(dt, to)UT(dt, ty) = <%H(t0)dt + 1) (—%HT(to)dt + 1) =1+ ﬁfﬂdt?

Wegen dt* = 0 folgt die Behauptung. -

Dies heil3t, dass samtliche Operationen, die ein Quantencomputer ausfuihren kann, uni-
tar sein mussen. Wegen U~! = U ist der Zeitentwicklungsoperator insbesondere immer
invertierbar.

Die Schrodingergleichung hat wie die Eigenwertgleichung jeder Observablen viele L6-
sungen. Da der Hamiltonoperator linear ist, gilt fir zwei Losungen der Schrodingerglei-
chung

m% [1(8)) = H(#) [¢1(1)) und Zh ; [¥a(t)) = H(t) s (1))

dass auch jede Linearkombination |¢(t)) = ¢; |w1( )) + ¢ |12(t)) LOsung der Schrodin-
gergleichung ist:

I 16(1)) =exih (1)) + e 1)

=0 ( )Wl( ) +a ( )\%(t))
H(t) (er [1(1)) + ea[02(1))) = H(t) (1))

Dies steht im krassen Widerspruch zur klassischen Physik und wird sich als der ent-
scheidende Vorteil eines Quantencomputers gegeniiber einem klassischen Computer er-
weisen.

2.2 Quantenregister

Bis jetzt sind die genannten Definitionen noch sehr abstrakt. Man fragt sich: Wie soll man
ein Skalaprodukt zwischen zwei Zustanden berechnen? Wie sehen die Vektoren aus und
wie die Operatoren? In jedem Vektorraum und so auch in diesem, kann man erst rechnen,
wenn man eine konkrete Basis wahlt, in der man alle Vektoren und Operatoren darstel-
len kann. Man wahlt dazu die vollstandigen Orthonormalsysteme der Eigenvektoren von
Observablen. Das zu betrachtende physikalische System wird ein Quanteregister sein, der
Hauptspeicher des Quantencomputers, der durch unitdre Operationen manipuliert werden
kann. Die wichtigste Observable ist natlrlich die Zahl, die in einem Quantenregister ge-
speichert ist. In deren Eigenwertbasis werden alle Zustdnde und Operatoren angegeben.
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Qubit Die elementare Speichereinheit des Quantencomputers ist das Qubit, das Ana-
logon des Bit auf einem klassischen Computer. Es wird durch ein physikalisches System
implementiert, dass in zwei Zustanden beobachtbar ist. Man denke beispielsweise an ein
Photon, das von einer halbverspiegelten Scheibe reflektiert werden kann oder eben nicht.
Die beiden Zusténde seien mit |0) und |1) bezeichnet. Sie seien normierte Ldsungen der
Eigenwertgleichung einer Observablen A zu verschiedenen Eigenwerten a, und a; und
sind damit orthogonal. Wie oben beschrieben, ist auch jede Linearkombination

[9) = co|0) + ¢ |1)

ein moglicher Zustand, sodass auch jede Uberlagerung von ,,0 und ,,1 auf Quantencom-
putern darstellbar ist. Als gultiger Zustand sollte |¢)) ebenfalls normiert sein, was eine
Nebenbedingung fir ¢q und ¢; schafft:

loll* = (14) = (0125 + (1]27) (0 [0) + ex [1)) = Jeof* + ea]” = 1

Will man nun wissen, mit welcher Wahrscheinlichkeit im Zustand |¢)) ,,0“ oder ,,1*
(bzw. die entsprechenden Eigenwerte a, oder a;) gemessen werden, wendet man Postulat
4 an und erhélt:

P(ag) = [ (0] 9) | = [co|* und P(ay) = | (1] ¥) |* = |ea|?

Die eigentliche Stérke des Quantencomputers zeigt sich nun in der Verwendung von
mehreren Qubits, also einem n-Qubit Register. Der Hilbertraum H,, des n-Qubit Registers
ergibt sich als n-faches Tensorprodukt der Ein-Qubit Hilbertraume: H,, = H® --- ®
H. Das n-Qubit Register kann damit eine Uberlagerung aller Zahlen i von 0 bis 2" — 1
darstellen:

9n_1 2n—1
) =D cliy mit Y [l =1
i=0 i=1

Die Vorfaktoren ¢; werden auch als Amplituden bezeichnet. Dabei bezeichnen die Basis-
zusténde |¢) die Qubit-Darstellung der Zahl i. Also z.B. fiir : = 7 und n = 4:

) =10)®[1)®|1)®|1) € Hy
In Kurznotation schreibt man auch |0) |1) |1) |1) oder einfach [0111).Das Skalarprodukt

zwischen zwei Vektoren |k) = |k,,) ®|k,—1) ®---@|k) und 1) = |1,) ®|l—1) @ - - ®|l1)
des n-fachen Produktraums H®- - -@H ist definiert als Produkt der Einzelskalarprodukte:

<k|l> = <kn|ln>~~<klul>

Damit sind auch die neuen 2™ Basiszustande wieder orthonormal. Die Wahrscheinlichkeit
die Zahl i bzw. den i-ten Eigenwert zu messen betrégt nach Postulat 4:

2

Pla) = [ G10) P = | X e il)] =l

=i



In dieser Darstellung kdnnen nun Skalarprodukt, Vektoren und Operatoren konkretisiert
werden. Dazu stellt man |¢)) als den Spaltenvektor

Co
C1

¥) =

Con_1

dar. Das Skalarprodukt zwischen [¢) = 7 ' ¢; i) und |¢) = 7" d; |i) ergibt sich
zu

oan—127—1 2n—1
(Wlo)y =" ad;(ilj)=>_ ad;
i=0 j=0 :"5”_ i=0

Schreibt man den dualen Vektor als den konjugierten Zeilenvektor

W= (e e ... @) =)

so ergibt sich das Skalarprodukt als normale Matrixmultiplikation eines Zeilenvektors mit
einem Spaltenvektor. Da unsere Basiszustédnde |i) miti = 0,...,2" — 1 ein VONS des
Hilbertraums bilden ist die Summe aller Projektionen auf die Basisvektoren gerade die
Identitat S°2" " i) (i| = 1. Damit l4sst sich jede Operatorgleichung

Alg)y = |v)

durch Anwendung von (| von links und Einschieben von S5 " |) (j| zwischen A und

|#)

2" —1

> il Alj) (Gl 6) = (il ¥)

J=0

als Matrixgleichung auffassen:

2" —1

Z Ajjd; = ¢; mit A;; = (i fl\j>

Jj=0

Ist A ein unitarer Operator, so gilt:

(A1), = Gl A ) = (AT 1) = (Ad ) = (3] 4i) = (aT),,
Wobei das letzte T sich auf die Adjunktion der Matrix bezieht. Die Matrixdarstellung eines
unitaren Operators ist also auch unitar.

2.3 No-Cloning Theorem

Eine recht problematische Konsequenz der Quantenmechanik ist die Unmoglichkeit,
einen unbekannten Zustand eines Systems auf ein anderes zu Ubertragen. Dies wirde
nur mit nichtunitéren Zeitenwicklungsoperatoren gelingen. Sei |k) € H ein unbekannter
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zu kopierender Zustand. Um diesen auf einen anderen (normierten) Zustand |¢)) € H zu
kopieren, misste ein unitérer Operator U auf H ® H existieren, mit

Ulk) @ [¢) = [k) @ [k)

Um zu zeigen, dass ein solcher Operator das Skalarprodukt nicht invariant lassen kann,
wahlt man zwei zu kopierende Zusténde |k;) und |ks), wobei (k| k2) nur nicht O oder 1
sein soll. Dann gilt:

U |k1> W)> = |k1> Vﬁ)
U k) 1) = |k2) [2)
= (¥] (k| U1 ko) [) = ({Fa| (Ra]) () o))

=1

= (Y| V) (k1| ko) = (k1| ko) (K1 k2)
T

= (k1| ko) = (ka| ka)”

Dies ist aber nur moglich wenn (k4| k») gleich O oder 1 ist, was ausgeschlossen wurde.
Bei der ,,Programmierung* von Quantencomputern sieht man sich also mit den folgenden
Problemen konfrontiert, die sich auf klassischen Computern nicht ergeben:

e Es ist unmoglich den Registereintrag eines Quantencomputers zu kopieren, ei-
ne Mdglichkeit von der man in klassischen Programmen extrem h&aufig Gebrauch
macht.

e Desweiteren muss jede Quantenoperation invertierbar sein muss. Klassische Ope-
rationen wie das logische ,,UND* oder die Addition zweier Zahlen sind nicht inver-
tierbar.

e Ein weiteres Problem des Quantencomputers ist, dass sein Zustand als Uberlage-
rung nicht ,,auslesbar* ist, da dies die Moglichkeit des Kopierens eines unbekannten
Zustands nach sich ziehen wiirde. Die Messungen konnen nur Aufschluss Giber das
Betragsquadrat der Amplituden liefern.

Dennoch kann ein Quantencomputer dank seiner Maoglichkeit, Berechnungen fur viele
Zahlen gleichzeitig durchzufiihren, einige Probleme exponentiell schneller 16sen als jeder
bekannte Algorithmus auf klassischen Computern. Dazu ist jedoch eine vollig andere Art
von Programmierung notig.
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3 Quanten-Komplexitatstheorie

3.1 Turingmaschine und Quanten-Turingmaschine

Wie in der Klassischen Komplexitatstheorie bendtigt man auch fir die Quanten-
Komplexitétstheorie ein Rechenmodell, also eine Quanten-Turingmaschine (QTM). Um
zu sehen, dass dieses Rechenmodell nicht stark von einer probabilistischen Turingma-
schine abweicht, sei hier noch einmal an die Definition der klassischen Turingmaschine
erinnert.

Definition 3.1 (deter ministische Turingmaschine). Eine deterministische Turingma-
schine (DTM) ist ein Quadrupel M = (Q, >, T, §). Dabei ist

e () eine endliche Menge von Zustanden mit einem ausgezeichneten Anfangszustand
¢o und einem Endzustand ¢; # qo

e X eine endliche Menge von Symbolen, in der das Blank-Symbol U nicht enthalten
ist

e I' das Arbeitsalphabet mit X U {L} C T’
e §: QxI — QxT x{L, R} die Uberfiihrungsfunktion

Die Turingmaschine besteht aus einem zweiseitig unendlichem Band, dessen Felder mit
Zahlen aus Z indiziert seien, und einem Lese/Schreib-Kopf, der sich entlang dieses Bandes
bewegt.

Die Konfiguration einer DTM beschreibt eindeutig den Bandinhalt, die Kopfposition
und den aktuellen Zustand. Die Folgekonfiguration ergibt sich durch Anwendung der
Uberfiihrungsfunktion: Dem aktuell gelesenen Zeichen und dem aktuellen Zustand wird
ein neues Zeichen, welches die Maschine auf das Band schreibt, ein Folgezustand und eine
Kopfbewegung (L flr eine Zelle nach links und R fir eine Zelle nach rechts) zugeordnet.
Durch K —,; K’ sei im Folgenden ausgedriickt, dass die DTM M in der Konfiguration
K in einem Schritt in die Folgekonfiguration K’ Gibergeht.

In der Anfangskonfiguration steht der Kopf auf der 0. Zelle, auf dem Band steht auf
Position 0, 1,2, ... die Eingabe = € ¥*. Die Maschine ist im Anfangszustand g.

Die DTM halt bei Eingabe x, wenn sie den Endzustand ¢ erreicht. Die Laufzeit bei
Eingabe x ist dann gerade die Anzahl der Konfigurationentbergange. Wenn die Maschine
halt, wird als Ausgabe die grofite Zeichenkette ohne LI bezeichnet, die das Zeichen auf
Zelle 0 enthalt.

Bemerkung 3.2. Es gibt viele alternative Definitionen einer Turingmaschine, welche
z. B. ein einseitiges Band, ein Startsymbol und die Mdglichkeit des Verharrens des
Lese/Schreib-Kopfes auf einem Feld beinhalten. Diese unterscheiden sich aber nicht in
ihrer Machtigkeit. Auch eine Erhéhung der Anzahl der Bander bringt maximal eine qua-
dratische Beschleunigung der Berechnung. Aus der gegebenen Definition 1&sst sich jedoch
besonders leicht eine Quanten-Turingmaschine ableiten, welche die wichtige Reservibili-
tatsbedingung erfillen kann.
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Nun wird der Ubergang zu einer Quanten-Turingmaschine (QTM) vollzogen. In Ab-
schnitt 2.1 wurde erklart, dass sich ein quantenmechanisches System in einer Uberlage-
rung von Zustanden, die Losungen der Schrodingergleichung sind, befinden kann. Ahn-
lich zu einer nichtdeterministischen Turingmaschine oder einer probabilistischen Turing-
maschine kann also auch eine QTM eine Menge von Folgekonfigurationen haben, die
sich aus einer endlichen Menge von Anweisungen in einem Rechenschritt ergeben. Jeder
Anweisung wird eine Amplitude ¢ € C zugeordnet. Diese muss jedoch effizient bere-
chenbar sein. Die Menge der effizient berechenbaren komplexen Zahlen C ¢ C ist wie
folgt definiert:

Definition 3.3. C sei die Menge aller ¢ € C deren n-tes Bit des Real- und Imaginarteils
in Binardarstellung in polynomieller Zeit in n deterministisch berechnet werden kann.

Definition 3.4 (Quanten-Turingmaschine). Eine Quanten-Turingmaschine (QTM) M
ist definiert wie eine DTM mit einer geanderten Uberfiihrungsfunktion

0:QxI'— CIx@x{L.r}

die jeder Konfiguration K eine endliche Menge von Folgekonfigurationen { K'{, K7, ...}
mit jeweils einer Amplitude cx ., x: € C zuordnet.

Jeder Konfiguration K kann man genau einen normierten Zustandsvektor in einem
Hilbertraum 7, zuordnen, welchen man Konfigurationsvektor nennt. Unterschiedliche
Konfigurationsvektoren seien orthogonal zueinander. Der durch sie aufgespannte Raum
K C H sei mit Zustandsraum von M bezeichnet.Y Die Maschine definiert einen linea-
ren Operator Uy auf K, den Zeitentwicklungsoperator. Uy wirkt wie folgt auf einen
Zustandsvektor (V) = > ¢; | K;):

U]V[ |\Ij> = Zci . CKi—>MKj |KJ>

0,

Die Uberfiihrungsfunktion muss so gewahlt werden, dass U, unitar ist.

Die Maschine arbeitet durch wiederholtes anwenden von U, auf ihren aktuellen Zu-
standsvektor und héalt erst, wenn ihr Zustandsvektor nur aus einer Uberlagerung von End-
konfigurationsvektoren besteht, also von Konfigurationsvektoren, die eine Konfiguration
im Endzustand ¢ darstellen.

Fir eine Ausgabe s € X* sei K, die Menge aller Konfigurationsvektoren mit Ausgabe
s, dann ist die Wahrscheinlichkeit, die Bandinschrift s im Endzustand |V ) zu messen
gegeben durch:

Prob (s) = Z (K| W) |?

KeKs

Der Unterschied in den Definitionen einer QTM und einer probabilistischen Turing-
maschine (PTM) ist nicht besonders grol3. Fir eine PTM M gibt es zu jeder Konfigura-
tion K eine endliche Menge von Folgekonfigurationen { K|, K7, ...} denen jeweils die

YLeider wird der Begriff Zustand hier in zwei Kontexten benutzt: als Element von Q und in den Begriffen
Zustandsvektor und Zustandsraum. Ein Zustandsvektor ist aber kein Vektor von Zustanden, sondern ein
Hilbertraumvektor, und der Zustandsraum ist keine Menge von Zustanden, sondern ein Unterraum des
Hilbertraumes!
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gleiche Ubergangswahrscheinlichkeit px_.,, k1 = px—,x; = ... zugeordnet ist. Die
Wahrscheinlichkeit fur eine Berechnung o = (K7, K, ..., K,,) ist gegeben durch

Prob (O‘) = PK1—>uK2 " PKo—yKs -+ - PKe1—puKm

Ahnlich multiplizieren sich bei einer QTM die Ubergangsamplituden. Dass diese aus dem
Bereich der komplexen Zahlen C stammen, ist nicht von groRem Vorteil. Wie Adleman,
DeMarrais und Huang zeigen konnten, stellt es keine Einschrankung fiir die Komple-
xitatsklasse BQP dar (welche spater noch genauer betrachtet wird), wenn man QTM’s
betrachtet, deren Ubergangsamplituden aus der Menge {—1, —4/5, -3/5,0,3/5,4/5,1}
kommen [ADH]. Der entscheidende Vorteil einer QTM ist, dass sich nicht, wie im Fall
einer PTM die Wahrscheinlichkeiten der Berechnungspfade, die zu einer bestimmten Aus-
gabe fihren, addieren. Vielmehr addieren sich die Amplituden der Berechnungspfade und
die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Ausgabe ergibt sich aus dem Betragsquadrat der
Summe dieser Amplituden. Es kann zu so genannten Interferenzen mererer Berechnungs-
pfade kommen, die die Wahrscheinlichkeit fir eine Ausgabe sowohl verstérken, als auch
abschwéchen kann. Dies soll an einem kleinen Beispiel illustriert werden. Der folgende
Graph stellt eine kleine QTM M, bzw. PTM M, dar. Dabei sei K; jeweils die Startkon-
figuration. Die Ubergangsamplituden von A, sind an den Kanten dargestellt und gelten
fur beide Richtungen.! Die Ubergangswahrscheinlichkeiten der entsprechenden PTM M,
ergeben sich an jeder Kante zu %

Die Entwicklung der PTM M, flr zwei Schritte ergibt sich zu:
Ky =, {Ky, Ks} — o, {K1, Ky}
Die unitdre Entwicklung fiir zwei Schritte der QTM M, verlauft wie folgt:

5) —aa, 5 (1 %9 ) 4 2 (7% — ) | K

ip
K)o, = [K) —
V2 V2

Es soll die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, die Maschine nach zwei Rechenschritten
im Zustand K4 vorzufinden. Fur die PTM M,, ergibt sich

1 1 1 1 1
L4 ==

Probu,(Ka) = 5-5+55=3

lUbergangswahrscheinlichkeit von unten nach oben sind wegen der Reversibilitatsbedingung unvermeid-
lich.
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Im Gegensatz dazu ergibt sich fir die QTM P,

2

1 . .
Probyy, (i) = He“" — )| = |—singl* = sin’ ¢

Je nach der Phase der Amlituden ¢ kann |K,) mit Wahrscheinlichkeit 0 bis 1 gemessen
werden. Die beiden méglichen Pfade zu |K,) kdnnen also im Gegensatz zur PTM A4,
weitreichend miteinander Wechselwirken.

Bemerkung 3.5. Die Halte-Bedingung einer QTM scheint im Widerspruch zu den Quan-
tenmechanischen Postulaten (2.1) zu stehen. In der physikalischen Realitat muss man fest-
stellen, wann eine Maschine im Endzustand ist, um dann ihren Bandinhalt zu lesen. Jede
Messung des Zustands fuhrt zum Wellenfunktionskollaps. Der Zustandsvektor der Maschi-
ne wiirde nach der Messung nur noch aus einer Uberlagerung von Konfigurationsvektoren
bestehen, die den gemessenen Zustand darstellen.

Die Losung des Problems besteht darin, ein zusatzliches Qubit als Halte-Flag zu be-
nutzen, welches mit Erreichen des Endzustandes ¢, von |0) auf |1) gesetzt wird. Einmal
auf |1) gesetzt, arbeitet die Maschine weiter, ohne jedoch den Bandinhalt oder das Halte-
Flag zu verandern. Nur die Kopfposition und der Zustand kann sich andern. Auf3erdem
wird in jedem Rechenschritt das Halteflag gemessen. Wird dabei der Zustand |1) gemes-
sen, endet die Berechnung und der Bandinhalt kann ebenfalls gemessen werden. Nattirlich
flhrt auch dies zu einem Wellenfunktionskollaps: Der Zustandvektor kann nur aus einer
Uberlagerung von Konfigurationsvektoren bestehen, die auf Pfaden erreicht wurden, in
denen der Endzustand enthalten war. Ozawa konnte jedoch zeigen, dass die Wahrschein-
lichkeitsverteilung der am Ende gemessenen Bandinhalte davon unberihrt bleibt [MO].
In der Praxis kann also eine quantenmechanische Berechnung friher abbrechen. Aber
wie auch bei probabilistischen Turingmaschinen zahlt der langste Berechnungspfad, was
auf die gegebene Haltebedingung fuhrt.

3.2 Die Komplexitatsklassen EQP und BQP

Nun werden die zu P und BPP analogen Komplexitatsklassen EQP und BQP definiert.
Da die folgenden QTM’s Sprachen entscheiden, sollen sie ein Wort akzeptieren, indem
sie 1 ausgeben und verwerfen indem sie 0 ausgeben.

Definition 3.6 (EQP - error-free quantum polynomial time). Eine Sprache L C >* ist
in EQP wenn es eine QTM M und ein Polynom p gibt, sodass fuir ein = € >* die Maschine
M nach p(|z|) Rechenschritten halt und falls x € L immer akzeptiert und sonst immer
verwirft.

Definition 3.7 (BQP - boundet error quantum polynomial time). Eine Sprache L C
* ist in BQP wenn es eine QTM M und ein Polynom p gibt, sodass fur ein z € ¥* die
Maschine M nach p(|z|) Rechenschritten halt und falls = € L mit einer Wahrscheinlich-
keit groRer 2/3 akzeptiert und falls = ¢ L mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens
2/3 verwirft.

Bemerkung 3.8. Ein der realistischen Implementierung von Quantencomputern ange-
passtes Rechenmodell besteht aus einem n-Qubit Register, auf welchem in jedem Schritt

15



ein Operator aus einem endlichen Satz von unitaren ein- und zwei-Qubit Operatoren
ausgefiinrt werden kann. In folgender Tabelle ist die Form dieser Operatoren mit ih-
ren Wirkungen auf die Basiszustande und ihren Schaltsymbolen dargestellt. Dabei ist
9 € CN[0,1), also effizient berechenbar.

Operation Abbildung Schaltsymbol
|00) — |00)
Kontrollierte Negation 01) = |01)
ONOT |10) — |11)
(engl. controlled Not) [11) = [10)
- 0) —  10)
Phasenschieber P, 1) 201y | Pﬁ L
, |0) +— cos(270) |0) — sin(270) |1)
Rotation 7 1) sin(2m8) [0) + cos(2r6) [1) | | Ral

Ein Algorithmus kann dann als Hintereinanderausfiihrung dieser elementaren Opera-
tionen als ein Quantenschaltkreis zum Beispiel dieser Form angegeben werden:

0) — Ry, |\|/1>
10) Ry, vy
0) W)
0) Ry, 2

Existiert ein endlicher Satz von Operatoren G ¢ {CNOT, Py, Ry | # € C} und eine
deterministische Turingmaschine, die fir jede Eingabeldnge n die Codierung eines Gat-
ters C',, mit Operatoren aus G in polynomieller Zeit p(n) berechnet, spricht man von einer
endlich polynomiell erzeugten Quantenschaltkreis-Familie C = {C,}.

Nishimura und Ozawa haben gezeigt, dass jede QTM mit polynomieller Laufzeit durch
eine endlich poynomiell erzeugte Quantenschaltkreis-Familie perfekt simuliert werden
kann, und umgekehrt [NO]. Die beiden Modelle sind also dquivalent.

Die hier behandelten Algorithmen geben nacheinander die bendétigten unitaren Trans-
formationen an, und nutzen daher implizit das Rechenmodell des Quantengatters und
nicht das einer QTM.

Die Unitaritatsbedingung der Zeitentwicklung einer QTM stellt eine starke Einschran-
kung dar. Fur eine deterministische Turingmaschine (die ja im Allgemeinen nicht rever-
sibel ist) kann nicht direkt eine QTM angeben werden, die dieselbe Sprache entscheidet.
Charles Bennet konnte jedoch zeigen, dass jede deterministische Turingmaschine effizient
in eine reversible Turingmaschine umgewandelt werden kann, indem sie eine Historie der
Berechnung speichert [CB]. Ubertragen auf eine QTM ist jede Konfiguration aus maxi-
mal einer Vorgangerkonfiguration erreichbar und hat genau eine Nachfolgekonfiguration.
Der entsprechende Zeitentwicklungsoperator flhrt also eine Basispermutation aus, wel-
che immer unitér ist. Daher folgt [BV]:
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Theorem 3.9. P C EQP

Mit dieser Technik kann man auch zeigen, dass BPP C BQP gilt. Dazu simuliert man
die probabilistische und durch ein Polynom p(n) zeitbeschrénkte Turingmaschine, indem
man deren Berechnungspfade als einen String € {0, 1}*(=) kodiert. Die QTM erzeugt
zu Beginn eine Uberlagerung aller y € {0, 1}*{=D und fiihrt tiberlagert jede der 27(2D) de-
terministischen Berechnungen aus, welche man ja in eine effiziente reversible Berechnung
umformen kann. Das Akzeptanzkriterium der probabilistischen Turingmaschine tbertragt
sich auf die QTM. Damit folgt [BV]:

Theorem 3.10. BPP C BQP

Da die Klasse BPP als die Menge der effizient entscheidbaren Sprachen angesehen
wird, wirde sich dies im Angesicht von Quantencomputern auf die Sprachen in BQP
Ubertragen. Daher ist es sehr interessant, eine mdglichst kleine Obermenge fir BQP zu
finden. Das beste bekannte Ergebnis dahingehend ist BQP C PP. Eine leichter nachvoll-
ziehbare Inklusion ist BQP C PSPACE, welche im Folgenden begriindet werden soll.
Dazu muss eine p(n)-zeitbeschrankte QTM M die eine Sprache in BQP entscheidet mit
polynomiellen Platzaufwand simuliert werden, indem fir eine Eingabe z die Akzeptanz-
wahrscheinlichkeit von M berechnet wird und akzeptiert wird, falls diese gréRer als 2/3
ist. Wie schon beschrieben, kann man davon ausgehen, dass die Ubergangsamplituden
aus der Menge {—1,—4/5,—-3/5,0,3/5,4/5,1} gewéhlt sind und damit in polynomi-
ellen Platz darstellbar sind. Nun addiert man die Betragsquadrate der Amplituden der
erreichbaren akzeptierenden Endkonfigurationen, von denen es nur endlich viele gibt, da
der Schreib-/Lesekopf von Zelle 0 aus maximal p(n) Zellen erreicht haben kann. Dazu
sucht man jede dieser Konfigurationen, die sich in polynomiellen Platz kodieren lassen,
mit Tiefensuche von der Startkonfiguration aus und multipliziert dabei ebenfalls mit po-
lynomiellen Platzaufwand die einzelnen Ubergangsamplituden zur Gesamtamplitude fiir
die Endkonfiguration. Ist die Summe der Bestragsquadrate groRer 2/3 wird die Eingabe
akzeptiert und ansonsten verworfen. Damit folgt [BV]:

Theorem 3.11. BQP C PSPACE

Dieses Ergebnis zeigt auch, dass es nur mit weiteren Durchbriichen in der klassischen
Komplexitétstheorie moglich sein wird zu zeigen, dass BQP # BPP gilt. Dies wirde
BPP # PSPACE nach sich ziehen, was bisher nicht bewiesen werden konnte.

3.3 Orakeltechniken in der Quanten-Komplexitatstheorie

Es soll nun ein Argument angefiihrt werden, warum es wahrscheinlich ist, dass Quanten-
computer machtiger sind als klassische Computer. Dazu wird ein Orakelproblem definiert,
welches von Quantencomputern in polynomiellem Aufwand berechnet werden kann und
flr probabilistische Turingmaschinen nur in exponentiellem Aufwand lésbar ist.

Problem 3.12
gegeben: Ein n € N und ein Zufallsorakel O welches fur jedes »n eine Funktion f :
{0,1}™ — {0, 1}" berechnet.
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promise: Fir die Konstruktion des Orakels O wird eine zuféllige n-Bitfolge so(n) #
0...0 und ein Zufallsbit b () gewéhlt. Falls bo(n) = 0 ist, ist f eine gleichverteilt
zuféllig gewdhlte, bijektive Funktion. Falls bp(n) = 1 ist, ist f eine gleichverteilt
zufallig gewéhlte Funktion mit folgender Eigenschaft: Fur alle z,y € {0,1}" gilt
f(z) = fly) & y =z @ so(n). Hierbei bezeichnet & die bitweise XOR-Operation

gesucht: Mithilfe von Orakelanfragen an O soll b (n) bestimmt werden

Simon konnte zeigen, dass keine probabilistische Turingmaschine bo(n) mit hoherer
Wahrscheinlichkeit als 1/2 4 27™/2 (auRer fiir endlich viele ) mit weniger als 2/ Ora-
kelanfragen bestimmen kann [DS]. Fir die Sprache Lo = {1"|bo(n) = 1} qilt also
Lo ¢ BPP°. Jedoch existiert eine QTM, die mit einer Orakelanfrage und in n polyno-
mieller Zeit so(n) und damit bo (n) bestimmen kann. In Abschnitt 6.3.1 wird gezeigt, dass
sich dies auf eine Instanz des abelschen HSP zuriickfiihren l&sst, fiir das im zugehorigen
Kapitel ein allgemeiner Losungsalgorithmus angeben wird. Relativiert zum Orakel O gilt
also BQP # BPP.

Man kann sich nun fragen, wie zwingend die Argumentation mittels Orakeltechnik ist.
Immerhin zeigte Adi Shamir, dass IP = PSPACE [AS], obwonhl relativ zu fast allen Ora-
keln IP # PSPACE [CCG] qgilt. Allerdings wird das Orakel hier nicht als Hilfestellung
zur Losung eines Problems verwendet, sondern ist selbst Bestandteil des Problems, indem
es als Blackbox die zu analysierende Funktion berechnet. In einer realen Rechenmaschi-
ne ware das Orakel O eine Subroutine die effizient die Funktion f berechnet, ohne dass
man der Routine effizient ansehen kann, welche Eigenschaften die berechnete Funktion
besitzt. Dass man einem polynomiell zeitbeschrénkten Algorithmus im allgemeinen nicht
effizient ansehen kann, welche Klasse von Funktionen er berechnet, ist ahnlich plausibel
wie die Annahme, dass P # NP oder dass Einwegfunktionen existieren.

Eine weitere Reihe von wichtigen Ergebnissen fiir die Einordnung der Klasse BQP
lieferten Fortnow und Rogers [FR].

e Fiir beliebige Sprachen L € BQP gilt PP* = PP.

Eine probabilistische Turingmaschine, die eine Sprache mit einer Fehlerwahr-
scheinlichkeit Kleiner als 1/2 entscheiden muss, wird also nicht méchtiger, wenn
ihr ein Orakel, welches eine BQP-Sprache in einem Schritt entscheidet, zur Verfu-
gung steht. Dies impliziert und ist eine starkere Aussage als BQP C PP.

e Es existiert ein Orakel relativ zu dem P = BQP gilt und die Polynomialzeithierar-
chie echt ist.

Um zu zeigen, dass Quantencomputer echt machtiger sind als klassische Computer,
sind also nicht-relativierbare Beweistechniken vonndten, da ein Orakel, relativ zu
dem P und BQP identisch sind, nicht einmal notwendiger Weise zu einem Kollaps
der Polynomialzeithierarchie fuhrt. Von dieser wird vermutet, dass sie zumindest
nicht auf niedriger Stufe kollabiert.

18



4 Darstellungstheorie

4.1 Grundlegende Definitionen der Gruppentheorie

In diesem Abschnitt soll dem mit Gruppentheorie unvertrauten Leser ein kurzer Uberblick
uber einige grundlegenden Definitionen und Notationen der Gruppentheorie gegeben wer-
den. Sie werden im Anschluss flr die Behandlung der Darstellungstheorie benétigt.

Definition 4.1. Das Paar (G, o) mit einer Menge G und einer zweistelligen Verkniipfung
o: G x G — G heilt Gruppe, wenn folgende Axiome erflllt sind:

Abgeschlossenheit: Fir alle Gruppenelemente g,h € G gilt: goh € G
Assoziativitat: Fur alle Gruppenelemente g, hund k gilt: (goh) ok =go (hok)

Neutrales Element: Es gibt ein neutrales Element e € G, mit dem fiir alle Gruppenele-
mente g gilt: goe =cog=yg

Inverses Element: Zu jedem Gruppenelement g existiert ein Element g~ mit go g=! =
g log=e

Eine Gruppe (G, o) heifit abelsch oder kommutativ, wenn die Verkniipfung o symmetrisch

ist, d.h. wenn zusétzlich das folgende Axiom erfillt ist:

Kommutativitat: Fur alle Gruppenelemente g und h giltgoh = h o g.

Die Kardinalitat der Gruppe G wird in dieser Arbeit mit ||G/|| bezeichnet.

Man betrachte fiir eine endliche Menge G und ein g € G die Menge {g, ¢ ¢>, ... }.
Da diese Menge selbst endlich sein muss, existieren i, 7 > 1 mit i < j, sodass ¢g* = ¢.
Also existiert ein n = j — ¢ mit g™ = e. Das Kkleinste n > 1 mit dieser Eigenschaft nennt
man die Ordnung ord(g) von g. Mit (g) bezeichnet man die von g erzeugte Untergruppe
{e,g,9% ...,¢°%9~11 Da fiir beliebige ganzzahlige k. gilt, dass ¢g*¢' = g'g*, ist (g)
abelsch.

Besonders wichtig fur diese Arbeit sind die so genannten Untergruppen.

Definition 4.2. Sei (G, -) eine Gruppe und H C G, sodass (H,-) die Gruppenaxiome
erflllt, so ist H eine Untergruppe von GG. Man schreibt H < G.

Fir eine Untergruppe H < G undeing € GistgH = {g-h|h € H} die von g
erzeugte Linksnebenklasse von H und Hg = {h-g|h € H} die von g erzeugte Rechtsne-
benklasse von H. Da gilt, dass ||gH || = || H||, hat jede Nebenklasse dieselbe Kardinalitét.
Die Relation ~ mit

g~g o gH=4¢H

ist eine Aquivalenzrelation, die G in gleichgroRe Aquivalenzklassen der Kardinalitét || H ||
aufteilt. Damit folgt der Satz von Lagrange, wonach fur eine Untergruppe H < G die
Kardinalitat der Untergruppe || H || ein Teiler von ||G|| ist. Daraus folgt insbesondere, dass,
wenn ||G|| eine Primzahl ist, G nur die trivialen Untergruppen {e} und G besitzt. Ist g also
ein von e verschiedenes Element von G, so stimmt die von g erzeugte Untergruppe (g)
bereits mit G tberein. Gruppen mit dieser Eigenschaft heiRen zyklisch und sind immer
abelsch.

Eine bedeutende nichtabelsche Gruppe ist die symmetrische Gruppe, die nun definiert
wird.
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Definition 4.3. Eine Permutation 7 auf einer Menge M ist eine bijektive Abbildung 7 :
M — M. Die symmetrische Gruppe Sym( M) bezeichnet die Menge aller Permutationen
auf M, wobei als Gruppenoperation die Verknupfung der Funktionen betrachtet wird. Fur
M = [n] ={1,2,...,n} schreibt man fur Sym(M) auch S,.

Eine Untergruppe P < Sym(M) heist Permutationsgruppe.

Sei (G, -) eine Gruppe mit dem neutralen Element e. Jedes Gruppenelement g definiert
dann fiir alle ¢ € G eine Permutation 7, : G — G auf der Menge M = G via 7,(¢') =
g-g. Wegen 7, om, = m,, istdie Menge Po = {7,|g € G} eine Untermenge von
Sym(G) und damit eine Permutationsgruppe. Die Abbidung 7" : G — Pg mit T'(g) = =,
ist ein Gruppenisomorphismus, da

e 7T nach Definition surjektiv ist,
e T'wegenT'(g) =T(g") = my(e) = my(e) = g = ¢’ injektiv ist, und
e T'wegenT(g-g') = myy = my0m, =T(g)oT(g') ein Homomorhismus ist.

Damit folgt der Satz von Cayley, nach dem jede Gruppe G isomorph zu einer Permutati-
onsgruppe P ist, wobei || P|| < ||G]| ist.

Ein weiterer fur die Darstellungstheorie wichtiger Begriff ist der der Konjugiertheit von
Gruppenelementen.

Definition 4.4. Sei G eine Gruppe. Zwei Gruppenelemente g, ¢’ € G heien zueinander
konjugiert, wenn es ein h € G gibt mit

g = hgh™

Die Konjugiertheit bildet eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen heissen Kon-
jugationsklassen.

Definition 4.5. Sei GG eine Gruppe. Sei H < G eine Untergruppe, sodass fir alle g € G
gilt gHg~! = H, so bezeichnet man H als normale Untergruppe oder Normalteiler und
schreibt H < G.

Eine normale Untergruppe H < G ist also eine Vereinigung von Konjugationsklassen
von G.

Definition 4.6. Sei (G, -) eine Gruppe und H < G eine normale Untergruppe, so bezeich-
net man mit
(G/H,0)

die Faktorgruppe, wobei G/H = {g - H,g € G} die Menge der Linksnebenklassen von
H bezeichnet und die Gruppenoperation o definiert ist Uber

XoY={z-ylreXundy Y}

Die Norm von G/ H ist wegen des Satzes von Lagrange ||G/H|| = ||G|| / || H]|. AuRer-
dem ist klar, dass in einer abelschen Gruppe jede Untergruppe eine normale Untergruppe
ist, da immer gHg ' = gg~'H = H gilt.
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Definition 4.7. Das direkte Produkt zweier Guppen (G, -) und (H, e) mit den neutralen
Elementen 15 und 14 ist die Menge der Tupel G x H zusammen mit einer Operation o,
die komponentenweise definiert ist tber

(g,h)o(¢',h)=(g-g,heh’) furg,gd € Gh,h' € H

Dabei ist (G x H, o) wieder eine Gruppe mit dem neutralen Element e = (1, 1), die
kurz mit G x H bezeichnet wird. Sind G und H abelsch, so ist es auch G x H.

Definition 4.8. Fir eine Gruppe G und ein S C G ist (S) die Menge aller endlichen
Produkte von Elementen von S und ihren Inversen.

4.2 Darstellung von Gruppen

Wie schon erwéhnt, ist die Fouriertransformation (FT) der Schlissel zur Losung des HSP
auf Quantencomputern. Die FT ist hauptséchlich als Mdglichkeit bekannt, eine Funktion
im Frequenzraum darzustellen. Auf einer Gruppe G definiert, ist die FT eine Transfor-
mation die eine Funktion f : G — C in eine Funktion auf dem Raum der Darstellungen
von G abbildet. Darstellungen bilden dabei GG auf die Gruppe G L (V') der linearen inver-
tierbaren Abbildungen eines Vektorraums V' Uber dem Koérper C auf sich selbst ab. Eine
Darstellung ist wie folgt definiert:

Definition 4.9 (Dar stellung). Sei G eine Gruppe. Als Darstellung von G bezeichnet man
einen Homomorphismus p : G — GL¢(V'), d.h. es muss gelten

p(gh) = p(g) o p(h) flralle g, h € G 1)

Da im Folgenden endliche Gruppen betrachtet werden, benétigt man nur einen Vektor-
raum endlicher Dimension d. Firr eine gegebene Basis (e;) des Vektorraums ist p(G) also
eine Menge von invertierbaren d x d-Matrizen die via Matrixmultiplikation auf Elemen-
te v des Vektorraums V' wirken. Fir p(g)(v) wird im Folgenden manchmal auch kirzer
pqv geschrieben. Die Dimension des zu p gehdrenden Darstellungsraumes V' sei mit d,,
bezeichnet.

Beispiele fur Darstellungen

Triviale Darstellung. Die triviale Darstellung einer Gruppe G ordnet jedem Gruppenele-
ment die 1 zu. Sie wird mit 15 bezeichnet. Man Uberzeugt sich leicht, dass dies
der Definition 4.9 geniigt. Wenn dies hier auch noch nicht besonders sinnreich er-
scheint, wird diese Darstellung im Folgenden noch eine wichtige Rolle spielen.

Permutationsdarstellung. Sei G eine Permutationsgruppe einer endlichen Menge
X = {x1,...,x,}. Als Vektorraum betrachte man V' = C" mit einer Basis
(Exyy---,€z,). Sei m € G eine Permutation, dann ordnet ihr die Permutationsdar-
stellung perm(m), eine Permutationsmatrix P Uber V' zu mit

1 wennn(z;) =,
bij =
0 sonst

In jeder Zeile und Spalte der Permutationsmatrix steht genau eine 1.
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Regulare Darstellung. Jede Gruppe G definiert nach dem Satz von Cayley eine Per-
mutationsgruppe auf G selbst, indem die Permutation 7, (k) fur g,h € G durch
my(h) = g o h € G definiert wird. Die Permutationsdarstellung fur X = G heif3t
regulare Darstellung und wird mit reg(g) bezeichnet. Die Darstellung reg, trans-
formiert dann einen Basisvektor e, nach eg,.

Mithilfe der Matrixdarstellung werden die Fourierkoeffizienten p;; : G — C einer
Darstellung p definiert als:

pij(g) = (Pg)z‘j 2)
Sei nun der Fall gegeben, dass fir eine Darstellung p ein nichttrivialer Untervektorraum
W C V existiert, der invariant unter der Wirkung von G ist, also firw € W und g € G

ist wieder p,w € W. Die Einschrankung der linearen Abbildung p, auf den Unterraum
W sei mit p;" bezeichnet. Diese ist wieder eine Darstellung von G. Sei nun

W+ ={veV|firallew e W gilt (v|w) = 0}. (3)

Dabei ist (v|w) = >_ o (pgv] pyw) ein mit Hilfe des Standardskalarprodukts ( | ) defi-
niertes Skalarprodukt auf V/, das invariant unter der Wirkung von G ist. D.h. fur beliebige

P e g

h € Gunfu,w e Vist (ppv| prw) = (v| w). Damit gilt:

1. V. = WeW+: Jeder Vektor v € V kann in eindeutiger Weise als Summe v = w-+w’
mitw € W und w’ € W+ geschrieben werden.

2. W+ ist ebenfalls invariant unter der Wirkung von G

3. Sei dy die Dimension von W und (ey,...,eq, ) eine Basis von W und
(€dy 415 - - - > €q,) eine Basis von W+, In der Basis B = (ey,...,€q,, - - ., €q,) Z€er-
fallen auf Grund der Invarianz der Unterrdume die Darstellungsmatrizen in Blocke:

Py = by Y
g 0 p:]/[/l

Man sagt auch, dass die Darstellung p die direkte Summe der Darstellungen ng und
pi¥" ist, und schreibt p, = p!V & pIV".

4. Orthogonalisiert man die Basis B beziiglich des Skalarprodukts (N|) so sind die
Matrizen pg", pg‘“ und p, unitar. Man spricht in diesem Fall von einer unitaren
Darstellung.

Findet man einen unter GG invarianten Untervektorraum W C V, so kann man die
Darstellung in eine direkte Summe von Darstellungen zerlegen. Dies fuhrt auf den Begriff
der irreduziblen Darstellung.

Definition 4.10. Eine Darstellung p : G — GL¢(V) einer endlichen Gruppe G heif3t
irreduzibel, falls fur jeden Untervektorraum W C V gilt:

W istunter G invariant < W =V oder W = {0}

Da jede Darstellung nur endlich oft zerlegt werden kann, erhalt man:

Theorem 4.11. Jede Darstellung ist eine Summe irreduzibler Darstellungen
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4.3 Charaktere einer Darstellung

In der weiteren Behandlung der Darstellungstheorie erweisen sich die so genannten Cha-
raktere der Darstellungen als niitzlich. Wie zu sehen sein wird, charakterisieren sie Dar-
stellungen dahingehend, dass dquivalente Darstellungen denselben Charakter haben wer-
den.

Definition 4.12 (Charakter). Sei p : G — GLc(V) eine Darstellung einer endlichen
Gruppe G, so wird eine Funktion x, : G — C mittels

Xo(9) = Sp(p,) flralleg € G (4)

definiert, welche Charakter der Darstellung p heiflt. Mit Sp(()-) wird die Spurbildung
bezeichnet.

Man kann durch geeignete Basiswahl voraussetzen, dass die Matrizen p, unitar sind.
Das heil3t insbesondere, dass sie diagonalisierbar sind. Da die Spurbildung basisunab-
héngig ist, kann man davon ausgehen, dass die Matrizen in Diagonalform vorliegen, was
schnell zu einigen im Folgenden wichtigen Eigenschaften von Charakteren fiihrt:

1. Sei e das neutrale Element von G, so ist x,(e) = Sp(p(e)) = Sp(14,) = d, die
Dimension des Darstellungsraums

2. X,(9) = M\ + - -+ A, ist die Summe der Eigenwerte von p,
3. Xp(hgh™) = Sp(prpy pr-1) = x,(9). D.h. x,(g) ist konstant auf allen Elementen
—1

der Konjugationsklasse von g.

4. Da G endlich ist, existiert fur jedes g € G einr mit g" = e. Fur dieses gilt
Py = g =nlg" =e) =14,

Also ist \7 = 1 fiir 1 <4 < n, womit man folgert, dass |\;| = 1und \; ' = \;

5. xp(97) =Sp(p7(9)) = AT+ H AT = A A = x,(9)
Eine Funktion mit Eigenschaft 3 heift zentrale Funktion:

Definition 4.13. Sei G eine Gruppe und A eine Menge. Eine Funktion f : G — A, die
konstant auf Konjugationsklassen von G ist, heif3t zentrale Funktion von G.
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Beispiele fur Charaktere

Permutationsdarstellung. In einer Permutationsmatrix P entspricht eine 1 in der Dia-
gonalen einem fixierten Element der Menge. Es gilt also:

Xperm(g) = Anzahl der durch ¢ fixierten Elemente

regulare Darstellung. Das neutrale Element ist eindeutig in einer Gruppe G, es gilt gh =
h < g =efir g, h € G. Daher ist reg, eine Permutationsmatrix, die alle Elemente
permutiert, auller wenn g = e das neutrale Gruppenelement ist. Es gilt somit:

|G| wenng=e
re 5
Xreg(9) = {O sonst )

Definition 4.14 (Skalarprodukt). Zwischen zwei komplexwertigen Funktionen fi, fo :
G — C auf einer endlichen Gruppe G ist ein Skalarprodukt definiert tber

(Al f2) = Zﬁ (6)
gEG

Geht man von einer unitaren Darstellung aus, in der gilt p;l = pg, so folgt fir das
Skalarprodukt zweier Fourierkoeffizienten

(pis] Pr) sza “Doilg

gGG
Ebenso gilt fiir das Skalarprodukt der Charaktere wegen der 5. Eigenschaft:

_ 71
||Gr| 2 Xelg™ el

geG

(Xpl x7) =

Um den Raum der Funktionen f : G — C und insbesondere der Untermenge der
zentralen Funktionen zu analysieren, ben6étigt man vollstandige Orthonormalsysteme auf
diesen Funktionenrdumen. Es wird sich zeigen, dass die Fourierkoeffizienten im ersteren
und die Chakaktere im letzteren Fall genau dies leisten. Um dies zu zeigen, benétigt man
die Aussagen des Schur’schen Lemmas.

4.4 Schur’'sches Lemma

Definition 4.15 (Aquivalenz von Darstellungen). Zwei Darstellungen p : G —
GLc(V)und p' : G — GLc(W) sind dquivalent (geschrieben p = ), wenn ein Iso-
morphismus @ : V' — W existiert, sodass fur alle g € G

Pop,=p,od

Dies heif3t, dass sich die Darstellungsmatrizen dquivalenter Darstellungen durch einen
Basiswechsel ineinander tberflhren lassen. Im Folgenden wird oft die Menge aller ir-
reduziblen Darstellungen bendtigt, wobei man von allen dquivalenten Darstellungen nur
einen Représentanten auswéhlt. Wie spéter noch klar wird, muss man immer einen Re-
présentanten wéhlen, der auf eine Menge von unitdren Matrizen abbildet, was sich immer
durch einen Basiswechsel erreichen l&sst.
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Definition 4.16. Zu einer Gruppe G bezeichne G eine Menge aller irreduziblen, nichta-
quivalenten unitéaren Darstellungen.

Die Zuordnung G zu G ist nicht eindeutig, aber samtliche Ausfiihrungen werden unab-
hangig von der konkreten Wahl von G sein.

Beobachtung 4.17. Man sieht sofort, dass wegen Sp(p,) = Sp(®~"p,®) = Sp(p;), Zwei
aquivalente Darstellungen denselben Charakter haben.

Lemma 4.18 (Schur’sches Lemma [JPS]). Es seien p : G — GLc(V)und p' : G —
G Lc(W) zwei irreduzible Darstellungen einer endlichen Gruppe G und f : V. — W
linear, sodass fur alle g € G gilt p, o f = f o p. Dann gilt:

1. pnicht &quivalentzu p’ = f =0
2. V=Wundp=p = f=X-1;, mitAeC

Beweis. ad(1): Sei nicht f = Ound z € kerf = {v € V| f(v) = 0}. Dann ist
0 = pj o f(z) = f o py(x) fir beliebige g € G . Also ist p,(z) € ker f und damit
ker f invariant unter der Wirkung von G. Da nach Vorraussetzung p irreduzibel ist, folgt
daraus entweder ker f = {0} oder ker f = V, wobei der zweite Fall entfallt, da f = 0
ausgeschlossen wurde. FUr beliebige v € V und g € G qilt pj, o f(v) = f o py(v). Also
ist fur jedes f(v) € im(f) = f(V') auch p, o f(v) € im(f). Also ist auch im(f) invariant
unter der Wirkung von G. Es folgt wieder entweder im(f) = 0 oder im(f) = W, wobei
diesmal im(f) = 0 entfallt. Wegen ker f = 0 und im(f) = W ist f ein Isomorphismus
fiir den nach Voraussetzung gilt f o p,(v) = p, o f(v), womit die erste Aussage bewiesen
ist.

ad(2): Sei V.= W und p = p’ und sei A eine Losung der Eigenwertgleichung f(v) =
A - v, die Uber dem Korper C immer existiert. Sei f* = f — A, was mit p o f' = f" o p,
wegen (1) impliziert, dass f/ = 0. Also f = . m

Mithilfe des Schur’schen Lemmas wird nun gezeigt, dass die Fourierkoeffizienten or-
thogonal sind. Daraus wird gefolgert, dass auch die Charaktere orthogonal sind. Die Men-
ge G bildet sogar ein vollstandiges Orthonormalsystem (VONS) auf dem Funktionenraum
der zentralen Funktionen. Dies wird zu der wichtigen Erkenntnis flihren, dass es genauso
viele nicht dquivalente irreduzible Darstellungen gibt, wie es Konjugationsklassen gibt.

Satz4.19. Seien p : G — GLc(V)und p' : G — GLc(W) zwei irreduzible, nicht
aquivalente und unitare Darstellungen von G, dann gilt fir beliebige i, j, &, [

(5] o) =0 (7)

1
——001; (8)

(pijl pic) = o

Beweis. Fr eine gegebene lineare Abbildung ~ : V' — W seli

0 1 /0 —1
h = mzp(g )h p(g)

geG
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Damit gilt
o (g)"'h%p ||G|| Zp ") hp(sg) = h°
e

Da also p'(g)h® = h%p(g) kann man mit f = h° das Schur’sche Lemma anwenden. Um
die erste Aussage zu beweisen, betrachtet man Fall 1 aus dem Lemma in Matrixform.
Wegen der Unitaritat der Darstellungen gilt p’(g~') = p'(9)~" = (0'(9))'.

0 = fjl - hjl HGH Zzpﬂ ’Lk‘pkl(g)

geG ik

Pij (g)

Um dies flr beliebige hy; zu erfiillen, muss also bereits (péj\ Plk) = 0 sein.

Fir die zweite Aussage nutzt man entsprechend den zweiten Fall des Schur’schen Lem-
mas, wobei man nun p’ = p setzt. Fiir ein A € C gilt also h° = A1,,. Man bestimmt A
mittels

Sp(h
HGHZSp Py hpg) =Sp(h) =X -dy = A= d()
geG v
Damit folgt:
= HGH Z sz] zkpkl - )\5jl - d thk(szk(sﬂ
geG ik v
Die zweite Aussage folgt dann, da wieder h,,; beliebig gewahlt werden kann. m

Korollar 4.20. Es sei p eine irreduzible Darstellung einer Gruppe G. Dann gilt:
Z o) {1 falls p = 1¢
p lg Pij) =
geG 0 sonst

Aus dem vorherigen Satz l&sst sich nun leicht durch Spurbildung die Orthonormalitét
der Charaktere beweisen.

Korollar 4.21. Es seien y, x’ die Charaktere zweier irreduzibler nicht aquivalenter Dar-
stellungen p, p’ einer Gruppe G. Dann gilt:

L. (xIx) = (Sp(p)ISp(p)) = >_; (pil pi;) =1
2. (xIX) = (Sp(p)|Sp(p) = X, (par] p;) = 0O
Satz 4.22. Sei G eine endliche Gruppe, dann bildet die Menge der Charaktere {x,|p €

G‘} ein VONS des Funktionenraums der zentralen Funktionen f : G — C mit f(hgh™!) =
f(g)furalleg,h € G.
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Beweis. Die Orthogonalitat wurde bereits gezeigt. Es bleibt nur noch die Vollstandigkeit
zu zeigen. Dazu beweist man, dass jede zentrale Funktion f, die zu allen Basisvektoren
orthogonall i?t' selbst nur Null sein kann. Fiir ein p € G sei pf) = ”—C{,” > gea F(9)p(g)-
Dann folgt fur beliebige h € G

=1 ()

=u

Es gilt also p,p'f) = p¥)p;, und man kann die zweite Aussage des Schur’schen Lemmas
anwenden und folgern, dass p'¥) = A1, fiir ein A\ € C. Durch Spurbildung erhalt man:

D F@xolg) = (flxs) =0 = A =0

geG

HGH

Es gilt also fur beliebige p € G, dass dec f(g)p(g) = 0. Wahlt man fur p = reg die
reguléare Darstellung und multipliziert die Gleichung von rechts mit e, dem Basisvektor
der ldentitat in G, so folgt:

=> flgreg(g)-e1 =Y _ flg)ey =
geG geG
Dies zeigt, da jede Komponente des Vektors verschwinden muss, dass f = 0. m

ADie Dimension des Funktionenraums der zentralen Funktionen wird durch die Anzahl
HGH der Charaktere gegeben, die wie gezeigt ein VONS bilden. Fir eine Konjugations-

klasse K C G sei
1 fallsge K

0 sonst

fK(g) = {

die Indikatorfunktion von K C . Die Indikatorfunktionen bilden ebenfalls ein vollstén-
diges Funktionensystem der zentralen Funktionen. Man kann also folgern:

Korollar 4.23. Sei GG eine endliche Gruppe, dann gilt
HGH = Anzahl der Konjugationsklassen in G

Mit Hilfe dieses VONS kann man nun wichtige Aussagen der Darstellungstheorie leicht
ableiten. Fiir eine Gruppe G sei G = {p1, .., pr} die Menge der irreduziblen, nicht &qui-
valenten Darstellungen. Dann ist jede Darstellung 7 von G &quivalent zu einer direkten
Summe der Darstellungen in G

T=mypy © - O Mmypg,
wobei m;p; = p; ® .. .; ® p; bedeutet. Da &quivalente Darstellungen denselben Charakter
———
m; Mal
haben, kommt man durch Spurbilder der Gleichung zu:

X+ = M1 Xp, + e+ mMEXps,
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Nun ist aber (x,,)1<i<x €in VONS. Man kann also . darstellen als:

Xt = (X/J1| XT) Xpp T+ (ka‘ XT) Xpx

Das heift also, eine irreduzible Darstellung p; ist in jeder Darstellung 7 immer m; =
(Xp:| x+) Mal enthalten ist. AuBerdem sieht man, dass auch die Umkehrung von Beob-
achtung 4.17 gilt. Da zwei Darstellungen 7 und 7’ dquivalent sind, wenn sie denselben
Satz von Koeffizienten m, . .., m; besitzen, ist die Gleichheit ihrer Charaktere eine hin-
reichende Bedingung fir ihre Aquivalenz. Es gilt also

Korollar 4.24. Fiir eine endliche Gruppe G und zwei Darstellungen , 7’ € G gilt
TET S X = X

Setzt man fur 7 = reg die regulére Darstellung ein, erh&lt man mit Gleichung 5:

(X/h Xreg ’GH ZX/L Xreg Xpi(e) = dpi

geG

Jede irreduzible Darstellung p € G ist also in der regularen Darstellung d,-Mal enthalten
ist. Des weiteren sieht man, dass:

|Gl = Xregle) = Sp(reg(e Z dpXp(€) =Y d) 9)

pGG

Korollar 4.25. Sei G eine endliche Gruppe, dann bildet die Menge der Fourierkoeffi-
zienten {p;; [p € G 1 < 4,5 < d,} ein VONS des Funktionenraums der Funktionen
f:G—C.

Beweis. Die Orthogonalitat wurde in Satz 4.19 gezeigt. Der Funktionenraum hat die Di-
mension ||G||. Z.B. ware {,(x) | g € G} ein VONS, wobei

1 flirz=yg
5 f—
o) {O sonst

Die Anzahl der Fourierkoeffizienten ist > d?, was nach Gleichung 9 gleich der Di-
mension des Funktionenraums ist. m

4.5 Darstellung abelscher Gruppen

Warum kann man das Hidden Subgroup Problem flr abelsche Gruppen auf Quantencom-
putern effizient 16sen, jedoch i.A. nicht fiir nichtabelsche Gruppen? Dies liegt daran, dass
abelsche Gruppen einen besonders einfachen Satz irreduzibler Darstellungen besitzen, der
im Folgenden konstruiert werden soll.

In abelschen Gruppen ist wegen hgh~' = hh~'g = ¢ in jeder Konjugationsklasse

genau ein Element von G. Wegen Korollar 4.23 gilt also |G| = HGH Aus Gleichung 9

folgt dann
o - ®

peG
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was nur erfiillbar ist, wenn alle p € G die Dimension d, = 1 haben. Dies heift auch, dass
eine Darstellung identisch zu ihrem Charakter ist.

Es soll nun eine Menge von irreduziblen, nichtdquivalenten Darstellungen einer abel-
sche Gruppe angegeben werden. Dazu nutzt man, dass sich jede endliche abelsche Gruppe
als Produkt zyklischer Gruppen darstellen lasst.

Satz 4.26 (Struktursatz fur endliche abelsche Gruppen). Es sei G eine endliche, abel-
sche Gruppe mit ||G|| > 1. Dann existieren eindeutig bestimmte Zahlen r,d;,...d, € N
mit 1 < dy|ds| ... |d,, zu denen es Elemente b; € G mit ord(b;) = d; gibt, sodass

G = (by) x -+ x (b,)
(0.B.)

Sei also zuerst eine zyklische Gruppe (a) betrachtet.

Satz 4.27. Fir eine zyklische Gruppe G = (a) mit |G| = ord(a) = n bilden folgende
Darstellungen p,. : G — GLc¢ die Menge der irreduziblen, nicht &quivalenten Darstel-
lungen G

pr(a”) =W furk =0,...,n—1

Wobei w, = e@ die primitive d-te Einheitswurzel ist.

Beweis. Esgqiltfirk =0,...,n—1

_ kr ks k(r+s)

pk(&T)pk(&s) =W, Wy =Wy = pk(&TJrs)

= pr(a"a®)

Also sind die p, Homomorphismen. Sie sind natirlich irreduzibel, da sie eindimen-
sional sind. Korollar 4.24 zeigt, dass keine zwei Darstellungen &quivalent sind, da sich
ihre Charaktere unterscheiden, die im eindimensionalen Fall ja gleich der Darstellungen
selbst sind. Aus Gleichung 10 folgt, dass die komplette Menge (- angegeben wurde, da es

n=|G| = HGH indquivalente Darstellungen gibt. n

Um dies auf das direkte Produkt endlich vieler zyklischer Gruppen zu erweitern, beno-
tigt man noch folgenden Satz:

Satz 4.28. Sei (A, -) eine abelsche Gruppe mit A = {p1,..., pm} und G = (A x (b) , e)
das direkte Produkt von A und einer zyklischen Gruppe mit ord(b) = n Elementen, so
bilden folgende Darstellungen 7, : G — G L¢ die Menge der irreduziblen, nicht aquiva-
lenten Darstellungen G

Ti((a, 7)) = pi(a) - furi=0,....m—1,k=0,...,n—1unda € A
Bewels. Esqiltfiri=0,...,m—1undk=0,...,n—1

7ir((a, b)) 7ae (0, 5)) =pi(a) - wi” - pila) - wy®
(o)A

=T ((ad’, b"b°%))
=Tix((a,b") ® (d',b%))
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Da A abelsch ist, sind die p; eindimensional, also auch die 7;;, womit Irreduzibilitat
gegeben ist. Die Indquivalenz bertragt sich ebenso, mit derselben Begriindung, wie im

Beweis des vorangegangenen Satzes. Wegen ||G|| = || A]| - [|(B)] = HAH . n folgt, dass G
vollstandig angegeben wurde. m

Korollar 4.29. Sei G = (a1) x - -+ x {(ax) mit ord(a;) = n;, so bilden folgende Darstel-
lungen p;, 4, : G — GLc die Menge der irreduziblen, nicht aquivalenten Darstellungen

G

k
o (@ a)) = [Twi
Jj=1

fur0§l1§n1—1,,0§lk§nk—1

Beweis. Mittels Induktion Gber k& mit Induktionsanfang aus Satz 4.27 und Induktions-
schritt aus Satz 4.28. -
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5 Fouriertransformation fur Gruppen

Kern jedes Quanten-Algorithmus Uber versteckte Untergruppen ist die Fouriertransforma-
tion fur Gruppen. Im Spezialfall abelscher Gruppen wird sie sich als die vielleicht schon
bekannte diskrete Fouriertransformation herausstellen.

Definition 5.1 (Fouriertransfor mation tiber endlichen Gruppen). Sei G eine endliche
Gruppe und f : G — C eine komplexwertige Funktion auf G, so ist die Fourietransfor-
mierte f an der Stelle p als die d,, x d,-Matrix

61 2/

geG

definert.

Wie kann man nun allgemein Funktionen f und fauf Quantencomputern darstellen?
Man speichert sie als Zustandsvektoren ihrer Funktionswerten als Amplituden ab.
Fur Funktionen f : G — C wahlt man als Basis das VONS {4, | ¢ € G}, wobei

1 firz=yg
5 pr—
() {O sonst

Somitist f = > . f(9)d,. Sei G = {g1,...,9gn}, dann reprasentiert man eine Basis-
funktion ¢,, einfach durch die Zahl 7 und schreibt |g;) fur den Zustandsvektor des Quan-
tencomputers, der diese Zahl speichert. Dann wird eine Funktion f einfach gespeichert

als
||fH 220

geG

wobei der Zustand durch das Dividieren durch || f||* = > g |(g)|” normiert wird.
Fur Funktionen f wahlt man entsprechend als Basis das VONS {6,;; | p € G1 <1,j <
d,}, wobei
1 fir(p,i,5) = (7, k,1)
0 sonst

5pij(7—7 ka l) = {

Dannist f = > pel Z” L f(p)ij0pi5.S€I G = {p1, ..., pi}, dann reprasentiert man eine
Basisfunktion ¢ ,,,;; durch das Tripel (Z, 7, j) und schreibt | p;ij) fir den Zustandsvektor des
Quantencomputers, der dieses Tripel speichert.

Dann wird eine Funktion f gespeichert als

‘f> UFT‘f |f“ Z Z f P)ij 1pij)

peG’Lj 1

Die Normierung muss nicht angepasst werden, da die Fouriertransformation, wie noch zu
sehen sein wird, unitér ist.
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Um zu berechnen, wie die Fouriertransformation auf einen festen Basisvektor |g) mit
g € G wirkt, setzt man einfach f = 4,. Dann folgt

. d,
fp) = mﬂ(g)

Das heil3t, die Fourier Transformation bildet einen Basisvektoren |g) wie folgt ab:

peG bi=1

Quantencomputer kdnnen aufgrund der physikalischen Gesetze nur unitére Transfor-
mationen bezuglich des Skalarproduktes (-| -) ausfiihren. Man muss also noch testen, ob
auch die Fouriertransformation unitar ist. Dazu muss man davon ausgehen, dass die p € &
unitar sind, was man jedoch immer kann. Damit beweist man zuerst folgendes Lemma

Lemmab5.2. Sei G eine Gruppe und g, ¢’ € G, dann gilt
H p” pisl9 0 sonst

Beweis. man benutzt, dass fir die unitaren Dartellungen gilt p;;(g) = p}i(g) = P}il(g) =
pji(g~"). Damit ist

> pi(@)pis(a) =D pilg i) = Splplg™e(e) = x,(97'9)

ij=1 ij=1
Des Weiteren ist

G| fallsg=e
D doxp(9) = Xreg(9) = {H |

< 0 sonst
peG
womit die Behauptung folgt. m
Satz 5.3. Die Fouriertransformation UFT ist eine unitare Transformation.

Beweis. Mithilfe des Lemmas 5.2 kann man leicht zeigen, dass die Fouriertransformation
das Skalarprodukt invariant l&sst:

fla) = F0)ii - (0 ki {pigl oK)
dp
=> > F0)i- 30
peéivjzl
ZZ H || Z f ng )pij(g,)
cG =1 g9,9'€G
(Lemma 5.2 =) :Zf 9)9(9) = (fl9)

geG
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Die Fouriertransformation ist also unitar. -

Nun, da gezeigt wurde, dass die Fouriertransformation UFT unitar ist, kann man leicht
ihre Inverse angeben, indem man die Transformationsmatrix adjungiert. Aus der Basi-

stransformation
UFT ‘g Z Z HG plj ‘pl.]>

c@G i,J=1
liest man die Matrixelemente ab:
<pij Upr ’g> = ipij(g)
1G]l
Wegen UT = U~ sieht man, dass
. N d —
<g Upr ’pw> = < ’g> = —Hé’Hpm(g)-

Die inverse Fouriertransformation angewendet auf einen Basisvektor |pij) ist also

FT’ij HG me

geG

Insbesondere ist damit die inverse Fouriertransformation der trivialen Darstellung 14:

FTHle?l G Z‘g
1G]l | =%

was eine Mdglichkeit liefert, eine Superposition aller Gruppenelemente zu erzeugen.
Es sei abschlieRend die Fouriertransformation der abelschen Gruppe G = (a) mit

G| = HGH = ord(a) = n betrachtet. Hier haben die Darstellungen die Form
pr(a”) = wkr firk = 0,...,n — 1. Kodiert man ein Gruppenelement a” mit dem Zustand
|r) und eine Darstellung px mit |k), vollzieht die Fouriertransformation die Abbildung

n—

).

1
k=0

1
W'—)ﬁ

Ist n eine Zweierpotenz, lasst sich diese Transformation mit O(n?) elementaren Quan-
tentransformationen berechnen. Sonst ist kein polynomieller Quantenalgorithmus be-
kannt, der die Fouriertransformation exakt berechnet. Es stellt sich generell das Problem,
flr eine gegebene Gruppe einen effiziente Quantenfouriertransformation zu finden.
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6 Das Hidden Subgroup Problem

Zur Erinnerung, hier noch einmal die Definition des Hidden Subgroup Problem (HSP):

Problem 6.1 (HSP)
gegeben: Eine Funktion f : G — A, wobei G eine endliche Gruppe und A eine beliebi-
ge Menge ist.

promise: Es existiert eine Untergruppe H < G, sodass f auf unterschiedlichen Links-
nebenklassen gH verschiedene Werte annimmt und auf allen Linksnebenklassen
konstant ist.

gesucht: Ein vollstandiger Satz von Generatoren S C G mit (S) = H

Um die Funktion f in einem Quantenalgorithmus zu nutzen, muss sie natdrlich durch
einen Quantenschaltkreis berechnet werden kdnnen. Das heifst, man muss A durch Zah-
len représentieren und f mittels der unitére Transformation U; berechnen, die auf einen
Zustand |g) |b) wie folgt wirkt:

Us(19) b)) = 19) [b @ f(9))

wobei mit & die bitweise Addition bezeichnet ist.

Fast alle auf Quentencomputern effizient I6sbaren Probleme, flr die kein effizienter
klassischer Algorithmus bekannt ist, werden mithilfe des folgenden Quantenalgorithmus
gelost:

Algorithmus 6.2
1. Prapariere den Anfangszustand |1, 1, 1) |0)

2. Erzeuge eine Uberlagerung aller Gruppenelemente (im Allgemeinen durch Anwen-
dung von Up;)
> lg)lo
\Gu o

3. Wende U; an und erzeuge damit den Zustand
1
T 219 1f(g
el g;}w ) 1£(9))

4. Messe das letzte Register. Das Ergebnis sei z. Dann besteht das erste Register aus
einer Uberlagerung aller Gruppenelemente ¢ € G fiir die f(g) = z ist. Da f
konstant auf allen Linksnebenklassen einer Untergruppe H < G ist, existiert ein
¢ € (G, sodass sich der neue Zustand im ersten Register ergibt zu:

cH
[cH) = TIH heZH!

Da auch fur den neue Zustand ||cH || = /{cH|cH) = 1 gelten muss, &ndert sich
der Vorfaktor entsprechend. Das letzte Register kann nun vernachlassigt werden.
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5. Wende die Fouriertransformation an.

i & d, 3
UprlcH) =) ) [EBIEl > pleh)i; |pig)

peC ihi=1 heH

6. Messe das erste Quantenregister |p) (in der schwachen Form des Algorithmus) oder
alle Register |pij) (in der starken Form) und bestimme p bzw. ein Tripel (p, i, j)

7. Verwende p bzw. p, i und 7, um klassisch ein Erzeugendensystem der versteckten
Untergruppe zu berechnen.

Es soll nun erkundet werden, welche Information das Messen im vorletzten Schritt
liefert. Die Wahrscheinlichkeit W.(p, 1, j), einen bestimmten Zustand |pij) zu messen,
unter der Voraussetzung, dass f gerade den Wert fir die Linksnebenklasse cH geliefert
hat, entspricht nach Postulat 4 dem Amplituden-Betragsquadrat:

> plch)y;

heH

2

d
Wc ,'7' - 7r
(0.3 = J@T- ]

6.1 Die schwache Form des Algorithmus

Man summiert tiber 7 und 5 auf, um die Wahrscheinlichkeit fur das ausschliel3liche Messen
der Darstellung p zu bestimmen.

Wao) = S Wi )

ij=1

Fir eine Matrix A kann man die folgende Norm definieren:

|A||* = § |Ay]* = Sp(ATA)
ij
Damit kann man schreiben:
2

W(p)e

> plch)

heH

— d/’
G- (1]

Eine unitare Matrix U mit UTU = 1 verandert die Norm im folgenden Sinne nicht
IUA|* = Sp((UA)'UA) = Sp(ATUTUA) = Sp(ATA) = || A"

Da die Darstellung unitar gewahlt wurden (das musste man schon, damit die Fou-
riertransformation selbst unitér ist), gilt ||>,.; p(ch)|| = |[p(c) X perp(h)|| =
1> p(R)]| und man kann W (p). vereinfachen zu:

> p(h)

heH

d

W(p)e =t
1G]] - (1 H]]

Damit kdnnen zwei wichtige Dinge festgestellt werden:
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e Durch die Fouriertransformation ist die Zufélligkeit der Nebenklasse in der Uber-
lagerung |cH) = \/”7 > nen [ch) eliminiert. Im Folgenden kann man also W (p)

anstatt 1W..(p) schreiben.

e Der Messwert x von f ist belanglos, da die Wahrscheinlichkeit fiir die Messung von
p vollig unabhdngig von ihm ist. Er liefert also keine zusétzliche Information.

Es soll nun versucht werden, das Ergebnis weiter zu vereinfachen. p ist eine irreduzible
Darstellung flr G, das heil3t, es gibt keinen Untervektorraum der invariant ist unter der
Wirkung von G. Dies muss jedoch nicht fur die Untergruppe H < G gelten. p ist also
i.A. keine irreduzible Darstellung fur H. Beschrankt man p auf H, so kann p in einer
geeigneten Basis wieder als direkte Summe irreduzibler, nichtaquivalenter Darstellungen
{7, ..., 7} geschrieben werden:

p= (Xl XP)HTl ® D (Xr| Xp)HTk
Dabei wurde das Skalarprodukt auf H beschrankt:

(XT‘XP || | ZXT Xp

heH

Es sei daran erinnert, dass in diesem Zusammenhang ein Vorfanktor dem mehrfachen
Bilden einer direkten Summe entsprach, also:

Xr [ X))y T=TD - BT

(Xﬂ; X,O)H mal

Man kann also schreiben:

Zp(h) - (XTl‘ X/J)H ZTl(h) - D (XT}J Xp)H ZTkz(h)

heH heH heH

Fur eine irreduzible Darstellung 7 gilt nach Korollar 4.20:

H| fallst=1
ZTW:{H | falls 7 =1,
0 sonst

heH

Die Matrix hat also nur (x1,,| x,) 5 Eintrdge auf der Diagonalen, die zur trivialen Darstel-
lung gehdren. Alle anderen Komponenten sind Null.

somitist || cr P(W||° = (x14] X,) | H|* und W (p) vereinfacht sich zu
dp | H |
Wip) = £ E 12
(,0) HGH (XlH’ H H ‘heHXp ( )

Da die Spur unabhangig von der Basiswahl ist, gilt diese Gleichung basisunabhédngig.
Was sagt Gleichung 12 aus? Wenn man bei Messung eine Darstellung p ausgegeben wur-
de, weil man, dass zumindest (xi,|x,); > 0 ist. Dies liefert natlrlich nur implizit
Informationen Uber die versteckte Untergruppe. Es werden spéter einige Beispiele be-
handelt, bei denen diese implizite Information ausreicht, um mit polynomiellen Aufwand
Generatoren der versteckten Untergruppe anzugeben.
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6.2 Die starke Form des Algorithmus

Wenn man die Indizes ¢ und j misst, ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung W.(p, 7, j)
I.A. nicht mehr von ¢ unabhéngig. Allerdings ist ¢ nicht bekannt, daher mittelt man die
Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber alle moglichen uniform verteilten ¢ € G und definiert:

W Wo(
(pi,5) = !GH; (p,i,7)

Es wird nun bewiesen, dass allein das Messen des Spaltenindex j zusétzliche Informa-
tionen liefern kann. Dazu geht man von der Wahrscheinlichkeitsverteilung

Z p(gh)i;

heH

2

d
Wipij)=—"20
(0 0) = G T

geG

aus. Mithilfe der Schreibweise p(H) = ), .;; p(h) kann man dies als

2

Zp 9)irp(H

k=1

Wi(p.i.j
0D = T i

geG

schreiben. Die Summe der Absolutquadrate kann als die Norm eines Vektors aufgefasst
werden. Dazu wéhlen wir eine Nummerierung der Gruppenelemente G' = {g1, ..., g|q| }
womit sich folgende || G||-komponentige komplexwertige Vektoren o7;;, definieren lassen:

p(g1)ik

Vik = :
p(g1c) )ik

Damit lasst sich W (p, 4, j) als das Normquadrat ||7]|* = (¥, ¥) = ¢ einer Linearkombi-

nation der Vektoren v;;, darstellen:

2
o d
”(p,l,])z )

dp
14 —
p(H )i;Uik
1GII™ - ([ H]] ;

Die v sind wegen der Orthogonalitat der Fourierkoeffizienten ebenfalls beziiglich des
Skalarprodukts (7, 1) = o7 orthogonal:

. G
() = X2 ahap(a)n = G ) = 15

geG

Daher folgt:

Wi(p,i,J U; 13

Da die rechte Seite unabhéngig von < ist, liefert der Zeilenindex keine Information. Es
stellt sich die Frage, ob der gemessene Spaltenindex ;j Informationen Uber H liefert.
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Grigni Schulman Vazirani und Vazirani zeigen in [GSV], dass bei einer zufélligen Basis-
wahl die Information von j vernachldssigbar ist, um zwischen konjugierten Untergruppen
zu unterscheiden. Man muss also i.A die Eigenschaften einer geschickten gewahlten Basis
nutzen um das HSP zu Isen, wenn das Messen der Darstellung allein nicht weiterhilft.
Wie im Folgenden erldutert wird, ist die schwache Form des Algorithmus im abelschen
Gruppen immer ausreichend.

6.3 HSP fir abelsche Gruppen

Das grolRe Problem an Gleichung 12 ist, dass die Charakterfunktionen y, zentrale Funk-
tionen sind. Mit der Messung von p kann man also nicht zwischen konjugierten Unter-
gruppen unterscheiden. Im abelschen Fall weily man jedoch, dass jede Konjugationsklasse
nur einelementig sein kann. Zwei verschiedene Untergruppen kénnen also nicht konju-
giert zueinander sein. Wichtiger noch, im Abelschen Fall sind die Darstellungen eindi-
mensional und somit irreduzibel und identisch zu ihren Charakteren. Man kann also Satz
4.19 anwenden und schlieRen:

1 fallsp(h)=1fliralleh € H

:1 p—
(X1H|Xp)H (H|P)H {O sonst

Jede gemessene Darstellung p ist also zumindest auf A gleich der trivialen Darstellung.

Definition 6.3. Fr eine abelsche Gruppe G und eine Untergruppe H < G sei
H+={peG|ph)=1firallehc H}

die orthogonale Gruppe der Darstellungen mit der Verkniipfung o. Diese ist definiert via
(poT)(h) = p(h)-7(h).

Dass fiir diese Menge samtliche Gruppenaxiome erfullt sind, l&sst sich leicht Gberprifen.
Somit gilt firr jedes gemessene p, dass p € H ist.

Die Strategie ist also, solange Darstellungen zu messen, bis mit hoher Wahrscheinlich-
keit eine vollstandige Menge von Generatoren fiir -+ gefunden ist. Aus H -+ muss dann
H bestimmt werde.

Fir den ersten Schritt hilft das folgende Theorem.

Theorem 6.4. Sei G eine endliche Gruppe und S eine Menge von ¢ + [log ||G||] zuféllig
uniform gewéhlten Elementen g € G. Die Wahrscheinlichkeit, dass S gerade die Gruppe
generiert, also (S) = G ist, lasst sich nach unten abschétzen durch

Prob ((S) = G) > 1 — %
Beweis (Skizze). Seir = [log ||G]|]. Die Guppe G mit ||G|| < 27, die fur ihre Generation
die grofite Menge S C G benotigt, ist Z7, (der r-dimensionale Vektorraum uber Z,). Er
bendtigt mindestens » Generatoren. Die Wahrscheinlichkeit, mit ¢ + r zuféllig gewahlten
Elementen G zu generieren, ist fir diese Gruppe am geringsten. Es muss also die Wahr-
scheinlichkeit daftir nach unten abgeschatzt werden, dass ein S C G mit zufélligen ¢ + r
Elementen Zj aufspannt. Schreibt man die ¢ + r Vektoren als Reihen einer (t + ) x r
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Matrix, so muss diese vom (Spalten-)Rang r sein. Die Wahrscheinlichkeit, dass die erste
Spalte nicht der Nullvektor ist, ist 1 — 2=+, Die Wahrscheinlichkeit, dass die zweite
Spalte nicht der Nullvektor ist und linear unabhangig von der ersten ist, ist 1 — 2~ +¢=1),
u.s.w.. Also gilt fur eine beliebige endliche Gruppe G-

Prob ((S) = G) > 1:[: (1 - QHL_)

Dieses Produkt lasst sich durch algebraische Umformung nach unten durch 1 — 2% ab-
schatzen. -

Man kann also mit O(log(||G||)) vielen Messungen von Darstellungen die Wahrschein-
lichkeit exponentiell verkleinern, nicht die gesamte Gruppe H -+ aufgespannt zu haben.
Fur den zweiten Schritt, der Rekonstruktion von H aus H -, definiert man zunachst:

H* ={gecG|p(g)=1firallepec H*}

Satz 6.5. Sei G eine endliche abelsche Gruppe und H < G eine Untergruppe, so gilt

L) - 6

2. H+ =H

Beweis. (ad 1) Es wird sich auf eine endliche Gruppe wie im Quantenalgorithmus 6.2
bezogen. Man kann also das Ergebnisse nutzen, die bisher tber die Wahrscheinlichkeits-
verteilung W (p) erarbeitet wurden. Die Fouriertransformation lasst das Skalarprodukt
und damit insbesondere die Norm eines Quantenzustands invariant. Da der Ausgangszu-
stand im Quantenalgorithmus auf 1 normiert war, gilt >~ . W (p) = 1 Da im abelschen

Fall gilt, dass
L1} L
W(p) = 4 e fallspe H
0 sonst

kann man folgern, dass
IG]]
IH|

(ad 2) H C H** lasst sich an der Definition ablesen. H++ C H ist aquivalent zu der
Aussage, dass fir alle g € G gilt

1 =

(VpEHlp(g)zl) g€ H

Zum Beweis wird die negierte Aussage zum Widerspruch gefuhrt. Es wird also davon
ausgegangen, dass ein g ¢ H existiert, sodass fir alle p € H=* gilt p(g) = 1. Es wird
ein solches gewahlt und g, genannt. Die Fourierkoeffizienten bilden ein VONS auf dem
Funktionenraum der Funktionen f : G — C. Die Dimension des von H~* gebildeten
Funktionenraumes ist also gerade || H||.

Da p € H+ auf H konstant ist, ist es dies auch fir alle Nebenklassen gH, wobei zu-
mindest auf H und goH derselbe Wert angenommen wird. Der Funktionenraum kann also
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durch hoéchstens % — 1 Indikatorfunktionen fiir die Nebenklassen aufgespannt werden.
Es folgt:
&l
H'J_ S H .
151 <
Dies ist ein Widerspruch zu (1), was Aussage (2) beweist. m

Der allgemeine Algorithmus fir das Auffinden einer versteckten Untergruppe H in
einer abelschen Gruppe G lauft also wie folgt ab:

Algorithmus 6.6
1. Wende m = k + [log ||G||] mal den Quantenalgorithmus 6.2 an und messe Dar-
stellungen R = {p1,...,pn}, um mit Wahrscheinlichkeit P, > 1 — 27 einen
vollstandigen Satz von Generatoren fiir £+ zu finden (d.h. (R) = H*).

2. Um einen vollstandigen Satz von Generatoren flir H zu bestimmen, gelte nun, dass
{(p1,...,pm ) = H*L. Dann kann man nutzen, dass nach Satz 6.5 gilt:

heH<« (p(h)=1furallepe H') < (p;(h) =1furi=1,...,m)

Es mussen also zuféllig n = [+ [log |G| ] gleichverteilte Losungen des Gleichungs-

systems
pi(h) =1
p2(h) =1
(14)
pm(h) =1

bestimmt werden, um mit Wahrscheinlichkeit P, > (1 — 27%)(1 — 27!) einen voll-
standigen Satz von Generatoren fir H zu finden.

Das Gleichungssystem 14 l&sst sich als lineares Gleichungssystem darstellen und in
polynomieller Zeit I6sen. In Abschnitt 4.5 wurde dargelegt, dass jede endliche abelsche
Gruppe G gleich dem Produkt zyklischer Gruppen ist:

G = <a1> X X <ak>
Wobei jedes a; die Ordnung ord(a;) = n; habe. Dann bildet
k LI T
Ply..1ly ((a?v s 7a:zn)) = Hwizj;rj = €Xp (27” Z j—])
J N
j=1 j=1

firo < lp <m —1, ..., 0 <1, < ng — 1 eine vollstandige Menge irreduzibler,
nichtaquivalenter Darstellungen G. Die gemessenen Darstellungen p; sind dann eindeutig
furi = 1,...,n durch Tupel r; = (lf), ...,l,(j)) bestimmt. Entsprechend wird ein Grup-
penelement g = (ai',...,al) € G durch ein Tupel v, = (r9 .. ,r,(f’)) bestimmt. Sei
d=kgV(ny,...,ng)und o = ni dann ist
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Das Gleichungssystem 14 entspricht dann der Matrixgleichung

041l§1) &Qlél) o Oqgl,(:) rig)
(2) (2) (2) (9)
aql il ool r
" 22 'k N =0 (mod d)
041l§n) &Qlén) o &kl,in) 9

Wiéhlt man fir die Anzahl &£ der Messungen in Schritt 1 und die Anzahl [ der Losungen,
die in Schritt 2 zufallig bestimmt werden, & = | = [log ||G||] + 1, gibt der Algorithmus
in einer Rechenzeit von log || G||°™ einen vollstandigen Satz von Generatoren fiir H mit

einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — ﬁ aus.

6.3.1 Beispiel: Simon’s Problem

Es wird nun das Orakelproblem betrachtet, welches in Abschitt 3.3 benutzt wurde, um die
Klassen BQP und BPP relativ zu einem Orakel zu trennen.

Problem 6.7
gegeben: Ein n € N und ein Zufallsorakel O welches fur jedes »n eine Funktion f :
{0,1}™ — {0, 1}" berechnet.

promise: Fir die Konstruktion des Orakels O wird eine zuféllige n-Bitfolge sp(n) #
0...0 und ein Zufallsbit bo (n) gewahlt. Falls bo(n) = 0 ist, ist f eine gleichverteilt
zuféllig gewéhlte, bijektive Funktion. Falls bo(n) = 1 ist, ist f eine gleichverteilt
zuféllig gewéhlte Funktion mit folgender Eigenschaft: Fur alle z,y € {0,1}" gilt
f(z) = fly) & y = x® sp(n). Hierbei bezeichnet & die bitweise XOR-Operation

gesucht: Mithilfe von Orakelanfragen an O soll b (n) bestimmt werden

Dies lasst sich auf das einfache abelsche HSP zurtckfuihren, welches als Simon’s Pro-
blem bekannt ist:

Problem 6.8
gegeben: Eine Gruppe G = (Z%,®) und eine Funktion f : G — G

promise: Es existiert eine Untergruppe H = (s) = {0,s} < G mits € G, sodass f
auf unterschiedlichen Linksnebenklassen g H verschiedene Werte annimmt und auf
allen Linksnebenklassen konstant ist.

gesucht: Den vollstdndigen Satz {s} von Generatoren fur H

Findet man s = 0, so ist bp(n) = 0 ansonsten ist bp(n) = 1. Fir diese Gruppe kann
leicht die Fouriertransformation berechnet werden. Die Gruppe Z7 ist ein direktes Produkt
von n Gruppen vom Grad Zwei. Die irreduzible Darstellung, wie sie in Abschnitt 4.5
entwickelt wurde, lautet

pr (1) = =1
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mitk = (ki,...,k,) € Z3, 1 = (lh,...,l,) € Zyund k- 1 := " k; - I;. Damit lautet

die Fouriertransformation UW auf einen Basisvektor angewandt

Uw |I) = ZZ HGPW ) |pig) = Z\/— DM |k)

peG =1 kezy

7=1

Die Matrixelemente lauten damit
A 1
1| O [ ) = —=(=1)*"
< w \/§E( )
Dies ist die Walsh-Hadamard Matrix, welche mit (17/,,), ,, bezeichnet werden soll. Um eine

schnelle Berechnung der Fouriertransformation mit elementaren Operationen zu gewin-
nen, betrachte man die rekursive Zerlegung der Walsh-Hadamard Matrix W,,:

1 .
LL%/:::7§ (Egﬁ:i .j¢%Ti1> lﬂltl@b =1

1 _11) lasst sich dieses Ergebnis umschrei-

Mithilfe der Hadamard-Matrix H = % (

ben zu
Wy=HxW, 1=H®---®H
|
n—mal
Einl = (ly,...,l,) € Z3 werde mittels eines n-Qubit Zustands [I) = |I;) @ - - - @ [1,)
gespeichert. Weiterhin bezeichne H die unitare 1-Qubit Transformation deren Matrixele-
mente der Hadamard-Matrix entsprechen, also <z) H Lj> = H,;. Die Fouriertransforma-

tion l&sst sich also effektiv durch Hintereinanderausfuhren von n 1-Qubit Transformatio-
nen wie folgt ausfiihren:

Uy h=HQ -0 |h)@---a|L)=HI|L))®- o H|L))

6.3.2 Beispiel: Primzahlfaktorisierung mit dem Algorithmus von Shor

Mit dem von Peter Shor 1994 entwickelten Algorithmus ist es moglich, eine Zahl N
in polynomieller Zeit (bzgl. der Anzahl n der sie darstellenden Bits) in ihre Primfak-
toren zu zerlegen [PS]. Es wird im Folgenden beschrieben, wie sich das Problem der
Faktorisierung auf das Auffinden einer Untergruppe (r) der abelschen Gruppe Zy =
({0,..., N — 1}, 4 (moa n)) zurlickfiihren ldsst. Die Gruppenoperation ist hier die Ad-
dition ,,+* modulo N. Um die Erfolgswahrscheinlichkeit des Faktorisierungsalgorithmus
anzugeben, bendtigt man folgendes zahlentheoretisches Lemma, welches z.B. in [EJ] be-
wiesen wird:

Lemma6.9. Firein N € N, N > 0sei Zy = {y € Zy | GGT (N,y) = 1}. Sei N
ungerade und aus £ > 2 Primfaktoren pq, ..., p, Zusammengesetzt. Es existieren also
ganzzahlige Potenzen avy, . .., ag > 1 mit

N = p?l ..... pgk
Fir ein y € Z} sei r, die Periode der Funktion f(a) = y* (mod N), dann gilt
Prob (r, ist ungerade oder 4> +1=0 (mod N)) < 27*~V

yER N
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Korollar 6.10. Fir eine ungerade ganze Zahl N, die aus mindestens zwei unterschiedli-
chen Primfaktoren besteht und eine zufallige ganze Zahl y < N, wobei GGT (y, N) = 1,
gilt mit Wahrscheinlichkeit P > 1/2, dass

GGT (y*+1,N)-GGT (y*~1,N) =N
wenn r die Periode der Funktion f(a) = y* (mod N) ist.

Bewelis. Sei r die (kleinste) Periode der Funktion f fiir die fur beliebige ganze Zahlen ¢
gilt, dass f(c) = f(c+ r). Damit ist r die kleinste Zahl fur die gilt:

y"=y"=1 (mod N) oder y" —1=0 (mod N) (15)
Damit wei3 man, dass
(yr/2 +1) (yr/2 —1)=y" —1=0 (mod N)

Da r die kleinste Zahl ist fiir die Gleichung 15 gilt, ist y™/2 — 1 # 0 (mod N). Da
auBerdem N aus k£ > 2 Primfaktoren besteht, ist die Wahrscheinlichkeit, dass  ungerade
ist oder y"/2 4+ 1 =0 (mod N) nach obigem Lemma durch 1/2 beschrankt.

Daher sind 4™/ + 1 und y'/?> — 1 Vielfache der Primfaktoren von N. Da auch
N naturlich selbst Vielfaches seiner Primfaktoren ist, sind GGT (3//2 + 1,N) und
GGT (y"/* — 1, N) Primfaktoren von N.

Damit kann nun das Faktorisierungsproblem einer Zahl N auf das folgende Problem
zurlickgefuhrt werden:

Problem 6.11
gegeben: Die Gruppe G = Zy undeiny € Z}.

promise: Die Funktion f,(a) = y* (mod N) ist konstant 1 auf der Untergruppe H =
(ry) =10,7y,2r,,3r,,...} der Vielfachen der Periode r, der Funktion f,, nimmt
auf unterschiedlichen Linksnebenklassen g + (r,) verschiedene Werte an und ist auf
allen Linksnebenklassen konstant.

gesucht: r,.

Gesucht ist hier kein Satz von Generatoren von (r,) sondern r, selbst. Ansonsten ist
dies ein Spezialfall des Hidden Subgroup Problems auf abelschen Gruppen und kann
ebenso geltst werden. Eine schnelle Quanten Fouriertransformation ist nur auf Gruppen
Z, bekannt, wenn ¢ eine Zweierpotenz ist. Man sucht zuerst so ein ¢ mit N2 < ¢ < 2N?
und arbeiten auf der Gruppe Z, (f wird naturlich nicht verandert). Da hier eine besonders
einfache abelsche Gruppe vorliegt, kann mit hoher Wahrscheinlichkeit aus einem Element
der orthogonalen Gruppe p; € H* bereits r, bestimmt werden. Da die Gruppenoperation
die Addition ist, hat p; fir ein m € Z, die Form

pulm) = W =

Aus der Form von p; sieht man, dass:

pi(m) = 1firallem € (r,) <= ex.s € Nmitl =s- L

Ty
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Es wurde gezeigt, dass jede gemessene Darstellung auf der Untergruppe gleich der tri-
vialen Darstellung ist. Dies ist hier nicht mehr unbedingt der Fall, da hier ¢ = N ist. Sei
[ eine gemessene Zahl deren Darstellung p; trivial auf (r,) ist. Man misst mit der hdch-
sten Wahrscheinlichkeit immer noch solch ein {. Mit hoher Wahrscheinlichkeit sind dann
s und r, teilerfremd und man kann durch Kiirzen r, bestimmen. Die Wahrscheinlichkeit
ein I’ zu messen, das nicht zu einer auf (r,) trivialen Darstellung gehort, ist nur in klei-
nen Umgebungen von [ relevant. Wegen der Wahl von ¢ > N2, kann immer noch durch
Partialbruchzerlegung r, in polynomieller Zeit rekonstruiert werden. Eine sehr detaillierte
Ausfiihrung mit allen nétigen Beweisen tber den Shor’schen Algorithmus findet man in
[EJ].

In diesem Beispiel wurde deutlich, dass es prinzipiell méglich ist die exakte Fourier-
transformation einer Gruppe (hier Z ) durch eine effizient berechenbare Fouriertransfor-
mation einer anderen Gruppe (hier Z,) zu approximieren und das HSP zu lésen. Kitagv
konnte zeigen, dass dies fur alle abelsche Gruppen moglich ist [AK]. Das HSP ist also in
jedem Fall effizient auf Quantencomputern Iosbar.

6.4 HSP fur nichtabelsche Gruppen

In Abschnitt 6.3 wurde erldutert, wie fiir abelsche Gruppen das Auffinden von versteckten
Untergruppen auf Quantencomputern in polynomiellen Aufwand méglich ist. Geht man
nun den Schritt zu nichtabelschen Gruppen, steht man vor gewichtigen Problemen

e Mit der Messung einer Darstellung p allein kann nicht zwischen konjugierten Un-
tergruppen unterschieden werden. Da die gesuchte Untergruppe H konjugiert zu
einer anderen Untergruppe sein kann, muss man auch den Zeilen- und Spaltenindex
von p betrachten und die starke Form des Algorithmus 6.2 verwenden.

e Fir eine gegebene Gruppe G ist die Wahl des Satzes von irreduziblen Darstellungen
G nur noch eindeutig bis auf eine Basistransformation. Der gemessene Zeilen- und
Spaltenindex ist also basisabhéngig. Welche Basis fuhrt zum Erfolg?

Die bisher betrachteten Probleme im abelschen Fall sind leider nur mathematischer
Natur oder wichtig fur die Kryptographie. Von viel groRerem Nutzen wére jedoch das
effiziente Losen des nicht-abelschen Falls, womit so wichtige Probleme wie das Auffinden
einer Graphisomorphie (Gl) effizient 16sbar waren. Im Folgenden werden positive und
negative Resultate fur den nichtabelschen Fall betrachten, um auszuloten, was mit den
aktuell bekannten algorithmischen Verfahren auf Quantencomputern losbar ist.

6.4.1 Normale Untergruppen

Fir spezielle Klassen von Gruppen oder spezielle Klassen von versteckten Untergruppen
fuhrt der generische Algorithmus trotz der Hindernisse zum Erfolg. Der einfachste Fall ist
der der normalen Untergruppe. Startpunkt ist wieder das Resultat aus Gleichung 12 aus,
welches flr den allgemeinen Fall der schwachen Form des Quantenalgorithmus abgeleitet
wurde.

Wi(p) = dl‘)’g—i” (X1ulXo) g = Hd?pH ZX/J(M

heH
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Im abelschen Fall konnte man nun ausnutzen, dass die irreduziblen Darstellungen ein-
dimensional sind und daher wegen (x1,|X,)y = (1u|p), jede gemessene Darstellung
auf der Untergruppe H gleich der trivialen Darstellung ist. Von da ausgehend konnte man
tber die Definition von A+ und H-+* zeigen, wie sich H von einer polynomiellen Anzahl
von Messungen von Darstellungen rekonstruieren I&sst.

Dies ist in @hnlicher Weise moglich, falls H < G eine normale Untergruppe ist, wie das
folgende Lemma zeigt.

Lemma 6.12. Sei G eine Gruppe und H < G eine normale Untergruppe, so ist die Wahr-
scheinlichkeit W (p) die Darstellung p € G in der schwachen Form des Algorithmus 6.2
zu messen, gegeben durch

H 1 wennp(h) =1, furalleh e H
Wio) = &) H{ (h) = 1,

PIIG|I 10 sonst

Beweis. Die Darstellung 7 : G — G L¢(V) sei definiert wie die Permutationsdarstellung
der Faktorgruppe G/ H wirkt. Man ordnet also jeder Nebenklasse ¢ H von H einen Ba-
sisvektor ¢,y des {7i-dimensionalen Vektorraums V' zu. Die Darstellung 7(g’) ist dann
eine Permutationsmatrix, die jeden Basisvektor e, auf den Basisvektor e, abbildet.

Da H eine normale Untergruppe ist, giltfuralle h € Hund g € G
hgH =hHg=Hg = gH = epgn = egu = 7(h) = 14,
Andererseits gilt fur ein ¢’ € G\ H immer ¢'H # H, weswegen 7(g’) eine Permutations-

matrix ist, die alle Basisvektoren permutiert, deren Diagonaleintrage also alle Null sind.
Damit kann man den Charakter von 7 angeben:

() = IG5 fallsg e H
X97=1 sonst

Damit folgt fiir ein p € G

(X+| xp) = Zxr 9)xo(g

gGG
1G]
X
el ||Hr|,; P
:(XlH’XP)H

Da letztlich die Wahrscheinlichkeit der Messung einer Darstellung nur von deren Spur
abhangt, kann wieder von einer geeigneten Basiswahl ausgegangen werden, in der sich 7
als direkte Summe von irreduziblen, nichtaquivalenten Darstellungen G = {p1,--,pr}
schreiben lasst. Also 7 = (x,,[ X-) p1 & - & (Xpi| X7) o

Wenn flr alle h € H die Matrix (k) gleich der Einheitsmatrix ist, so muss dies auch
fur alle Matrizen p; gelten fur die (x,,| x-) # 0 ist. Man kann also fiir ein beliebiges
p € G folgern:
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(vh € Hp(h) = Ly,) <= (x| o) = ﬁ S xo(h) #0

heH

Damit kann abgeleitet werden, dass

d,|H|| wennp(h) =1y, furalle h € H
Z Xp(h) = 0
sonst

heH

Und es folgt aus Gleichung 12 direkt die Behauptung. m

Fr eine Darstellung p € G sei deren Kern definiert als ker(p) = {g € G| p(g) = Lg,}.
Misst man nun Darstellungen {p1, . . ., px }, dann gilt wegen Lemma 6.12 fiir die versteck-
te Untergruppe H C [)._, ker(p;). Dass eine polynomielle Anzahl von Messungen aus-
reicht, um die gesammte versteckte Untergruppe zu bestimmen, konnten Hallgren Russell
und Ta-Shma in [HRT] beweisen. Sie zeigen folgenden Satz:

Satz 6.13. Seien {p,...,pr} unabhéngig nach dem Quantenalgorithmus gemessene
Darstellungen mit & = clog, ||G/|, dann gilt

A c—2 2
Prob (H # mker(pi)> < e L]l

i=1

Nach diesem Resultat sollte man jedoch nicht vergessen, dass im Allgemeinen auch fir
eine versteckte normale Untergruppe zwei Hirden im Weg stehen:

e Die Fouriertransformation der Gruppe muss in Polynomialzeit auf Quantencompu-
tern berechenbar sein

e Zur Bestimmung der versteckten Untergruppe musste in Algorithmus 6.6 fir &
gemessene Darstellungen pq, ..., pp zufdllige Loésungen des Gleichungssystems
pi(g) = 1fir 1 < i < k bestimmt werden. Fur die irreduziblen Darstellungen
im abelschen Fall war dies effizient mdglich. Es ist jedoch kein allgemeiner effizi-
enter Algorithmus flr die Berechnung der Schnittmenge der Kerne der gemessenen
Darstellungen im nichtabelschen Fall bekannt.

6.4.2 Einige effizient I6sbare Falle des nichtabelschen HSP

Trotz der auftretenden Probleme konnten fir einige nichtabelsche Félle des HSP effizi-
ente Quantenalgorithmen gefunden werden. Da jedoch das Verstandnis der Ergebnisse
einen tieferen Einstieg in die Gruppentheorie bendtigt, werden hier nur einige Ergebnisse
exemplarisch genannt.

Definition 6.14. Fur jedes ganzzahlige n und ¢ und jeden Gruppenhomomorphismus
¢ : Z, — Aut(Z,) von der Gruppe Z, in die Gruppe der Automorphismen auf Z,, ist
das semidirekte Produkt Z,, %, Z, die Menge {(a,b) | a € Z,, b € Z,} mit der Gruppen-
operation (ay, by)(ag, be) = (a1 + ¢(b1)(az), by + ba).
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Beispiel 6.15. Die Diedergruppe D,, ist die Symmetriegruppe der Drehungen und Spie-
gelungen eines regelmaRigen n-Ecks. Also D,, = (r,s|r" = s> = ¢, srs = r~1). Diese
Gruppe ist isomorph zu Z,, x4 Z, wobei ¢(0) die Identitét und ¢(1) die Inversion be-
schreibt. Dass diese Gruppe gerade die Bedingungen der Diedergruppe erfiillt, ist leicht
einzusehen, wenn man r = (1,0) und s = (0, 1) setzt.

Beispiel 6.16. Die g-hedralen Gruppen sind gegeben durch Z,- x4 Z, wobei » > 1 ist
und p und ¢ Primzahlen sind, fir die gilt ¢|p — 1. Man kann wie in [IG] zeigen, dass fur
beliebige ¢ die ¢-hedralen Gruppen isomorph sind. Man schreibt daher kiirzer Z,,» x Z,.

Einige Probleme, die nun vorgestellt werden, sind zwar nicht beweisbar in BQP aber
das polynomiell hdufige Anwenden des Quantenalgorithmus 6.2 liefert Messergebnisse
aus denen sich prinzipiell die versteckte Untergruppe rekonstruieren lasst, auch wenn
die klassische Nachbearbeitungszeit exponentiell ansteigen kann. Dies wird als mess-
rekonstruierbar bezeichnet (aus dem Engl. measurement reconstructible wie in [CM]).
Es ist dennoch ein wichtiges Ergebnis, da i.A. das Messen der Darstellung fur das Auf-
finden nicht normaler versteckter Untergruppen in nichtabelschen Gruppen unzureichend
ist, da so nicht zwischen konjugierten Nebenklassen unterschieden werden kann. Dazu ist
immer zumindest auch das Messen des Zeilenindex der Darstellungsmatrix p notig (starke
Form des Algorithmus 6.2). Lange Zeit war nicht klar, ob man Gruppen G und Mengen
irreduzibler Darstellungen G finden kann, fur die die starke Form Vorteile gegeniiber der
schwachen Form hat. Die folgenden Ergebnisse aus [CM] zeigen dies jedoch.

Satz 6.17. Seien p und g Primzahlen mit ¢ = (p — 1) /polylog(p), dann ist das HSP (ber
G =1Z, x Z,in BQP.

Sei p eine Primzahl und ¢ ein Teiler von p — 1, dann ist das HSP (ber der ¢-hedralen
Gruppe G = Z, x Z, mess-rekonstruierbar.

Inui und Le Gall konnten in [IG] des weiteren zeigen:
Satz 6.18. Sei p eine Primzahl und » > 1 eine ganze Zahl, dann ist das HSP Uber G =
Ly X Ly, in BQP.

Fir den anschaulichen Fall der Diedergruppe zeigten Ettinger und Hayer in [EH]:

Satz 6.19. Das HSP Uber der Diedergruppe D,, = Z,, x4 Z, ist mess-rekonstruierbar.

Dazu verwenden sie statt der Fouriertransformation tber die nichtabelsche Gruppe Z,, x4
Zs die Fouriertransformation tber die abelsche Gruppe Z,, x Z,, welche ausreicht um
genuligend Informationen Uber die versteckte Untergruppe zu erlangen.

6.5 Das Graphisomorphieproblem als negatives Resultat

Eine weiterhin offene Frage ist, ob das wichtige Graphisomorphieproblem (G1) in BQP
liegt. Viele Resultate der letzten Jahre zeigen, dass sich dieses Problem mit den herkdmm-
lichen Mitteln der Quanten-Fourieranalyse nicht effizient 16sen l&sst. Zunéchst soll das
Graphisomorphieproblem definiert werden.

Fir einen ungerichteten Graphen G = (V, E) und eine Bijektion ¢ : V' — W sei

¢(E) = {{¢(v), o(w)} [ {v,w} € E} und ¢(G) = (W, $(E)).
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Definition 6.20. Zwei ungerichtete Graphen G; = (Vi, Ey) und Gy = (V5, Es) heillen
isomorph zueinander (geschrieben G, = G,), falls eine Bijektion ¢ : V' — W existiert,
sodass fur alle v, w € V'

{v,w} € By & {r(v),n(w)} € E,

Die Bijektion ¢ heil’t Isomorphismus zwischen G; und G, und es gilt ¢(G;) = G,. Ein
Automorphismus fur GG ist eine Permutation 7 auf V', sodass fir alle v, w € V

{v,w} € By & {r(v),n(w)} € E;
Esqiltn(G) =G

Die Menge der Automorphismen Aut(G) eines Graphen G = (V, E) ist immer eine
Untergruppe der symmetrischen Gruppe Sym(V'). Die folgenden Probleme sind im wei-
teren Verlauf von Belang.

Problem 6.21 (Graphisomor phieproblem)
gegeben: Zwei ungerichtete Graphen G; und G,

gefragt: Ist Gy isomorph zu G5?

Problem 6.22 (Graphautomor phieproblem)
gegeben: Ein ungerichteter Graphe G

gefragt: Existiert ein Automorphismus 7 # id von G

Das Graphisomorphieproblem ist ein fur die Komplexitatstheorie sehr interessantes
Problem, da es ein Kandidat fir ein Problem ist, das weder in P liegt noch NP-vollstandig
ist. Kbbler, Schoning und Toran zeigen in [KST], dass, wenn GI NP-vollstandig ist, die
Polynomialzeithierarchie auf BP - NP kollabiert, wovon man nicht ausgeht.

Wie lasst sich GI fur zwei ungerichtete Graphen GG; und G, auf eine Instanz des HSP
zurlckfihren? Mann kann ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit davon ausgehen, dass
Gi = ({1,....,n},E1)und G2 = ({n + 1,...,2n}, Ey) zusammenhéngend sind. Sind
die Graphen nicht zusammenhangend, kann dies immer durch Komplementierung der
Kantenmenge der Graphen erreicht werden. Sei nun G = ([2n], E; U E,) die disjunkte
Vereinigung der beiden Graphen. Dabei bezeichne [2n] die Menge der natiirlichen Zahlen
von 1 bis 2n.

Eine Permutation 7 auf {1,...,n} oder {n+1,...,2n} sei durch die Identitat auf ganz
[2n] fortgesetzt. Sei nun H = {m o mo | m; € Aut(Gy), m € Aut(G,)} die Mengen der
Automorphismen von GG; und G,. Falls G; und G5 isomorph sind, beschreibe o € S5,
einen Isomorphismus zwischen G, und Gs.

Damit gilt, da G; und GG, zusammenhéangend sind Folgendes:

e Sind G; und G nicht isomorph, dann gilt Aut(G) = H
e Sind G, und G5 isomorph, dann gilt Aut(G) = H UoH

Kennt man also die Untergruppe Aut(G) < Sy, so kann man entscheiden ob G; und G,
isomorph sind. Man muss eigentlich nur wenige Elemente von Aut(G) kennen, da im Fall
2 die Halfte der Elemente in o H sind, welche man daran erkennen kann, dass (1) > n
fiir diese gilt. Mit Losung des folgenden nichtabelschen HSP kdnnte man also GI 1ésen.
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Problem 6.23
gegeben: Die Symmetriegruppe S,, eines Graphen G = ([n], E)

promise: Die Funktion f(r) = =n(G) fur 7 € S, ist konstant auf der Untergruppe
Aut(G) < S, und allen ihrer Linksnebenklassen, wobei f auf unterschiedlichen
Linksnebenklassen unterschiedliche Werte annimmt.

gefragt: Existiertein o € Aut(G) mitmw(1) >n?

6.5.1 Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe

Im Folgenden soll kurz die Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe behandelt wer-
den, da sie einen Grundbaustein der danach folgenden Ergebnisse bildet. Sie ist eine
wichtige mathematische Theorie, die viele Anwendungen in der Theorie der symmetri-
schen Funktionen, der Kombinatorik und auch der Physik der Elementarteilchen hat. Eine
ausflhrliche Einleitung findet man in [FH]. Die symmetrische Gruppe .S,, besteht aus n!
Permutationen, die man explizitals 7 = [r(1)7(2) ... 7w (n)] angeben kann. Das neutrale
Element der Gruppe ist also id = [1 2 ...n|. Jede Permutation lasst sich in eindeutiger
Weise als Produkt von disjunkten zyklischen Vertauschungen von Untermengen von [n]
angeben, was an folgendem Beispiel klar wird

Beispiel 6.24. Die Permutation 7 = [1 6 5 2 3 4] besteht aus den Zyklen 1 — 1,3 —
5—3und2 — 6 — 4 — 2 der Ordnung 1,2 und 3, welche die Menge der zyklisch
vertauschten Elemente angibt.

Die Summe der Ordnung der Zyklen ist natlrlich n. Ordnet man sie absteigend der
GroRe nach sortiert an, erhélt man eine Partition von n.

Definition 6.25. Eine Partition von n € N\{0} ist eine Sequenz
)\: ()\17)\27---7)%)

von natlrlichen Zahlen groBer Null mit Ay > Ao > --- > A und Ay + Ao+ -+ A = 1.
Dies sei mit \ - n gekennzeichnet.

Bemerkung 6.26. Fir die Anzahl p(n) der fur ein n € N moglichen Partitionen A F n
konnte bisher keine explizite Formel gefunden werden. Dennoch weifl man, dass asympto-
tisch gilt:

L sum

p(n) ~ %6

mit o = 44/3 und 3 = /2/3.

Die durch eine Permutation 7 definierte Partition A = A(7) von n nennt man Zyklentyp
(engl. cycle type) von 7. Es zeigt sich, dass zwei Permutationen genau dann konjugiert
zueinander sind, wenn sie denselben Zyklentyp haben. Dazu mache man sich klar, dass
fir zwei konjugierte Permutationen 7, 7’ mit 7 = on’c~! die Permutation o nur zu ei-
ner Umbenennung der Objekte in der Zyklenbeschreibung der Permutation «’ fihrt. Der
Zyklentyp von 7 und =« ist also derselbe. Andererseits lasst sich fiir zwei Permutatio-
nen 7, 7’ mit selbem Zyklentyp immer eine Umbenennung der Elemente o finden, sodass

7w =onr'o" L.
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Man kann also jede Konjugationsklasse von S,, eindeutig durch eine Partition A - n
benennen. Da nach Korollar 4.23 die Anzahl der irreduziblen Darstellungen ||.S,|| gleich

der Anzahl der Konjugationsklassen ist, kann auch jede Darstellung p € S, durch eine
Partition \ - n benannt werden.

Die irreduziblen Darstellungen von S,, Die Zuordnung von Partitionen A\ - n zu
irreduziblen Darstellungen von S,, soll hier kurz erlautert werden, da sie die Grundlage
des folgenden Lemmas 6.27 darstellt. Da hier aber nicht der Beweis des Lemmas erfolgen
soll, kann man auch ab Abschnitt 6.5.2 weiterlesen, ohne den Ursprung des Lemmas zu
kennen.

Jede Partition A = n kann man durch ein so genanntes Young-Diagramm graphisch
darstellen. Dazu zeichnet man fur A = (Ay,..., \x) zuerst A\; Quadrate nebeneinander,
darunter linksbiindig A, Quadrate u.s.w. bis \x. Zum Beispiel ist fur A = (3,3,2,1) das
zugehdrige Young-Diagramm

Nummeriert man die Boxen eines Young-Diagramms mit Zahlen 1 bis n durch, sodass
in jeder Zeile und Spalte die Zahlen in aufsteigender Reihenfolge auftreten, erhalt man ein
Standard-Young-Tableau (SYT). Ein SYT einer Partition A wird als A-SYT bezeichnet.
Zum Beispiel ist fur A = (3, 3,2, 1) das folgende Young-Tableau ein A-SYT:

315
418
9

|\I®l\3r~

Zwei A\-SYT’s seien aquivalent, wenn in jeder Zeile dieselben Zahlen auftreten. Die Aqui-
valenzklasse eines \-SYT t bezeichnet man als A-Tabloid, welches im Folgenden durch
{t} gekennzeichnet wird. Ist A F n so wirkt die symmetrische Gruppe S,, in naturlicher
Weise auf ein A-SYT durch Vertauschung der Nummerierung. Wirkt = € S,, auf ein \-
SYT t wird dies als ¢ geschrieben.

Es bezeichne M* einen Vektorraum mit der Basis (e | {¢} ist ein A-Tabloid). Fiir A -
n sei fur jedes \-SYT ¢

C(t) = {r € S, | = tauscht innerhalb der Spalten von ¢}

Dann definiert jedes ¢ einen Vektor in M*

Uy = Z sgn(T)ere

weC(t)

Wobei sgn(7) das Signum der Permutation ist, das gleich 1 ist falls 7 eine gerade Per-
mutation ist und 0 sonst. Sei A = (Aq,..., \.) der Zyklentyp von 7, dann ist sgn(r) =
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—1MF A+ Damit kann fiir jede Partition A = n ein Unterraum S* von M* definiert
werden, der als Specht-Modul bezeichnet wird und wie folgt definiert ist:

S* = span{v, | tistein \-SYT }

Jede Permutation 7 € S,, induziert in nattrlicher Weise eine Transformationsmatrix 77 in
S* die jeden Vektor i, auf den Vektor v, abbildet. Damit kann fir jede Partition A - n
eine Darstellung p, von S,, definiert werden mit

pa(m) =T, € GL(S*) furaller € S,
Es zeigt sich, dass die p, einen Satz von irreduziblen Darstellungen von S,, bilden, also
Sn={pr| A\ F n}

Wie man sich schnell klarmachen kann, ist fir A = (n) die Darstellung p, gleich der
trivialen Darstellung und fir A = (1,...,1) die eindimensionale Darstellung, die jeder
Permutation 7 ihr Signum sgn(m) zuordnet. Die Dimension d,,, solch einer Darstellung
px Mit A F n ist gegeben durch die Anzahl der \-Standard-Young-Tableaux. Diese Anzahl
l&sst sich anschaulich mit der bemerkenswerten Hook Length Formel angeben.

d n!
11, hook(x)

Dabei lauft das Produkt tber alle Zellen des Young Tableau und fir eine Zelle x bezeich-
net hook(x) die Anzahl der Zellen in derselben Zeile rechts von = plus der Anzahl der
Zellen in derselben Spalte unterhalb von z plus 1. In folgendem Diagramm ist hook(x) in
alle Zellen x eingetragen.

412
31
1

‘»-noomcn

Mithilfe des entwickelten Satzes von irreduziblen Darstellungen der symmetrischen Grup-
pe und den Eigenschaften der Young Tableaux lassen sich wichtige Aussagen Uber die
Charaktere der irreduziblen Dartellungen beweisen. Eine dieser Eigenschaften stellt das
nun folgende Lemma 6.27 dar. Naheres zu Young-Tableaux findet man in [WF].

6.5.2 Gl ist nicht mithilfe des Quantenalgorithmus I6sbar

Fur den zu p, gehorenden Charakter y, konnten Hallgren Russel und Ta-Shma in [HRT]
folgende Abschétzung beweisen

Lemma6.27. Sei A\ + n eine Partition von n, dann gilt fir den Charakter x, der Dar-
stellung p, und fir alle 7 € S,,

hoa(m)] < 47 (2v/n)"
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Damit kann nun beweisen werden, dass GI nicht durch die schwache Form des
Quantenalgorithmus losbar ist. Dazu wird der folgende Spezialfall des Graphisomor-
phieproblems fur zwei ungerichtete Graphen G, = ({1,...,n},E;) und Gy =
({n + 1,...,2n}, E,) betrachtet, die keinen nichttrivialen Automorphismus besitzen
(Aut(Gy) = Aut(G2) = {id}). Sei nun G = ([2n|, E; U E,) wieder die disjunkte Verei-
nigung der Graphen, dann folgt

° Gl 2 GQ = Aut(G) = {Zd}

e G = Gy = Aut(G) = {id, o} wobei o eine Permutation mit n disjunkten Zyklen
der Ordnung 2 ist, die Knoten aus G; und G vertauschen.

Um zu beweisen, dass die Information des schwachen Quantenalgorithmus nicht aus-
reicht, fuhrt man eine Norm ein, die es gestattet, Wahrscheinlichkeitsverteilungen der
Messung von p zu vergleichen. Dazu sei fir zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Wy, Wa : G — [0,1] der Abstand |, — Ws||, = > pec IWi(p) — Wa(p)| € [0, 2] defi-
niert. Mit dieser Definition lasst sich der folgende Satz formulieren:

Satz 6.28. Fir zwei Graphen Gy = ({1,...,n},E1) und Gy = ({n+ 1,...,2n}, Es)
mit Aut(G;) = Aut(Gq) = {id} sei G = ([2n], E1 U E,) die disjunkte Vereinigung der
Graphen. Es soll das HSP fir die versteckte Untergruppe H = Aut(G) < S, gelost
werden. Sei W, (W) die Wahrscheinlichkeit der Messung von p € S in der schwachen
Form von Algorithmus 6.2 wenn G = G5 (G 2 G5). Dann gilt flir hinreichend groRe n

Wy = Wall, <2790

Bewe|s Es wurde bereits fir den allgemeinen Fall abgeleltet dass W(p) =
”G” Y ohen Xo(h). ImFall Gy = G, ist H = {id} und damit W, = m ImRall G; 2 G,

ist H = {id, o} mit o # id. Damitist W, = m(dp + X, (0)).
Es folgt also

Wy = Wall, = [Wilp) — Walp)|

PESy
=Y %o
pGSn
dp
P An n/2
Lemma 627 =< > 4 (2v/n)
PESn
n n/2 n
S22V o, [V
~  Vn! n!
2(’)(71)
S < Q*Q(n)
(vVn/e)" V2mn

Die zweite Ungleichung folgt, da wegen Gleichung 9 gilt > _o d? = ||S,.|| = n!. Also

pegn P
ist d, < +/n!. Da zusétzlich fiir das in Bemerkung 6.26 definierte p(n) (n),
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kann man flr hinreichend grol3e n ableiten:

deg‘ V! < Vnl . 20VM

PESH

S

Die letze Ungleichung folgt aus der Stirling Formel fiir groRe n

n!z(ﬁ>n\/ﬁ(1+i+...)

e 12n

Damit folgt die Behauptung. -

Da sich die Wahrscheinlichkeitsverteilungen fir die zwei Falle nur exponentiell we-
nig unterscheiden, missen exponentiell viele Messungen durchgefiihrt werden, um den
isomorphen vom nicht isomorphen Fall zu unterscheiden. Dieses Ergebnis ist nicht allzu
uberraschend, da nattrlich von vornherein klar war, dass die schwache Form des Quan-
tenalgorithmus nicht zwischen konjugierten Untergruppen unterscheiden kann und damit
den allgemeinen Fall von Gl nicht l16sen kann. Jedoch sind die Gruppen {id} und {id, o}
dieses Spezialfalles nicht konjugiert zueinander. Dennoch unterscheiden sich die zuge-
horigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu wenig, um sie zu unterscheiden. AulRerdem
hilft die Behandlung dieses recht einfachen Ergebnisses, den folgenden Satz zu verstehen
und zu wiirdigen, dessen Beweis noch mehr des aktuellen Wissens (iber die Darstellung
der symmetrischen Gruppe ausschopft. Eine genauere Behandlung des Beweises, der von
Moore, Russel und Schulmann gegeben wurde, findet sich in in [MRS].

Satz6.29. Sei H = {id,c} < S, wobei o zuféllig gleichverteilt aus M =
{m[2143 ... n—1n]7 ! |7 € S, } gewahlt wird. Firr eine Darstellung p, sei B, = {e;}
ein beliebiges VONS des Darstellungsraums von p,. Sei W, (j) die Wahrscheinlichkeit in
der starken Form des Algorithmus 6.2 den Spaltenindex j zu messen, wenn die Darstel-
lung p, gemessen wurden, und sei U die Gleichverteilung auf {1, ..., d,, }. Dann existiert
eine Konstante § > 0, sodass fir hinreichend grof3e » und fir alle A = n mit mindestens
Wahrscheinlichkeit 1 — e~°" gilt:

W) = Ully < e

Dieser Satz zeigt, dass neben dem Messen der Darstellung p, auch das zusétzliche Mes-
sen des Spaltenindex flr eine allgemeine versteckte Untergruppe o € M wie sie beim
GI auftritt, nur exponentiell wenig Information liefert.** Dieses Ergebnis konnten Moo-
re, Russel und Schulmann noch verallgemeinern. Danach liefert auch die Verwendung
einer beliebigen vollstandigen Basis des Darstellungsraumes anstatt einer Orthonormal-
basis keinen Vorteil. Dies zeigt, dass die Anwendung des Quantenalgorithmus in seiner
aktuellen Form zur Lésung des Graphisomorphieproblems unzureichend ist.

Ein weiterer hoffnungsvoller Ansatz basierte auf der Verwendung von £ > 1 Kopien
des Zustandes |cH), auf denen die Fouriertransformation U2k |cH)®* ausgefiihrt wird.
Danach werden die Darstellungen p1, ..., pr gemessen, allerdings erfolgt die Messung
der Spaltenindizes nicht in der Standardbasis {|i;)®- - -®|ix) }, sondern in einer beliebigen
orthogonalen Basis B. Schon das Messen in einer anderen vollstdndigen orthonormalen

**Der Zeilenindex lieferte, wie in Gleichung 13 gezeigt sowieso keine Information.
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Basis entspricht einer Basistransformation durch eine unitare Transformation, was eine
sehr allgemeine Erweiterung darstellt. Die Anzahl k sollte also exponentiell klein gegen
die Eingabeldnge und somit gegen n sein. Hallgren, Roétteler und Sen konnten allerdings
zeigen, dass selbst fur den Spezialfall von GI mit zwei Graphen ohne nichttriviale Au-
tomorphismen k£ = 6(n logn) Kopien nétig und ausreichend sind [HRS]. Eine effiziente
Losung von G1 auf Quantencomputern scheint also mit allen zur Zeit denkbaren algorith-
mischen Mitteln unmdglich.
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7 Schlussbemerkung

Obwohl sich nicht beweisen lasst, dass BPP echt in BQP enthalten ist, also Quantencom-
puter eine grélRere Klasse von Problemen effizient 16sen konnen als klassische Computer,
wurde mit HSP eine Klasse von praktisch relevanten Problemen vorgestellt, die mog-
licherweise in BQP liegen. Im nichtabelschen Fall des HSP konnte man bisher jedoch
nur wenige Spezialféalle in BQP ansiedeln. Es gibt jedoch auch ganz praktische Proble-
me in denen Quantencomputer den klassischen Pendants tiberlegen sind. Grover konnte
bereits 1996 einen Quantenalgorithmus angeben, der einen Eintrag in einer unsortierten
Datenbank mit N Elementen in O(v/N) finden kann [LG]. Auch wenn er keinen ex-
ponentielle Verbesserung gegentber der klassischen Suche darstellt, konnte er benutzt
werden, um die Losung von NP-vollstdndigen Problemen zu beschleunigen. Ein wei-
teres sehr interessantes Einsatzgebiet ist das der Simulation von quantenmechanischen
Systemen. Hier hilft die Fouriertransformation, die Losungen der Differentialgleichung
sehr viel schneller zu approximieren. Der praktisch sehr interessante Fall der Graphiso-
morphie scheint jedoch unuberwindbare Hirden bereitzuhalten. Ein weiteres in dieser
Diplomarbeit génzlich (ibergangenes Problem ist das der praktischen Implementierung
eines Quantencomputers. Ein physikalisches System, welches die Qubits implementiert,
muss extrem gut gegeniber der Umgebung isoliert sein, da alles, was von aul3en Gber die
Berechung gemessen wird, zu einem Wellenfunktionskollaps und damit zu einer Stérung
der Berechnung flihrt. Andererseits muss das System sehr prézisen unitéren Transforma-
tionen unterzogen werden. Diese gegensétzlichen Bestrebungen machen die Implementa-
tion extrem schwer. Auch wenn viele physikalische Systeme als Kandidaten fir die Im-
plementation vorgeschlagen wurden, gibt es trotz groRer Fortschritte bisher kein System,
welches sich praktisch fur eine hohe Anzahl von Qubits implementieren l&sst. Wir sind
also wahrscheinlich noch viele Jahrzehnte vom ersten Quantencomputer entfernt, der ei-
ne Probleminstanz schneller als ein heutiger Laptop l6sen kann. Ist die Beschaftigung mit
der Quantenkomplexitatstheorie und Quantenalgorithmen angesichts dieser Hirden also
sinvoll? In theoretischem Sinne: auf jeden Fall! Wenn man sich damit auseinandersetzt,
welche Probleme durch ein physikalisches Objekt effizient zu berechnen sind, sollte man
nicht auf die Physik des 19. Jahrhunderts zurtickgreifen. Und ist es praktisch sinnvoll?
Abgesehen davon, dass sich diese Frage in der Wissenschaft beinahe verbietet, kdnnten
die Ergebnisse z. B. fir die Kryptographie von praktischem Nutzen sein. Moore, Russell
und Vazirani weisen in [MRV] auf einen Kandidaten fir eine Einwegfunktion hin, deren
Umkehrfunktion schwerer als das Graphisomorphieproblem zu berechnen ist. Gelédnge es
nun noch eine Falltar in die Funktion einzubauen, kbnnte man ein Kryptographieverfahren
entwickeln, welches selbst Quantencomputern widerstehen konnte. Die hier vorgestellten
Ergebnisse kdnnten also zu einem sehr viel sichereren asymmetrischen Kryptographie-
verfahren flhren.
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