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1 Einfiihrung

Nach der Definition von Blackburn et al. (2001)) sind modale Logiken all die Logi-
ken, die es uns erlauben, mithilfe modaler Operatoren auf relationalen Strukturen
zu schlieflen.

Relationale Strukturen bestehen aus einer Menge von Zustéinden (klassischerwei-
se den sogenannten mdglichen Welten), die zueinander in Relation stehen, der
sogenannten Zugangsrelation. Im Gegensatz zur klassischen Logik sind atomare
Aussagen und damit auch komplexere Aussagen durch ein Modell nicht per se
wahr oder falsch. Stattdessen ist die Giiltigkeit abhéngig von dem gerade be-
trachteten Zustand. Genau darin liegt auch die Modalitdt der modalen Logik: es
werden verschiedene Modi der Wahrheit eingefiihrt.

Wir behandeln im Seminar ausschlieSlich modale Aussagenlogiken. Sie basieren
auf klassischer Aussagenlogik, die um eine relationale Struktur und die modalen
Operatoren O und < erweitert wurden (wobei sich einer aus dem anderen ableiten
lasst). Diese Operatoren erlauben es uns, Aussagen iiber die relationale Struk-
tur zu machen. Die klassische Sicht ist es dabei, O als (logische) Notwendigkeit
und < als Moglichkeit zu verstehen. Es gibt aber auch andere Interpretationen,
verbunden mit anderen Eigenschaften fiir die dadurch definierte Logik.

Die Definition von Blackburn et al. (2001) ist absichtlich sehr weit gefasst, um
auch Logiken zu erfassen, die nicht in die ‘klassische’ Sicht modaler Logiken passt.
Zum Beispiel beschrinken sich modale Logiken nicht einfach nur auf den Ge-
brauch der Operatoren O und <, wie Hans Kamps Since/Until-Logik zeigt. Den-
noch gibt es viel Verbindendes zwischen den verschiedenen Logiken, so dass ein
gemeinsamer Begriff ‘modale Logik’ sinnvoll ist.
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2 Modale Aussagenlogik

2.1 Syntax

Definition (Aussagenvariable, Var)
Var := {p1,pa, ...} ist eine abzihlbar unendliche Menge von Aussagenva-
riablen.

Definition (Formeln der modalen Aussagenlogik, Fmly,)
Die Menge der Formeln der modalen Aussagenlogik, Fmly 4, wird rekursiv
wie folgt definiert:

(i) Wenn p; € Var, so auch p; € Fmlya.

(i) Wenn F,H € Fmlya, so auch (FAH),(FV H),(F — H),(F <
H),~F € Fmlya.

(iii) Wenn F' € Fmlya, so auch OF, OF € Fmlya.
UmschlieBende Klammern kénnen weggelassen werden, wenn sich die ur-

spriingliche Formel eindeutig rekonstruieren léasst. Dabei gelten fiir die Ope-
ratoren die {iblichen Bindungsregeln.

Die klassische Aussagenlogik und die modale Aussagenlogik unterscheiden sich
syntaktisch also offensichtlich nur durch die hinzugenommene Definition ().

2.2 Semantik

Definition (Kripke-Rahmen, F)
F = (W, R) heifit Kripke-Rahmen (auch Rahmen, Frame, Kripke-Struktur),
wenn

(i) W eine nichtleere Menge ist, und
(ii) RCW x W

W ist die Menge der sogenannten mdglichen Welten. R ist die Zugangsre-
lation zwischen diesen moglichen Welten. Gilt (g, h) € R, so heifit dies “g
erreicht h”.
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Definition (Kripke-Modell, M)
M = (W, R,v) heiit Kripke-Modell (auch Modell, Interpretation), wenn
(W, R) ein Kripke-Rahmen ist, und v ist eine Interpretationsfunktion von
Aussagenvariablen in Wahrheitswerte, v : W x Var — {0, 1}.

Definition (Wahrheitswert einer Formel, Vj (w, F))
Sei M = (W, R,v) ein Kripke-Modell. Sei w € W, p € Var, F, H € Fmlya.
Seien By, By, B_., B, B-, die booleschen Wahrheitsfunktionen®. Die Inter-
pretationsfunktion V' von Formeln der modalen Aussagenlogik in Wahr-
heitswerte, V : W x Fmlys — {0, 1}, ist rekursiv wie folgt definiert:

t ¢ ¢t

v(w,p) =1

B.(Vm(w, F))
fir alle w' € W gilt: wenn wRw', dann
Vu', F)=1
es gibt ein w' € W mit wRw', so dass
VM (w', F) =1

Definition (Giiltigkeit, Allgemeingiiltigkeit, =)
Sei M = (W, R,v) ein Kripke-Modell, w € W und F' € Fmlya.

(i) F ist giltig in M beziiglich w (kurz: M, w |= F), falls Vy(w, F) = 1

(ii) F ist giltig in M (M = F), falls fur alle w € W: M,w = F

(iii) F ist allgemeingiiltig (= F), falls fir alle M gilt: M = F

Ist F' allgemeingiiltig, so heifit ' auch Tautologie.

Definition (Erfiillbarkeit)

Eine Formel F' € Fmly, heifit erfillbar, falls es ein Modell M und eine
Welt w so gibt, dass M,w = F.

1 Zum Beispiel: B, : {0,1} x {0,1} — {0,1} mit Ba(p1,p2) = q nach folgender Tabelle:
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Definition (Folgern, =)
Seien F, H € Fmlyy, sei 22 C Fmlyy.

(i) F folgt aus H (H [= F), wenn fiir alle Kripke-Modelle M = (W, R, v)
und w € Wogilt: Mywl=H = MwEF

(ii) F folgt aus ¥ (¥ = F), wenn fiir alle Kripke-Modelle M = (W, R, v)
und w € Wogilt: Myw = H firalle He ¥ = MwEF

Giiltigkeit und Folgern sollten nicht wegen des gleichen Zeichens ‘=’ verwechselt
werden. Manche Autoren unterscheiden daher zwei Zeichen und schreiben fiir
Giiltigkeit ‘IF’.

Korollar
Sei F € Fmlya.

EF & 0EF
Satz
Sei M = (W, R,v) ein Modell, w € W und F € Fmly4. Dann gilt:
e MwE-0OF & MwkOaF
e MwE—-CF & MwEO-F

Beweis

M,w = -0OF < Vy(w,-OF)=1
< om(w,0F) =0
< es gibt ein w’ mit wRw' und Vi (w', F) =0
< es gibt ein w’ mit wRw' und Vi (w',—~F) =1
& Vg (w, <>—\F) =1
& Myw | O-F

Der zweite Beweis erfolgt analog. O

Definition (K)
Die modale Logik K ist wie folgt defininiert:

K = {FG leMA\ ):F}

Mithilfe der Begriffe Allgemeingiiltigkeit bzw. Folgern kénnen wir also eine (ex-
tensionale) Definition der Logik K angeben. Statt = schreiben wir auch k.
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3 Tableau-Kalkiil zu K

Definition (Tableau zu K)
Sei {F},..., F,} eine Menge von Formeln. Ein Tableau zu K ist ein end-
licher, ungeordneter Baum, dessen Knoten mit Paaren von Formeln und
natiirlichen Zahlen oder mit Eintrdgen der Art irj (i,j € N) beschriftet
sind, und der rekursiv wie folgt definiert ist:

(i) Der Baum bestehend aus einem einzelnen Pfad Z = (F,0;...; F,,0)
ist ein Tableau fiir {F,..., F,}.

(ii) Sei T ein Tableau fiir {F},..., F,} und Z ein Pfad in T. T" entsteht
aus 1", wenn sich fiir eine der folgenden Regeln die Formeln {iber dem
Pfeil (/den Pfeilen) auf Z befinden und die Formeln unter dem Pfeil
(/den Pfeilen) an das Blatt von Z angehédngt werden. 7" ist dann
ebenfalls ein Tableau fiir {F1, ..., F,}.

e Negationseliminierung:

—\—\F,i

!
Fi

e Konjunktive ExpansionZ:

a,t o ‘ o1 vy

! FyNF, P F
Oél,i _\(Fl\/FQ) _\F1 _\FQ
g, i ~(F, = Fy) | F, —F

e Disjunktive Expansion:

572. 6 ﬁl ﬁ2
v AN FyV o F
Br,1 Ba,1 (P AF) | ~F —F

F1—>F2 _\F1 F2
F1<—>F2 Fl _|F1

Fy, —F
_‘(Fl — Fz) K
-Fy, B

2vgl. a-Expansion in [Ganzinger (2002))
3vgl. 3-Expansion in |Ganzinger (2002)
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e Negationseliminierung in modalem Kontext:

—OF, 1 -OF) i
l !
OaF i O-F,1

e Modale Expansion:

aF,1 OFi
irj !
! ]
F,j Fj
fiir jedes j mit irj € Z. J kommt nicht auf Z vor

Definition (Geschlossener/Offener Pfad)
Sei T' ein Tableau und Z ein Pfad in T'. Z heifit geschlossen, falls es eine
Formel F' und eine Zahl i so gibt, dass F,i € Z und —F,7 € Z. Ansonsten
heifit Z offen.

Definition (Geschlossenes/Offenes Tableau)
Sei T' ein Tableau. T heifit geschlossen, falls alle Pfade in T' geschlossen
sind. Ansonsten heifit T" offen.

Definition (Vollstéindiger Pfad)
Sei T" ein Tableau und Z ein Pfad in T'. Z heifit vollstindig, falls fiir alle
Formeln F' € Z eine Formel existiert, die durch Anwendung einer Regel zu
F' entstanden ist.

Definition (Vollstindiges Tableau)
Sei T" ein Tableau. T" heifit vollstindig, falls alle Pfade in T" vollsténdig sind.

Geschlossene Pfade werden durch ein Kreuz (x) als Blatt gekennzeichnet.

Ein geschlossenes Tableau lasst sich finden, indem nach einem minimalen vollstandi-
gem Tableau T' gesucht wird, und dann gepriift wird, ob es geschlossen ist. Dieser
Prozess ist terminierend, da die Formeln durch die Tableau-Regeln immer weiter
verkleinert werden.

Bisher haben wir symbolische Umformungen von betrachtet. Wie konnen diese
Umformungen nun mit der Semantik unserer modalen Aussagenlogik gekoppelt
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werden? Der zentrale Begriff ist hier der der Erfiillbarkeit: wenn alle Formeln F
auf einem Pfad Z in T erfiillbar sind, so ist offensichtlich auch das Tableau T
erfiillbar.

Definition (Erfiillbarkeit eines Pfades)
Ein Pfad Z in einem Tableau heifit erfillbar, falls es ein Modell M =
(W, R,v) und eine Funktion f: N — W so gibt, dass

(i) fiir alle G,i € Z gilt M, f(i) EG
(ii) fur alle irj € Z gilt f(i)Rf(4).

In diesem Fall sagt man auch: M erfillt Z, und f zeigt, dass M Z erfiillt.

Definition (Erfiillbarkeit eines Tableaus)
Ein Tableau T heifit erfillbar, falls es einen Pfad Z € T so gibt, dass Z
erfiillbar ist.

Wann ist ein Pfad Z in T erfiillbar? Offensichtlich nicht, wenn der Pfad geschlos-
sen ist. Offensichtlich doch, wenn er offen und vollstandig ist.

Tableaux erlauben es also, die Erfiillbarkeit einer Formelmenge zu beweisen. Dies
lasst sich auch fiir den Beweis der Allgemeingiiltigkeit einer Formel bzw. der Fol-
gerung einer Formel aus einer Formelmenge nutzen. Zum Beispiel ist eine Formel
F genau dann allgemeingiiltig, wenn ihre Negation —F nicht erfiillbar ist. Um die
Allgemeingiiltigkeit von F nachzuweisen miissen wir also nur ein geschlossenes
Tableau fiir —F finden. Diese Uberlegungen rechtfertigen die folgende Definition:

Definition (Tableau-Ableitbarkeit, )
Sei 3 C Fmlyy eine endliche Menge von Formeln und F' € Fmly, eine
Formel. Dann ist F' in K Tableau-ableitbar aus % (kurz: ¥ kg F), falls es
ein geschlossenes Tableau fir ¥ U {—F'} gibt.

Den Allgemeingiiltigkeitsbegriff iibertragen wir entsprechend, und sagen, dass
ik F genau dann gilt, wenn () g F gilt.

Es bleibt nun nur noch der Nachweis, dass die Tableaux zu K widerspruchsfrei
und vollsténdig zur Semantik von K sind.
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Lemma (Widerspruchsfreiheit der Tableau-Erweiterungsregeln)
Sei M ein Modell und Z ein Pfad in einem Tableau. Wenn M Z erfiillt,
und die Pfade 73, ..., Z, durch Anwendung einer Erweiterungsregel fiir
eine Formel in Z entstehen, so erfiillt M mindestens einen der Pfade Z;.

Beweis
Der Beweis erfolgt durch die Betrachtung der einzelnen Tableau-Erweiter-
ungsregeln:
e ——f 1€ Z:

7' entsteht aus Z durch Anhéngen von F,i. M erfiillt Z, daher gilt
M, f(i) E == F. Dann gilt M, f(i) = F. Damit erfiillt M auch Z’.

Die Fille von konjunktiver Expansion erfolgen dhnlich.

RN Fy i€ Z:

Dann entstehen Z; und Z5 aus Z durch Anhéngen von Fi, ¢ bzw. Fy, 1.
Wegen M erfiillt Z, gilt M, f(i) = Fy V Fy. Daher gilt auch mindes-
tens eine der folgenden Aussagen: (i) M, f(i) = Fi, (ii) M, f(i) E F.

Daher erfiillt M auch mindestens einen Erweiterungspfad Z; von Z.

Die anderen Félle von disjunktiver Expansion erfolgen analog.

-0F,i € Z:

Dann entsteht Z’' aus Z durch Anhédngen von O—F,i. Auflerdem
gilt M, f(i) = —-OF. Wie wir schon gezeigt haben, gilt dann auch
M, f(i) E O-F.

Der Fall fiir = F) i € Z erfolgt analog.

OF,c€ Zund irj € Z:

Dann entsteht Z” aus Z durch Anhéngen von F, j. M erfiillt Z, daher
gilt M, f(i) &= OF. AuBlerdem folgt aus irj € Z und der Definition
von f, dass f(i)Rf(j). Damit gilt M, f(j) | F. M erfillt damit Z’.

OFie Z:

Dann entsteht Z' aus Z durch Anhéngen von F,j und irj fiir ein
neues j € N. M erfiillt Z, daher gilt M, f(i) = OF. Fiir ein w € W
gilt daher M, w = F. Sei nun

{w yfalls x =5

fla)= f(z) , sonst

f! zeigt, dass M Z erfiillt, da sich f’ von f nur durch Hinzunahme
des Falles j unterscheidet, der in Z aber nicht vorkommt. Auflerdem
folgt aus irj € Z’ und der Definition von f bzw. f’, dass f'(i)Rf'(j).
M erfiillt also auch Z’. O
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Theorem (Widerspruchsfreiheit von k)
Sei T ein Tableau zu K fiir eine endliche Menge von Formeln > = {H,, ..., H,}
und F' eine Formel. Dann gilt:

Beweis
Wir beweisen die Kontraposition. Es gelte also ¥ [~k F. Dann gibt es ein
Modell M und eine Welt w so, dass M,w | H; fir alle H; € ¥ und
M, w £ F. Zu zeigen: es gibt kein geschlossenes Tableau fiir ¥ U {—F'}.

Sei nun f so, dass f(0) = w. f zeigt, dass M den Pfad {H:,..., H,,~F}
(also das initiale Tableau) erfiillt. Durch wiederholte Anwendung des vo-
rigen Lemmas auf Z und dessen erfiillbare Resultate erhalten wir einen
vollstandigen Pfad Z’, sodass M Z’ erfiillt. Wére Z’ nun geschlossen, so
miisste es Formeln G, 7 und =G, ¢ enthalten. Da M aber Z’ erfiillt, miisste

sowohl M, f(i) = G, als auch M, f(i), -G gelten. Widerspruch! O

Theorem (Vollstindigkeit von Fg)
Sei T ein Tableau zu K fiir eine endliche Menge von Formeln ¥ und eine
Formel F'. Dann gilt:

Beweis
Wir beweisen die Kontraposition. Es gelte also ¥ I/ F'. Dann existiert kein
geschlossenes Tableau fiir X U {—F'}. Das heifit, alle Tableaux fiir ¥ U {—F'}

sind offen. Sei nun 7" ein beliebiges vollsténdiges Tableau fir ¥ U {—F},
und sei Z ein offener Pfad in 7.

Sei M = (W, R, v) ein Modell mit
o W :={w; | i erscheint auf Z}
o wRw; & wjes

1 fallsp,ie”Z

0 , sonst.

o v(w;,p) = {

Behauptung:

o Vy(w, H)=1,falls Hi € Z
o Vy(w;, H)=0, falls ~H,i € Z.
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Der Beweis der Behauptung erfolgt induktiv iiber den Formelaufbau:

(i) e He Varund H,i € Z:
v(wi, H) = Vq(w;, H) = 1 folgt unmittelbar aus der Definition
von .
e He Varund -H,1 € Z:
Dannist H ¢ Z, da Z offen ist. Also gilt nach Definition v(w;, H) =
VM (wi, H) =0.

(i) e HyANHy i€ Z:
Da Z vollstéandig ist, sind auch Hy,7 € Z und Hs,7 € Z. Nach In-
duktionsvoraussetzung gilt daher Vi (w;, Hy) = 1 und Vi (w;, Hy) =
1. Damit gilt aber auch Viy((w;, H A Hy) = 1.
o ~(HNHy),i€Z:
Da Z vollstandig ist, ist entweder —Hy,7 € Z oder —Hy,1 € Z.

Nach Induktionsvoraussetzung gilt daher Vi (w;, H;) = 0 bzw.
Vm(w;, Hy) = 0. Damit gilt aber auch Vi(w;, Hy A Hy) = 0.

Die Argumentation fiir alle anderen aussagenlogischen Formelkon-
struktionen verlauft analog.

(iii) e OH',ie Z:

Da Z vollstandig ist, ist fiir alle j mit irj € Z auch H',j € Z.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt Vi (w;, H') = 1. Zusammen
mit irj € Z <w;Rw; ergibt sich dann Vi (w;, OH') = 1.

o« OH')ic Z:
Da Z vollstandig ist, ist irj € Z und H’',j € Z. Nach Indukti-
onsvoraussetzung gilt Vi (w;, H') = 1. Zusammen mit irj € Z
Sw;Rw; ergibt sich dann Vi (w;, CH') = 1.

e ~(OH' i€ Z):
Da Z vollstiandig ist, ist O—H',i € Z. Siehe oben.

o -(CH',i€ Z):
Da Z vollstandig ist, ist O—H',i € Z. Siehe oben.

Es gilt nun H,0 € Z fiir alle H € ¥ und —F,0 € Z. Nach der Behauptung
gibt es also ein Modell, ndmlich M, und eine Welt w, sodass M,w =x H
fiir alle H € 3, aber M, w f£i F. Dann gilt ¥ i F. O

Fiihrt die Anwendung der Erweiterungsregeln fiir eine Formelmenge zu einem
vollsténdigen, offenen Tableau, so kénnen wir daraus ein (Gegen-)modell ablesen.
Dieses Modell erfiillt dann alle Formeln in der Formelmenge gleichzeitig. Wie das
Modell abzulesen ist, folgt unmittelbar aus der Definition der Erfiillbarkeit eines
Pfades.
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4 Normale Modale Logiken

Wir haben bisher nur die modale Aussagenlogik K betrachtet. Wir haben dort
definiert, wann eine Formel giiltig ist oder wann sie aus anderen Formeln folgt.
Beide Begriffe machen Aussagen iiber alle moglichen Kripke-Rahmen. Was ist
aber, wenn wir nur an bestimmten relationalen Strukturen interessiert sind? Gel-
ten andere Aussagen, wenn wir z.B. ausschliellich Kripke-Rahmen mit einer re-
flexiven Zugangsrelation behandeln? Das Themengebiet der normalen modalen
Logiken beschéftigt sich mit dieser Frage. Durch das Vorraussetzen bestimmter
Eigenschaften der Zugangsrelation R werden dabei verschiedene normale modale
Logiken definiert.

Der folgende Abschnitt folgt weitgehend der Darstellung in Priest (2001). Wo es
mir notig erschien, habe ich die Begriffe etwas prézisiert. Die Definition normaler
modaler Logiken habe ich von |[Huth and Ryan (2001) und Blackburn et al. (2001))
auf die Herangehensweise von [Priest (2001)) iibertragen.

Definition (Einige Eigenschaften von R)
o p, Reflexivitat: fir alle w € W gilt: wRw
e o, Symmetrie: fiir alle wy,wy € W gilt: wy Rwy = wo Rwy
o 7, Transitivitat: fiir alle wq, we, w3 € W gilt: wy Rws, we Rws =w, Rws

e 7, Erweiterbarkeit: fiir alle w; € W gibt es ein w2 € W so, dass
wlng

e v, Universalitat: fiir alle wy, wy € W gilt: wq Rwo

Diese Eigenschaften kénnen auch kombiniert werden. Zum Beispiel kann R die
Eigenschaft po erfiillen, also reflexiv und symmetrisch sein.

Satz
1. R erfillt p =R erfiillt n
2. R erfiillt 0,7 und n =R erfiillt p
3. Alle anderen Kombinationen von p, 7 und 7 sind unabhéngig.
4. R erfilllt v =R erfiillt p,o, 7
Beweis

1. Offensichtlich: da R reflexiv ist, gibt es immer fiir jedes w; ein wsy,
namlich w; selbst, so dass wi Rws,.



Referat “Normale Modale Logiken” von Peter Adolphs 12

2. Fiir jede Welt w € W gilt: da R erweiterbar ist, gibt es ein w’, sodass
wRw'. Da R symmetrisch ist, gilt dann auch w’ Rw. Da transitiv ist,
gilt wRw.

3. Es werden jeweils Beispiele fiir po, pr, pn, or, on und 7n angege-
ben, die zeigen, dass die jeweils fehlende(n) Eigenschaft(en) nicht
gilt(/gelten). Zum Beispiel wird fiir po gezeigt, dass 7 nicht gilt:

@)

Wiére R transitiv, so wiirde wlRw3 gelten.

4. klar. O

Definition (¥-Rahmen, ¥-Modell)
e Sei F = (W, R) ein Kripke-Rahmen und sei ¥ eine Eigenschaft von
R. Dann heifit 7 auch W-Rahmen.

e Sei F = (W, R) ein ¥-Rahmen. Dann heiit das Modell M = (W, R, v)
auch W-Modell.

Erfiillt R zum Beispiel die Eigenschaft po, so ist jeder Rahmen F mit R ein
po-Rahmen.

Definition (Allgemeingiiltigkeit in KW, Folgern in KWV)
Sei U eine Eigenschaft fiir Zugangsrelationen R.

e [ heifit allgemeingiiltig in KV (=xy F), falls fir alle U-Modelle M
gilt: M = F

o [ folgt in KV aus H (H k¢ F), wenn fiir alle U-Modelle M =
(W,R,v) und w e W gilt: MiwE=H = MwEF

o F folgt in KU aus X (¥ Egy F), wenn fiir alle U-Modelle M =
(W,R,v) und w € W gilt: Myw = H firalle He ¥ = MwEF

Definition (Normale modale Logik KW¥)
Sei U eine Eigenschaft von R. Die normale modale Logik KV C K ist dann
wie folgt defininiert:

KV = {F € leMA| ):K\p F}
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Relationen zwischen moéglichen Welten, die den verschiedenen Eigenschaften ge-
niigen, definieren also verschiedene normale modale Logiken. Mit der obigen De-
finition werden aber nicht allgemein normale modale Logiken definiert. Die ka-
nonische Begriff einer ‘normalen modalen Logik” wird mit einem Hilbert-Kalkiil
definiert, das mehr Logiken (im Sinne der Menge aller unter bestimmten Voraus-
setzungen geltenden Tautologien) beschreiben kann, als die obige Definition.

Historisch gesehen entspricht Kp der modalen Logik T', Kn entspricht D, Kpo
entspricht B, Kp7 entspricht S4 und KpoT entspricht S5.

Wie passt nun die Definition von K selbst mit obiger Definition zusammen?
Man muss eine Eigenschaft von R annehmen, sagen wir ), die R in keiner Weise
einschréinkt. Es ist dann leicht einzusehen, dass sich die Folgerungs- bzw. Allge-
meingiiltigkeitsbegriffe =g und =k gegenseitig entsprechen.

Definition (Erweiterung einer modalen Logik)
Eine modale Logik KWV erweitert eine modale Logik K®, wobei ¥ und ¢
Eigenschaften von R sind, wenn fiir jedes ¥ C Fmly4 und ein beliebiges
F € Fmlyy gilt:

ZIZK\I]F = Z):KCI)F.

Definition (Aquivalenz von modalen Logiken)
Zwei modale Logiken KW und K® sind dquivalent, wenn fiir jedes > C
Fmly 4 und ein beliebiges F' € Fmly, gilt:

EIZK\I/F -~ Z):KQF

Korollar
KV und K& sind dquivalent = KV = Ko.

Satz
Kpor und Ko sind dquivalent.

Beweis
Sei ¥ C Fmlya und F € Fmlya.
((:77:
Gelte ¥ [E=kpor F. Wir haben bereits gezeigt, dass, wenn R v erfiillt, so
erfiillt R auch por. Daher gilt auch: ¥ =g, F.
((¢77 .
Gelte ¥ g por F. Dann gibt es ein por-Modell M = (W, R, v), sodass fiir
einw € W gilt: M,w |= H fiir alle H € X, aber M, w [~ F.
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Sei nun W’ := {w'|wRw'} die Aquivalenzklasse zu w. Sei R’ die Restriktion
von R auf W™, Sei v/ die Restriktion von v auf W’

Folgerung 1: M’ := (W' R’ v') ist ein v-Modell. Begriindung: Sei wy, wy €
W’. Dann gilt wRw; und wRw,. Da ebenfalls w € W’ (R ist reflexiv), gilt
also auch wR'w; und wR'wy. Wegen Symmetrie gilt dann w; R'w. Wegen
Transitivitit gilt dann w; R'w,.

Folgerung 2: wenn w; € W’ und w;Rws, dann wy € W’. Begriindung: da
wy; € W gilt wRw;. Wegen Transitivitiat gilt dann wRws,, d.h. wy € W',
Liegt also ein w’ in W, so erreicht w’ iiber R und R’ die selben Welten.

Fiir jedes w € W’ und jede Formel F' € Fmly4 gilt nun:
MwEF & MwEF (1)

Der Beweis dazu erfolgt induktiv iiber den Formelaufbau:

(i) Fiir alle Aussagenvariablen gilt () trivialerweise.
(ii) Sei F' = Fy A Fy. Dann gilt:

M7w):F1/\F2 = B/\(VM<w7F1)7VM(w7F2>>:1

I\
(¢>) B/\(V./\/l’<w7 Fl)a VM/(U}, F2)) =1

s MwEFRNANE

V
Die Argumentation fiir F' = F} — F5 bzw. F = —F" erfolgt analog.
—
(iii) Sei F' = OF". Dann gilt:
M,w | OF & fir alle w’ € W mit wRw": M,w'" = F’
PEVLRD fiir alle w' € W mit wRw': M, w' = F'
@ fir alle w’ € W’ mit wR'w": M,w' = F'
Ny fir alle w’ € W’ mit wR'w": M’ w' = F'
& M w = aOF
Sei ' = OF’. Die Argumentation erfolgt dann analog. O

Wegen () gilt auch M’ ,w = H fiir alle H € ¥ und M',w £ F. Da M’
ein v-Modell ist, gilt also ¥ g, F.

4d.h. es gilt fir wy, wy € W' wi R'wy 1< wi Rws
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5 Tableaux fiir Normale Modale Logiken

Definition (Tableaux fiir normale modale Logiken)
Ein Tableau fiir normale modale Logiken ist genauso definiert wie zuvor. Je
nachdem, welche Eigenschaften R erfiillt, werden folgende Erweiterungsre-
geln fiir den Pfad Z hinzu genommen:

P ol T n
iy
iy | grk Wie zuvor darf eine Regel nicht an-
! 1|l ! gewendet werden, wenn sie eine For-
iri | jri | irk | irj  mel auf diesem Pfad dupliziert.
1€ Z 1€ ”
j neu

Wir werden spéter zeigen, dass die neuen Tableau-Kalkiile bezogen auf die jewei-
lige Semantik vollstdndig und widerspruchsfrei sind.

Beispiel
1. Fg, Op —p

1: =(op—p),0

l
2: 070 (R reflexiv)
!
3: Op, 0 (1)
4 —p, 0
l
5 p,0
X

Es gilt £k Op = p. Unter der Annahme der Widerspruchsfreiheit
unseres Tableau zur Semantik von K p haben wir gezeigt, dass Kp ein
echte Erweiterung von K ist.

2. Frep— OCpP

1: =(p—odp),0
!
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2: p,0 (1)

3: —OCp,0
!

4: O=0p,0 (3)
i

5: 0rl (4)

6: —Op,1
!

7. oO-p,1  (6)
i

8: 1r0 (R symmetrisch)
l

9: -—p,0 (7,8)
X

Es gilt £k p = OOp. Unter der Annahme der Widerspruchsfreiheit
unseres Tableau zur Semantik von Ko haben wir gezeigt, dass Ko
ein echte Erweiterung von K ist.

3. Fr, Op — OOp

1: —(op— oOOp),0

l
2: Op, 0 (1)
3 —Oap, 0
!
4 O=0Ip, 0 (3)
l
5: Orl (4)
6: —Op, 1
!
7: O-p, 1 (6)
l
8 : 172 (7)
9: -p, 2
!
10 : 0r2 (R transitiv)
l
11 : D2 (10, 2)
X

Es gilt f£x Op = OOp. Unter der Annahme der Widerspruchsfreiheit
unseres Tableau zur Semantik von K7 haben wir gezeigt, dass K7 ein
echte Erweiterung von K ist.
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4. Fg, Op — Op

1: =(Op— <p),0

!

2: Op, 0 (1)

3 -Op, 0
!

4 O-p,0 (3)
!

5: 0rl (R erweiterbar)
l

6 : p,1 (5, 2)
!

7 -p, 1 (5, 4)
X

Es gilt [ Op — <Op. Unter der Annahme der Widerspruchsfreiheit
unseres Tableau zur Semantik von K7 haben wir gezeigt, dass K7 ein
echte Erweiterung von K ist.

Empfohlenes Vorgehen bei ‘komplexeren’ Systemen (R erfiillt mehr als eine FEi-
genschaft):

1. ©-Regel zuerstd
2. fiige alle ndtigen r-Fakten anhand obiger Regeln hinzu

3. berechne fiir evtl. auf dem Pfad liegende OA, 7 die Konsequenzen

Gegenmodelle konnen wie gewohnt abgelesen werden.

Die Regel fiir n kann zu unendlichen Tableaux fithren. Dies ist dann der Fall, wenn
wir sie immer dann anwenden, wenn wir es konnen. In dem Fall wird fiir jedes
neu eingefiihrte j sofort wieder ein neuer Index k eingefiihrt, fiir den wiederrum
die Regel erneut angewendet werden kann, usw. Offensichtlich ist die Anwendung
der Regel aber dann sinnvoll, wenn keine andere Regel ausgefiihrt werden kann.

5

OAI
!
1 — ]

A, j
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Aber auch dann kann das Tableau unendlich werden, immer dann nadmlich, wenn
das Tableau nicht geschlossen werden kann. Gegenmodelle lassen sich dann nicht
systematisch finden, auch wenn sie endlich sind.

Beispiel
|7[K77 Dp

1: =(dp),0
i

2: S=p, 0 (1)
l

3: Orl (2)

4 -p, 1
!

5: 1r2 (R erweiterbar)
|

6 : 2r3 (R erweiterbar)
!

Daraus lasst sich das folgende unendliche Gegenmodell ablesen:

@@

Das folgende einfachere, endliche Gegenbeispiel lésst sich nur durch Uber-
legung finden:

-p

Fiir v-Interpretationen kénnen wir R bei der Auswertung der Wahrheitswerte
ignorieren. Ebenso konnen dann alle r-Eintrdge im Tableau ignoriert werden.
Die O-Erweiterungsregel kann dann einfach fiir jedes i, das auf Z vorkommt
angewendet werden.
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Theorem (Widerspruchsfreiheit)
1. Die Tableaux zu Kp, Ko, K7 und K7 sind widerspruchsfrei zu ihrer
jeweiligen Semantik.

2. Die Tableaux zu Systemen mit kombinierten Eigenschaften von p, o,
7 und 1 von R sind widerspruchsfrei zu ihrer jeweiligen Semantik.

Beweis
Wir miissen zeigen, dass das Lemma iiber die Widerspruchsfreiheit der je-
weiligen Tableau-Erweiterungsregeln immer noch gilt. Es gelte also jeweils,
dass eine Funktion f zeige, dass M den Pfad Z erfiillt. Zu zeigen ist dann,
dass M zumindest einen der aus Z entstehenden Pfade Z; immer noch
erfiillt:

o R ist reflexiv (p):
Dann entsteht Z’ durch Anhéngen von iri an Z. f zeigt dann auch,
dass M Z' erfiillt, da f(i) Rf (i) wegen Reflexivitdt von R.

e R ist symmetrisch (o), irj € Z:
Dann ist jri € Z'. Da f zeigt, dass M Z erfillt, gilt f(i)Rf(j). Da R
symmetrisch ist, gilt dann auch f(j)Rf(i). M erfiillt somit auch Z’.

e R ist transitiv (1), irj, jrk € Z:
Dann ist irk € Z'. Zudem gilt f(i)Rf(j) und f(j)Rf(k). Wegen
Transitivitdt gilt dann auch f(i)Rf(j). M erfiillt somit auch Z’.

e R ist erweiterbar (n):
Dann ist irj € Z' fiir ein neues j € N. Da R erweiterbar ist, gilt
f(i)Rw fiir irgendein w € W. Sei f’ genauso definiert wie f, nur dass
f'(j) := w. f und deswegen auch f’ (da j nicht in Z vorkommt) zeigen,
dass M Z erfiillt. Wegen der Erweiterbarkeit von R gilt zusétzlich
fI@ORF'(j). f zeigt also auch, dass M Z' erfiillt.

Fiir die Kombinationen von Eigenschaften von R werden die obigen Argu-
mente kombiniert. O

Theorem (Vollstindigkeit)
1. Die Tableaux zu Kp, Ko, KT und K7 sind vollstindig zu ihrer je-
weiligen Semantik.

2. Die Tableaux zu Systemen mit kombinierten Eigenschaften von p, o,
7 und n auf R sind vollstdndig zu ihrer jeweiligen Semantik.
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Beweis
Sei ¥ eine der Eigenschaften p, o, 7 oder 7.

Der Beweis erfolgt wie bei dem Vollstéandigkeitsbeweis zu Fy. Es gelte also
wieder X /gy F. Wie zuvor konstruieren wir ein Modell M = (W, R, v) an-
hand der Formeln auf einem der dann existierenden vollstéindigen Tableaux
mit einem offenen Pfad Z:

o W :={w; | i erscheint auf Z}
o w;Rw;, & irjez

1 Sfallsp,ieZ

0 , sonst.

o v(w;,p) = {

Wir haben schon gezeigt, dass mit diesem Modell gilt:

® VM(U}“H) = 1, falls H,Z ez

o Viy(w;,H) =0, falls ~H,i € Z.

Wir miissen nun nur noch zeigen, dass R bei Anwendung der Tableau-
Regeln fiir ¥ die Eigenschaft U erfiillt:

e Tableau-Erweiterungsregeln fiir p:
Fiir jedes i, das auf Z vorkommt, gibt es nach der Definition von M
eine Welt w; € W. Da Z vollstiandig ist, ist iri € Z durch Anwendung
der p-Erweiterungsregel. Nach der Definition von R gilt dann w; Rw;.
R ist also reflexiv.

e Tableau-Erweiterungsregeln fiir o
Angenommen irj € Z. Da Z vollstiandig ist, ist auch jri € Z. Nach
Definition von M gilt dann w; Rw; und w; Rw;. Das heifit, R ist sym-
metrisch.

e Tableau-Erweiterungsregeln fiir 7:
Angenommen irj € Z und jrk € Z. Da Z vollstindig ist, ist auch
irk € Z. Nach Definition von M gilt dann w; Rw;, w; Rwy, und w; Rwy,.
Das heifit, R ist transitiv.

e Tableau-Erweiterungsregeln fiir 7:
Wenn ¢ auf Z vorkommt, so gibt es ein w; € W. Da Z vollstéindig ist,
wurde die n-Erweiterungsregel angewendet. Daher gibt es ein j € N
mit ¢rj € Z. Nach Definition von M gilt dann w; Rw;. Das heifit, R
ist erweiterbar. O
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Wie zuvor gilt nun: da H;,0 € Z fiir alle H; € ¥ und -F,0 € Z, gilt
M,w = H; und M, w [~ F. Daher gilt ¥ gy F.

Fiir Kombinationen von Eigenschaften von R werden die obigen Argumente
kombiniert.

6 Logic Engineering

Wir haben bisher gesehen, wie sich die verschiedenen normalen modalen Aussa-
genlogiken in ihrer Semantik voneinander unterscheiden. Klassischerweise wird
O als Notwendigkeit und < als Moglichkeit verstanden®. Es sind aber auch an-
dere Interpretationen der modalen Operatoren denkbar. Fiir welche Félle sollten
wir nun welche der Logiken verwenden? Das heifit, wie konnen wir O und <
tatsédchlich interpretieren und welche Logik entspricht dieser Interpretation dann?

Dieses Kapitel stellt hauptséichlich die Uberlegungen in [Huth and Ryan (2001))
vor. Fiir die moglichen Interpretationen von 0O bzw. & habe ich auch die entspre-
chenden Abschnitte aus Priest (2001) hinzugezogen.

OF wird auf verschiedene Weisen interpretiert. Darunter sind zum Beispiel die
folgenden:

e es ist (logisch) notwendig, dass F

e es wird immer der Fall sein, dass F

e ¢s ist die moralische Pflicht, dass F' (im Engl.: ought; deontische Logik)
e Agent () glaubt, dass F' (doxastische Logik)

o Agent () wei, dass F' (epistemische Logik)

e nach jeder Ausfithrung des Programms P gilt F'

Wie wir schon gesehen haben, kénnen wir & mit Hilfe von O formulieren. So
gilt OF immer dann, wenn —=O—F gilt. Aus den obigen Interpretationen fiir O
konnen wir also unmittelbar die Interpretationen fiir & ableiten:

SDamit ist aber nicht unser intuitives Versténdnis von ‘Notwendigkeit’ gemeint. Dieses be-
sagt, dass alles, was notwendig ist, auch gilt. Allgemein gilt also fiir unser Verstdndnis von
‘Notwendigkeit’, dass OF — F. Dies gilt nicht in K.
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OF OF

es ist (logisch) notwendig, dass F es ist moglich, dass F

es wird immer der Fall sein, dass F' | irgendwann in der Zukunft gilt F'

es ist die moralische Pflicht, dass F' | es ist erlaubt, dass F’

Q glaubt, dass F F ist konsistent mit ()’s Glauben

Q@ weiB, dass F F ist konsistent mit ()’s Wissen

nach jeder Ausfithrung von P gilt F' | es gibt eine Ausfithrung von P so, dass F

Wir konnen nun versuchen, die jeweilige Logik zu bestimmen, indem wir uns
die Eigenschaften der Zugangsrelation ndher anschauen. Wir kénnen uns hier
fragen, welches Verstdndnis wir von der Zugangsrelation R haben, wenn wir eine
bestimmte Interpretation von O voraussetzen:

OF w1 Rws

wo ist eine mogliche Welt mit den In-

ist (logisch t dig, d F .
es ist (logisch) notwendig, dass formationen von w;

es wird immer der Fall sein, dass F wq liegt in der Zukunft von w;

wy ist moralisch akzeptierbar mit den

es ist die moralische Pflicht, dass F' moralischen Gegebenheiten von w;

wy konnte nach allem, was @) in w;
glaubt, die tatsdchlich Welt sein

wy konnte nach allem, was @) in w;
weif3, die tatsdchlich Welt sein

wsq ist ein moglicher Zustand nach Ab-
lauf von P in w;

Q@ glaubt, dass F'
Q weif3, dass F'

nach jeder Ausfithrung von P gilt F'

Wir miissen uns dann fragen, welche Eigenschaften von R aus dem jeweiligen
Verstandnis von R folgen. Zum Beispiel kénnen wir feststellen, dass R im Falle
von ‘wissen’ reflexiv sein sollte. Dies besagt, dass die aktuelle Welt w fiir () die
aktuelle Welt sein konnte. Das entspricht unserem Verstdndnis von ‘wissen’. Eine
epistemische Logik muss also mindestens K p entsprechen.

Um festzustellen, welche Logik unserer jeweiligen Interpretation von O am bes-
ten erfasst, konnen wir uns alternativ auch die Giiltigkeit bestimmter Formeln
anschauen. Zum Beispiel besagt unser Verstdndnis von ‘wissen’, dass, wenn wir
F wissen, dann tatséchlich auch F' gilt. Das heifit, es gilt OF — F'. Diese Formel
gilt aber nicht in K, da sich ein einfaches Gegenbeispiel finden ldsst (eine einzige
Welt ohne Ubergiinge, in der F' nicht gilt).

Auf diese Weise kénnen wir eine Reihe von Formeln aufstellen und die Allge-
meingiiltigkeit fiir die jeweiligen Interpretation von O priifen. Wir kénnen damit
die zu der jeweiligen Interpretation gehérende Logik nédher charakterisieren:



Referat “Normale Modale Logiken” von Peter Adolphs 23
§ &
7 AN
&
& o
S S 7
§ & o Qﬁ S
% % /

Qp

aoF

es ist (logisch) notwendig, dass F
es wird immer der Fall sein, dass F
es ist die moralische Pflicht, dass F’
Q@ glaubt, dass F'

Q weil3, dass F'

nach jeder Ausfithrung von P gilt F'

x << x < <] Yo
x < < x x<| B

oy Qo
X < < < X< | 7 &
x < << x <] Yo

X X X X X X Qﬁp
< < << << Y

X X X X X X Qﬁ4

X <X X X <_

Eine Moglichkeit ist nun, eine Logik mit Hilfe einer geeigneten Charakterisierung
dieser Art syntaktisch zu definieren. In der Tat waren die ersten Charakterisierun-
gen von modalen Logiken solche syntaktische Charakterisierungen mittels eines
Hilbert-Kalkiils. Mit einem Satz von Axiomen und wenigen Schlussregeln lassen
sich dann alle Tautologien einer Logik syntaktisch herleiten. Es ist damit aber
auch moglich, Logiken zu beschreiben, die sich nicht iiber die Eigenschaften von
R beschreiben lassen (nicht-normale modale Logiken).

Die Korrespondenztheorie stellt den Bezug zwischen beiden Ansétzen her. Sie
verbindet die Charakterisierungen einer Logik {iber die Zugangsrelation R mit
den syntaktischen Charakterisierungen. Zum Beispiel gibt es eine Korrespondenz
zwischen der Formel OF — F und der Eigenschaft p von R, sowie zwischen
OF — OOF und 7. Diese Beziehungen kénnen helfen, wenn eine Logik zu einer
bestimmten Interpretation von 0O entwickelt oder gefunden werden muss.
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